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RESUMO

Ao falarmos em Matematica pensamos em numeros, raramente o aluno tem sobre
seu dominio elementos que permitam pensar sobre Matematica como idéias. E os
nameros tém ma fama. As aulas de Mateméatica costumam ser lembradas de forma
traumatica por grande parte dos alunos. O objetivo deste trabalho é mostrar que a
Matematica € uma matéria que vai além das salas de aula e que, ao longo dos
séculos, foi uma formidavel ajuda a todas as ciéncias, bem como mostrar a presenca
da Matematica nas diversas areas do conhecimento. Para isso, utilizaremos como
tema a Razao Aurea, conhecida também como Proporgdo Divina ou Nimero de Ouro,
considerada até os dias atuais como um grande tesouro da Geometria. A Razao
Aurea representa a mais agradavel proporcdo entre dois segmentos ou duas
medidas, e podemos encontra-la em questbes simples do dia-a-dia, facilitando assim
sua compreensdo. Realizamos um estudo histérico e apresentamos a historia de
alguns grandes matematicos que contribuiram para o desenvolvimento da
Matematica, dando contribuicdes também para a Razdo Aurea, bem como diversas
aplicac6es em diferentes areas do conhecimento e sua presenca no corpo humano.
Este trabalho considera que a introducdo de metodologias que desenvolvam a
capacidade de abstracado do aluno, possibilitando uma clara conexao entre linguagem
simbdlica utilizada nos livros didaticos e os conceitos envolvidos no descobrimento de
relacdes, sdo fundamentais para que o aprendizado da Matematica se torne mais que
uma ferramenta para a solucdo de problemas cotidianos, seja um prazer para o
estudante.

Palavra-chave: Razao Aurea, Matematica, Geometria.



ABSTRACT

When we talk about Mathematic, we think in numbers, rarely the student has in his
domain evidence to think about Mathematic as ideas. The numbers have bad fame.
The Mathematics’ classes had been remembered of traumatic form to students. The
main idea of this research is to show that Mathematics is a subject that goes beyond
the classroom, and over the centuries, was a great aid to all sciences, and presented
it presence in different areas of knowledge. We'll use the Aurea Reason, also known
like Proportion Divine or Golden Number, considered until today as a great Geometry
treasure. The Aurea Reason represents the most pleasant proportion between two
segments or two measures, and we can found it in simple matters of everyday thus
facilitating their comprehension.

We've carried a historical study and we’'ve presented the history of some greats
Mathematical that have contributed to Aurea Reason like various applications in
different knowledge areas and its presence in the human body.

This research considers the introduction of methodologies to develop student’s
capacity for abstraction, allowing a clear connection between symbolic languages,
used in textbooks, and concepts involved in the relation’s discovery, they are
essential to the learning of Math become more than a tool for solving everyday

problems, been a pleasure for the student.

KEY WORD: AUREA REASON, MATHEMATIC, GEOMETRY;
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INTRODUGAO

A Matematica € uma area que se relaciona com todas as areas, o que o torna
uma ciéncia interdisciplinar.

Quando pensamos em Matematica, imaginamos numeros, contas, resolucdes

de problemas. Os numeros tém ma fama. A aula de Matematica costuma ser
lembrada como o0 momento mais traumatico do aprendizado em relacdo a outras
matérias.
Falamos em Matematica, pensamos em numeros e, portanto, a apresentacado a
seqguir visa contar a histéria de um dos maiores e mais surpreendentes numeros da
Matematica, Phi, também conhecido como Razdo Aurea, Propor¢do Aurea, Seccido
Aurea, Proporcdo Aurea, representado pela letra grega ¢ (phi) em homenagem ao
matematico e escultor Fidias, por ter utilizado em tantas obras suas a Razao Aurea.

Sua origem é geométrica e a figura mais famosa e mais usada na Razao Aurea
é o Retangulo Aureo.

Pode-se dizer que ¢ (phi) tende a ser o mais irracional dos niumeros irracionais,
pois essa fracdo converge tdo vagarosamente para ¢ (phi), que parece nos mostrar
que ¢ (phi) ndo quer ser representado por uma fracdo, mesmo que a fragdo nao seja
de inteiros.

A Razdo Aurea pode ser encontrada em lugares inesperados e fascinantes
como em algumas figuras geométricas, na escrita antiga, na arquitetura, na arte, no
cinema, na mausica, na literatura, na fotografia, na natureza, na industria, no corpo

humano, nos fractais, no mercado financeiro e até mesmo na Biblia.

‘A Geometria possui dois grandes tesouros: um € o Teorema de Pitagoras, o outro a
Proporgéo Aurea. Podemos comparar o primeiro a uma porgéo de Ouro e o segundo a uma
joia preciosa.” (KEPLER, apud AVILA, 1985, p.14).

Com este trabalho pretendo mostrar que a Matematica pode ser apresentada
de varias maneiras demonstrando um método do aluno ndo mais vé-la como uma
matéria de dificil compreensdo e sim despertar o interesse deles para que no
momento que se encantarem com a fascinacdo que a Razdo Aurea nos traz, ele
busque por mais conhecimento mesmo quando esta fora da escola.

Podemos demonstrar varios meios materiais e intelectuais para compreender e

assim ensinar a Matematica através da Razdo Aurea, demonstrando que é uma
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matéria que vai além das salas de aula, ao longo dos séculos, os numeros foram
dando uma formidavel ajuda a todas as ciéncias.

O objetivo deste trabalho é ode aprimorarmos o desenvolvimento do raciocinio
l6gico-matematico para o aluno ao se defrontar com conceitos matematicos mais
avancados e a uma nova gama de conhecimentos que contrasta com o histérico de
nameros, contas e resolucdes de problemas que vem acompanhando durante o seu
aprendizado fazendo com que ele tenha uma perspectiva mais clara sobre o assunto
que o acompanhou durante o ensino.

A disciplina serd desenvolvida por meio de aulas tedricas, exercicios,
discussdes, levantamento bibliografico, trabalhos praticos, participacdo nas aulas,
elaboragao de atividades de ensino envolvendo varias outras areas, podendo assim
optar por trabalhos fora da sala de aula, visitando o préprio prédio da escola para
procurarmos a Razdo Aurea que pode ser encontrada de diversas formas, podemos
também programar visitas a um Espaco Cultural ou a um Museu de Arte que pode
revelar-se uma oOtima oportunidade para que os alunos visualizem o que estao
aprendendo na sala de aula de uma maneira ludica, prazerosa e critica, tendo acesso
a realidade que pode nos apresentar a Matemética identificando concretamente o uso
destas relagdes, podemos desenvolver atividades escolares nas quais os alunos
explorem o0s recursos apresentados pela natureza e realizar multilpas construcdes
Matematicas e artisticas, desenvolvendo o pensamento, a criatividade e um melhor
entendimento da matéria podendo nos dar grandes oportunidades para uma
abordagem multidisciplinar.

No capitulo 1 intitulado “A Misteriosa Razdo Aurea — A Histéria da Divina
Proporgcéao” apresento um pouco da histéria da Divina Proporgado e enfatizo sobre
grandes matematicos das mais diversas épocas, os quais foram escolhidos pela
colaboragido que eles tiveram para a Matematica em relacdo a Razdo Aurea.

E importante ressaltar que estou enfocando que, embora muitos destes
personagens da histéria da Matematica tenham sido vitimas de situagbes
complicadas, nada os impediu de apresentar contribuicbes valiosas e tais
contribuicées sao mais relevantes do que as dificuldades encontradas. Acreditamos
que o enfoque da Histéria da Matematica também deva ser abordado em sala de
aula.

O capitulo 2 intitulado “A Razdo Aurea e as Figuras Geométricas”,

apresentamos a presenca da Razdo Aurea em diversas figuras que nos levardo a
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enxergar melhor a presencga desta nas mais diversas formas como nos apresentara o
capitulo 3.

No capitulo 3 intitulado “Um pequeno Numero e Diversas Aplicacoes”,
poderemos mostrar diversas formas que a Razdo Aurea nos presenteia. Podemos
encontra-la na disposicao das plantas, caracéis, espirais, corpo humano, e em tantos
outros lugares que desejarmos encontrar.

No capitulo 4 intitulado “A Razdo Aurea apresentando seus mistérios através
do corpo humano”, veremos como a Matematica nos envolve interna e externamente,
pois abrange varios érgaos do nosso corpo, nos levando a entender como encontrar a
beleza &urea do ser humano. A Razdo Aurea é usada por médicos, como por
exemplo, cirurgides plasticos e ortodontistas para melhorar a estética do ser humano.

Um dos mais importantes deveres do professor é o de auxiliar os seus alunos,
0 que nao é facil, pois exige tempo, pratica, dedicacao e principios firmes, tendo este
como uma das missGes usarem sua disciplina como instrumento para atingir os
objetivos maiores da educacgao, possibilitar, estimular e facilitar a acdo de cada aluno
para atingir seu potencial. Vamos acompanhar nesse trabalho quem sabe uma

trajetoria para conseguirmos um novo caminho para tomar o0 ensino mais prazeroso.
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CAPITULO 1: A MISTERIOSA RAZAO AUREA - A HISTORIA DA
DIVINA PROPORCAO.

A Matematica esta presente em praticamente todas as areas do conhecimento, mas
nem sempre é facil demonstrar aplicacbes praticas e interessantes aos olhos dos
alunos permeando as aulas usuais com aulas diferentes. Neste capitulo abordaremos
um pouco da histéria da Razdo Aurea, o que acreditamos que pode ser um diferencial
no despertar dos alunos para a beleza da Matematica e para sua utilizacao pratica
cada vez mais indispensavel no nosso mundo atual.

A Razdo Aurea também conhecida como Numero de Ouro, Proporcdo Aurea,
Proporcao Divina, ou numero perfeito, representada pela letra grega ¢ (Phi) em
homenagem ao matematico grego Fidias, o famoso arquiteto e escultor grego que
viveu entre 490 e 430 a. C. , sendo suas maiores realizagdes o “Partenon de Atenas”
e o “Zeus” no templo de Olimpia, ele foi homenageado porque alguns historiadores da
arte sustentavam que Fidias fazia uso freqiiente e meticuloso da Razdo Aurea em
suas esculturas. (LIVIO, 2006, p. 16).

O Numero de Ouro foi descoberto no século V a. C. por Hipasos de Metaponto, um
matematico grego. (LIVIO, 2006, p. 14).

O Numero de Ouro € um numero irracional misterioso e enigmatico que nos surge
numa infinidade de elementos da natureza na forma de uma razdo, sendo
considerada como uma oferta de Deus ao mundo.

A primeira definicdo clara do que mais tarde se tornou conhecido como Razao Aurea
foi dada por volta de 300 a.C. pelo fundador da Geometria como sistema dedutivo
formalizado, Euclides de Alexandria. Com os estudos de Euclides, em 1923, devido a
grande admiragdo que ele inspirava a poetisa Edna St. Vicent Millary escreveu um
poema intitulado “Somente Euclides viu a beleza Nua”. (LIVIO, 2006, p. 13).

Esta histéria comecou ha cerca de 2500 anos, com a busca do modo mais

harmonioso e simétrico de dividir um segmento em duas partes:
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~—
a+b

Figura 1: Proporgao aurea: razao entre a+b que coincide com a razéo entre “a” e “b”. (MARQUES, 2008)

Uma das propriedades da “seccao” é que, ela se auto-propaga. A construcédo equivale
a resolucédo de uma equacao quadratica.

O valor exato da Razdo Aurea é o nimero que nunca termina e nunca se repete
1,6180339887..., e esses numeros que nunca terminam tém intrigado os homens

desde a Antiguidade.

Calculo da Raz3o Aurea "Fi"

Seja a distancia AB igual a uma unidade de comprimento
e seja o tamanho do segmento dureo AD = x.
Chamemos de "Fi" a razdo extrema (e média). Entéo:

1

e a i
Multiplicando em cruz:
x2=1-x
Rearranjando:
x2 + x -1 =0
Resolvendo:

1117 L axax1  -14/s

- =
2 2

O que leva as duas raizes:

_14s e
H= —— x=
2 2
Desprezando a raiz negativa, a razdo procurada é:
Fi = —1-= 2
X =14y5

Que resulta aproximadamente em:

Fi = 1,61803...

Figura 2: Calculo da Razao Aurea “Phi”. (PIROPO, 2007a).

Um exemplo desta maravilha é o fato de que se desenharmos um retangulo cujos
lados tenham uma razéo entre si igual ao nimero de ouro este pode ser dividido em
um quadrado e outro retdngulo em que este tem também ele, a razao entre os dois
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lados iguais ao numero de ouro. Este processo pode ser repetido indefinidamente

mantendo-se a razao constante.

D b Phgeh ©

a
Figura 3: Retangulo Aureo. (LAURO, 2005, p. 35).

A historia deste inigmatico nimero perde-se na antiguidade. No Egito as Piramides de

Gizé foram construidas tendo em conta a Raz&o Aurea:

e
o = oA S
. ‘55?2%“@

= . i

Sl
R

Figura 4: Piramides de Gizé. (GONCALEZ, 2007).

A razao entre a altura de uma face e metade do lado da base da grande Piramide é
igual ao numero de ouro. Além disto, cada pedra era 1,618 (valor aproximado de phi)
menor que a pedra de baixo, a de baixo era 1,618 maior que a de cima, que era 1,618
maior que da 32 fileira e assim por diante.

Um exemplo de uso da proporcao aurea é o Papiro de Rhind (egipicio) ou Ahmes que
data de aproximadamente 1650 a. C. onde encontramos 85 problemas matematicos
copiados em escrita hieratica pelo escriba Ahmes, o papiro mede 5,5 metros de
comprimento por 0,32 metros de largura. O Papiro de Rhind (egipicio) refere-se a
uma “razdo sagrada” que se cré ser o numero de ouro. Esta razao ou secgado aurea

surge em muitas estatuas da antiguidade. (BELUSSI, 2006).
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Figura 5: Papiro de Rhind. (BELUSSI, 2006).

O Phi é considerado um dos numeros mais fascinantes. (Livio, 2006) questiona: o que
o encantador arranjo de pétalas numa rosa vermelha, o famoso quadro “O
sacramento da Ultima Ceia”, de Salvador Dali, as magnificas conchas espirais de
moluscos e a procriagdo de coelhos tém em comum? E dificil acreditar, mas estes
exemplos bem diferentes tém em comum a Raz&o Aurea.

Muitos matematicos, de diversas épocas, estudaram a Razdo Aurea. Houve uma
época em que “cientistas” e “matematicos” eram individuos auto-selecionados que
simplesmente se dedicavam a questdes que despertavam suas curiosidades. Essas
pessoas muitas vezes trabalhavam e morriam sem saber se seus trabalhos iriam
mudar o curso do pensamento cientifico ou iriam simplesmente desaparecer sem
deixar vestigios. (LIVIO, 2006, p. 22).

Apresentaremos alguns grandes matematicos e suas contribuicbes para o
conhecimento da Razao Aurea.

1.1: EUCLIDES

Euclides de Alexandria (360 a. C. — 295 a. C.) foi um professor, matematico e
escritor. Apesar de Euclides ser um autor de best-sellers, sua vida é tdo misteriosa
gue até mesmo o local de seu nascimento é desconhecido. Teria sido educado em
Atenas e freqlentando a Academia de Platdo. Convidado por Ptolomeu | para compor
0 quadro de professores da recém fundada Academia, que tornaria Alexandria no
centro do saber da época, tornou-se 0 mais importante autor de Matematica da
Antiguidade greco-romana e talvez de todos os tempos com o livro “Os Elementos”.
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Figura 6: Euclides. (WIKIPEDIA, 2008a).

“Os Elementos”, uma obra em treze volumes, sobre Geometria e teoria dos
nlimeros, apresentam em seu segundo volume a primeira definicdo da Razao Aurea
relacionada as areas, no volume quatro, ele apresenta uma definicdo mais clara
sobre a nossa famosa proporcdo, em virtude da construcdo do pentagrama, por
Euclides, definiu-se a propor¢cdo aurea e volta novamente a utiliza-la no seu décimo
terceiro livro, apresentando a construgdo do Icosaedro e do Dodecaedro. (LIVIO,
2006, p. 94).

Figura 7: Pentagrama. (LAURO, 2005, p. 40).

Neste desenho podemos verificar um segmento AB em destaque que é um
pedago do pentagrama, e este por sua vez é denominado de Segmento Aureo.
Veremos com mais detalhes as figuras geométricas relacionadas a Razao Aurea no

proximo capitulo.



24

Também é de autoria de Euclides o algoritmo que busca encontrar o maximo
divisor comum entre dois nimeros inteiros diferentes de zero. E um dos algoritmos
mais antigos conhecidos. O algoritmo nao requer fatoracao.

Embora Euclides possa ndo ter sido o maior matematico que ja existiu,
certamente foi o maior professor de Matematica. (LIVIO, 2006, p. 95).

1.2: PITAGORAS

Tanto Euclides como Pitagoras tiverem o seu papel fundamental na histéria da
Divina Proporcéo. Ja vimos neste capitulo que Euclides define a Razdo Aurea através
da construcdo do Pentagrama. Agora apresentaremos um pouco de Pitagoras.

pes =

Figura 8: Pitagoras. (WIKIPEDIA, 2007e).

Pitagoras nasceu por volta de 570 a. C. na ilha de Samos, no mar Egeu.

Talvez seguindo o conselho de seu suposto professor, 0 matematico Tales de
Mileto, Pitagoras tenha vivido durante algum tempo no Egito, onde ele teria aprendido
Matematica, Filosofia e temas religiosos com os sacerdotes egipcios.

Pitdgoras foi um dos primeiros a compreender 0os numeros como entidades
abstratas que existem por si mesmos.

Pitagoras estudou o vinculo entre o som, o espacgo e a Matematica.

A influéncia de Pitagoras era tdo grande que seus seguidores mais aplicados
formaram uma sociedade secreta e eram conhecidos como pitagéricos.

Pitagoras e os pitagéricos sdo mais conhecidos pelo seu suposto papel no
desenvolvimento da Matematica e pela aplicacdo da Matematica ao conceito de

ordem, seja a ordem musical, a ordem do cosmo ou até mesmo ética.
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Os pitagéricos usaram também a seccédo de ouro na construcdo do simbolo

que representava a sua sociedade secreta, a estrela pentagonal, ou pentagrama.

Figura 9: O Pentagrama - Simbolo dos pitagéricos. (DONALD NO PAIS DA MATEMAGICA, Video, 1959).

Foi Pitagoras quem relevou as principais caracteristicas dos numeros, como
por exemplo, o numero 1 — este era o inicio de tudo. O legado desse matematico
grego vai muito além do famoso “Teorema de Pitagoras”. (LIVIO — 2006) demonstra
detalhadamente a importancia do “Teorema de Pitdgoras”, assim como a interessante
afirmacao de que os babilénios ja conheciam a trinca pitagérica (o quadrado sobre a
hipotenusa é claramente igual em area a soma dos quadrados menores). Podendo

ser expresso como ¢? = a? + b?.

SETEY

Figura 10: Teorema de Pitagoras. (WIKIPEDIA, 2007e).

Nao conseguiram exprimir como quociente entre dois numeros inteiros, a
razdo existente entre o lado do pentdgono regular estrelado (pentaculo) e o lado do
pentagono regular inscritos numa circunferéncia. Quando chegaram a esta
conclusao ficaram muito espantados, pois tudo isto era muito contrario a toda a
l6gica que conheciam e defendiam que lhe chamaram irracional.

Este nimero era o numero ou seccao de ouro apesar deste nome sé lhe ser

atribuido uns dois mil anos depois.
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Livio (2006), diz que Pitdgoras acreditava na magia dos numeros, além deles

estarem intimamente conectados a natureza.

Retomando a Samos, indispds-se com o tirano Policrates e imigrou para o sul

da ltalia, na ilha de Crotona, de denominacdo grega. Ai fundou a Escola Pitagorica,

a quem se concede a gléria de ser a “primeira Universidade do mundo”.

A Escola Pitagorica e as atividades se viram desde entdo envoltas por um véu

de lendas. Foi uma entidade parcialmente secreta com centenas de alunos que

compunham uma irmandade religiosa e intelectual. Entre o0s conceitos que

defendiam, destacam-se:

Pratica de rituais de purificagéo e crenca na doutrina da metempsicose, isto é,
na transmigracao da alma apo6s a morte, de um corpo para outro. Portanto,
advogavam a reencarnacgao e a imortalidade da alma;

Lealdade entre os membros e distribuicdo comunitaria dos bens materiais;
Austeridade, ascetismo e obediéncia a hierarquia da Escola;

Proibicdo de beber vinho e comer carne ( portanto é falsa a informacgéo que
os discipulos tivessem mandado matar 100 bois quando da demonstracéo do
denominado Teorema de Pitdgoras. A palavra hecatombe que significa
mortandade ou carnificina, deve a etimologia ao grego: sacrificio de 100 bois);
Purificacdo da mente pelo estudo de Geometria, Aritmética, Musica e
Astronomia;

Classificacao aritmética dos numeros em pares, impares, primos e fatoraveis;
Criacao de um modelo de defini¢cdes, axiomas, teoremas e provas, segundo o
qual a estrutura intrincada da Geometria € obtida de um pequeno numero de
afirmagbes explicitamente feitas e da acdo de um raciocinio dedutivo rigoroso;
Grande celeuma instalou-se entre os discipulos de Pitdgoras a respeito da
irracionalidade da “raiz de 2”. Utilizando notagéo algébrica, os pitagéricos nao
aceitavam qualquer solugdo numérica para x* = 2, pois s6 admitiam nimeros
racionais. Dada a conotacdo mistica atribuida aos numeros, comenta-se que,
quando o infeliz Hipasus de Metapontum propés uma solugdo para o
impasse, o0s outros discipulos o expulsaram da Escola e o afogaram no mar;
Na Astronomia, idéias inovadoras, embora nem sempre verdadeiras: a Terra

€ esférica, os planetas movem-se em diferentes velocidades nas varias
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Orbitas ao redor da Terra. Pela cuidadosa observacao dos astros, cristalizou-

se a idéia de que ha uma ordem que domina o Universo.

e Aos pitagoéricos deve-se provavelmente a construcdo do cubo, tetraedro,
octaedro, dodecaedro e a bem conhecida sec¢ao aurea;

Na Musica, uma descoberta notavel de que os intervalos musicais se colocam
de modo que admitem expressdes através de proporcoes aritméticas.
(WIKIPEDIA, 2007e).

Pitagoras € o primeiro mateméatico puro. Entretanto é dificil separar o histérico
do lendario, uma vez que deve ser considerado uma figura imprecisa
historicamente, ja que tudo o que dele sabemos deve-se a tradicdo oral. Nada
deixou escrito, e 0s primeiros trabalhos sobre os mesmo deve-se a Filolau, quase
100 anos ap6s a morte de Pitagoras.

Nao é facil negar aos pitagéricos o papel primordial para o estabelecimento
da Matematica como disciplina racional. A respeito de algum exagero, ha séculos
cunhou-se uma frase: “Se ndo houvesse o ‘teorema de Pitagoras’ nao existiria a
Geometria”. (WIKIPEDIA, 2007e).

Figura 11: Estatua de Pitagoras. (WIKIPEDIA, 2007e).

A escola Pitagérica ensejou forte influéncia na poderosa verve de Euclides,
Argquimedes e Platdo, na antiga era crista, na Idade Média, na Renascenca e até em
nossos dias com o Neopitagorismo. (WIKIPEDIA, 2007e).

Ainda, atribui-se a Pitagoras e aos pitagéricos a descoberta das progressoes
harmonicas nas notas de escala musical, por observar que os intervalos musicais e
o tom das notas correspondiam aos comprimentos relativos das cordas que
vibravam.

Foi devido a Pitagoras e aos pitag6éricos que surgiu a base da musica que é
tocada até os dias atuais.
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Pitagoras foi o primeiro fildsofo a criar uma definicdo que quantificava o
objetivo final do Direito: a justica. Ele definiu que um ato justo seria a chamada
“‘justica aritmética”, na qual cada individuo deveria receber uma punicdo ou ganho
quatitativamente igual ao ato cometido. Tal argumento foi refutado por Aristételes,
pois ele acreditava em uma justica geométrica, na qual cada individuo receberia
uma puni¢do ou ganho qualitativamente, ou proporcionalmente, ao ato cometido; ou
seja, ser desigual para com os desiguais a fim de que estes sejam igualados com o
resto da sociedade. (WIKIPEDIA, 2007e).

Pitdgoras também descobriu que dentro do Pentagrama encontra-se o
segredo do Retangulo Aureo ou também conhecido como Retangulo de Ouro que
para 0s gregos representava a lei da beleza Matematica.

O Retangulo Aureo foi utilizado como base na criagéo de obras de arte, obras
arquiteténicas, na natureza e em varios outros segmentos que veremos noOS
capitulos a seguir.

Pensamentos de Pitagoras:

1. - Educai as criangas e nao sera precisa punir os homens.

2. - Nao é livre quem nao obteve dominio entre si.

3. - Pensem o que quiserem de ti, traz aquilo que te parece justo.

4. - O que fala semeia; o0 que escuta recolhe.

5. - Ajuda teus semelhantes a levantar a carga, mas nao a carregues.

6. - Com ordem e com o tempo encontra-se o segredo de fazer tudo e tudo

fazer bem.

~

. - Todas as coisas sao numeros.

8. - A melhor maneira que o homem dispbe para se aperfeicoar , é
aproximar-se de Deus.

9. A Evolugéo ¢ a Lei da Vida, o Numero € a Lei do Universo, a Unidade é a
Lei de Deus.

10. A vida € como uma sala de espetaculos: entra-se, vé-se e sai-se.

11. A sabedoria plena e completa pertence aos deuses, mas os homens
podem deseja-la ou ama-la tornando se filésofo. (WIKIPEDIA, 2007¢).

Os fatos acerca da morte de Pitdgoras sado tdo imprecisos quanto os fatos

sobre sua vida. (LIVIO, 2006, p.38).
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1.3: LEONARDO DE PISA

Matematico, Leonardo Fibonacci de Pisa (também chamado Leonardo
Pisano) viveu trés séculos antes de Leonardo da Vinci. Na Argélia, Fibonacci foi
instruido por um professor arabe e teve a oportunidade de conhecer os algarismos
arabes. (LIVIO, 2006, p. 112 e 113).

Figura 12: Leonardo de Pisa. (WIKIPEDIA, 2008b).

Em 1202 Fibonacci escreveu o Liber Abaci ( Livro do Abaco), introduzindo na
Europa o sistema decimal de numeros, com zero e tudo.

Atalay (2007), afirma que Fibonacci, também seguindo os arabes, introduziu o
conceito de valor posicional, em que cada posicdo representa uma diferente
poténcia de 10 e elas sdo dispostas em ordem ascendentes da direita para a
esquerda. Cada posicao tem por multiplicador uma poténcia de 10. Assim, no
nimero 12.345,67, por exemplo, o 1 tem por multiplicador 10* (ou 10.000); 0 2 tem
por multiplicador 10° (ou 1.000); o 3 tem por multiplicador 10 (ou 100); ... e 0 7 tem

por multiplicador 102

16* 10° 10? 10’ 10° 10 102

—_

2 3 4 9 6 7

Quadro 1: Valor Posicional. (ATALAY, 2007, p. 63)

No capitulo XII do Liber Abaci, Fibonacci propde um problema muuito
estudado por matematicos e cientistas:

A sequéncia criada por Leonardo de Pisa — conhecido como Fibonacci — é: 1,
1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34..., tendo como base a soma dos dois nimeros anteriores.
Fibonacci descobriu essa seqiiéncia quase por acaso, quando propds um problema

de reproducéao de coelhos.
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Uma seqiéncia numérica como esta, que aparentemente € inofensiva, possui

aplicacbes importantissimas. Por exemplo, podemos citar:

1.

© N o gk~ w D

Estudo genealdgico de coelhos;

Estudo genealdgico de abelhas;

Comportamento da luz;

Comportamento de atomos;

Crescimento de plantas;

Ascensao e queda em bolsas de valores;

Probabilidade e Estatistica;

Curvas com a forma espiralada como: Nautilus (marinho), galéaxias, chifres de
cabras da montanha, marfins de elefantes, filotaxia, rabo do cavalo marinho,
onda no oceano, furacdo; (GONGCALEZ, 2007).

Veremos a seguir o estudo do problema dos coelhos e a sequencia de
Fibonacci.

No problema dos coelhos proposto por Fibonacci, as regras sdo as seguintes
(1) Um casal de coelhos novinhos € colocado num cercado. (2) Os coelhos
precisam de dois meses até chegar a idade adulta e poder produzir-se. Um
casal de coelhos precisa cruzar para gerar um novo a cada més. (4) A cria,
subsequentemente, precisa de dois meses até chegar a idade adulta e
também poder comecar a reproduzir-se. (5) Nenhum coelho mais pode vir de
fora, e nenhum coelho pode sair do cercado. (ATALAY, 2007, p. 63)
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Tendo em conta que, por més, cada par de coelhos
adultos ( ) gera um novo par que se torna
reprodutivo no segundo més de vida, quantos ﬁa_rm:
da coelhos podem ser gerados a paitir de um onicoe

par de crias (“) ao fim de um ano?
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34 pares/adultos 55 paresfadultos . 88 paresfadultos

+ 21 pares/fcrias + 84 pares/crias L 4+ 855 paresfcrias

Ao fim de um ano teriam sido gerados 143 pares
de coelhos (88 pares de adultos e 55 pares de crias).
Com o par inicial existiriam 144 pares

Figura 13: Tabela do niumero de casais a cada més sucessivo. (BELUSSI, 2006).

A razao entre os termos consecutivos da sequiéncia de Fibonacci e sua
relacdo com o numero de ouro podem ser expressos através de um grafico, como

dado abaixo.
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Figura 14: Grafico que representa a Raz&o entre termos sucessivos da sequiéncia de Fibonacci. (GONCALEZ,
2007).
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Razao entre termos sucessivos da seqiiéncia
de Fibonacci

1:1 = 1,000000000000000

2:1 = 2,000000000000000

3:2 = 1,500000000000000

o) = 1,666666666666670

8:5 = 1,600000000000000

13:8 = 1,625000000000000
21:13 = 1,615384615384620
34:21 = 1,619047619047620
55:34 = 1,617647058823530
89:55 = 1,618181818181820
144:89 = 1,617977528089890
233:144 = 1,618055555555560
377:233 = 1,618025751072960
610:377 = 1,618037135278510
8987.610 = 1,618032786885250
1597:987 = 1,618034447821680
2584:1597 = 1,618033813400130
4181:2584 = 1,618034055727550
6765:4181 = 1,618033963166710
10946:6765 = 1,618033998521800
17711:10946 = 1,618033985017360
2865717711 = 1,618033990175600
46368:28657 = 1,618033988205320

Quadro 2: Raz&o Aurea entre termos sucessivos da seqiiéncia de Fibonacci. (LAURO, 2005, p. 37).

Foi o matematico e astronomo Johannes Kepler que descobriu que a razao
entre dois nimeros de Fibonacci consecutivos converge para a Razdo Aurea.

Leonardo Fibonacci foi o principal matematico da Europa medieval.

1.4: LEONARDO DA VINCI
Nao se sabe muito acerca da vida pessoal de Leonardo da Vinci. Era um
homem excepcionalmente bonito, forte, cheio de encanto e elegancia. Leonardo,

porém, ndo deixou nenhuma imagem definitiva de si mesmo.

L

Figura 15: Auto-retrato de Leonardo da Vinci na velhice. (ATALAY, 2007, p. 161).
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Leonardo viveu seus 67 anos numa era nao s6 de guerras freqlentes e de
agitacao politica e social, mas também do auge artistico e intelectual como nao se
via desde a idade de Ouro da Grécia.

Aos 17 anos tornou-se aprendiz no atelié de pintura de Andréa di Francesco
di Cione, o Verrocchio, talentoso ourives, escultor e pintor.

Algumas das invengdes de Leonardo talvez tenham sido executadas, mas a
maioria delas ficou apenas no plano tedrico.

Os desenhos de Leonardo também sao famosos pelo uso da escrita invertida.

o

a5

Figura 16: A direita, retrato de perfil de um velho, por Leonardo, acompanhado de escrita invertida. (Castelo de
Windsor, Royal Library). A esquerda, o reflexo de imagem, produzido digitalmente. (ATALAY, 2007, p. 28).

Segundo o fisico e ilustrador Bulent Atalay, nenhum personagem da Histéria
encarna tdo bem o ideal renascentista de integracdo da emogao com a razao, ele
relata Leonardo da Vinci como o grande inovador que abriu as portas para a ciéncia
moderna com sua arte e reveréncia pela estética da Natureza. Leonardo da Vinci,
cujos quadros imortais revolucionaram a pintura, era ndo sé um visionario nas artes
como também nas ciéncias.

Suas maquinas voadoras, submarinos e ilustragdes anatémicas revelam sua
profunda paixao pela ordem geométrica que via nas formas naturais. Para Leonardo,
a arte e a ciéncia refletem a perfeicdo Matematica do mundo.

Segundo Pater (1977, p. 13) em 1509, Leonardo da Vinci ilustra o livro Divina
proportione de Luca Pacioli (1445 — 1517), o fascinio pela Geometria foi tal, consta
que ele teria deixado de lado a pintura, para se dedicar unicamente a Geometria e
s6 retomar anos mais tarde para a pintura.

Leonardo teve contribuicées significativas no campo da Matematica. O
desenho conhecido por “Homem de Vitruvius” ilustra a velha tese Pitagérica (490 —
420 a. C.) segundo a qual “o homem é a medida de todas as coisas”, Leonardo
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inscreve numa circunferéncia e num quadrado, um homem de bracos e pernas
estendidos, assim representando as propor¢cées do corpo humano. O texto que
acompanha o desenho transmite-nos a idéia muito concreta de que cada sec¢ao do
corpo humano é uma medida (porcentagem) do todo.

Figura 17: Construgdo geométrica sobre O Homem de Vitravio (1490). (PATER, 1977, p. 35).

“Os 4 dedos fazem uma palma e 4 palmas fazem 1 pé, 6 palmas fazem um cubito; 4 clbitos
fazem a altura de um homem. 4 clbitos fazem um passo e 24 palmas fazem um homem. Se
abrir as pernas até termos descido 1/14 de altura e abrimos os bragos até os dedos estarem
ao nivel do topo da cabega entéo o centro dos membros abertos sera no umbigo. O espago
entre as pernas abertas sera um tridngulo eqilatero. O comprimento dos bragos abertos de
um homem ¢é igual & sua altura.Desde as raizes dos cabelos até ao fundo do queixo é um
décimo da altura do homem ; desde o fundo do queixo até ao topo da cabeca é 1/8 da altura
do homem; desde o topo do peito até ao topo da cabega é 1/6 da altura do homem; desde o
topo do peito até as raizes do cabelo é 1/7 da altura do homem; desde os mamilos até ao
topo da cabeca é ¥ da altura do homem. A maior largura dos ombros contém em si propria
a quarta parte do homem. Dede o cotovelo até a ponta dos dedos é 1/5 da parte da altura do
homem e desde o cotovelo até ao angulo da axila é 1/8 da altura do homem. A m&o inteira
sera 1/10 da altura do homem. O inicio dos drgdos genitais marca o centro do homem. O pé
€ 1/7 do homem. Da sola do pé até debaixo do joelho é % da altura do homem. Desde
debaixo do joelho até o inicio dos 6rgéos genitais é 4 do homem. A disténcia entre o fundo
do queixo e o nariz e entre as raizes dos cabelos e as sobrancelhas é a mesma e é, como a
orelha, um 1/3 da cara”. (texto que acompanha a gravura do Homem de Vitruvius — PATER,
1977, p. 35).

Este desenho comporta uma forma de resolver um problema, que muitos

matematicos tentaram resolver antes de Leonardo: partindo de um circulo, encontrar
um modo de construir geometricamente um quadrado com a mesma area.
Conforme Pater (1997, p. 35):

“O que parece ter passado despercebido durante os mais de 500 anos deste famoso
desenho é que o circulo e o quadrado, de area desigual, sdo completados por um novo
circulo, respectivamente, em que as medidas das areas passam a ser “iguais” em cada par
circulo/quadrado.



35

Quanto ao novo circulo é surpreendendo perceber como o desenho ja o induzia: os dedos
médios dos bragos horizontais definem este circulo, do mesmo modo que os dedos médios
dos bragos esticados para cima definem o circulo maior. “E de realgar que a area do
quadrado original mede aproximadamente 153,9 cm? e a area do circulo associado mede
153,9 cm?".

Figura 18: Construgdo geométrica sobre O Homem de Vitravio. (PATER, 1977, p. 35).

E quanto ao segundo quadrado, com a mesma éarea do circulo que Leonardo
desenhou? Basta tracar os didmetros deste circulo determinados pelos vértices
inferiores do quadrado original, ou seja, unindo estes vértices ao umbigo e
intersectando com o circulo maior, obtemos dois pontos pertencentes ao lado
superior do segundo quadrado. Ficamos, assim, com dados suficientes para
desenhar este quadrado; a sua area mede 176,9 cm? ao passo que o circulo
correspondente tem uma area de 176,9 cm?®. Repare-se que, na base do pescoco
da figura humana, Leonardo macou dois pontos unidos por um segmento. Areta que
contém este segmento também contém os pontos de intersec¢cdo do quadrado
original com o circulo menor. Mais do que isso, os pontos que Leonardo assinalou
sdo precisamente os centros das rotacdes que transformam os bracos horizontais
nos bragos levantados. “Sao observacdes importantes, pois ha razdes suficientes
para crer que fazem parte do conceito do homem de Vitravio”. (Dias, 2006).

Um dos quadrados mais célebres de Leonardo da Vinci: Mona Lina, pintado
por cerca de 1510, feito em madeira, 77 x 53 cm. Paris, Louvre. Também contém o
namero de Ouro, ou melhor, o Retangulo de Ouro.

Exemplo:

-Desenhado um retangulo a volta da face, o retangulo resultante é um retangulo de
Ouro;

-Dividindo este retangulo por uma linha que passe nos olhos, o novo retangulo
obtido também é de Ouro.
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Figura 19: Demonstragdo do Retangulo de Ouro no quadro da Monalisa. (DONALD NO PAIS DA MATEMAGICA,
Video, 1959).

Leonardo da Vinci ilustrou um livro chamado De Divina Proportione. A
integracao entre ciéncia e arte tem muito mais vertente que a Matematica de
Fibonacci e a arte de Leonardo: ela também extrai elementos da Arquitetura,
Astronomia, Biologia, Quimica, Geologia, Engenharia, Matematica, Filosofia, Fisica —
englobando a extraordinaria gama de interesses de Leonardo. Para ele, esses eram
ramos da mesma arvore, parte de uma grandiosa estrutura unificada, o universo.
(LIVIO, 2006, p. 35).

Leonardo morreu em 2 de maio de 1519. A Mona Lisa, obra da qual Leonardo
nunca se separava, ficou como heranga para Francisco |, generoso benfeitor de
Leonardo da Vinci.

Ha entre a Matematica, a estética e a ciéncia uma ligacao mais ampla que
nos leva a pbr os dois Leonardos ( o Da Vinci e o Fibonacci) sob a mesma égide
intelectual. (LIVIO, 2006, p. 116).

1.5. LUCA PACIOLI

Luca Bartolomeo de Pacioli, nasceu em Sansepolcro no ano de 1445, foi um
monge franciscano e célebre matematico italiano.

Educado pelo matematico Dominico Bragadino e, tornou-se professor de
Matematica de uma escola local.

Em 1470, na cidade de Veneza, escreveu a sua primeira obra de Matematica
na area de Algebra.

Em 1475 tornou-se o primeiro professor de Matematica da Universidade de
Perugia.

Em 1494 publicou sua famosa obra “Samma de Arithmetica, Geometria
proportioni et propornaliti” (colecdo de conhecimentos de Aritmética, Geometria,

proporcao e proporcionalidade). Pacioli tornou-se famoso devido a um capitulo deste
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livro que tratava sobre contabilidade: “Particulario de computies et Scripturis”. Pacioli
foi o primeiro a descrever a contabilidade pelo método das partidas dobradas. Por
isso foi considerado o pai da contabilidade.

Figura 20: Luca Pacioli. (WIKIPEDIA, 2008c).

Tornou-se famoso por esta obra, sendo convidado em 1497 para lecionar na
corte de Ludovico em Milao, tendo como um de seus alunos e amigo Leonardo da
Vinci.

Em 1509 escreveu a sua segunda obra mais importante De Divina
Proportioni, ilustrada por Leonardo da Vinci.

Pacioli dedicou o primeiro volume de A Proporcao Divino a Ludovico Sforza,
e no quinto capitulo ele apresenta cinco razbes pelas quais acredita que 0 nome
apropriado para a Razdo Aurea deveria ser A Proporgao Divina.

1. “Que ela & uma s6 e ndo mais”. Pacioli compara o valor Unico da Razao

Aurea com o fato de que a unidade “é o supremo epiteto do préprio Deus”!

2. Encontra uma similaridade entre o fato de que a definicdo da Razao Aurea
envolve exatamente trés comprimentos e a existéncia da Santissima
Trindade, do Pai, do Filho e do Espirito Santo.

3. Para Pacioli, a impossibilidade da compreensdo de Deus e o fato de a
Razao Aurea ser um nlimero irracional sdo equivalentes. Em suas proprias
palavras: “Assim como Deus ndo pode ser definido adequadamente nem
entendido por meio de palavras, nossa propor¢ao também ndo pode ser
designada por numeros inteligiveis nem pode ser expressa por uma
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quantidade racional, e sempre permanecera oculta e secreta, e é chamada
de irracional pelos matematicos”.

4. Pacioli compara a onipresenca e a invariabilidade de Deus com a auto-
similaridade associada & Razdo Aurea — de que seu valor é sempre o
mesmo e nao depende do comprimento da linha sendo dividida ou ndo do
tamanho do pentagono no qual o quociente entre os comprimentos
calculados.

5. A quinta razao revela uma visdo ainda mais platénica da existéncia do que
a expressa pelo proprio Platdao. Pacioli sustenta que, assim como Deus
conferiu existéncia a todo o cosmo através da quinta esséncia,
representado pelo dodecaedro, a Razdo Aurea conferiu existéncia ao
dodecaedro, ja que nao se pode construir o dodecaedro sem a Razao
Aurea. Ele acrescenta que é impossivel comparar os quatro sélidos
platénicos (representando terra, agua, ar e fogo) entre si sem a Razéo
Aurea. (LIVIO, 2006, p. 155-156).

Até a época de Pacioli, a Razdo Aurea era conhecida apenas por nomes um
tanto intimidantes, como “razdo extrema e média” ou “propor¢do que tem uma meédia
e dois extremos”, e o préprio conceito sb era conhecido pelos matematicos. A
publicacdo de A Proporgdo Divina em 1509 renovou o interesse pela Razdo Aurea e
comecou a se tornar disponivel para artistas em tratados que nao eram
excessivamente matematicos, que eles poderiam realmente usar. (LIVIO, 2006, p.
159).

Continuou a estudar, lecionar e escrever até sua morte no mosteiro de
Sansepolcro, em 1517.

Luca Pacioli certamente ndo pode ser lembrado por sua originalidade, mas
sua influéncia no desenvolvimento da Matematica em geral e na histéria da Razao
Aurea em particular ndo pode ser negada.

Neste capitulo contamos um pouco da histéria da Divina Proporcao, a Razao
Aurea. Contamos também um pouco da histéria de alguns grandes matematicos e
da importancia de suas descobertas e contribuicdes para o estudo da divina

proporgao.
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Nos préximos capitulos entraremos nas impressionantes formas que a Razao
Aurea se apresenta em nossas vidas e nos apresentando uma gama de sugestdes

de ensino a Matematica.
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CAPITULO 2: A RAZAO AUREA E AS FIGURAS GEOMETRICAS

Os pitagoricos estudaram as relagdes entre os segmentos de um pentagrama
e descobriram um numero de importancia histérica na Geometria, Estética,
Arquitetura e Biologia. (BELUSSI, 2006).

A arte das figuras geométricas dimensionadas através do numero de ouro nos
apresenta a perfeicdo de diversos tipos de construgdes, levando-nos a conseguir,
através do conhecimento das figuras, os célculos realizados com maior facilidade.

Apresentaremos em seguida algumas figuras geométricas que nos leva a

Razio Aurea.

2.1: 0 SEGMENTO AUREO

Um segmento aureo é a forma ideal de dividir um segmento transformando-o
em uma proporcao tado especial que despertou grande interesse em mentes tao
privilegiadas.

Essa divisdo seria a correspondente a posicao do ponto D na figura 21, que
define o chamado “Segmento Aureo”, mostrada em destaque. Ela foi considerada
por grandes célebres geniais como a forma mais bonita, mais harmoénica, mais
elegante, esteticamente perfeita, a mais nobre maneira de dividir um segmento de

reta.

Segmento Aureo

$

D

- N}
o

Figura 21: Segmento Aureo. (PIPORO, 2007a).

Ele pode ser dividido em duas partes inserindo-se ma posicdao qualquer de
seu interior um terceiro ponto, digamos o ponto D. Se D for inserido em um local que
as distancias dele as duas extremidades do segmento forem iguais, ele o dividira ao

meio (ou na propor¢ao 1:1, ou ainda “um para um”), como na figura 22.
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B @

Figura 22: Segmento AB dividio ao meio. (PIPORO, 2007a).

Mas pode-se escolher qualquer outra posicdo para o ponto D. A figura 23
mostra situacdes diversas em que o ponto D divide o segmento em diferentes
proporcdes, como 1:2 (um para dois, no ponto D2), 1:3 (um para trés, no ponto D3),
1:4 (um para quatro, no ponto D4) ou em qualquer outra, como a mostrada pelo
ponto D da figura 23.

> @

s © st & e
D; D

2 D D4 B

Figura 23: Segmento AB dividido em partes diferentes. (PIPORO, 2007a).

E qual seria esta forma ideal de dividir um segmento, uma propor¢édo tao
especial que despertou tamanho interesse em mentes tao privilegiadas?

Ela vem sendo discutida através dos séculos pelas mais privilegiadas mentes
das geracoes passadas. A historia relata que esta pergunta ocupou os pensamentos
de génios do quilate de Johannes Kepler, o astrbnomo que concebeu as leis do
movimento planetario, Pitdgoras, o mago dos numeros, Euclides, o pai da
Geometria, Leonardo da Vinci, 0 génio da ciéncia e das artes, e gente talvez menos
ilustre, mas nem por isso menos importante como Leonardo de Pisa (também
conhecido como Leonardo Pisano, ou Fibonacci), que concebeu a seqiéncia de
Fibonacci, Luca Pacioli, que dedicou todo um tratado a este tema e centenas, talvez
milhares, dos mais ilustres matematicos, gedbmetras, astrbnomos e cientistas que
abrilhantaram a histéria da humanidade e que acreditaram que sim, ha uma forma
melhor que todas as demais para dividir um segmento de reta. (PIPORO, 2007a).

Esta divisdo seria a correspondente a posicao do ponto D na figura 23, que
define o chamado “Segmento Aureo”, mostrada em destaque na figura 21. Ela foi

considerada por todos estes cérebros geniais como a forma mais bonita, mais
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harménica, mais elegante, esteticamente perfeita, a mais nobre maneira de dividir
um segmento de reta. (PIROPO, 2007a).

2.2: 0 RETANGULO AUREO
Trata-se do retangulo no qual a razdo entre o comprimento e largura é

aproximadamente o numero Phi, ou seja, 1,618.

Figura 24: Retangulo Aureo. (LIVIO, 2007, p. 40).

O Retangulo Aureo é o Unico retangulo com a propriedade de que, ao se
cortar um quadrado, forma-se outro retangulo semelhante. (LIVIO, 2006, p. 103).

Desenhe duas diagonais em diagonais em qualquer par de retangulos pai-
filho série, como na figura 25, e todas irdo se cruzar no mesmo ponto. (LIVIO, 2006,
p. 104).

s

Figura 25: Retangulo Aureo cortado por duas Diagonais. (LIVIO, 2006, p. 104).

O retangulo aureo exerceu grande influéncia na arquitetura grega. As
proporcoes do Parthenon prestam testemunho desta influéncia. Construido em
Atenas no século V a. C., o Parthernon é considerado uma das estruturas mais
famosas do mundo. Quando seu frontdo triangular ainda estava intacto, suas
dimensdes podiam ser encaixadas quase exatamente em um retangulo aureo.
(BARISON, 2005).
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AB = lado maior do retdngulo
AC = lado menor do retdngulo
AC = segm . dureo de AB

Figura 26: Retangulo aureo a partir de lado maior. (BARISON, 2005).
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AB = lado maior do retdngulo
AC = lado menor do retdngulo
AC = segm. aureo de AB

Figura 27: Retangulo aureo a partir do seu lado maior. (BARISON, 2005).

Quadro 3: Tabela das Proporgdes preferidas em Retangulos. (VISCONTI, 2002).

Quadrado

Cuplo Quadrado
Retanguio Aureo
[ 11 | 5:6 I4:5 3:41 7:10 E

25 13:21

12 25

a5%

= Grafico de Lalo: 1908
a0% | i f I I
35% |

= Grafico de Fechner: Retdngulo preferencial, 1876

1:1 ":IS
Quadrado

Na ldade Moderna, o retangulo de ouro dominou o conceito de beleza em
todo o mundo ocidental. Como veremos nos proximos capitulos.
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2.3: O TRIANGULO AUREO

Um tridngulo diz-se tridngulo de ouro quando é um triangulo isésceles no qual
a divisdo de um dos lados iguais pela base € o nimero de ouro, possuem angulos
da base de 72° e o0 angulo da apice de 36°. (RESENDE, 2006).

A

D B

Figura 28: Apresentagéo dos angulos nos tridngulos isésceles (REZENDE, 2006).

O tridngulo isbsceles especial possui a bissetriz de um dos angulos da base

que divide o triangulo em dois novos triangulos.

A
b
a
D/
1-b R‘!?\
B b C

Figura 29: Divisdo do tridngulo em dois novos tridngulos isdsceles. (LAURO, 2005, p. 41).

Podemos verificar que os triangulos ABC e BCD sao semelhantes, pois tém
0s angulos correspondentes congruentes e, portanto, os lados correspondentes

proporcionais.

@b iab-?e0 b a2
a-b a b 5-1

Tal tridngulo é chamado “tridngulo isésceles aureo”. Assim como no retangulo

= 2=1618
b

aureo, identifica-se a propriedade de permitir que, ao tracarmos a bissetriz de um
dos angulos da base, o novo tridngulo seja também de ouro. Repetindo este

processo infinitamente, temos:
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Figura 30: Seqiéncia infinita de tridngulos aureos. (LAURO, 2005, p. 41).

E também podemos obter uma espiral aurea.

Figura 31: Espiral aurea sobre seqtiéncia infinita de triangulos aureos. (LAURO, 2005, p. 41).

Aprofundar-nos-emos mais no assunto da espiral aurea no item seguinte.

2.4: ESPIRAIS

A espiral logaritmica também é conhecida como espiral equiangular. Esse
nome foi cunhado em 1638 pelo matematico e filosofo René Descartes (1596 —
1650), em cuja homenagem batizou os numeros usados para localizar um ponto no
plano (com respeito aos dois eixos) — coordenadas cartesianas.

Ligando os vértices de um Triangulo Aureo progressivamente, obtemos uma

espiral logaritmica.

Figura 32: Triangulo Aureo. (BARISON, 2005).
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Se desenharmos uma linha reta do po6lo até qualquer ponto da curva, ela
cortara a curva formando exatamente o mesmo angulo (conforme figura 33). Os
falcbes usam essa propriedade quando atacam suas presas.

O fascinante é que a mesma forma espiral encontrada no véo do falcao
também é observada nos “sistemas de estrelas agrupadas em um plano comum,
como as da Via-Lactea”. (LIVIO, 2006, p. 141).

Figura 33: Espiral logaritmica - V6o do falco. (LIVIO, 2006, p. 141).

A espiral logaritmica e a Razdo Aurea caminham de méios dadas, sdo
apresentadas tanto pelo Triangulo Aureo como nos Retangulos Aureos, que

veremos a seguir.

@

Figura 34: Espiral logaritmica no Retangulo Aureo. (WIKIPEDIA, 2007g).

Com as concordancias dessas curvas, obtemos uma espiral como a do
Nautilus marinho. Vocé acha que o “Nautilus” estudou Matematica para construir a

sua casa?

Figura 35: Nautilus no Retangulo Aureo. (WIKIPEDIA, 2007g).

A idéia basica é construir diversos quadrados com lados cujos comprimentos
possam ser expressos por termos sucessivos da seqliéncia de Fibonacci
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(desprezando-se o0 zero inicial, naturalmente) e arruma-los de tal forma que a unido
de vértices por uma curva produza uma linha em forma de espiral. (PIROPO,
2007d).

@

Figura 36: Espiral de Fibonacci. (PIROPO, 2007d).

2.5: PROPORCAO AUREA E OS QUADRADOS PROPORCIONAIS
Os quadrados proporcionais do diagrama possuem em suas subdivisdes uma
proporcionalidade entre si, gerando assim uma proporcao aurea. (VISCONTI, 2002).

Os quadrados menores sao proporcionais aos maiores, colocados numa

disposicao a qual forma uma espiral aurea.
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&

Figura 37: Quadrados Proporcionais. (VISCONTI, 2002).

2.6: PROPORCAO AUREA ENTRE CIRCULOS E QUADRADOS

A partir do triangulo aureo podemos criar circulos e quadrados mantendo a
proporcionalidade.

O método de construcdo do tridngulo aureo resulta numa sucessdo de

circulos ou quadrados que guardam, entre si, a proporcao aurea. (VISCONTI, 2002).
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Figura 38: Proporcdo Aurea etre Circulos e Quadrados. (VISCONTI, 2002).

2.7: PROPORGCAO AUREA ENTRE TRIANGULO, ELIPSE E ESPIRAL
AUREA

A elipse também ostenta caracteristicas estéticas semelhantes a do retangulo
e do triangulo aureo. A exemplo do retangulo, os eixos maior e menor guardam entre
si a proporcao de 1:1,618.

Um tridngulo aureo pode ser subdividido numa série de tridngulos aureos
menores, desenhados a partir de um angulo de 36° da base. A espiral é criada
usando-se o comprimento dos lados dos triangulos das subdivisbes como raios de
um circulo. (VISCONTI, 2002).

Figura 39: Elipses e Espirais Aurea criadas a partir de triangulos aureos. (VISCONTI, 2002).

2.8: O PENTAGRAMA

A Razdo Aurea foi descoberta no pentagono regular. O pentagrama é o
pentagono regular estrelado.

Esta figura envolve um misticismo, provavelmente, em razdo de suas
propriedades pois, ao desenharmos um pentagono regular e tracarmos suas
diagonais veremos que elas se cruzam e formam um pentagono interior ao anterior.
(LAURO, 2005, P. 40).
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Figura 40: Pentagrama. (LAURO, 2005, v.3, p. 40).

Considerando o triangulo ABC que é aureo:
A

B C
Figura 41: Triangulo Isosceles Aureo no Pentagrama. (LAURO, 2005, v.3, p. 41).

O tridngulo aureo é isdsceles, e € também conhecido pelo nome de “triangulo
sublime” por apresentar propriedades estéticas ao retangulo &ureo. E facil de
construi-lo, a partir de um pentagono regular.

Esta construcao pode ainda gerar outro triangulo aureo, ligando-se a base do
maior triangulo ao vértice do pentagono, no lado oposto. A conexao continuada dos

vértices com as diagonais resultara num pentagrama em forma de estrela.

7 )

Figura 42: Proporc&o Aurea num Pentagrama em forma de estrela. (VISCONTI, 2002).
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A estrela de cinco pontas criada pelas diagonais de um pentagono regular
resulta num pentagrama, cuja parte central é outro pentagono, e assim
sucessivamente. Esta progressdo de pequenos pentdgonos e pentagramas €
conhecida como o “alaude de Pitagoras”, devido a proporcdo com a razao aurea.
(VISCONTI, 2002).

2.9: DECAGONO REGULAR

O decéagono regular, poligono de 10 lados, também pode conter uma série de
tridangulos aureos, conectando-se o ponto central a qualquer dos vértices adjacentes.
(VISCONTI, 2002).

“A figura regular mais 6bvia que se pode formar a partir de uma razéo Aurea é
o decagono regular”. (PIROPO, 2007b).

Figura 43: Decdgono Regular. (PIROPO, 2007b).
Mas isto & a consequiéncia do fato de que se dividindo os 360° de uma

circunferéncia em dez angulos iguais chega-se ao angulo interno do decagono
regular, 36°, nosso velho conhecido por se tratar do angulo do vértice de um
tridngulo aureo. Assim, o decagono regular nada mais é que a justaposicéo de dez
triangulos &ureos, o que justifica o fato de que seu lado mantém a Razao Aurea com
o raio do circulo onde esta. (PIROPO, 2007b).

2.10: SOLIDOS OU POLIEDROS REGULARES E SEMI-REGULARES

Os poliedros regulares se definem como sélidos cujas faces sao poligonos
regulares de um unico tipo e cujas faces, arestas e vértices sao invariaveis. Os
poliedros regulares sédo o tetraedro, com quatro faces; o hexaedro ou cubo, com seis

faces; o octaedro, com oito faces; o dodecaedro, com doze faces; e o icosaedro,
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com vinte faces. Embora todos os cinco tipos ja tivessem sido identificados por
Pitagoras duzentos anos antes do nascimento de Platdo, eles sdo coletivamente
chamados soélidos platénicos, numa homenagem do gedmetra Euclides ao filésofo.
(ATALAY, 2007, p. 107).

Finiira 44: Q4lidne PlatAnirae nin Paliadrae (PDIROBPA 20N7A\

Figura 44: Sélidos Plat6nicos ou Poliedros, 2007d).

Figura 45: Quatro dos sdlidos Platénicos inscritos uns nos outros. (PIROPO, 2007d).

Misturando diversos poligonos regulares, mas ao mesmo tempo obedecendo
a exigéncia de que todos os vértices dos arranjos de poligonos sejam idénticos,
obtém-se as figuras sélidas chamadas poliedros semi-regulares. Por exemplo, o
icosaedro (com vinte tridangulos equilateros), o cuboctaedro (tem quatorze faces,
sendo oito tridngulos equilateros e seis quadrados).

Existe uma relacao sutil entre o icosaedro e o retangulos aureo. A andlise
atenta daquele poliedro, com vinte faces triangulares e trinta arestas revela a
existéncia de retangulos aureos que sao definidos por pares de arestas opostas.
Cada um desses pares forma os lados mais curtos de um retangulo aureo e, dado
que existem trinta arestas no icosaedro, ha um total de quinze retangulos aureos
inscritos. (ATALAY, 2007, p. 113).

2.11: LADRILHOS DE PENROSE

No final da década de 1970, um fascinante padrdo de pavimentacao
Matematica surgiu da mente do fisico matematico Roger Penrose, da Universidade
de Oxford. Neste padréo, dois tipos de losango (os “losangos magros”, com angulos
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internos de 36 e 144 graus e os “losangos gordos”, com angulos internos de 72 e
108 graus) se dispéem num padrdo aperiddico, centro da pavimentacao de Penrose.
Os losangos magros, bissectados, resultariam em pares de triangulos isésceles com
angulos internos de 72, 36 e 72 graus, ou seja, triangulos aureos. (ATALAY, 2007, p.
105).

A figura geométrica plana mais diretamente relacionada & Razdo Aurea é,
obviamente, o pentdgono regular, que tem simetria quintupla. Pentagonos, porém,
nao podem ser usados para preencher totalmente o plano e formar um padréo de
ladrilhagem periédica. Por mais que tentemos, sobrardo espacos vazios. Contudo,
em 1974, Roger Penrose descobriu dois conjuntos basicos de ladrilhos que podem
ser encaixados , para preencher o plano todo e exibir a simetria rotativa quintupla
“proibida”. Os padrdes resultantes ndo sao estritamente periddicos, embora mostrem
em ordem de longe alcance.

As ladrilhagens de Penrose tém a Razdo Aurea escrita em todas elas. Um par
de ladrilhos que Penrose considerava consiste em dois formatos conhecidos como
“dardo” e “pipa”. O triangulo no qual a razdo do lado para a base é ¢ (Figura 44b) é
conhecido como Triangulo Aureo, e aquele no qual a razdo do lado para a base é
1/¢ (Figura 44b) é aquele conhecido como Gnémon Aureo. As duas formas podem
ser obtidas cortando-se um formado de diamante ou rombo com angulos 72 graus e
108 graus, de modo a dividir a diagonal longa em uma Razdo Aurea (Figura 45).
(Livio, 2006, p. 230).

Figura 46: (a) dardo; (b) pipa. (LIVIO, 2008, p. 230).
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Figura 47: Razdo Aurea formada pelo "dardo" e pela "pipa”. (LIVIO, 2008, p. 230).

A ‘“invencao” de Penrose ou criacbes da arte islamica, seus ladrilhos, a
ornamentagdo das mesquitas e o revestimento aperidodico com poligonos nao
regulares ndo deixam de ser manifestacdes da Razdo Aurea e do ndmero Phi.
(PIROPO, 2007c).

Figura 48: Evolugdo de um desenho por "deflagao". (PIROPO, 2007c).

A figura 48, mostra como é possivel derivar figuras cada vez mais complexas
a partir de uma combinacao simples de um unico tipo de ladrilho (“dardo”, na série
superior, “pipa” na inferior) no qual se vao derivando recursivamente combinagdes
com um segundo tipo cada vez mais complexas. Todas elas usam apenas dois
ladrilhos: “pipa” e “dardo”. E nenhuma delas apresenta qualquer simetria. (PIROPO,
2007c).



54

Figura 49: Exemplos de Geometria em Vitrais. (ATALAY, 2007, Prancha 2).

Na figura acima temos como exemplos de Geometria em Vitrais: no alto: Marc
Chagall, vitral para a sede da ONU; no centro a esquerda: Candelabro de vitral em
forma de icosaedro truncado; canto inferior esquerdo: Roy Miller, pavimentacédo de
Penrose; e no canto direito: Rodney Winfield, janela espacial, 1974. (ATALAY, 2007,
p. 162).

As formas encontradas na Geometria representando a Razdo Aurea sdo
inUmeras, talvez o quanto nossa imaginacdo nos permita, no proximo capitulo

teremos o prazer de encontra-las em diversas outras formas.
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CAPITULO 3: UM PEQUENO NUMERO E DIVERSAS APLICAGCOES

“Em toda obra de arte auténtica, ( e por auténtica se deve entender a tudo que pode atender
a uma finalidade biologica, tudo que tenha geneticamente um valor), deve haver dois
elementos: um de natureza Matematica que d& causa a categoria de beleza, outro de
natureza organica, que da origem a categoria de vitalidade. As maiores obras de arte, séo,
portanto, as que conjugam esses dois elementos em uma forma, a qual se pode chamar de
fundamental, porque possuem tanto a beleza quanto a vitalidade”.

(READ, 1981)

A Razao Aurea se apresenta em diversos campos entre a arte e a ciéncia.

O que ha de comum entre a estrutura espiral das conchas de alguns seres
vivos marinhos, no crescimento das plantas, nas propor¢des do corpo humano e dos
animais, nas pinturas do periodo renascentista, nas obras Arquitetbnicas da
Antiguidade Classica, da Idade Média e até da Era moderna? (LAURO, 2005, p.36).

No contexto da obra humana e do mundo natural existe uma comprovada
preferéncia humana cognitiva pela propor¢cao aurea, comprovada através da historia.
A arquitetura, onde se encontra o0 mais importante monumento megalitico da Europa
(2000 a.C) € uma das mais antigas evidéncias do uso do retangulo dureo, com uma
propor¢cdo de 1:1,618. Encontram-se outras evidéncias em escritos, na arte e
arquitetura dos gregos e civilizagdes antigas, no século 500 a.C.

Bem mais tarde, os artistas renascentistas estudaram, documentaram e
empregaram a razao aurea em esculturas célebres, pinturas e obras de arquitetura.

Além da obra humana, as propor¢cées aureas podem ser encontradas no
mundo natural, através das proporcées dos seres humanos e dos padrbes de
crescimento de muitas plantas, animais e insetos. (VISCONTI, 2002).

O que uma pinha, um corpo humano e uma truta ttm em comum?

——— T T e Bl e

Figura 50: A esquerda: pinha; Centro: corpo humano (homem Vitruviano); & direita: truta. (VISCONTI, 2002).
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Todos sédo providos de sistemas naturais de propor¢cées que propiciam 0s
fundamentos para o trabalho de artistas, arquitetos e designers.

Ao desvendar estes sistemas naturais, revela-se a misteriosa relagao entre a
Matematica e a beleza. Conduz-se até o reino da Geometria, das Se¢bdes de Ouro
da Proporc¢ao Divina e da Sequéncia de Fibonacci, em linguagem acessivel a muitos
dos avessos a Matematica.

Apresentaremos neste capitulo algumas areas onde podemos encontrar a

misteriosa Razao Aurea.

3.1: ARAZAO AUREA NO EGITO ANTIGO
Muitos hieroglificos, escrita antiga tém proporcdes baseadas na Razdo Aurea.

THE HIEROGLYPHIC ALPHABET

I“’ﬁh

POTSTAND COURTYARD

A
WL WATER
s sh
MOUTH FOLDED CLOTH POOL. LOAF ROFE DOOR BOLT

Figura 51: Hieroglificos. (REZENDE, 2006).

Na figura 49, vemos que a letra h é na verdade uma espira dourada. O uso da
mao e pé como hieroglificos mostra que os egipcios eram cuidadosos com o corpo
como proporcional a razdo aurea. Outros simbolos, como o p, e sh, sdo retangulos
aureos. Os egipcios usavam a razdo aurea em sua escrita para tornar mais facil
para aqueles que escreviam o fazer com a mesma propor¢ao. (REZENDE, 2006).
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The wedjat eye, “the sound or restored one,” used
for protection against evil, is a human eye with the
plumage marking of a Horus falcon's check.

Figura 52: O Olho de R&. (REZENDE, 2006).

O olho de Ra é um importante simbolo dos egipcios antigos. Ele simboliza o
rei sol Ra, o mais importante de seus deuses. Ele pode ser visto nos sarcofagos dos
mortos. O olho pode ser redesanhado como um retangulo aureo.

Durante grande parte da histéria egipcia, as propor¢cdes do desenho humano
foram relacionadas com as linhas da palma da mao. Essas medidas eram baseadas
em uma razao divina, mais tarde denominada razao aurea.

[ A sl caskits
8 Spaane s
=fists

Figura 53: Corpo humano. (REZENDE, 2006).

No sedenho acima, vemos que usavam medidas baseadas no comprimento
do corpo por serem proporcionais a razao aurea. Isto fazia suas obras de arte ficar
mais bonitas olhadas rapidamente. O trabalho a mao era muito importante na arte
egipcia. Vemos que muitos retangulos desenhados sédo proporcionais aos retangulos
aureos. (REZENDE, 2006).

3.2: ARAZAO AUREA NA ARQUITETURA

A histéria deste enigmatico numero perde-se na antiguidade. (MARQUES,
2008).

A razdo aurea também se mostra presente nos templos egipcios.
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Figura 54: Templo de Dendur. (REZENDE, 2006).

Na figura acima vemos que os arcos do templo estdo alinhados para formar

retdngulos decrescentes que sdo proporcionais a razao aurea.

Figura 55: Philae. (REZENDE, 2006).

Philae no Egito Antigo definia o limite sudoeste do Egito. O templo era
dedicado a deusa lIsis. O templo também mostra retangulos dureos em sua entrada,
como no templo de Dendur.

No entanto, o maior exemplo da aplicacdo se encontra nas piramides
egipcias, e obedecem a razao aurea. (REZENDE, 2006).

No Egito, as piramides de Gizé foram construidas considerando a Raz&o
Aurea: a razdo entre a altura de uma face e a metade do lado da base da grande
piramide é igual ao numero de ouro. (BELUSSI, 2006).
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Figura 57: Representacéo da Piramide com a Raz&o Aurea. (REZENDE, 2006).

O retangulo aureo foi muito utilizado nas construgées gregas. Os gregos o
consideravam a figura geométrica mais harmoniosamente dimensionada e o
Parthenon, ou templo da deusa Atena, construido no século V a. C. pelo arquiteto e
escultor Fidias, € um dos mais famosos exemplos dessas construgdes. (LAURO,
2005, P. 41).

O Parthenon possui, na fachada principal, um quase exato retangulo aureo.

Figura 58: Parthenon. (PIROPO, 2007e).
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Figura 59: Parthenon e Razao Aurea. (VISCONTI, 2002).

Vale lembrar que as esculturas que compdem essa grande obra também
possuem o Retangulo de Ouro. (LIVIO, 2006, p. 91).

A composicao de a Church Lane, Ledbury, Inglaterra se baseia na subdivisao
do retangulo aureo que é vista no detalhe da figura 58. E o “ponto atrativo”, o qual
neste exemplo se localiza na parte inferior do retdngulo. (ATALAY, 2007, p. 158).

Figura 60: Church Lane, Ledbury, Inglaterra. (ATALAY, 2007, p. 158).

Outra obra arquiteténica importante é a Catedral de Notre Dames de Chatres,
na Franga, considerada a rainha das catedrais goticas, a fonte em pedra e luz de
toda uma fé. (LAURO, 2005, p. 42).
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Figura 61: Catedral de Notre Dame de Chatres. (VISCONTI, 2002).

Os historiadores de arquitetura oferecem primorosas explicacdes artisticas e
estruturais de quase todos os aspectos dessa extraordinaria edificacdo, que se
ergue tdo alto, com arcobotantes' que parecem ter sido introduzidos ali como
adorno, e ndo como recurso crucial para sustentar imensas paredes enfraquecidas
por janelas colossais. (ATALAY, 2007, p. 165-166).

A X D
¢'. — ey

Figura 62: Catedral de Notre Dame de Chatres. (AMARAL, 2007).

1 O arcobotante (ou botaréu) € uma construgdo em forma de meio arco, erguida na parte exterior dos edificios
romanicos e gbticos para apoiar as paredes e repartir 0 peso das paredes e colunas s6 assim se conseguiu
aumentar as alturas das edificagdes dando forma (beleza), fungdo (estrutura com a técnica da época.
(WIKIPEDIA 2008g
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O retangulo que envolve a fachada da catedral abrange a maior porcao da
fachada, e o retangulo aureo reciproco envolve as duas torres.
As linhas de regulacao sao as diagonais, que vao se encontrar logo acima da

janela do clerestério?, cruzando os cantos das maiores variacdes na superficie da
catedral. O centro da porta de entrada também é um retangulo aureo, conforme
mostra o diagrama. (LE CORBUSIER, 1998).

Figura 63: Pentagrama no centro de um octagono no portdo do coro da Catedral de Notre Dame de Chatres.
(KLUG, 2002, p. 71).

Figura 64: Disposi¢ao retangular dos arcos e pilares que apdiam a igreja num angulo de 108° . (KLUG, 2002, p.
140).

A razdo Aaurea se encontra em muitas proporcoes espaciais da
catedral. O retangulo aureo foi utilizado na prépria planta da igreja.

2 Em arquitetura clerestério € o nome que se da a parte da parede de uma nave, iluminada naturalmente por um
conjunto de janelas laterais do andar superior das igrejas medievais do estilo gético. Ge uma forma geral, refere-
se a fiada de janelas altas, dispostas sobre um telhado adjacente. O seu uso remonta as basilicas romanas.
(WIKIPEDIA, 2008)).



Figura 65: Planta da Catedral de Chatres. (KLUG, 2002, p. 75).
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No portal oeste, entrada principal da catedral, ha “figuras vestidas”, esculturas

que representam o profeta Davi, a rainha de Saba e o rei Saloméo, e que foram
estruturadas de acordo com a razdo aurea. (LAURO, 2005, p. 42).

Partes
da cabega

Mdaos
sequrando livro

Parte Inferlor
do corpo

#

Figura 67: Retangulo aureo nas figuras vestidas do portal oeste.

I R, A o

(KLUG, 2002, p. 76).
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Logo essa grande arquitetura € considerada uma das obras mais harmdnicas
e de grande significado para a populacdo, pois além da fé depositada nela, a igreja
encanta com seus incriveis mistérios.

Segundo Grazyna Fosar e Franz Bludorf: “ A Catedral de Chatres é mais que
uma casa de Deus normal; é mais que um objeto artistico — ela é um local de
iniciacdo cheio de mistérios”. (KLUG, 2002, p. 89).

Quase um milénio depois da construcao da Catedral de Chatres nos deparou
com a construcdo das Torres Petronas (Kuala Lampur), a estatal petrolifera da
Malasia. No projeto estrutural, a base de cada torre é um octégono formado pelo
engate de um par de quadrados, emblematicos da unido entre o Céu e a Terra.
Enormes colunas de concreto de alto desempenho (HPC) e ago se erguem de cada
ponto de intersec¢cdo dos quadrados, conferindo integridade estrutural aos dois
imensos edificios, cujas faces externas sao recobertas com inox e vidro. Depois,
tem-se a impressao de que se elevam secbes cada vez menores, semelhantes as
de um telescopio. A medicao desses segmentos revela que as proporcoes deles
obedecem ao esquema:

AF_CE_DE_¢
AE  DE CD
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Figura 68: Torres Petronas. (ATALAY, 2007, p. 167).
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Figura 69: Torres Petronas (atualmente). (STUART, 2006).

A escadaria circular dupla do Museu Vaticano, projetado por Leonardo da
Vinci. (ATALAY, 2007, prancha 5).

Figura 70: Escadaria circular dupla do Museu do Vaticano. (ATALAY, 2007, prancha 5.)

Na arquitetura podemos encontrar a Razdo Aurea em uma imensidao de

construcdes até os dias de hoje.

Figura 71: Da esquerda para direita - A Clpula de Paul; o Castelo de Windsor; o Portdo da cidade de Bagda; a
Muralha da China. (PRADO, 2004).
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Uma das edificacbes mais conhecidas do mundo moderno € o monumental,
conjunto arquitetdnico que abriga a sede mundial das organizacbes das Nacgdes
Unidas em Nova lorque, EUA. Talvez ndo se possa medir na figura, mas uma
observacédo do desenho da fachada do prédio comprova que seus lados mantém a
proporcao Aurea. (PIPORO, 2007¢).

Este edificio foi desenhado por Le Corbusier, pelo brasileiro Oscar Niemeyer
e pelo inglés Sir Howard Robertson, em 1947. (WIKIPEDIA, 2008f).

Figura 72: Demonstragéo do Retangulo Aureo na Sede da ONU. (AMARAL, 2007).

Falando em estruturas monumentais, ndo podemos esquecer a “Torre CN”
(seu nome deve-se a empresa ferroviaria “Canadian National”, construtora e original
proprietaria da torre), simbolo da cidade de Toronto, no Canada e mostrada na
Figura 73. Ela é considerada como a estrutura mais alta do mundo em terra firme e
nao sustentada por cabos. Sua altura € de 553,33 metros e seu observatério
principal situa-se a uma altura de 342 metros (para comparacdo: ainda segundo a
mesma fonte, a altura do Pao de Acucar, no Rio de Janeiro, é de 366 metros). Divida
a altura total pela altura do observatorio com precisdo de trés casas decimais e
obtenha exatamente 1,618. (PIROPO, 2007e).
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Figura 73: No Canada encontramos o Phi na torre CN, em Toronto. (PIROPO, 2007e).

O conjunto de edificacdes conhecido como “Engineering Plaza” que abrigara
as instalacbes da faculdade de engenharia da Universidade Politécnica Estadual da
Califérnia, EUA, a “Cal Poly”. Na planta mostrada do lado esquerdo da Figura 74,
todo o complexo foi projetado em torno de uma forma bésica, a espiral de Fibonacci,
que se desenvolve em toda a area, determinando a orientacao geral do projeto. Na
foto ao lado direito da mesma figura, ndo se trata de acaso: a espiral esta
claramente desenhada no piso da area central da Plaza, ainda em construgéao.
Neste caso os arquitetos deixaram claro que prestavam uma homenagem a
Fibonacci, sua seqUéncia e ao numero Phi na propria concepgdo do projeto.
(PIROPO,2007e).

Figura 74: Engineering Plaza. (PIROPO, 2007e).
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3.3: ARAZAO AUREA NAS ARTES

Varios pintores utilizaram & razdo Aurea em suas obras, porém como
desejamos mostrar a presenca da Razao Aurea nessas harmoniosas obras de artes,
optaremos por falar principalmente de Leonardo da Vinci, foi ele quem realmente
chamou a Razao Aurea de Divina Proporcédo e também a utilizou na maior parte de
seus trabalhos.

A “Anunciagdo”, obra que foi pintada por D’ vinci entre os anos de 1472 1475,
que apresenta a cena do arcanjo Gabriel informando a Virgem Maria que a mesma
conceberia Jesus Cristo. Esta obra transparece muita harmonia e isso se da pelo
fato desta pintura ser dividida varias vezes pelas Proporcdes Aureas. (PIROPO,
2007e).

Figura 75: A Anunciagéo. (PIROPO, 2007e).

Na obra “Virgem dos Rochedos” podemos analisar a razao entre a altura e na

largura da pintura e encontraremos o valor de 1,64 um numero bem préximo de ¢.

(LIVIO, 20086, p. 187).

Figura 76: A Viirgem dos Rochedos. (ATALAY, 2007, prancha 14).
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Em a “Ultima Ceia” criada entre os anos de 1495 e 1498, Leonardo apresenta
na figura a imagem de Jesus Cristo anunciando aos Apostolos que um deles o traird.
O mais interessante é que podemos verificar na pintura abaixo que a imagem de
Jesus Cristo preenche quase exatamente um tridngulo aureo e a linha que divide a
mesa é exatamente a Divina Proporcao. (PIROPO, 2007e).

Figura 77: A Ultima Ceia - Embaixo, & esquerda: O estudo perspectivo do quadro; & direita: Detalhe do quadro.
(ATALAY, 2007, prancha 8).

Os trés famosos retratos femininos de Leonardo: um retangulo &ureo foi
superposto a cada um dos trés retratos, incorporando a area desde o topo da

cabeca até o limite do vestido.

Figura 78: a esquerda: Ginevra de'Benci; ao centro: Cecilia Gallerani; a direita: Mona Lisa. (ATALAY, 2007,
prancha 15).
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Dentre todas essas obras a que realmente o deixou famosa foi “Mona Lisa”
(La Gioconda), apreciada pelo mundo inteiro foi concretizada em 1502 e retrata o
rosto de uma mulher. Muitas pessoas e inclusive estudiosos afirmaram que
Leonardo teria utilizado as suas préprias caracteristicas faciais na obra, ou seja, o
seu préprio retrato com tracos de mulher. Ele nunca se separou deste quadro até a
sua morte, deixando-o de heranga para seu generoso benfeitor, Francisco I. (LIVIO,
2006, p. 33).

Figura 79: A Mona Lisa. (AMARAL, 2007).

Apresentaremos agora mais algumas de outros artistas que também
utilizaram a harmoniosidade da Razao Aurea.

O Sacramento da Ultima Ceia, de Salvador Dali: a Razao entre a largura e a
altura desta tela é de 1,603, proxima da razdo aurea. No teto encontra-se um
dodecaedro.
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Figura 80: O Sacramento da Ultima Ceia. (PIROPO, 2007e).

A belissima Vénus, ou Afrodite, deusa da beleza em um quadro que retrata o
mito de seu nascimento. As propor¢cdes seguem aquelas do retangulo aureo nessa

pintura de Bouguereau.

Figura 82: Deusa da Beleza representada no retangulo aureo. (AMARAL, 2007).
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Outros exemplos:

Figura 83: Pintura de Raphael, onde encontramos o pentagono e suas razdes aureas. (AMARAL, 2007).

O Retrato de John F. Kennedy, 1967, por Jamie Wyeth. A reta vertical divide a
largura na proporcédo 1: 1,618.

Figura 84: John F. Kennedy. (ATALAY, 2007, prancha 12).

Um artista contemporaneo que utilizou a propor¢éo divina na sua pintura foi o

pintor norte-americano Piet Mondrian. ( prado, 2004).

- -
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Figura 85: Pinturas de Piet Mondrian. (PRADO, 2004).
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A espiral logaritmica na arte: Frederick Hart baseou sua escultura. Ex Nihilo,

em uma espiral logaritmica, conforme vemos no desenho menor da figura 84.

Figura 86: Ex Nihilo. (ATALAY, 2007, prancha 5)

As estatuas do Gladiador e de Zeus tomam por base a teoria de Vitruvius e a
analise de suas propor¢des € praticamente idéntica.

Figura 87: Estatuas do Gladiador e de Zeus. (VISCONTI, 2002).

3.4: ARAZAO AUREA NA MUSICA

“A musica da natureza e a musica do homem pertencem a duas categorias distintas. A
tradugéo da primeira para a Ultima passa pela ciéncia da Matematica. Uma proposigao
importante fecunda. Ainda assim, estariamos errados se fossemos contribui-las no sentido
de que o homem modelou seu sistema musical de acordo com calculos feitos
intencionalmente, tendo o sistema surgido por meio de aplicagéo inconsciente de conceitos
preexistentes de quantidade e propor¢do, por meio de processos sutis de medi¢do e
contagem. Mas as leis pelas quais os Ultimos sdo governados s6 foram demonstradas
posteriormente pela ciéncia.” (LIVIO, 2006, p. 219).
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Atribuiu-se a Pitagoras a descoberta das progressées harménicas nas notas
de escala musical, por observar que os intervalos musicais e o tom das notas
correspondiam aos comprimentos relativos das cordas que vibravam. (LIVIO, 2006,
p. 40).

Todos os quartetos de cordas e todas as orquestras sinfénicas ainda usam a
descoberta de Pitagoras das relagdes entre niumeros inteiros e os diferentes tons
musicais.

Desde a Grécia antiga até a Era Medieval a musica fez parte da Matematica,
0s musicos se esforcavam para compreender a base Matematica dos tons.

Estudiosos afirmam que no século Xl a musica rompeu com a Matematica,
porém no século XVIII, o filésofo Gottfried Wilhelm Leibnitz escreveu: “A musica é
um exercicio aritmético secreto, e a pessoa que se delicia com ela nao percebe que
esta manipulando numeros”. (LIVIO, 2006, p. 208).

Devido a essas relacbes histdricas entre musica e numeros, é bastante
natural nos perguntarmos se a Razdo aurea e os numeros de Fibonacci tinham
algum papel no desenvolvimento de instrumentos musicais ou na composicao
musical.

O violino é um instrumento no qual a Razdo Aurea de fato, aparece
frequéncia. A caixa de som do violino contém doze ou mais arcos de curvatura de
cada lado. O arco plano na base quase sempre é centrado no ponto da Seccao
Aurea, a partir da linha do centro.

Alguns dos violinos mais famosos foram feitos por Antonio Stradivari (1644-
1737), ele tinha um cuidado especial em dispor geometricamente o lugar dos “olhos”

dos f- buracos, em posicées determinadas pela Razdo Aurea. (LIVIO, 2006, p. 209).

Figura 88: Violino representado em Retangulo de Ouro. (NETO, 2003).
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O violoncelo segue o0 mesmo padréo do violino.

Figura 89: Violoncelo e a Relagio Aurea. (NETO, 2003).

O piano, outro instrumento musical, possui em seu teclado a oitava
consistindo em treze teclas: oito sdo brancas e cinco sao pretas, porém a divisao
dessas teclas é formada por dois grupos. As oito teclas brancas se formam um
grupo de trés teclas e as pretas por um grupo de duas teclas. Os numeros 2, 3, 5, 8
e 13 fazem parte da Sequéncia de Fibonacci. (LIVIO, 2006, p. 210).

Citaremos abaixo alguns compositores famosos que teriam utilizado a Divina
Proporgcéo em suas musicas.

Mozart um grande compositor, ndo pensava em nada além de numeros, na
época em que passara na escola. Pesquisas mostram que Mozart teria utilizado a
Raz&do Aurea em vinte e nove movimentos de suas sonatas para piano.

O matematico John F. Putz, estudou de perto essa questdo. Putz analisando
as sonatas de Mozart descobriu que elas se dividem em duas partes: A Exposicao e
o Desenvolvimento, denominadas de compassos. Logo apés examinou as razdes
entre os numeros desses compassos. Na sonata n® 1 em D6 maior, Putz descobriu
que o primeiro movimento, consiste em sessenta e dois compassos no
Desenvolvimento e trinta e oito na Exposicdo. A razao desses numeros 62/38 € igual
a 1,63, um ndmero préximo da Razdo Aurea. Porém apés Putz examinar com
precisdo as sonatas de Mozart, se convenceu de que a Razdo Aurea ndo aparece
em nenhum de seus trabalhos. (LIVIO, 2006, p. 213).

O hungaro Belo Barték, outro famoso compositor, pode ter realmente a Divina
proporcdo em suas composic¢des. Ficou conhecido por misturar elementos de outros
compositores com a musica folclérica. O ritmo e a simetria de suas musicas fez dele,

um dos compositores mais famosos do século XX.
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O musicélogo Erno Lendvai estudou as obras de Bartok, e descobriu que sua
principal técnica era utilizar as leis da Segdo Aurea. (LIVIO, 20086, P. 213).

Em alguns trabalhos de Bartok também encontramos a presenca da Razao
Aurea. Em “sonata para dois pianos e percussao’, podemos observar que
os varios temas se desenvolvem em uma ordem de Fibonacci. (LIVIO, 2006, p. 214).

leitmativ 3+5=4§
terma principal S5+8=13

tema secundirio 13,21 J

Figura 90: Sonata para dois pianos e percusséo. (LIVIO, 2006, P.214).

Atualmente todos os quartetos de cordas e todas as orquestras sinfénicas
ainda utilizam a base Matematica descoberta por Pitagoras.

Alguns modernos aparelhos eletronicos de reproducao musical, como por
exemplo o MP3, possuem hoje desenhos mais harménicos, o seu formato sdo
similares ao de um Retangulo de Ouro, porém é importante deixarmos claro que
esse formato ndo tem nada a ver com o Retangulo Aureo. Podemos observar no
Ipod da marca Apple, uma proporcao de 1:1,67, um numero bem proximo da Razao
Aurea. (PIPORO, 2007e).

Figura 91: MP3. (AMARAL, 2007).

3.5: ARAZAO AUREA NA LITERATURA
Na literatura o numero de ouro encontra sua aplicacao mais notavel no poema
épico grego lliada, de Homero, que narra os conhecimentos dos Ultimos dias da
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guerra de Trdia. Quem o ler notara que a propor¢céao entre as estrofes maiores e as
menores da um numero préximo ao 1,618, o niumero de ouro.

Luis de Camdes na sua obra “Os Lusiadas”, colocou a chegada a india no
ponto que divide a obra na razdo de ouro.

Virgilio em sua obra “Eneida” construiu a razdo 4urea com as estrofes
maiores e menores. (WIKIPEDIA, 2007f).

3.6: ARAZAO AUREA NA FOTOGRAFIA
Uma famosa técnica de fotografia é colocar o foco da foto em um ponto que é

encontrado usando a razdo aurea, como ilustrado na Figura 92.
\
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Figura 92: Foco para foto usando o retangulo aureo. (AMARAL, 2007).

Qualquer elemento situado em um dos pontos aureos, ganha peso visual,
dando destaque o assunto e ajudando a definir o assunto da imagem. (MARMION,
2004).

Figura 93: Foto utilizando-se dos Pontos Aureos. (MARMION, 2004).

O primeiro elemento que notamos muito provavelmente o retrato do Che
Guevara, ja que ocupa um dos pontos Aureos. O homem aparece no segmento a
direita, e ndo contribui a desviar a atencao da foto; simplesmente a complementa.
Ao tentarmos, mentalmente, “cortar” esta foto sem descaracteriza-la ndo vamos
consegquir, pois qualquer corte afeta o conjunto, tornando-a uma boa composicéao.
(MARMION, 2004).

A seguir veremos o quadro Sao Jorge e o Dragao, de Rafael:
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Figura 94: S&o Jorge e 0 Dragao. (MARMION, 2004).

O dragao esta exatamente em um dos pontos dureos. Nao € por acaso que
estar ali, € o lugar onde deveria estar, j& que atrai imediatamente a atencao.
Podemos notar também que em nenhum dos outros pontos aureos ha qualquer
detalhe de interesse, o que reforga a figura do dragao. (MARMION, 2004).

O exemplo a seguir mostra uma foto que usa esse principio.

Figura 95: Foto utilizando a técnica do retangulo aureo. (AMARAL, 2007).

3.7: ARAZAO AUREA NA NATUREZA

Na natureza, a razdo aurea esta presente nos caramujos marinhos, nas
estrelas do mar, nos ourigos, em flores como petunia e o jasmim estrela, no pinheiro
e em tantos outros animais e plantas.

Ha varios fatores e também curiosidades que envolvem a presenga da Razao
Aurea nas plantas.

As folhas crescem de forma que sejam expostas ao sol, a chuva e ao ar.
Desta maneira elas jamais crescem nos talos uma sobre as outras. A passagem de
uma folha para outra, se da de forma parecida a de um parafuso envolvendo o ramo.
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E denominado a este fenémeno o nome de “Phyllotaxis” (arranjos de folhas). (LIVIO,

2006, p. 129).
Foi descoberto pelo astrbnomo Johannes Kepler a relacdo entre a

“Phyllotaxis” e a Seqliéncia de Fibonacci, como é possivel observar na Figura 96.

Figura 96: Phillotaxis e a Seqiiéncia de Fibonacci. (LIVIO, 2006, p. 130).

A Razdo Aurea também se encontra na natureza presente em progressdes
lineares como, por exemplo, no desenvolvimento de uma arvore. (LAURO, 2005, p.
47).

Figura 97: A Raz&o Aurea no desenvolvimento de uma arvore. (ROCHA, 1999, p. 68 apud LAURO, 2005, P. 48).

Arranjos parecidos com a da Phyllotaxis, podem ser encontrados nas
sementes de um girassol. E possivel observar na Figura 98 que a flor possui
espirais nos sentidos horario e anti-horario, formados pelos flésculos. E comum
encontrarmos 34 espirais em um sentido e 55 no outro, porém estudiosos ja
encontraram girassois que possuem 89/55, 144/89 e até mesmo 233/144. Ao
analisarmos esses numeros, nos deparamos novamente com a Sequéncia de
Fibonacci. (LIVIO, 2006, p. 133).
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Figura 98: Girassol. (AMARAL, 2007).

Nas frutas a presenca da Razdo Aurea é bem fascinante. Ao cortarmos a
magca pela sua circunferéncia encontraremos as sementes alinhadas em um padrdo

de cinco pontas ou um pentagrama.

A e -

Figura 99: As sementes da maca em forma de estrela. (SVEVO, 2003).

Outro exemplo simples a mencionar € o abacaxi. Na maioria das vezes a fruta
possui cinco, oito, treze ou vinte e uma espirais de inclinacdo crescentes em sua
superficie. (LIVIO, 2006, p. 131).

Figura 100: O abacaxi. (LIVIO, 2006, P. 131).

Nos legumes, as espirais de Fibonacci estdo presentes, em uma simples

couve-flor ou até mesmo em um brécolis.
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Figura 101: A esquerda Couve-Flor, & direita: Brocolis. (PIROPO, 2007).

Outra flores também apresentam relagdo com a Proporgdo Divina. Ao
colocarmos um pentagono sobre uma petinia ou um jasmim-estrela verificaremos
que as flores possuem em sua estrutura a presenca da Razdo Aurea. (LAURO,
2005, p. 46).

Figura 102: Estrela de cinco pontas e o pentagono presente na natureza. (DONALD NO PAIS DA
MATEMAGICA, video, 1959).

Em muitas plantas, o numero de pétalas € um namero de Fibonacci: 3 pétalas
— lirios e iris; 5 pétalas — columbinas, raininclos amarelos e esporas; 8 pétalas —
delfineos; 13 pétalas — crisdntemos, cinerdria tasna, 21 pétalas — asteraceas; 34
pétalas — banana-na-terra e malmequer. (BROLEZZI, 2006).
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Figura 103: Tipos de flores que apresentam o nimero de Fibonacci. (BROLEZZI, 2006).

Da mesma forma que as plantas e os alimentos, os animais também se
relacionam com a Razdo Aurea. Podemos encontra-la nas diferentes formas de
arraias, nos olhos e na cauda de um pavao, em insetos como besouros, moscas,
abelhas, libélulas entre outros. (LAURO, 2005, p. 47).

Observando as belas mariposas, verificaremos que as medidas do numero de

ouro se ajustam perfeitamente em suas estruturas.

Figura 104: Medidor sendo usado para verificagdo da Proporcao Aurea na Mariposa. (PRADO, 2004).

Figura 105: Verificagdo da Proporcéo Aurea em Animais. (PRADO, 2004).

A espiral de contorno das conchas revela um padrdo acumulativo de
crescimento, que ja foram objeto de numerosas investigacdes artisticas e cientificas.
Tais padrées sao espirais logaritmicas de razao aurea, o que € conhecido como a

teoria perfeita do padrao de crescimento.
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Figura 107: Comparagao da Tibia Shell com o padréo de crescimento da segao de ouro. (VISCONTI, 2002).

Em cada fase de crescimento, caracterizada por uma espiral, a nova espiral
esta muito proxima de um quadrado de razao aurea, maior do que o anterior.

O Nautilus, pequeno animal de aproximadamente 20 centimetros, € um
molusco que possui sua concha formada por varios tanques isolados de gas que
possibilita maior facilidade de locomocao. Além dos tanques, a concha possui
cavidades onde o animal se localiza, a medida que ele cresce, ele gera novos
tecidos, dessa forma surgem novas cavidades, que sdao ocupadas imediatamente
pelo corpo do animal. (PIROPO, 2007f).

Essa construgcdo de “residéncia” é bem interessante, ja que o Nautilus
desenvolve a sua concha de acordo com os padrées da Espiral Aurea.

Figura 108: O Nautilus e a Espiral Aurea. (VISCONTI, 2002).
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Figura 110: Outras conchas. (AMARAL, 2007).

Alguns peixes também possuem proporcoes aureas. O peixe azul tropical se
enquadra corretamente em um Retangulo Aureo. As suas guelras e a sua boca
apresentam-se em harmonia com o restante do corpo, assim como o salmao-
prateado, 0 manganga e a truta. (VISCONTI, 2002).
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Figura 111: Peixes em um Retangulo Aureo. (VISCONTI, 2002).

A Razdo Aurea é muito encontrada na natureza. Aparece em varias
formacoes em espiral (espiral aurea), como furacdes, rede-moinho, arranjo das
sementes na flor de margarida, casca do abacaxi, cavalo marinho, caramujos,
galaxias, chifres de alguns animais, ondas do mar, na trajetéria de particulas
atdmicas numa camara. (FASCIONI, 2006). Segue alguns exemplos.

Figura 112: Espiral Aurea na Natureza. (FASCIONI, 20086).

3.8: ARAZAO AUREA NA INDUSTRIA

Veremos como exemplo de Razdo Aurea na indUstria Automobilistica o novo
Besouro Volkswagem que € menos um veiculo do que uma pega de escultura
cinética a medida que se move pelas ruas. Distintamente diferente dos demais
carros, ele exibe a idéia visual de coesao de forma. Seu corpo é, ao mesmo tempo,

atrasado e futurista, uma fusdo de Geometria e nostalgia.
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O corpo adapta-se na metade superior de uma elipse aurea. As janelas
laterais repetem a forma da elipse aurea, com as portas repousando num quadrado
de um retangulo aureo. Todos os detalhes de mudanca de areas sao elipses aureas
tangentes ou circulos, mesmo a colocagao da antena situa-se num angulo tangente
a roda fronteira. (VISCONTE, 2002).

Figura 113: Besouro Volkswagem. (VISCONTI, 2002).

A frente do carro é um quadrado com todas as superficies simétricas. O

logotipo da Volkswagen no capd situa-se no quadrado.

Figura 114: Besouro Volkswagem - Vista Frontal. (VISCONTI, 2002).

Uma elipse aurea esta inscrita no diagrama de construcdo de um retangulo
aureo. O corpo cabe claramente na metade superior desta elipse aurea. O eixo
maior da elipse alinha-se com o corpo, logo abaixo do centro das rodas.

Figura 115: Besouro Volkswagem - Carroceria. (VISCONTI, 200).

Uma segunda elipse aurea engloba as janelas laterais. Esta elipse & também
tangente a roda da frente e a roda traseira. O eixo principal da elipse tangencia tanto

a roda frontal como a traseira.
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Figura 116: Besouro Volkswagem - Volume. (VISCONTI, 2002).

A exemplo da visao frontal, a visdo traseira pode ser inscrita num quadrado. O
logotipo esta colocado préximo ao centro do quadrado, e todas as superficies e
elementos sao simétricos. A Geometria do corpo do carro apresenta, ainda, outros
detalhes; os fardis dianteiros e traseiros sao elipticos, mas como repousam sobre

curvas, aparentam ser circulares. O angulo que rege o capb da mala esta a 45°.

Figura 117: Besouro Volkswagem - Vista Posterior. (VISCONTI, 2002).

O angulo da antena é tangente ao circulo do para-lama da roda da frente e a

posicao da sua base alinha-se com o para-lama da roda traseira.

Figura 118: Besouro Volkswagem - Antena. (VISCONTI, 2002).

Na fabricacdo de moéveis, temos como exemplo uma cadeira, ainda em
producdo, a relacdo entre as proporcoes da cadeira e a secao aurea foram
intencionalmente planejadas, isso é impossivel de afirmar, porém:

As costas da cadeira adaptam-se perfeitamente a um retangulo aureo.

As proporcdes da cadeira sdao aproximadamente as de uma relacao aurea.
(VISCONTI, 2002).

Detalhe das proporcoes da cadeira: Os raios dos cantos das costas das
cadeiras, assim como suas pernas tubulares, tém proporcdes modulares de 1:4 e
6:8,sendo A=1;B=4;C=6;D =8.
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Figura 119: Cadeiras. (VISCONTI, 2002).

A Razao Aurea ainda pode ser encontrada em diversas frentes da indUstria, a

seguir vemos alguns exemplos:

Figura 120: Verificagdo da Proporcéo Aurea na Industria. (PRADO, 2004).

3.9: ARAZAO AUREA E 0OS FRACTAIS

A cada padrdo dentro da Raz&o Aurea, descobriremos que 0 mesmo padrio é
encontrado na sequiéncia em outra escala. Objetos com essa propriedade, como as
bonecas Russas Matrioshka, que se encaixam uma nas outras, sdo conhecidos
como fractais. (LIVIO, 2008, p. 243).

Figura 121: Bonecas Russas Matrioshka. (FASCIONI, 2006).
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A dimensao fractal é, na verdade, uma medida da rugosidade do fractal ou da
rapidez com que o comprimento, a superficie ou 0 volume aumentam se medirmos
com relagdo a escalas cada vez menores. (LIVIO, 2008, p. 244).

Fractais podem ser construidos ndo sé a partir de linhas, mas também de
figuras simples, como tridngulos e quadrados. Por exemplo, vocé comecar com um
triangulo equilatero cujo o lado tenha uma unidade de comprimento, e em cada
canto anexar um novo triangulo com 2. Em cada um dos cantos livres de tridngulos
de segunda geracgao, anexe um lado de 1/4, e assim por diante (Figura 122). Qual o
fator de reducédo que faz com que esses trés ramos comece a se tocar (Figura 123)

e novamente a resposta sera 1/¢. Exatamente a mesma coisa acontece se vocé

constréi um fractal similar usando um quadrado (Figura 124) — a superposicao
ocorre quando o fator de reducéo for 1/¢ ( Figura 125). (LIVIO, 2008, p. 247).

g ;

Figura 122: Fractais. (LIVIO, 2006, p. 248).
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Figura 125: Fractais. (LIVIO, 2006, p. 248).

A sucessdo de Fibonacci é o exemplo de um fractal obtido a partir da
sucessao infinita binaria de 0 a 1.
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Figura 126: Fractal obtido pela seqliéncia de Fibonacci. (MARQUES, 2008).

3.10: A RAZAO AUREA E O MERCADO FINANCEIRO

O uso dos numeros de Fibonacci na Bolsa de Valores estda baseado nos
trabalhos pioneiros de Ralph Nelson Elliott (1871 — 1948), um analista financeiro
norte-americano que estudou o comportamento do indice Dow Jones, da Bolsa de
Valores de Nova lorque, a partir da década de 20 do século passado. Tendo
presenciado a quebra da bolsa em 1929 e a Grande Depresséo que dela se seguiu,
Elliott concluiu que as flutuagdes da bolsa ndo eram aleatérias. (GONCALEZ, 2007).

Figura 127: Ciclo completo do mercado. (GONGALEZ, 2007).
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Observamos que, definitivamente, algo misteriosamente matematico move o
universo e a sociedade humana. (GONCALEZ, 2007).

Com a analise detalhada das estruturas ou Padrdes de Ondas, impulso e
corretivo, que Elliott percebeu se repetirem nas séries temporais de precos nos mais
variados mercados financeiros. E importante frisar que as repeticdes ndo sao
necessariamente exatas, podendo ser aproximadas, ja que um mesmo padrao pode
aparecer com tamanhos e inclinagdes diferentes em varias épocas e em varias
escalas (primary, intermediat, etc.) sem que suas regras de construcdo sejam
violadas. Uma estrutura Elliott, a medida que a analise da série temporal transcorre
com o tempo, se liga dinamicamente com outras estruturas Elliott, e tal acimulo de
estruturas, em algum instante de tempo, constituira uma nova estrutura Elliott de
escala superior. E assim sucessivamente, seguindo-se a idéia fractal. Este acumulo
de ondas e tendéncias para formar outras ondas e tendéncias de escala superior
levou Elliott a procurar na Matematica alguma ferramenta na qual pudesse basear
este acumulo. Encontraram entdo na série de Fibonacci fortes correlagdes com o
seu principio.

A série de Fibonacci é uma sequéncia de numeros inteiros, cuja lei de
formagédo € muito simples e parecia com a formacao das ondas Elliott: dados dois
nameros iniciais, o préximo numero da sequéncia serd sempre igual a soma dos
dois numeros anteriores a ele. A série de Fibonacci mais conhecida é aquela cujos
primeiros termos sao iguais a 1. Tem-se entdo a sequéncia infinita: 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

Lembrando-se que as estruturas corretivas possuem 3 ondas e as estruturas
impulsivas contém 5 ondas, e sabendo-se que sempre apds um impulso vem uma
correcao, tem-se entdo o acumulo de 8 ondas, mais um proximo impulso, teriamos
13 ondas, e assim por diante.

Elliott descobriu, entretanto que a serventia surpreendente da série de
Fibonacci para a analise dos mercados financeiros estava na razdo entre os
nameros da série. Dividindo-se o primeiro nimero pelo segundo, obtém-se a razéao
1, ou 100%. Dividindo-se o segundo pelo terceiro, obtém-se 50%. Continuando-se
com 0 mesmo procedimento, obtém-se as seguintes razées: 66,7%, 62,5%, 61,5%,
61,9%, 61,8%, 61,8%, 61,8%, ... Ou seja, esta ultima série formada pelas razdes de
um namero Fibonacci para seu posterior converge para 61,8% valor arredondado da
constante, conhecida como razdo aurea. As porcentagens citadas neste paragrafo e
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as taxas complementar e inversa da porcentagem &urea, 38,2% e 161,8%, foram
registradas por Elliott em muitas ocasiées do mercado financeiro quando se
comparou 0s comprimentos de duas ondas consecutivas em sentido contrario.
Portanto, tais porcentagens sdo amplamente utilizadas para se prever o tamanho da
préxima onda a partir do comprimento da onda corrente. (HAYASHI, 2002).

O principio original das ondas de Elliott representou uma ousada, embora um
tanto ingénua, tentativa de identificar um padrdo no que poderia parecer um
processo aleatério. Mais recentemente, contudo, os nimeros de Fibonacci e 0 acaso
tiveram um encontro ainda mais intrigante. (LIVIO, 2006, p. 254).

Como a teoria das proporcdes de Fibonacci e a Teoria de Elliott estao
estabelecidas ao comportamento humano, nada melhor do que trabalhar com as
duas ferramentas. (FERREIRA, 2006).

Proporcoes de Fibonacci e Teoria de Elliott

Método para se medir o término da onda 5.

A
\‘ 5 BeJéo mais provivel para 0
1.618 término do ciclo de alta

’

-
s
-

P
<2 1.000
Cada uma dessas finhas de
Fibonacci serdo obsticulos

0.618 para o prego.

0.000

5 A
\j ’,
A / :’(A
I, o
v

3 Apn'o_ri. a altura da onda 1 sempre seré a
¢ 5 referéncia para se projetar o final da onda 5.

Figura 128: Método para medir o término da Onda 5. (FERREIRA, 2006, p. 32).

Como descrito na revisdo tedrica sobre as aplicacbes dos conceitos da
complexidade na economia, os movimentos de subida e descida nos mercados
podem ser encarados como tendéncias que emergem da auto organizagdo — por
feedback positivo ou retornos crescentes — das percepgdes em comum dos precos
por parte dos agentes do mercado (psicologia dos hedgers e especuladores).
Sabendo-se que a razdo aurea é uma propriedade dos seres humanos (DNA,
proporcoes corpdreas), € como 0s movimentos dos precos sao regidos por decisdes

humanas, pode-se com certa naturalidade induzir a existéncia da razdo aurea nos
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mercados financeiros. Até hoje, entretanto, ndo ha uma demonstracdo matematica

rigorosa para esta afirmacao. (HAYASHI, 2002).

3.11: AMASCARA DE MARQUARDT

O cirurgiao plastico Dr. Marquardt, tem feito notaveis pesquisas sobre as
proporcbes e simetrias observadas na estética humana. Em sua carreira, ele
realizou cirurgias tanto estética quanto reconstrutivas. Seu trabalho culminou numa
série de “mascaras de beleza” que proclama a divina proporcao. Sobrepor a foto do
paciente uma mascara em escala adequada equivale a fazer afericio matematica da
aparéncia fisica levando em conta a distancia entre os olhos, o comprimento relativo
da testa e do nariz, e assim por diante. (ATALAY, 2007, p. 139 — 140).

De maneira impressionante a mascara se encaixa perfeitamente em qualquer

rosto considerado bonito, independente de raga, regido ou tempo.

Figura 129: Mascara de beleza do Dr. Marquardt. (PRADO, 2004).

Os clientes de um cirurgido plastico querem se tornar mais belos, o0 método,
fundamentalmente, aplica uma mascara proporcional a face deste para obter as
principais divergéncias e assim corrigi-las com bisturi.

Partindo dos estudos do Dr. Marquardt foi construido um software com uma
versao da mascara de beleza ideal em trés dimensdes. (PRADO, 2004).
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Figura 130: Utilizacdo do software para a mascara de beleza. (PRADO, 2004).

3.12: O MODULADOR

Um dos defensores mais rigorosos da aplicacdo da Razdo Aurea na arte e na
Arquitetura foi o famoso arquiteto e pintor suico-francés Le Corbusier (Charles-
Edouard Jeanneret, 1887 — 1965). (ATALAY, 2007, p. 196).

A busca de Le Corbusier por uma propor¢cdo padronizada culminou na
introducdo de um novo sistema proporcional chamado “Modulador”. (ATALAY, 2007,
p. 197).

O Modulador narrava seu sistema de proporgdes baseado na Matematica da
secao aurea e a proporcdo do corpo humano. Além de seu trabalho especifico na
arquitetura e no planejamento urbano, seus murais, suas pinturas, e criagdes
graficas exerceram significativa influéncia sobre o design bidimensional. Esse
sistema adotou a divisdo durea como base, fundamentado em trés pontos principais
na anatomia de um homem de 1,90m: o plexo solar, o alto da cabeca e a ponta dos
dedos da mao erguida. Esses pontos constituem uma média e extrema razao
(divisdo aurea) que Le Corbusier transferiu para uma série infinita de proporgdes
matematicas. (VISCONTI, 2002).



95

432

61102 8% 260
i

Figura 131: Modulador. (FASCIONI, 2006)

Introduzido no fim da Segunda Guerra, o Modulador pode ser aplicado ao
plano bidimensional embora sua principal utilizagcdo esteja relacionada com a
Arquitetura. (VISCONTI, 200).

Le Corbusier sugeriu que o Modulador daria propor¢gdes harmoniosas a tudo,
de tamanhos de gabinetes e macanetas a edificios e espagos urbanos. Em um
mundo com uma crescente necessidade de producdo em massa, esperava-se que 0
Modulador fornecesse um modelo de padronizagdo. (ATALAY, 2007, p. 198).

Antes de patentear seu trabalho, Le Corbusier pediu a opiniao de Albert
Einstein sobre o sistema. Einstein escreveu que o Modulador podia ser qualificado
“como uma série de dimensdes que tornam o ruim dificil e o bom facil”. (VISCONTI,
2002).

3.13: ARAZAO AUREA E ALGUMAS CURIOSIDADES

3.13.1: No cinema

O diretor russo Sergei Eisenstein se utilizou do numero no filme. O
Encouragado Potemkin para marcar os inicios de cenas importantes da trama,
medindo a razdo pelo tamanho da fitas de pelicula. (WIKIPEDIA, 2007f).

3.13.2: Efeito

Algumas das correntes misticas acreditam que objetos cujas dimensodes
sejam relacionadas a Phi se harmonizam com a glandula pineal®, o que provocaria
ou estimularia uma sensacao de beleza e harmonia no ser humano. (WIKIPEDIA,
2007f).
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3.13.3: A Razdo Aurea no Design

Atualmente, essa proporcdo ainda € muito usada. Ao padronizar
internacionalmente algumas medidas usadas em nosso dia-a-dia, os projetistas
procuraram “respeitar” a proporcao divina. (PRADO, 2004).

Figura 133: Cartaz publicitrio e revista em Retangulo Aureo. (BROLEZZI, 2006)

3 Glandula pineal € uma pequena glandula enddcrina localizada perto do centro do cérebro, ela tem

uma importancia na regula¢do dos chamados ciclos circadianos, que séo os ciclos vitais
(principalmente o sono) e no controle das atividades sexuais e de reproducdo. ( WIKIPEDIA, 2008h).



97

3.13.4: Na Biblia

Encontra-se também o nimero Phi a partir do numero da besta (uma
referéncia biblica).

O ndmero da besta é 666.

Sen(666) = -0,809016994...

Figura 134: Calculo do nimero 666. (BROLEZZI, 2006)

Note que isso € metade do Phi negativo: sen(666) x (-2) = 1,61803...

Em Génesis 6:15, Deus ordena a Noé que construa a arca: "Deste modo a
fards: de trezentos cdovados serd o comprimento; de cinqiienta a largura; e a

altura de trinta".

Assim, as extremidades da arca, de 50 por 30 cévados®, estdo na proporgao
de 5 para 3, ou 1,666..., € uma boa aproximacao de Phi, a diferenca nao é visivel a
olho nu. (BROLEZZI, 2006).

Figura 135: Arca de Noé. (BROLEZZI, 2006)



98

* No Egito antigo, o covado era uma medida retirada da distancia entre o cotovelo e as pontas dos
dedos. Correspondia a dezoito polegadas (45,72 centimetros). (WIKIPEDIA, 2008i).
Em Exodo 25:10, Deus manda Moisés construir a Arca da Alianca, para nela

guardar as Tabuas da Alianca com os israelitas, os Dez Mandamentos, dizendo:

"Também fardo uma arca de madeira de acdcia; de dois covados e meio serd o seu

comprimento, de um covado e meio, a largura, e de um cévado e meio, a altura”.

A razao entre 2,5 e 1,5 é 1,666..., tdo préximo de Phi que a diferenca nao é
visivel a olho nu.

A Arca da Alianca é assim construida usando o Segmento Aureo, ou a Divina

Proporcao. Esta é a mesma razao entre 5 e 3, niumeros da série de Fibonacci.

Figura 136: Arca da Alianga. (BROLEZZI, 2006)

A arca de Noé construida na mesma proporcao de dez arcas da alianca
colocadas lado a lado. (BROLEZZI, 2006).

Vimos neste capitulo a formidavel viagem que a Razdo Aurea é capaz de nos
proporcionar, nos levando a diversas areas que podem ser relacionadas a
Matematica. No préximo capitulo veremos a Razdo Aurea no corpo humano,

fazendo-nos entender melhor ainda o porqué deste niumero ser de ouro.
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CAPITULO 4: A RAZAO AUREA APRESENTANDO SEUS MISTERIOS ATRAVES
DO CORPO HUMANO

No corpo humano podemos encontrar varios tipos de proporcionalidades. No
livro a “Proporcao Divina”, Luca Pacioli afirma que:

.. ho corpo humano, o ponto central naturalmente € o umbigo. Porque se um homem for
colocado deitado de costas, com as maos e os pés estendidos e um compasso for centrado no seu
umbigo, os dedos de suas maos e seus pés irdo tocar a circunferéncia do circulo descrito a partir
desse ponto. E assim como o corpo humano produz um contorno circular, uma figura quadrada
também pode ser encontrada a partir dele. Pois se medirmos a distancia das solas dos pés até o topo
da cabeca e depois aplicarmos essa medida aos bragos esticados, veremos que a largura sera a
mesma que a altura, como no caso de superficies planas que sao perfeitamente quadrados”.
(PACIOLI apud LIVIO, 2006, p. 157).

Da maneira forma que plantas e animais apresentam propor¢cées aureas,
fendbmeno similar ocorre com os seres humanos.

Esta talvez seja uma explicacdo para a preferéncia cognitiva pela razao
aurea: a face e o corpo humano guardam as mesmas relacbes matematicas
encontraveis em outros seres Vvivos.

De acordo com este esquema, o corpo humano é dividido na metade da
virilha, e pela secao aurea, no umbigo. (VISCONTI, 2002).

Figura 137: Corpo Humano no Retangulo Aureo. (VISCONTI, 2002)

O quadrado inscreve a altura do corpo; as maos e os pés tocam o circulo cujo
centro € no umbigo. A figura é dividida ao meio na virilha pela secado aurea cujo lado

superior do quadrado passa também no umbigo.
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Medindo a altura de um corpo qualquer (H) e a altura do umbigo até o chéo
(h), ao dividirmos % e o resultado for igual a 1,61803... diz-se que esse corpo é

harmoniosamente perfeito.

Utilizaremos a figura da obra Doryphoros ( o portador de lancas), criada por
Policleto no século V a. C. para auxiliar no entendimento do conteudo acima.
(LAURO, 2005, p. 353).

Figura 138: Doryphoros. (DOCZI, 1990, p. 104)

Para verificarmos se um corpo é perfeitamente harmonioso, utilizamos
novamente como base o Retangulo Aureo e o Segmento Aureo j& que estas figuras

sao consideradas harmoniosas.
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Figura 139: Propor¢éo do corpo humano. (AMARAL, 2007).
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4.1: ARAZAO AUREA ENCONTRADA NA FACE

Podemos encontrar a Razdo Aurea também em outras partes do corpo
humano.

A teoria de Vitruvius inclui as proporcbes da face e do corpo. As
caracteristicas faciais guardam as proporcdes classicas usadas nas esculturas
gregas e romanas.

Embora tanto Da Vinci como Durer tivessem empregado os padrdes de
Vitruvius, no que toca as proporcdes do corpo, tal ndo acontece com relacao as
faces, que apresentam diferengas notaveis: o sistema facial de Da Vinci esta
espelhado no de Vitruvius, e fracas linhas de construcdo podem ser vistas no seu
desenho original das proporcées humanas. (VISCONTI, 2002).

A analise da proporcao facial estd em acordo com a teoria de Vitruvius, e as
proporcées sao praticamente idénticas. O diagrama mostra um retangulo aureo
unico, como guia para o comprimento e a largura da cabeca. Esse retangulo é
subdividido por outros, sempre em proporcao aurea, para determinar a colocacao
dos apéndices. (VISCONTI, 2002).

Figura 140: Comparagao das proporgdes faciais (desenhos de Da Vinci e Durer). (VISCONTI, 2002)

Mostraremos através dos atores Tom Cruise e Sophia Loren, algumas
relacdes entre a Razdo Aurea e a face humana.
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Figura 141: Relagbes aureas nos atores Tom Cruise e Sophia Loren. (ROCHA, 1999, p. 133, apud LAURO,
2005, p. 45)

Estudamos as proporcdes Aureas em apenas um lado do rosto humano, pois
0s seres humanos possuem como caracteristica a assimetria.

Ao espelharmos a figura do ator, a partir do meio da face, notamos que o seu
rosto fica diferente, chegando até mesmo a parecer outra pessoa. (LAURO, 2005, p.
45).

Figura 142: Tom Cruise. (ROCHA, 1999, p. 133, apud LAURO, 2005, p. 45)

E claro que o conceito de beleza que possuimos se relacionam a questdes
culturais.
Veremos a seguir alguns rostos famosos e outros rostos comuns para

podermos avaliar a Razdo Aurea como medida de beleza.
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Figura 143: Rosto da atriz Jennifer Aniston. (AMARAL, 2007)

Figura 144: Rosto da atriz Angelina Jolie. (AMARAL, 2007).

Com base em nosso trabalho, podemos dizer que os atores das figuras
anteriores sé@o perfeitamente harmoniosos, no entanto, ao visualizarmos as pessoas
comuns abaixo podemos ndo concordar que a beleza delas seja tdo harmoniosa

quanto & dos atores, porém baseados na Razdo Aurea elas o sio.

Figura 145: Rosto de pessoas comuns. (AMARAL, 2007)
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4.2: ARAZAO AUREA ENCONTRADA NO SORRISO

A beleza desse sorriso estd em parte associada a essa razdo, mas a cor,
contraste e tamanho também sao considerados. (AMARAL, 2007).

Os dentes sao proporcionais conforme verificamos o retangulo aureo que foi

aplicado sobre os dentes.

Figura 146: A proporcado aurea no sorriso. (AMARAL,2007)

4.3: ARAZAO AUREA ENCONTRADA NAS MAOS

Na méo é possivel dizer que a razao da medida total do dedo, pela medida da
dobra central até a ponta, resulta no valor de 1,61803..., pode —se dizer que esse
dedo é proporcionalmente harmoniosa (WIKIPEDIA, 2007f).

Figura 147: A méo e as Proporcdes Aureas. (BROLEZZI, 2006)

4.4: ARAZAO AUREA ENCONTRADA NOS OLHOS

O traco representativo do olho € batizado lateralmente pelo canto externo e
na outra ponta correspondente ao aspecto lateral do canto mais profundo ou fim da
bola branca ocular visivel. A distancia entre os dois olhos é a distancia entre o
“Branco dos Olhos”.
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Figura 148: Distancia entre o0 "Branco dos Olhos". (PRADO, 2004)

A distancia entre o “Branco dos Olhos” esta inter-relacionada em Divina
Proporcao como mostra a Figura 145. (PRADO, 2004).

4.5: ARAZAO AUREA ENCONTRADA NO DNA

A molécula de DNA (acido desoxirribonucléico), o agente do cédigo genético,
€ uma macromolécula na qual se entrelaca um par de colunas de moléculas de
acucar e fosfato. Os comprimentos desiguais de suas ligacdes resultam naquela
configuragdo helicoidal da estrutura. Portanto, ao fim e ao cabo, unidades
moleculares enviesadas sdo o que da forma a dupla hélice. Quando se projeta num
plano (espaco bidimensional) a estrutura tridimensional da dupla hélice (processo
que o0s cientistas denominam graphing), surge o par de curvas senoidais
entrelacadas. O computélogo israelense David Harel e seus colegas, ao medirem a
molécula de DNA, descobrirem que, para cada ciclo de curvas senoidais, a razao
entre a altura e a largura € o ¢ (aproximadamente 1,62). (ATALAY, 2007, p. 124).

Figura 149: As proporgdes da molécula de DNA. (BROLEZZI, 2006)
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Na figura abaixo vemos que uma seccao transversal da dupla hélice do DNA
vista de cima forma um decagono. (BROLEZZI, 2006).

Figura 150: DNA visto de cima. (BROLEZZI, 2006)

A razao entre a diagonal do pentdgono e seu lado é Phi, Figura 151. Nao
importa o jeito que olhamos, mesmo o menor elemento da vida, o DNA, é constituido
usando o segmento aureo. (BROLEZZI, 2006).

Figura 151: Razéo Aurea entre o Pentagono e um dos lados do DNA. (BROLEZZI, 2006)

Esta forma do DNA, Figura 152, tem dois sulcos em uma espiral, cuja razao
entre o maior e o menor é Phi. (BROLEZZI, 2006).

Figura 152: Apresentagao dos Sulcos no DNA, proporgdes da molécula de DNA. (BROLEZZI, 2006)
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A compreensao dos principios basicos da Geometria traz a criatividade um
senso de coesao e composicdo, em que cada elemento da obra ostenta um sentido
de propriedade visual. Ao se desvendar a Geometria, 0os sistemas e as proporgoes,
torna-se possivel compreender melhor as intencdes e o raciocinio dos profissionais
que utilizam essa técnica. Adquire-se assim, uma visdo do processo de realizacao e
obtém-se uma explicacao racional para muitas decisées, seja 0 uso de Geometria

intuitivo ou deliberado, aplicado com rigidez ou por acaso. (VISCONTI, 2002).
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CONSIDERAGCOES FINAIS

Citamos importantes matematicos e seus estudos para contribuir com o
conhecimento relacionado ao principio de tudo, gerando assim nao sé o interesse do
aluno pela Matematica, mas pela sua histéria que também ¢é fascinante, pois sem os
recursos que hoje temos, os matematicos citados e muitos outros, foram capazes de
grandes estudos e maravilhosos resultados.

Como podemos observar é muito facil encontrarmos a Razdo Aurea em nosso
cotidiano. Podemos assim ensinar nossos alunos um novo jeito de enxergar a
Matematica, analisando as diversas aplicagdes nas quais apresentamos. E claro que
para calcular a Razdo Aurea a figura tem que ter padrdes harménicos e medidas
que possibilitem a esse calculo, mas com certeza despertara nos alunos o interesse
pelo assunto e ndo mais olhardo para uma figura, uma construcdo sem tentar
imaginar a Razdo Aurea, entendendo assim que a Matematica ndo seja apenas
utilizada para resolver contas e problemas passados pelos professores em sala de
aula.

Todos os exemplos citados aqui nos levam a perceber quao grandes € a
importancia deste numero e por este motivo foi chamado de “ouro”.

Visamos com este trabalho despertar no educando mais interesse pela de
Matemaética.
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