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RESUMO

A presente pesquisa refere-se a um estudo didd¢icmdnicas na geometria e nha geometria
analitica. Para isso, realizamos uma revisdo lgtdftcca onde constam dissertacdes
relacionadas ao nosso tema de investigacao. Nastexto, formulou-se a seguinte questéo de
pesquisa: quais registros de representacdo semibidem ser mobilizados para estudar as
cbnicas? O quadro tedrico constituiu-se pelos tregisle representacdo semioética de Raymond
Duval com o objetivo de entender quais registrédoesnvolvidos neste objeto matematico.
Neste sentido, a pesquisa revelou que estado eduslvio estudo dessas curvas 0s registros
material, figural, gréfico e algébrico.

Palavras-Chave: Conicas. Geometria. Geometria analitica. Registros de Reptagdo

Semidtica. Transformac¢des Geométricas no Plano.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem por finalidade fazer um estudatdio do tema das conicas a luz da
teoria dos registros de representacdo semioti®agmond Duval. A escolha deste tema deve-
se ao fato de ele ser apresentado no ensino médicagiculacdes entre a geometria e a

geometria analitica e por entendermos que esteisef@om caminho para estuda-lo.

Esta pesquisa esta dividida em dois capitulos.rivagro é abordada a problemética
da pesquisa com o intuito de nortear nossas aljéés esta contida a reviséo bibliogréafica, as
justificativas da pesquisa, o quadro tedrico, andtlcdo do problema e a metodologia de

pesquisa.

A revisao bibliografica tem como objetivo sustentassas afirmacgdes, uma vez que
ela traz uma nog&o do que se produziu em relagdteadema em alguns trabalhos cientificos.
Nas justificativas da pesquisa comentamos nossariérgia como aluno e como professor
frente ao ensino das cénicas ao mesmo tempo emdpgesentamos as informacdes pertinentes
ao trabalho a partir da anélise feita na revisBbidgrafica. O quadro tedrico constituiu-se pela
utilizacdo dos registros de representacdo semidkicd&Raymond Duval com o intuito de
apresentar os diferentes registros de representagdilizados para estudar este objeto
matematico. A delimitacdo do problema foi desendala partir das leituras feitas na revisao
bibliografica, onde foi possivel pontuar algunshpemas referentes ao ensino deste tema e a

metodologia utilizada é a de uma pesquisa biblfagra

No capitulo dois, apresentamos as cOnicas na gearaeteus registros, as cénicas na
geometria analitica e seus registros e as tranafg@ies geométricas no plano, transportando os
objetos da geometria para um referencial cartesieste capitulo desenvolvemos um estudo
didatico baseado na teoria de Duval a partir doistres material, figural, grafico e algébrico,

explicitando os tratamentos e as conversoes.



CAPITULO 1 - PROBLEMATICA DA PESQUISA

Neste capitulo apresentamos a revisao bibliograficpstificativa da pesquisa, a
fundamentacéo teodrica, a delimitacdo do problengaieatdo da pesquisa e a metodologia que

direcionardo nosso trabalho.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesta seccdo fizemos uma revisao bibliograficardeathos que tratam do tema
Conicas para situar nossa pesquisa e fazer unoedil@tico que evidencie os principais tipos

de registros de representacdo semibtica utilizade gbordar esse tema.

Lopes (2011, p. 25) constréi seu trabalho a pedeidois grandes motivos: “estudar
algumas aplicacdes importantes das Conicas queatiabordadas pelos livros didaticos” e

“utilizar recursos computacionais para a exploraiggie assunto”.

Apds analisar os livros didaticos que tratam das€a8, o autor observou que a maior
parte deles discute este assunto sob o ponto tdedés equacdes algébricas e afirma que sua
dissertacédo preocupa-se em explorar o ponto de gesimétrico com a intencdo de motivar e

preparar o leitor para a exploracao algébrica nhate

Sua obra explicita cada uma das Coénicas separatlamgartir de dois enfoques, o
geomeétrico e o analitico e as propriedades gearaétsido contempladas nas duas abordagens.
As construcdes na abordagem geométrica sao fatdasak maneiras, uma que permite tracar
o lugar geométrico por elas determinadas, utilipamstrumentos e fios inextensiveis,
permitindo explorar os principais elementos geoicidre as propriedades de simetria das
cbnicas. Segundo o autor, este método € descritobna de Kepler Ad Vitellionem
Paralipomena. Outra construcdo geomeétrica € feita dgua e compasso cuja relevancia
consiste na obtencao dos resultados relacionadta tangente a cada uma das Conicas, sendo

importante no estudo das propriedades de reflee@ada curva.

Na abordagem analitica é obtida a equacao reddasi@urvas, usando um sistema
ortogonal de coordenadas e o conceito de lugar ge@m Neste enfoque as conicas estao
centradas na origem, ou seja, ndo ha nenhuma mesdgéansformacdes geométricas. Neste
trabalho o autor estuda uma definicao unificada jpar Conicas, considerando o conceito de
excentricidade. A partir deste conceito é possieéihir as curvas pelo foco e pela diretriz e

analiticamente, uma expressao é construida, usafomo a diretriz e o plano cartesiano. Os



limites de validade de cada figura sdo obtidos dirpda analise dos valores que a
excentricidade pode assumir, ndo sendo contemplediaies negativos.

Outro aspecto abordado no enfoque analitico dizagfio do sistema de coordenadas
polares que simplifica as equacdes, o estudo dasasudeterminadas pelos lugares
geomeétricos, além de facilitar o estudo e a aplicaiole na mecanica celeste. Usando sistemas
de coordenadas polares e cartesianas com origewidEntes, o autor realiza uma conversao
no sentido de Duval (1999).

O trabalho de Macena (2007) analisa as possibésldaaticas do uso de investigagao
em sala de aula, a partir de experiéncias com sjuacestudo das sec¢des conicas. Para alcancar
seus objetivos a autora buscou como aporte teésideorias da aprendizagem significativa e
da etnomatematica interligadas a histéria que &evol tema em estudo. O autor busca
desenvolver uma atividade de investigacdo que abarevisualizacdo, a representacao, as
propriedades, as relacdes das conicas com 0 cuiidis conceitos e as constru¢des de cada
curva com o intuito de melhorar o ensino de geamdiuscando explorar o aspecto ludico de

um tabuleiro de bilhar que os proprios alunos cafrsim.

Em termos de registros de representacdo semidsicaumos trabalharam com o
registro geométrico e o registro analitico. No s&gi geométrico, eles construiram as conicas
a partir do conceito de lugares geométricos, atilifo instrumentos mecéanicos. No registro
analitico, as conicas foram construidas centradasigem do sistema cartesiano e fora dela
com o eixo real paralelo ao eixo das ordenadasswabiscissas, para que os alunos obtivessem

as equacoes para as conicas em varias posicOedifemmntes quadrantes do plano cartesiano.

No trabalho de Costa (2013) é realizada uma abendagtrodutéria de cénicas para
0 ensino médio com a inten¢do de promover umaxédisobre o estudo destas curvas pelo
uso da definicdo de lugar geomeétrico seguindo ufagere analitico. Nas construcdes foi
utilizado o software Geogebra em atividades detoag@o geométrica a partir de um estudo
das conicas por sua definicdo de lugar geométrid® @ma abordagem de suas propriedades
onde é necessario, segundo o autor, que os alymeseatem conhecimentos basicos de

geometria euclidiana e analitica e que ja possuaanfamiliaridade com o software Geogebra.

No tocante as atividades o trabalho apresenta m@<estudadas em capitulos
separados. Para a elipse sdo propostas atividadesocintuito de aborda-la como lugar
geométrico, sua forma candnica, sua simetria, @selcom centro na origem do sistema

cartesiano, a construcado de uma reta tangentps gfiua propriedade bissetora e uma relagao



entre a area da superficie eliptica com a aredrdol@. A hipérbole é estudada como lugar
geomeétrico, sua forma candnica, sua simetria, arhipe com centro na origem do plano
cartesiano, a construcdo de uma reta tangenteéabblp e a construcdo das assintotas da
hipérbole. A parabola é abordada como lugar gedcnésua forma candnica, sua simetria, a
parabola com centro na origem do plano cartesiancgnstrucdo de uma reta tangente a

parabola e a construcéo da reta diretriz e dodqgeartir da prépria parabola.

Garcia (2013) explora as definicbes mais usadastpaar o tema das conicas em uma
investigacdo em que € estudada a equivaléncia tamdrdefinicbes e estabelece propriedades
das figuras entdo determinadas. De acordo com dsfiag;des, a parabola é definida via foco
e diretriz e via secgdo em cone, a elipse é defiviia foco e diretriz, via distancia entre focos
e via seccdo em cone e a hipérbole é definidaoga ¢ diretriz, via distancia em focos e via
seccdo em cones. Neste contexto, em se tratandegidéros de representacdo semiotica, o

trabalho valoriza o pensamento geométrico.

O trabalho de Moraes (2012) objetiva um estudoc@agas e suas propriedades por
meio da geometria projetiva. Aléem de uma apreséotadgstérica do desenvolvimento da
projecdo a pesquisa apresenta um embasamentoot@ania o estudo das cbnicas e suas
propriedades e expde algumas construcoes feit@gogebra com a finalidade de mostrar uma
alternativa para a visualizagéo de teoremas eipdgites relacionadas a este tema. O autor faz
uma abordagem de duas definicbes para as conmmasdada por Von Staudt e a outra por
Steiner e apresenta uma compatibilidade entre etgfinicdbes, mostrando que ambas
conduzem a mesma construcdo. Em termos de regirospresentacdo semiodtica, esta obra

faz um estudo das conicas privilegiando o enfoaerggtrico.

Na dissertacdo de Neto (2008) é apresentada utdaididas conicas desde a Grécia
antiga até o século XVII, uma biografia de Philllpp La Hire, uma traducao para o portugués
da obra de La Hire “Novos elementos das Secoes@&8hios comentarios desta traducdo e da
traducgéo para o inglés realizado por Brian Robinsora reflexdo das proposicoes, ressaltando
0S aspectos relevantes que merecem criticas e cagdpa com a abordagem atual do tema.

Segundo Neto (2008), atualmente o ensino de matzmmt Brasil ndo dedica grande
atencdo ao tema das conicas e faz um relato de édratado nos dias atuais desde o0 ensino
fundamental até o ensino superior. No ensino fueddéah a pardbola é ensinada como
representacdo de uma funcdo de “segundo grau”.rideeipo ano do ensino médio ha um
aprofundamento no estudo dessa funcéo, restringi@edobjetivamente, na manipulacéo da

equacdao analitica. No terceiro ano as conicas lsj@os de estudos, entretanto, € um topico,



pouco discutido devido as escolhas dos professQuesndo é reservado algum tempo para
estuda-las, geralmente ele é muito curto, conaashtra atencdo na abordagem analitica das
equacdes e as demonstracdes sao feitas tomandobese@ propriedade bifocal. De acordo
com o autor, poucos professores trabalham commsasondo centradas na origem ou usam as
nogdes de rotagdo e translagao. A partir do estado a essas curvas no plano cartesiano suas
representacdes graficas sdo apresentadas e e&adadi manipulagdo das equacdes analiticas.

NoO ensino superior a pesquisa menciona que asashmo calculo, sdo estudadas a
partir das funcdes reais de duas variaveis reaigepmetria analitica, com foco nas equacdes
analiticas, e na algebra linear onde h4 uma corexigie as equacdes com vetores e matrizes.
De acordo com Neto (2008) as cbnicas foram deseidasl ao longo da historia de 24 séculos,
existindo, portanto, varias maneiras de se abastartema, contudo foi a caracterizacao bifocal
guem se destacou e sobreviveu até os dias atussa. daracterizacdo bifocal é creditada a
Phillipp De La Hire em “Novos Elementos das SegBéricas” onde ele utiliza a geometria
euclidiana sintética sem contemplar a geometriditenaa Embora essa caracterizacdo tenha
recebido muitas criticas relativas a unificacdoafescas, sua facilidade de compreenséo a fez
sobreviver até os nossos dias, influenciando adalgem deste topico na maioria dos livros

didaticos utilizados.

Sato (2004) fez um estudo das sec¢Oes conicasiadeduas no¢des: uma delas leva
em consideracdo o trabalho do matemético G. P. éandm que discute as propriedades
focais utilizando a geometria euclidiana de foringésica; a outra faz um estudo dessas curvas

com énfase para a geometria analitica a particalatsibuicoes de Pierre de Fermat.

Segundo esta pesquisa existe uma diversidade decdes para as conicas cuja
equivaléncia é apresentada no campo da geomemniado, hoje em dia, usualmente, se utiliza
da propriedade foco — diretriz que néo aparecdrabsalhos de Apolénio, mas foi concebida
por Pierre de Fermat. Apolénio, em seu trabalhosiciera as intersecdes entre as superficies
do cone reto de duas folhas com um plano. De a@mehoa inclinagéo do plano em relagdo ao
eixo do cone é possivel abstrair que a intersepffe essas duas superficies representa as
cOnicas: parabola, elipse e hipérbole. Com o thebdé Dandelin, segundo Sato (2004, p. 5) €

possivel definir as sec¢des conicas de outra maneira

Suas constru¢des usam a existéncia de superfgfiicas S1 e S2 que se
inscrevem no cone K, ao longo de circuléseA2, e sdo tangentes ao plano
7 Nos pontos F1 e F2. Se a cdnica é uma elipse athipérbole, entdo duas
superficies esféricas inscritas sdo tangentes @as se a cOnica é uma



parabola, uma Unica superficie esférica tem esgaripdade (SATO, 2004 p.
5).

A contribuicdo de Pierre de Fermat, de acordo cautor, mostrou ser possivel um
estudo analitico das cbnicas, aonde elas podeexgerssas por uma equacao de segundo grau
nas coordenadas (X, y). Sendo assim, é possiwaitrecer um objeto geométrico a partir de
sua equacao cartesiana. Nesta pesquisa sédo f@tamas construcbes para as conicas
utilizando o software de geometria dinamica Cal@o@etre Il e observados alguns efeitos
relativos as transformacdes geométricas no plasedoas nas equacdes cartesianas. Outras
construcdes séo feitas com procedimentos mecartictbabalho apresenta uma relacao entre
essas duas constru¢des simulando cada uma de@abnoGéometre. O trabalho apresenta,
também, as propriedades refletoras e algumas epéisadestas propriedades em varias areas
do conhecimento humano, desde uma simples constrag@o espelhos refletores, até
construcdes sofisticadas como as que aparecem nsiruggdo civil, em navegacdo e em

comunicacao.

Silva (2011) busca como apoio o curriculo do estddoS&o Paulo para sugerir
atividades complementares ao material utilizadosala de aula, desde 2008, fornecido pela
secretaria do estado de S&do Paulo — SEE- SP, domitw de contemplar aspectos menos
abordados sobre as secc¢des conicas. Neste mastédaugerido o uso de tecnologias digitais
em sala de aula e por isso, o trabalho apresentaséne de atividades desenvolvidas em

ambiente de geometria dindmica para o estudo dessass.

Estas atividades foram propostas para professaeresdd estadual de ensino em um
curso de formacéao continuada na PUC-SP em 201itiadedobradura de papel e do software
de geometria dinamica Geogebra. O autor afirmauwmedos aspectos ndo explorados ou
explorados de forma timida € a abordagem das seo@igcas enquanto lugar geométrico.
Diante desta e de outras situacfes foram elaboeslasguintes questdes: “Que atividades
poderiam ser recomendadas para o trabalho do poofesm base no atual curriculo do estado
de Séo Paulo? E quais aspectos seriam levadosrdaenpmios professores da rede publica do
estado de sdo Paulo diante do desafio de criadati®s complementares a proposta pedagdgica
do caderno do professor? De posse das analisedicdlaas com base nos relatos do professor
0 autor pOde responder essas questbes. Suas aiesva levaram a concluir que 0s
professores tiveram muitas dificuldades em tod@spectos, mesmo naqueles em que 0 ensino
tende a privilegiar como 0 uso mecanico de equagigébricas. Entretanto os professores que

persistiram conseguiram superar algumas deficiénofa partir da interatividade entre



professores e professores formadores de modocanddicOes para que o trabalho efetivamente
aconteca em sala de aula.

Lima (1999) propde, em sua pesquisa, a resolucamudacdes de terceiro grau por
meio das conicas, ressaltando os aspectos geamsétwi@lgébricos, sendo observadas as

vantagens e desvantagens de cada método em estudo.

Em seu trabalho é apresentada uma sequéncia didfificada a duas turmas, uma
com alunos da ciéncia da computacédo da PUC — SRa& ao Colégio Vera Cruz, em que é
destacado o método geométrico do matematico Arabar ®hayyam, o algoritmo de Briot-
Ruffini e a férmula de Cardano. Segundo a autocaaaro geométrico dificilmente é utilizado
pelos alunos na resolugcdo de problemas, entretantgétodo de Omar Khayyam possui
vantagens por ser aplicado em qualquer equacacectiara a formula de Cardano é necessario
que os alunos tenham estudados numeros complepasa e dispositivo de Briot-Ruffini é
preciso que se tenha uma raiz inteira. Além diagm®squisa mostra que 0s alunos apresentam
dificuldades na resolucéo de equacgdes de terasip gtilizando os métodos contidos na maior
parte dos livros didaticos e em construir represgigs graficas destas equacoes,

desconhecendo inclusive, sua forma.

Segundo Lima (1999) os registros de representagiimminante entre os alunos é o
algébrico e sua pesquisa apresenta também, o enfegmétrico e a importancia fundamental
da conversao entre registros como uma maneira dsutksidios aos alunos para resolver

situacOes problema.
1.2 JUSTIFICATIVAS DA PESQUISA

Na época em que eu era estudante do ensino médema conicas nao foi
contemplado. Hoje, apds ter me tornado professutaajue, trabalhando mais com a disciplina
de fisica do que com a de matematica, percebo sjaed@ico esta cada vez mais esquecido
por colegas e por vestibulares de varias instiagcdo Brasil, ainda que seja um tema

importante em diversas areas do conhecimento.

Além disso, nossa revisao bibliografica nos fazeter que a maior parte dos livros
e 0 material fornecido pela secretaria do estadediacédo de Sao Paulo privilegiam as
manipulacdes algébricas. Sendo assim, acreditaero®lgevante o estudo destas curvas em

termos de registros de representacédo semioétice Abmiouloud afirma que:
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Falar de registros é colocar em jogo o problemaptandizagem e dar ao
professor um meio que podera ajuda-lo a tornar ataissivel a compreensao
da matematica. A nocdo de registro permite salieatamportancia da
mudanca de registros e considerar a necessidadendecoordenacdo de
registros. Uma mudanca de registro tem vantagenpodto de vista do
tratamento, podendo facilitar a compreenséo e@besgta (ALMOULOUD,
2007, p.72).

Neste sentido analisaremos o conteudo das cOniqestia de seus registros de
representacdo semiodtica, tanto da geometria quiang@ometria analitica, como uma maneira
de ndo buscar nas sistematizacbes e memorizagiEssgescolas tendem a privilegiar, as

solucdes dos problemas.

1.3 REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

Segundo Duval (2008, apud ALMEIDA 2010, p. 66) ngodemos buscar a
compreensao das dificuldades dos alunos apenaanmpocda matematica, sendo necessario
estabelecer uma estrutura epistemoldgica espepéicaa atividade matematica e entender que

as funcdes cognitivas do pensamento que a envatvpodem ser dissociadas. Neste sentido:

A originalidade de uma abordagem cognitiva estgerourar inicialmente
descrever o funcionamento cognitivo que possikiliten aluno compreender,
efetuar e controlar ele proprio a diversidade doggssos mateméaticos que
Ihes s&o propostos em situagdo de ensino Duval8(200 12, apud
ALMEIDA, 2010, p. 67).

De acordo com Santaella (2006, apud ALMEIDA, p.&8jidtica é a ciéncia de todas
as linguagens e a representacdo semiotica de aconddienriques €: “Uma representacao
construida a partir da mobilizacdo de um sistensgirdas. Sua significacdo é determinada, de
um lado, pela sua forma no sistema semiético e ulm dado, pela referéncia ao objeto
representado” (Henriques, 2006, p. 17 apud ALMEIR®10, p. 69).

De acordo com Almouloud (2007) os registros deasgmtacdo semiotica possuem
funcdes cognitivas de comunicacdo, objetivacaaatrtrento. Eles fazem referéncia a um
objeto: 0 que é observado por um sujeito é semgierrdinado semanticamente, (relativo a
significado) e topologicamente (relativo a luga)idéia de registros é muito importante sob
dois aspectos, o primeiro faz referéncia a mudamgana dos registros e o segundo faz
referéncia a coordenacao entre registros, potéremalo a compreensdo e a descoberta. No
tocante a transformacéo de representacfes semiéticecessario distinguir as transformacgdes

internas em todos 0s registros e proprias de caddeles e as transformacdes externas onde
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h& coordenacdo entre registros. Essas transforsieg@ie denominadas de tratamento e

conversio respectivamente.

O tratamento é, de acordo Duval (1999, p.30 apuM®@ULOUD, 2007, p. 72), a
transformacdo de uma representacdo em outra deotramesmo registro, isto €, uma
transformacdo estritamente interna a um registnes pao especificos a cada registro sem

gualquer interferéncia externa.

Segundo o esquema de Duval (1999, p.21 apud ALMQUDO2007, p. 73) um
tratamento pode se desdobrar em duas vertentesngmder algoritmizavel, registros mono
funcionais, ou nao algoritmizavel, registros muhifionais. Quando falamos de tratamento
algoritmizavel, estamos tratando de regras opéaatéomo solucdo de equacdes, sistema de
equacOes, operacdes na escrita decimal, operag@escrita fracionaria, etc. Portanto, apoia-
se em rotinas para a resolucdo de problemas. Extedimento algoritmizavel € o preferido
no ciclo basico nas escolas. No tratamento naaittgpavel temos os tratamentos figurais,
quando sao discutidas figuras geométricas, e stererdes apreensdes e as representacdes
graficas elementares. E no tratamento n&o algadtvel que discutimos as operacdes relativas
a funcéo de expansao discursiva, desencadeadaiocimg dedutivo em linguagem natural e
na argumentacdo. O tratamento ndo algoritmizavighérado na escola, tornando alguns
tépicos de matematica incompreendidos, o que levaalanos a uma defasagem de

entendimento de um objeto em estudo.

Uma converséao €, de acordo com Duval (1999, p.8d 4hMOULOUD, 2007, p.
72), a transformagéo de uma representacdo em ustroeD em outra representacdo em um
registro A, conservando, pelo menos, a referéncianasmo objeto ou a mesma situagcéo
apresentada, mas mudando de fato o conteudo deseepacao. O objeto matematico funcao,
por exemplo, pode ser representados por tabelagrgfcos, por equacdes algébricas e por
simbolos. Podemos converter um registro em outmamdo o conteddo, mas sempre fazendo

referéncia ao objeto funcgao.
Segundo Almouloud (2007) uma conversao pode derdeiduas maneiras:

» Entre registros outros que ndo aquele da linguaalainde pode ser encontrado
uma regra de codificacdo como suporte a convetsddp como exemplos 0s
gréficos e as equacoes.

« Com uma lingua natural, onde ndo se encontra ugra i@ sim as funcdes

discursivas como meio de explicacdo de graficodpse compreensao de um
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enunciado, conjunto de enunciado de problemasngudgem formal e a

linguagem natural.

Esquematicamente o quadro 1 apresenta uma claséificpara 0s registros
multifuncionais e monofuncionais associados a sggracao discursiva e ndo discursiva. De
acordo com Duval (2010, p. 14 apud CARDOSO, 2012,1@ a especificidade do
conhecimento matematico acontece pela possibilidadaobilizar ao menos dois registros de

representacao.

Quadro 1: Classificacdo dos diferentes registros depresentacao

NAO-

REPRESENT;\C AO DISCURSIVA

REPRESENTACAO
DISCURSIVA

REGISTROS
MULTIFUNCIONAIS
(ndo-algoritnmzaveis)

Lingua Natural
Associagoes verbais (conceituais)
Forma de raciocinar:
e argumentos a partic de
observacoes, de crengas:
o deducio valida a partir de
definicao ou de teoremas.

Figuras geométricas planas ou
perspectivas (configuracoes
dimenséo 0, 1, 2 ou 3).
e apreensdo operatoria e
somente perceptiva:
e  construgdo com instrumentos.

e
em

nao

REGISTROS Sistemas de escritas: Graficos cartesiano.
MONOFUNCIONAIS e numéricas (binaria, decimal, ¢ mudancas de coordenadas;
(algoritmizdaveis) fracionaria...); ¢ interpolagdo, extrapolagéo.

algébricas;

simbélicas (linguas

formais).

Calculo

Fonte: Duval, 2010, p. 14 apud CARDOSO, 2012, p. 10

No contexto escolar o professor deve oferecer ¢oedipara que o aluno se aproprie
desse conhecimento matematico sem privilegiar uroudo registro de representacao, pois
segundo Almoulould (2007) uma mudanca de regiside pacilitar o tratamento e favorecer a

compreensao do objeto matematico em estudo.

1.4 DELIMITACAO DO PROBLEMA

As leituras feitas na revisao bibliografica nosnpiggm pontuar alguns problemas no
ensino das conicas. Elas ndo tém recebido a dewelado por parte de professores, pois
geralmente, sdo deixadas de lado no ensino da gemmelusive ndo € um tema que aparece

nos exames de selecdo em varias partes do pais.

O tema das cOnicas aparece pela primeira vez aaleiéstudante no nono ano quando
€ estudada a parabola, entretanto, segundo Ne@8)(26la € vista como representacao de

funcao polinomial de segundo grau, ou seja, corasénfio conceito de funcdo, em seguida no
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primeiro ano do ensino médio a parabola recebe smaetencdo que no ano anterior. No
terceiro sdo apresentadas aos alunos as cénicabolaa elipse e hipérbole, com o enfoque na
geometria analitica e, de acordo com este autarrto periodo de tempo para tratar o assunto

direciona os trabalhos apenas para o caminho daiputacdes de suas equacdes analiticas.

Outro problema apontado por Lopes (2011) e qu®lbora com o escrito no paragrafo
anterior, é o fato de, ao analisar os livros didéti perceber que a maior parte deles trata as

cbnicas com foco nas manipulacdes algébricas, migixde explorar o enfoque geomeétrico.

Embora muitas pesquisas facam um estudo sobreimoetids conicas, poucas déo
énfase aos registros de representacdo semidtigdiciemdo tratamentos e conversdes
envolvidos neste processo. Nesta dire¢do, Aimou@0d7) afirma que:

A mudanca de registros constitui um dos pontoscadis e decisivos da
aprendizagem da mateméatica no Ensino Basico, fuaiaine Médio, e as
dificuldades relacionadas podem persistir até @idrda universidade, caso
esse aprendizado ndo tenha sido adequadamentdot{@aMOULOUD,
2007, p. 79).

Desta forma, elaboramos a seguinte questdo de ipasquais registros de
representacdo semidtica podem ser mobilizados paestudar as conicasPara respondé-
la, pretendemos fazer um estudo didatico baseadearaetria e na geometria analitica, com
0 objetivo de apresentar uma abordagem diferenteisdal no ensino. Especificamente,
pretendemos estudar as conicas na geometria aqaatonstrucdes por pontos, por dobradura
de papel, pelo software e pela régua francesagmarseguida trazer estas constru¢des para a
geometria analitica, utilizando o plano cartesiagnfatizando os tratamento e conversfes

envolvidas em cada caso.

Diante do que analisamos na revisdo bibliografmercebemos que ha poucos
trabalhos enfatizando, explicitamente, os regislmeepresentagédo e por entendermos ser este
um bom caminho para um aprendizado da mateméatica,wez que todas as citacdes neste
trabalho estdo neste sentido, faremos um estudbiahdouscando identificar os registros de
representacdo semiodtica utilizados para tratar Gescas, tanto na geometria quanto na

geometria analitica.

1.5 METODOLOGIA

Este trabalho é bibliogréfico por entendermos s&a maneira de averiguar os estudos

disponiveis, analisar e mensurar sua contribuigdomtddo a compreender o objeto de
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investigacdo. Este comportamento, referente ao tEmestudo, é importante no sentido de

situar a pesquisa e evitar chegar a conclusdemf#Eecidas pela comunidade cientifica.

Este tipo de pesquisa é importante por orientaloydrabalhos a partir de fontes
bibliogréaficas e ainda:

A principal vantagem da pesquisa bibliograficadesio fato de permitir a
cobertura de uma gama de fendbmenos muito mais atoptpe aquela que
poderia pesquisar diretamente. Essa vantagem serngarticularmente
importante quando o problema de pesquisa requesdadito dispostos pelo
espaco Gil (2009, p. 45 apud ALMEIDA, p. 60).

Na fonte bibliografica constam livros que abordantema das cOnicas e também
dissertacbes de mestrado por representarem doasriergortantes que de uma maneira ou

de outra passaram por uma banca examinadora, pmderthnto fundamentar e subsidiar este
trabalho.
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Capitulo 2 - A PESQUISA

Este capitulo tem o intuito de apresentar algumsirdgos pelos quais pode ser
abordado o tema das cbnicas e suas diferenteseapmedes. Apresentaremos as conicas na

geometria e seus registros e as cbnicas na gearaatiitica e seus registros.
2.1 AS CONICAS NA GEOMETRIA E SEUS REGISTROS

Na geometria, em termos de registros de representgmidtica, as conicas podem
ser estudadas a partir do registro figural. Nesitdexto, pretendemos destacar os tratamentos,
assim como articular estes registros a um regdisoursivo. Segundo Almeida (2010) este

dialogo € indispenséavel em toda linguagem geoneetric

O registro de representacao material se apoiaordadem feita de conicas a partir da
manipulacdo de alguns materiais faceis de seremwngados no mercado, possibilitando a
construcdo e trabalhar com suas definicbes. O méatedKepler ou do fio esticado € muito
importante, pois permite a visualizagdo e a explwade propriedades geométricas que
facilitam as definicbes. Além deste método, mas nmesmo registro, estudaremos as

construcdes das conicas por dobradura de papel.

Estudaremos, ainda, as conicas definidas como fg@meétrico de pontos contidos
em um plano, que satisfazem determinadas condigges no registro figural em I4pis e papel

e com o auxilio de um software de geometria dinamic

Existem varias maneiras de se construir as conimaso enfoque geomeétrico, como
escrito anteriormente, entretanto, nossa atengaesta nos procedimentos de construcéo, mas,
na figura, contudo, os roteiros estédo disponivessanexos e nos apéndices que acompanham
este trabalho. A seguir estdo dispostas algumasrogies para conicas no registro material e
figural associado a um registro discursivo. Nestastrucoes, podemos perceber que o registro
material se constitui por suas retas tangentes gaiamento se constitui no processo de dobrar
o papel onde cada vinco representa uma destas Adéas disso, podemos perceber que o
registro figural se constitui quando um objeto mettco é representado por uma figura e seu
tratamento se d& por um processo de reconfiguracao.
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2.1.1 APARABOLA

A parabola é definida como o conjunto dos pontgglano, equidistantes de um ponto
e de uma reta fixos, o ponto € denominado focoetaa diretriz, todavia para levar o aluno a
se apropriar desta definicAo podemos partir de sitnacdo de construcao por dobradura de
papel em que podemos solicitar a ele que congtrmajma folha de papel vegetal, uma reta r

e um ponto, F, fora dela, como apresentado no aAexo

Sobre esta reta € necessério construir varios p@tam seguida dobrar o papel de
modo a sobrepor os pontos da reta com o pontaéstado deste procedimento é um registro

material da parabola construida por suas tangeates aparece na figura 1.

Figura 1. Parabola pela dobradura de papel

-
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FONTE: portaldoprofessor.mec.gov.br. Acesso em&2(14

Neste processo o0 aluno tera a percepcao da dstdeg@onto a ponto e da distancia
de ponto a reta e podem concluir que elas séosigh& posse desta informacdo podemos
construir a parabola com materiais manipulativeslimo aos alunos que construam uma reta
e um ponto F, ndo pertencente a ela, em uma fah@gdel em branco, fixar um prego neste
ponto e amarrar a ele um barbante cuja outra msigga na extremidade de uma régua no

formato T de acordo com a figura 2, cujos passadstrucao estdo no anexo B.

Figura 2. Parabola via materiais manipulativos

FONTE: CLAME, 2013, P. 1057
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Apds movimentar a régua para a direita e para @geedg, mantendo o barbante fixo,
a caneta descrevera o registro figural da paraPalaeste processo o aluno percebera que a

ponta da caneta que descreve a curva esta equidigiaponto e da reta fixos.

Podemos também construir as conicas por pontdzamiilo régua e compasso a partir
da medida da distancia entre o foco e a reta dirétrimeiro tragcamos pelo ponto F uma reta
perpendicular a reta diretriz e denominamos o partersecdo O, em seguida, escolhendo
pontos aleatdrios nesta reta e sobre eles tragaanalelas a reta diretriz. Com o compasso deve
ser tracado raios, com centro em F, cuja medidaligtancia destes pontos ao ponto O. As

intersecdes entre as paralelas e os arcos perténpambola, como a da figura 3.

Figura 3. Parabola construida por pontos

FONTE: Producéo do autor

Na construcao por pontos, presentes no apéndigdai) de essas figuras possuirem
simetria favorece sua construcdo, além disso, quaadem um numero razoavel de pontos, é

possivel, por sobreposicao, estimar a qual cuesprtence utilizando uma régua francesa.

Com o advento de tecnologias voltadas a educagéiocesso de constru¢do de uma
curva se tornou mais facil e mais dinamico. Pefonsoe Geogebra, por exemplo, podemos
construir a parabola pela ferramenta “rastro”, derdo com o apéndice A, produzindo um
resultado semelhante ao da construcdo por dobra@upapel, ou seja, o registro figural da
parabola é feito por suas retas tangentes.
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Figura 4. Parabola pela ferramenta "rastro" do Geogbra

NN

FONTE: producao do autor

Na construcao da figura 4 pode ser solicitado ancatjue crie no software um ponto
e uma reta, como feitos nas situacdes anterioresli@tar que determinem um ponto da
pardbola. Como na construcdo por pontos, espergoefomem um ponto na reta e por ele
determine uma reta perpendicular. Em seguida, queepam que a mediatriz entre 0 ponto
fora da reta e 0 da reta determina a equidist@aocponto e da reta. Por fim habilitamos o rastro
da mediatriz, movimentando o ponto da reta parmagém da parabola surgir como na
dobradura de papel.

Ainda com este software € possivel construir ahm@dusando a ferramenta “lugar
geométrico”, de acordo com o apéndice B, utilizandnesmo processo anterior para obter a
figura 5. A intersecao entre a reta mediatriz eta perpendicular a reta diretriz determina um
ponto da parabola. Ao usar a ferramenta “lugar g#ooo” selecionando o ponto de intersecéo
e 0 ponto da reta a figura surgird e ao mover agpsobre a reta o aluno percebe que o ponto

de intersecédo percorre a parabola.

Figura 5. Parabola construida pela ferramenta "luga geométrico" do Geogebra

FONTE: producao do autor

Por este método o aluno compreende que um comjentontos do plano que estejam

equidistantes de um ponto e de uma reta fixa farma representacao figural da parabola.
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Nestas construgfes é possivel perceber a ligacdmde&om a outra, por exemplo, o
método de Kepler e por pontos esté ligada a idelaghr geométrico e 0 método da dobradura
esta ligada a construcéo feita pela ferrament&r’asom o registro figural construido por suas
retas tangentes. Quanto a isso, segundo Sato (R084) se conhecermos a reta tangente em
cada ponto da curva é possivel dizer que curva# &e acordo com 0 mesmo autor, esta

afirmacgao pode ser confirmada em um curso de geand#ferencial.

A partir dessas construcdes podemos entdo expliaitdefinicio e nomear 0s
elementos da parabola e concluir que para essa eal® a seguinte relacdo entre as distancias
de ponto a ponto e ponto a red&F, P) = d(F,r), onde F é o ponto chamado de foco, r é a

reta dada, denominada diretriz e P € um ponto deacu

2.1.2 AELIPSE

A elipse é definida como o lugar geométrico dostg®mle um plano cuja soma das
distdncias a dois pontos fixos é constante, entiigtada mesma forma que fizemos
anteriormente, podemos estudar a elipse de talimmaqes o aluno se aproprie desta definicao.
A comecar pela dobradura de papel, como no anexymdemos solicitar a ele que, em uma
folha de papel vegetal e no centro dela, marquepanto para chamar de F1 e que use o
compasso para construir duas circunferéncias ctieis) tendo F1 como centro. Em seguida,
deve-se construir uma semirreta com origem em temar como F2 a intersecao entre esta
semirreta e a circunferéncia de raio menor, por, fscolhe-se um ponto qualquer na
circunferéncia de raio maior e dobre o papel dearaslobrepor este ponto ao ponto F2. Apés
escolher um numero suficiente de pontos na circénééa maior e dobrar o papel sera possivel

visualizar uma representacéao figural da elipse &mlapelas suas tangentes como na figura 6.

Figura 6. Elipse por dobradura de papel
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FONTE: portaldoprofessor.mec.gov.br. Acesso em&2(14

Esta construcdo por dobradura possibilita a pe&aepo aluno de que a soma das
distancias dos focos, F1 e F2 ao ponto de tangéncamstante e igual a medida do raio da
maior circunferéncia construida. Com esta inforrmgm@demos construir uma representacao
figural da elipse, como no anexo B, pelo métod&egler, escolhendo dois pontos, F1 e F2,
que denominaremos focos e podemos escolher o tandmtbarbante coincidente com a
medida do circulo maior da construcdo em dobrathita anteriormente. Apdés amarrar as
extremidades do barbante em cada foco podemosuosagincel, mantendo o fio sempre
esticado para descrever a elipse da figura 7 arsegu

Figura 7. Elipse construida por materiais manipulaivos

FONTE: CLAME, 2013, p. 1052

Por este processo o0 aluno percebe que a soma ddandead distancias de um ponto
gualquer da curva aos focos é constante e igualdidando comprimento do barbante.

Outra representacao figural da elipse pode settredda por meio de pontos em um
plano com o auxilio de régua e compasso e algwtegimentos, como no apéndice C. Em
uma folha branca constréi-se um ponto para quendier@oemos de centro da figura, dois focos
F1 e F2 e dois vértices A e A’ equidistantes e Bigts a este centro, entre um dos focos e o
centro O marcamos 0s pontos, 1, 2, 3 ou mais. Ailseagamos 0 compasso com abertura da
mesma medida dos segmen#ise A'1 com a ponta seca nos focos. As intersecdes estre o
arcos construidos exibem os pontos pertencentesva.cApdés um numero suficiente de

intersecdes podermos tracar a curva como na fRjura
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Figura 8. Elipse por pontos

FONTE: Producao do autor

Este caminho permite notar que a soma das medidasaiods descritos pelo compasso,
para cada intersecdo, € constante e que a sitteetriam papel relevante, além disso, podemos

estimar a qual curva os pontos pertencem sobreposmidom uma régua francesa.

Com o software Geogebra podemos construir a figiareelipse pela ferramenta
“rastro”, como no apéndice A, a partir de suasdabtgs em um processo semelhante ao da
dobradura de papel. Sendo assim, precisamos comkirsifocos F1 e F2, uma circunferéncia
com raio definido e maior que a distancia entri®ogs com centro em F1 e um ponto qualquer
na circunferéncia, aqui denominamos este ponto.denGseguida construimos os segmentos
F1G, F2G e sua mediatriz, e denominamos de P o ponto dgsetio entre ela e o
segmentd1G . Por fim habilitamos o rastro na mediatriz e ideshos o ponto G na

circunferéncia para a figura 9 surgir.

Figura 9. Elipse pela ferramenta "rastro"
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FONTE: Producéo do autor

Esta construcdo permite ao aluno compreender goena da medida das distancias

de qualquer ponto da elipse aos focos é constaiméa por este mesmo software, podemos
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construir a elipse pela ferramenta “lugar geomé&tride acordo com o apéndice B, em que
podemos usar 0 mesmo procedimento da figura antesiceto pelo fato de habilitarmos o
rastro na reta mediatriz, pois nesta ferramentans@essarios apenas dois pontos, um para
percorrer a curva e o outro é definido a partipdmeiro. Neste exemplo é necessario escolher

0s pontos P e G para a figura 10 surgir.

Figura 10. Elipse pela ferramenta "lugar geométrict

Ly

%

FONTE: Producéo do autor

Por este método o aluno compreende que o conjenpoitkos no plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos é constante rept@sena curva denominada de elipse, onde P
€ um ponto do “lugar geométrico” e G um ponto s@uoircunferéncia como apresentado na
figura anterior. A constante mencionada tem a mesradida do raio da circunferéncia

centrada em F1.

A partir dessas construcdes podemos entéo exphbcdafinicdo e nomear os elementos
da elipse e concluir que para essa curva valewdrgegelagéo entre as distancias de ponto a
ponto,d(F1, P) + d(F2,P) = k, onde F1 e F2 sdo denominados focos da elipse, footn
qualquer desta curva e K uma constante positivataNequacéo se |1é: a medida da distancia
entre o foco F1 e um ponto qualquer da elipse saraawedida da distancia deste mesmo ponto

ao foco F2 é uma constante. A seguir apresentamasstudo para a hipérbole.
2.1.3 A HIPERBOLE

A hipérbole é definida como sendo o conjunto degede um plano, tal que a diferenca
das distancias a dois pontos distintos fixados éaimr absoluto igual a uma constante, nédo

nula e menor que a distancia entre os pontos fi2oatudo para que o aluno, efetivamente,
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entenda esta definicAo podemos proceder como @mbemte para a pardbola e elipse,

comecando nossas reflexdes a respeito da hipgblaelobradura de papel.

Para a construcéo da hipérbole em dobradura, tlesoranexo A, é preciso marcar um
ponto, foco F1, centralizado na folha de papel tage desenhar duas circunferéncias
concéntricas com F1 no centro, em seguida consiroa semirreta com origem em F1 e
denominar a intersec¢ao dela com a circunferéncraidemaior de foco, F2, por fim devem-se
escolher pontos sobre a circunferéncia de raio merfazer a dobradura sobrepondo estes
pontos ao foco F2. Apés um numero razoavel de giseoa possivel visualizar uma hipérbole

construida pelas retas que a tangenciam comounafig..

Figura 11. Hipérbole pela dobradura de papel

FONTE: portaldoprofessor.mec.gov.br. Acesso em&2(14

Esta construcao possibilita a percepcao de guered¢a, em modulo, das medidas das
distancias entre qualquer ponto na curva aos fdadspérbole é constante e igual a medida do
raio da menor circunferéncia e igual a medida daadcia entre o que denominaremos,

futuramente, de vértices da hipérbole.

Para construirmos a hipérbole por materiais maafwals, de acordo com o anexo B,
precisamos de dois pontos para nomear de focos,ounanenos centralizados em uma folha
branca de papel, a medida da distancia entre pstess deve ser maior que a diferenca, em
modulo, entre 0 comprimento da haste e do barbBm@mos dois pregos nos focos da futura

curva onde, em um deles, € colocada a haste etrm olarbante de acordo com a figura 12.
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Figura 12. Materiais manipulativos para construir una hipérbole

FONTE: CLAME, 2013, P. 1054

Nesta disposi¢ao puxa-se o fio com um pincel daaa girar a haste em torno do ponto
onde foi fixada para construir a parte direita d@étbole, em seguida devemos realizar o
mesmo procedimento para 0 outro prego e constparta da esquerda. A seguir, na figura 13,

pode ser visto uma representacao figural da hipegmr materiais manipulativos.

Figura 13. Hipérbole por materiais manipulativos

FONTE: CLAME, 2013, P. 1055

Esta construcdo possibilita ao aluno perceber ciieeeenca de um ponto P qualquer
da curva é sempre igual ao comprimento da haste@smecomprimento do barbante, sendo,
portanto uma constante.

Por meio de pontos no plano a hipérbole pode setieoda com régua e compasso, de
acordo com o apéndice C, a partir da definicdoixio real, AA’, da distancia focal FF’ e do
centro O. Em seguida devem-se marcar uns pontsgurela de F ou a direita de F' e, com o

centro em F e F, tragar arcos usando o compassbelturas iguais aos segmendds A2,

A3...,A'1,A’2, A3 ou mais. Estes arcos se interceptardo nos poetpentes a curva. Apds
um numero suficiente deles podemos tracar umaliofecomo na figura 14.
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Figura 14. Hipérbole por pontos

5 4 3 29

FONTE: Producao do autor

Este processo permite notar que o médulo das difasedas medidas dos raios descritos
pelo compasso para cada intersecdo é constant@ledignedida da distancia entre A e A’,
vértices da hipérbole. Nesta construcdo, assim garea parabola e elipse, a simetria tem um
papel relevante e ainda, podemos estimar a quzh @artence 0s pontos usando uma régua

francesa.

No Geogebra, pela ferramenta rastro, como no ap€ndi construimos uma
representacao figural da hipérbole por suas taageuntilizando uma ideia semelhante ao da
construcdo em dobradura de papel, com a vantageapakez e da dinamica que o software

proporciona.

Construimos dois focos, F1 e F2, uma circunferécmia centro em F1, de raio menor
gue a distancia focal e um ponto qualquer, denaoirequi de G, pertencente a ela. Em
seguida, tracamos o segmerfild(; e sua mediatriz, uma reta que contém os pontesGE
nomeamos de P o ponto de intersecao entre ela edatniez. Por ultimo, habilitamos a
ferramenta “rastro” nesta Ultima e deslizamos a@@hsobre a circunferéncia para formar a

figura 15.

Figura 15. Hipérbole pela ferramenta "rastro"

FONTE: Producéo do autor
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Esta construcdo permite ao aluno perceber queseedifa, em maodulo, das distancias
de um ponto qualquer na hipérbole e seus focosa aamstante. Por este mesmo software
construimos a hipérbole pela ferramenta “lugar gggoo”, como no apéndice B, em que
podemos usar o mesmo procedimento da figura antesiceto pelo fato de habilitarmos o
rastro na reta mediatriz, pois, agora sao necessdnis pontos, um para percorrer a curva € o
outro é definido a partir do primeiro. Precisama®enas, escolher com a ferramenta “lugar

geomeétrico” os pontos P e G para surgir a figura 16

Do mesmo jeito que foi feito anteriormente, podep@seber para a hipérbole que ha
uma ligagao entre estas construcdes, ou seja, ewaaal outra. A partir dessas construcoes
podemos entdo explicitar a definicdo e nomear @meahtos da hipérbole e concluir que para
essa curva vale a seguinte relacdo entre as dagateponto a pont(F1, P) — d (F2,P) =
k, onde F1, F2 sdo os focos da hipérbole, P um ppratmuer desta curva e k uma constante.
Nesta equacao se |é: a medida da distancia efb@d-1 e um ponto qualquer da hipérbole

somada a medida da distancia deste mesmo ponte@&2 € uma constante.

Figura 16. Hipérbole pela ferramenta "lugar geomético"

FONTE: Producéo do autor

Por esta construcéao aluno percebe que o conjunpores no plano cujo modulo da
diferenca das distancias a dois pontos fixos étantesrepresenta uma curva denominada de
hipérbole, onde P é um ponto do “lugar geométre@ um ponto sobre a circunferéncia. O
raio desta circunferéncia e a medida da distanti® @s vértices da hipérbole sao iguais a

constante mencionada.

Para o registro figural, Duval (1995, p. 181 aplidv®, 2012, p. 7) esclarece que “a
possibilidade de tratamentos figurais esta ligaplasaibilidade de modificacdes mereoldgicas,
Oticas e posicionais de uma figura, modificacbes godem ser feitas fisicamente ou
mentalmente, e, independente de todo conhecimeatenmitico”. Este tratamento € uma

transformacao interna e propria do registro. SegBilda (2012), os eles estéo ligados a forma
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e ndo ao conteldo matematico. Para as conicasgistro figural, evidenciamos os tratamentos
associados a simetria das figuras e a reconfigar&sda ultima € explicada por Flores (2005):

A operacao de reconfiguracdo consiste, basicameatepomplementaridade
de formas, ou seja, das partes obtidas por unofragiento que podem ser
reagrupadas em subfiguras incluidas na figura ahicPortanto, o
fracionamento de uma figura, ou 0 exame desta tr ghr suas partes
elementares, permite a aplicacdo da operacdo defiguracdo Moretti e
Flores (2005, p. 8 apud Silva, 2012, p. 8).

Além destes tratamentos evidenciamos no registterral por dobraduras de papel,
o tratamento associado ao processo de constrgioyvique representam as retas tangentes as

curvas estudadas como aparecem nas figuras 116 e 1

A parabola é uma figura geométrica que possui sinem relacdo a uma reta,
denominada aqui de s, que passa pelo foco e éngicpkar a reta diretriz (figura 17). Com
esta informacdo, podemos construir uma figura, defmicdo, e associd-la a um registro
discursivo que sera responsavel por fornecer asniragdes de seus elementos.

Figura 17. Simetria da parabola

Parabola Registro discursivo
P: ponto qualquer da curva

P’: ponto simétrico ao ponto P

F: foco da parabola

r: reta diretriz

S: reta de simetria da parabola
rF = parametro da curva

V. vértice da pardbola e ponto médio ([do
parametro
PQ =P'Q’
FP =FP’
FP =PQ
FP' =P'Q’

FONTE: Producéo do autor
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A elipse possui simetria em relacdo aos seus eixesor e maior. A figura 18
apresenta uma construgcao, pela definicdo, e unstregiiscursivo associado a esta curva

explicitando seus elementos.

Figura 18. Simetria da elipse

Registro discursivo

O: centro

F1 e F2: focos

Al, A2, B1 e B2: vértices

B1B2 = 2b: eixo menor

A1A2 = 2a: eixo maior

a® = b* + ¢*: pelo teorema de Pitagoras
P: qualquer ponto da curva

PF1 + PF2 = 2a (lugar geométrico)

FONTE: Producéo do autor

A hipérbole € uma figura geométrica que possui Bimem relacdo aos seus eixos,
maior e menor, e assim como feito anteriormentdepms associar a figura a um registro

discursivo como na figura 19.

Figura 19. Simetria da Hipérbole

Hipérbole Registro discursivo

O: centro

F1 e F2: focos

Al e A2: vértices

B1B2 = 2b: eixo conjugado

A1A2 = 2a: eixo transverso

F1F2 =2c

P: qualquer ponto da curva

|PF1 — PF2| = 2a (lugar geométrico)

FONTE: Producéo do autor
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Além do registro figural, com enfoque na geometgconicas podem ser estudadas
com énfase na geometria analitica, no referenaréésiano, onde abordamos o registro gréafico

e algébrico apresentados na proxima secc¢ao.

2.2 AS CONICAS NA GEOMETRIA ANALITIA E SEUS REGISTROS

O que fizemos no item anterior nada mais € do que preparacéo para transportar
0s objetos da geometria para um referencial cartesibase da geometria analitica. Neste
contexto faremos um estudo dos registros grafalgépricos e das conversdes envolvidas. Em

termos de conversao Almouloud (2007) afirma que:

Uma mudanca de registro apresenta vantagens dm ptvista do
tratamento, porque facilita a compreensédo e a Hesteode novos conteudos,
principalmente para os sujeitos que estdo se mdoiaem tarefas que
envolvem coordenacdo de registros (ALMOULOUD, 2G079).

Segundo Silva (2012) “ndo sao regras de corresporadpara passar de um registro
a outro ou simplesmente codificacfes que caraatarizma conversao, mas sim, a apreensao
global e qualitativa que a conversdo permite emimais mudancas de registros”. Em relacéo
ao gue esta inerente a uma conversao Duval (20p8r&

Ha, por tras da aplicacdo de uma regra de codificpara passar de uma
equacgdo a um gréfico cartesiano, a necessérialagdo entre as variaveis
cognitivas que séo especificas do funcionamentoada um dos registros.
Pois sdo essas variaveis que permitem determirzas qéo as unidades de
significado pertinentes, que devem ser levadasossideracéo, em cada um
dos registros Duval (2003, p. 17 apud SILVA, p..13)

O registro grafico, no estudo de conicas, baseinss@bordagem da geometria
analitica em que cada ponto no plano pode seriadsog duas coordenadas x e y a partir de
um referencial. Como, as cbnicas sdo definidas chmar geométrico dos pontos que
satisfazem determinadas condi¢cfes, € possivelseee essas curvas no plano cartesiano.
Portanto, este registro grafico se constitui quarglobjetos da geometria séo trazidos para um
referencial cartesiano, onde cada ponto destecopgete ser representado por coordenadas (X,
y) e seu tratamento se constitui com movimentosplamo como nas transformacdes

geomeétricas.

O transporte dos objetos da geometria para umered@l cartesiano caracteriza-se

com uma primeira conversao do registro materiah paregistro figural, posteriormente uma
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segunda conversao do registro figural para o megptafico e uma terceira conversédo do
registro grafico para o registro algébrico comaapntaremos a seguir.

2.2.1 A PARABOLA NA GEOMETRIA ANALITICA

Na figura 20, consideramos um ponto sobre o eixadeyominado de eixo das
ordenadas, F(0,2), e a reta diretriz, coincidindm @ eixo X, conhecido como eixo das
abscissas, e efetuamos uma conversao do registneggco para o registro grafico a partir da
definicdo de lugar geométrico estudado na sec&viant

Figura 20. Parabola em coordenadas cartesianas

FONTE: Producao do autor

Outra conversao é realizada quando passamos dsiroegrafico para o registro
algébrico com o intuito de representar as curvasupta equacdo a partir do gréfico. Lopes
(2011) analisa alguns livros didaticos em relagiiestudo de conicas e observa que a maior
parte deles discute o tema com enfoque nas equalgidwicas, reforcando a afirmacéo de
Neto (2008) ao se referir que as conicas sao paiscatidas devido as escolhas dos professores
e, quando é reservado algum tempo para estudé-fag0o da abordagem se concentra na
manipulagcdo algébrica das equacgfes, ou seja, a pwite das escolas privilegia o registro
algébrico.

Esta conversao pode ser feita analisando as cdssictes do grafico (figura 21) pela
equacaod(Q,F) = d(Q,r), em que o foco possui as coordenadas F(0, 2)taarre
representada por= 0, coincidindo com o eixo X, e 0 ponto da curva teaordenadas Q(4,
5). Assim podemos escrevéy| = m e apos um processo de simplificagédo

chegamos a equacéo algébrniéa- 4y* = —4, concluindo, portanto, a conversao.
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Figura 21. Um exemplo numérico

FONTE: Producéo do autor

E dtil, ainda, usarmos este procedimento para monst equacio reduzida para a
parabola onde o vértice coincide com a origem dt@isia ortogonal em que, P, um numero

positivo, € chamado parametro desta curva taldber) = 2p e d é a distancia euclidiana.

Na parabola da figura 22, o foco pertence ao sgmigositivo de x, ou seja, suas

coordenadas séo F(P, 0) e a reta diretriz temacéqu = —p.

Figura 22. Parabola: conversédo do registro geométio para o registro grafico

¥

FONTE: Producéo do autor

Como Q é um ponto de coordenadas cartesianas xieypertence a uma parabola,

pela definicdo desta curva podemos escrever d{@eF) = d(Q,r), ou seja,|x +p| =

J(x —p)?2 + y?. Elevando ambos os membros ao quadrado, obtérh-s&px + p? = x? —

2px + p* + y? que, simplificando, fica:
y* = 4px (2.1)

Esta € uma equacéao reduzida para a parabola, nséenexarias outras deste tipo, a

depender da posicdo do foco e da reta diretrizghis segue alguns exemplos de equacdes e
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seus respectivos registros graficos. Considerandotize na origem, as coordenadas dos focos
F (-p, 0), F (0, p) e F (O, - p) com suas respastietas diretrizes = —p,y =p ey = —p,
podemos escrever suas equacgdes algeébricas:

y* = —4px, x* = 4py ex* = —4py, respectivamente (2.2)

A figura 23 representa algumas configuracfes paparabola de acordo com as

equacgOes de 2.2.

Figura 23. Algumas configuracdes para a parabola

FONTE: Lopes (2011, p. 102)

A proposito da conversao que utilizou o graficoeapntado na figura 20 como base,
0 parametro tem a medida igual a 1, pois sua meditg@tade da distancia entre o foco da

parabola e a reta diretriz.

2.2.2 A ELIPSE NA GEOMETRIA ANALITICA

A elipse é definida como o lugar geométrico dostpemo plano de coordenadas
cartesianas (x, y) que satisfazem a cond€@® F1) + d(P,F2) = 2a, onde F1 e F2 sdo
denominados foco$;1F2 o segmento focal, 2c a distancia entre os fo@si® numero real

tal que a c.

Por essa definicao é possivel fazermos uma priroeimaerséao do registro geométrico
para o registro grafico, tendo como base o sisneoordenadas cartesianas como mostra a

figura 23.
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Figura 24. Elipse: Converséo do registro geométricpara o registro gréafico

¥

FONTE: Producao do autor

A partir desta definicdo e do grafico da figuragdtlemos realizar, assim como feito
para a parabola, uma segunda conversdo, do regsifco para o registro algébrico, e

construir a conhecida equacéo reduzida para seehpsseja, podemos escrever

JaE+0)2+ y?+ J(x—c)?2+ y? = 2a. (2.3)

Onde, elevando ambos os membros ao quadrado, emganus quadrados e simplificando

encontraremos

aJ(x — )% + y?* =a® — cx. (2.4)

Elevando ao quadrado os membros, expandindo novareemgrupando os termos efe y?

obtém-se
(a? = c®)x* + a’y* = a®*(a? — ¢?). (2.5)

Definindo comab? a expressd@u? — c?) e dividindo ambos os membros pdb? obtemos a
equacdao reduzida da elipse

LY

—t5n=1 (2.6)

Note que os focos da elipse estédo sobre o eixal$z$ssas, caso eles estivessem sobre

0 eixo das ordenadas a equacéao teria a forma

xZ 2

+i=1 2.7)

QN|‘<
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2.2.3 A HIPERBOLE NA GEOMETRIA ANALITICA

A hipérbole é definida como o lugar geométrico gdostos no plano de coordenadas
cartesianas (x, y) que satisfazem a condigd®, F1) — d(P,F2)| = 2a em que, F1 e F2,
representam os focos, P, um ponto qualquer da cBiv&2, o segmento focal, d, a distancia
entre o ponto P e os focos e 2c a distancia estfeans. Portanto, assim como feito para as
duas curvas estudadas anteriormente, realizamos primneeira conversdo do registro

geomeétrico para o registro grafico, conforme arg®b a seguir.

Figura 25. Hipérbole: Conversdo do registro geoméito para o registro grafico

¥

FONTE: Producao do autor

A partir desta definicdo e do grafico da figurag@lemos realizar, assim como feito
anteriormente, uma segunda converséo, do registficgpara o registro algébrico, e construir

a conhecida equacéo reduzida para a hipérbolejauppdemos escrever

JEZ+ 0?2+ y? =/ (x — )% + y* + 2a. (2.8)

Onde, elevando ao quadrado ambos os membros, exganas poténcias e simplificando

obtém-se

xc—a?= +a/(x —c)? + y>. (2.9)

Ao realizar o mesmo processo anterior na equagiagrupar os termog ey? e definirc? —

a* = b?> chegamos a
b*x? — a*y* = a*b*. (2.10)
O que resulta, apds dividir a equacéo ¢fdr’, em

A § (2.11)
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Para a situagcdo em que os focos estejam no epbard@sadas, a equacao reduzida da
hipérbole toma a forma de 2.12

xZ 2

b2

SDN|‘<

=1. (2.12)

E importante ressaltar que as equacdes até agesespadas ndo sdo as Unicas
representantes dessas curvas, existe uma infindiglds, pois as cOnicas podem nao estar
centralizadas na origem do sistema cartesianodadié possibilidades de rotagdes no plano.

No que segue faremos um estudo didatico das tramsf@es geométricas no plano.
2.3 TRANSFORMACOES GEOMETRICAS NO PLANO

A representacdo grafica € muito importante no estigbste topico da matematica e
permite, em alguns casos, facilitar a solucéo derghlema, uma vez que propicia a viséo e
visualizagdo. Que de acordo com Duval (1999):

A percepcéo visual precisa de exploracdo por meimdvimentos fisicos,
porque ela nunca da uma apreensdo completa da.oBjetcontrario, a
visualizacdo pode dar pelo menos uma apreensaole@mpe qualquer
organizacao de relacbes. NOos podemos dizer “podeedando pode dar”
porque visualizacdo requer um longo treinamentp Entretanto, o que a
visualizag&o apreende pode ser o inicio de uma dériransformacdes, o que
faz o seu poder inventivo (DUVAL 1999, p.7 apud QEIRA, 2010, p. 81).

Nos registros de representacao semiotica grafadgébdrico alguns tratamentos serdo
possiveis a partir de transformacdes geométricgdamm. Segundo Lage (2008, p. 42) essas
transformacdes “podem atuar como articuladoras eemliversos conteudos e ideias
matematicas, dando significado a linguagem ao génar procedimentos de calculos”. Ainda,

de acordo com a autora:

Incorporando o estudo das transformacgdes geonetric@lano ao curriculo
de matematica, utilizando uma concepgéo de resmldedproblemas e/ou
atividade investigativa, temos uma ferramenta pus#epara a compreenséo
das propriedades e relacbes. Bem como a possdslida mobilizacdo de
formas gerais de pensamentos matematicos como: aligesgéo,
experimentagdo, deducdo, levantamento de conjsctiegploracdo de
regularidades, registro e comunicacdo de ideiaggansntos sobre o
conteudo matematico estudado. Os alunos podenmaemtivados a adotar
estratégias e formas de pensamento especificagndtmmaticos como:
observacdo dos variantes e invariantes, sistematzae resultados, uso de
raciocinio proporcional, exploracdo de uma situgadiomeio de multiplos
pontos de vista, ou raciocinio por continuidade@E 2008, p.43).

Além do tratamento envolvido em cada transformae&plicitamos as conversdes

realizadas entre o registro algébrico e gréficotemslagbes e rotacdes. Segundo Wagner



36

(1993, p. 20 apud LAGE, 2008, p. 46) “a nocao dedlacdo esta intimamente relacionada ao
conceito de vetor”, ou seja, para cada transformaeéa associado modulo, dire¢do e sentido
de um vetor deslocamento. Uma maneira de constmuigrafico e realizar translacdes estao

presentes no apéndice D deste trabalho.

O conceito de transformac@o geométrica é explipaddVagner (1993):

Transformagfes geométricas séo fungbes que assadada ponto do plano
um outro ponto também do plano através de certgmge[...] Uma
transformacao T, no plari@, é uma funcdo TII — II, que associa a cada
ponto A do plano outro ponto A’ = T(A) do planoachado sua imagem de
A por T. Se F é uma figura (ou conjunto de ponkds) T(F) é o conjunto das
imagens dos pontos de F. (WAGNE, 1993, p. 70 a\@H, 2008, p. 44).

Em uma translacéo o vetgrdefine a diregdo, o sentido e a medida da distéerdire
um ponto e sua imagem. A partir do conceito destmamacao apresentada na citagao anterior,

a transformacédo geométrica de translacdo podepersentada por T (P) = PU+

Figura 26. Translacdo paralela ao eixo das abscisspara a parabola

g ‘u
FONTE: Producao do autor

No grafico da figura 26 a equacao que represepéaaola original em estudoé=
x* representada pela curva em cor preta e cada gorgréfico da figura original sofreu uma
translacdo de trés unidades na direcdo do eixonfocne € apresentado, com o0s vetores
representativos. O ponto C tem sua imagem repaatzmelo ponto C' e o ponto D tem sua

imagem representada pelo ponto D'

A figura amarela representa a figura original quietrinsladada no sentido positivo
de x, sua equacao caracteristica£ (x — 3)* e as coordenadas do vértice O (0,0) tem sua

imagem representada pelo ponto A (3,0). O grafediglira azul representa o grafico da
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figura original transladada no sentido negatle X, sua equacdo caracteristicayé=

(x + 3)* e as coordenadas do vértice O (0,0) tem sua imag@n@sentada pelo ponto B (-3,0).

A conversédo do registro grafico para o registrelalgo referentes as imagens da
parabola pode ser feita analisando as informag@egéafico. A equacado da parabola é do tipo

y = ax* + bx + ¢, neste caso; = 9 e estas pardbolas possuem duas raizes reaisi® igua
portanto, A = 0. O vértice da pardabola em amarelo tem abscissa 8gja3 = — %, desta

forma podemos usar estas informacgdes e substauggoacao para obter os valores= 1,

b = —6 ec = 9. Sendo assim, a figura amarela no grafico reptaseequacép = x* — 6x +

9 ou, ainda, y = (x — 3)% Para a figura azul o procedimento é idénticog¢mpono sentido
oposto e a equacdo assume a foynsa(x + 3)%. Por estas equacdes o aluno pode perceber
gue para uma translacédo no sentido positivo doxigotre parentes deve-se acrescentar o sinal

menos e no sentido negativo do eixo x deve-se @anew 0 sinal positivo.

Figura 27. Translacéo paralela ao eixo das ordenadgara a parabola

FONTE: Producao do autor

No gréfico da figura 27 a equacao que represepgaébola original em estudg/é=
x* representado pela curva em cor preta. Cada plangpafico da figura original sofreu uma
translacdo na diregéo do eixo y de cinco unidadefoome é apresentado, com 0s vetores
representativos. O ponto D tem sua imagem reprd@mnielo ponto E e o ponto F tem sua

imagem representada pelo ponto G.

sse gréafico sofreu translacdes na direcdo do ejxo grafico da figura amarela
representa o gréfico da figura original transladadasentido positivo de y, sua equacéo
caracteristica & = x* + 5, as coordenadas do vértice O (0,0) tem sua imagpresentada

pelo ponto A (0,5). O grafico da figura azul reergs o grafico da figura original transladada



38

no sentido negativo de y e sua equacao caraatarésti= x* — 5. As coordenadas do vértice
O (0,0) tem sua imagem representada pelo pontg-B).(0la direcdo do eixo y, para este caso,
a translacgdo é realizada acrescentando ou dimioairgliantidade de unidades definidas pelo
vetor deslocamento.

Figura 28. Combinacédo de translacfes paralelas aesos cartesianos para a parabola

¥

Y=k - 3)7+5

o
\

y=(x+ 3-8

FONTE: Producao do autor

No gréfico da figura 28 a equacao que represepgaébola original em estudg/é=
x?, representado pela curva de cor preta. Cada plongpafico da figura original sofreu uma
translacéo na direcéo do eixo y de cinco unidadetbmada com uma translacdo na direcao

do eixo x de trés unidades conforme é mostrado,auetores representativos.

A equacdo caracteristica do grafico da figura almaéey = (x —3)* + 5 e as
coordenadas originais do vértice A (0,0) tem suagiem representada pelo ponto B (3, 5). A
equacdo caracteristica do gréafico da figura azué(x — 3)* — 5 e as coordenadas do vértice
A (0,0) tem sua imagem representada pelo pontd3C-%). Para o gréafico da figura 28, a
conversao entre do registro grafico para o reglgébrico se da pela combinacdo de dois
movimentos, um paralelo ao eixo das abscissas e&tro paralelo ao eixo das ordenadas,

valendo, portanto o que foi feito para os grafidas figuras 26 e 27.
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No gréfico da figura 29 a equacgéo que represeelipse original em estudogg’ +y;2

= 1, representado pelo grafico da figura em cotapqis a curva da elipse esta centralizada

na origem e, de acordo com a conversao do regsifeco para o algébrico, a equacao deste
tipo é representada p’;qr+ % = 1, onde, neste casa,= 5 eb = 3. Cada ponto do grafico da

figura original foi transladado quatro unidadeglitagédo do eixo x conforme é mostrado, com
0s vetores representativos. O ponto A tem sua imagpresentada pelo ponto B, na translacéo
feita no sentido positivo do eixo X, e pelo ponim& translacao feita no sentido negativo de x.
O que foi feito para a parabola, nas conversdds também para a elipse, ou seja, a curva da
elipse em amarelo foi transladada quatro unidadesentido positivo do eixo X, portanto a

equacdao da elipse original admitira uma mudancaagpea parcela referente a este eixo, ou

. —4)? 2 . . . . ~
seja,% + y; = 1. Para a figura de cor azul o procedimento é o ragporém a translagéao
. ;. ~ x+4)*  y?
ocorre no sentido contrario e a equacao represeptsba a S = T3 =1L

Figura 29. Translacéo paralela ao eixo das abscisspara a elipse

¥

(e 425 + 10 = 1 | K125 + 9 =1 (-47%26 +yH9 =1

'y B
| -IB - - - - y 2) é % é _X
e

FONTE: Producao do autor

As coordenadas do centro A (0,0) tem sua imagenaseptada pelo ponto B (4,0) e as

coordenadas do centro A (0,0) tem sua imagem reqpasa pelo ponto B (-4,0).

No gréfico da figura 30 equagéo que representipseebriginal em estudogg +y; =1

representado pelo grafico da figura de cor pretda ponto do grafico da figura original sofreu
uma translagéo de quatro unidades na direcdo do/@i@nforme é apresentado com os vetores

representativos.
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Figura 30. Translagéo paralela ao eixo das ordenadgara a elipse

|

WG+ (y-4)79=1

W25+ =1

! W25+ (yr 49 =1
-4

)
FONTE: Producao do autor
O gréfico da figura amarela representa o graficdiglaa original transladada no

sentido negativo de y, portanto a equacéo da figuganal tera uma mudanca referente apenas

(y+4)

a este eixo e passara asefr = 1. As coordenadas do centro A (0,0) tem sua émag

representada pelo ponto C (O,-4), o gréafico dafigzul representa o grafico da figura original

transladada no sentido positivo de y e sua equegy@ateristica e— + (y; )

= 1, como feito

anteriormente, e as coordenadas do centro A @@)»tia imagem representada pelo ponto B
(0,4).
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Figura 31. Combinagéo entre translacdes paralela®a eixos cartesianos para a elipse

¥

(325 + (-850 = 1

w25 + 9 =1

(0+3)725 + (y+4)¥9 = 1

-

FONTE: Producéo do autor

No gréfico da figura 31 a equacao que represeelipse original em estudo;fg+y£ =

1 esta representado pelo grafico da figura dertapCada ponto do grafico da figura original
sofreu uma translagao de quatro unidades na diggg@oxo y combinado com uma translacao
de trés unidades na direcdo do eixo x conformegirann, com 0s vetores representativos.

A conversao do registro grafico para o registre@latgo, nesta situacdo, deve levar em

consideracao o movimento nas duas dire¢coes daar@siano e proceder como anteriormente.

Ax+3)? + (y+4)?
25

Portanto a equacdo caracteristica do grafico dardfiggmarela € 5 - 1, as

coordenadas originais do centro A (0,0) tem sug@marepresentada pelo ponto C (- 3, -4), a
equacdao caracteristica do grafico da figura agézisé- + % =1 e as coordenadas do centro

A (0,0) tem sua imagem representada pelo pontq B)(3
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Figura 32. Translagédo paralela ao eixo das abscisspara a hipérbole

¥

w
I

)
h

e 225y = 1

(%25 -y¥a =1

(225 - e =1

"

FONTE: Producéo do autor

No grafico da figura 32 equacéo que representpéxrthole original em estudO;—C;é -

y;z = 1, centrada na origem dos eixos cartesianosggeptado pelo grafico da figura de cor

preta, cada ponto do grafico original sofreu uraagtacéo de duas unidades na dire¢éo do eixo
x conforme é apresentado, com os vetores représestaO ponto D tem sua imagem

representada pelo ponto E na figura azul e peltogoma da figura amarela.

A figura amarela representa a figura original tlassda no sentido negativo do eixo
X, OU seja, a equacdo original sofrera uma mudapeaas na parcela referente a este eixo
conforme fizemos para as outras curvas quando denves do registro grafico para o registro
y2

p ~ p +2)?
algébrico. Portanto, sua equacéao caracterlst%%—é -5 = 1 e as coordenadas do ponto D

(5,0) tem suas imagens representadas pelo pot®)}-Para a figura azul o procedimento é o
mesmo, ele azul representa a figura original teatzgla no sentido positivo do eixo x, sua

equacao caracteristica(—xé;:— - % = 1 e as coordenadas do ponto D (5,0) tem suaeimag

representada pelo ponto E (7,0).
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Figura 33. Translacéo paralela ao eixo das ordenadgara a hipérbole

y w25 - (y-4)8 =1

o]

y

.

1 W25 - =1
3

2

1

ot

K25 L (y+ 40 = 1

T T T T T T T T T
-1 o] 1 2 2 4 -] 7 s a 10 X

i

&

-84

FONTE: Producao do autor

No gréfico da figura 33 a equacéo que represehigésbole original em estudoﬁé-

y;z = 1 representado pela figura de cor preta, ceatr@dorigem do sistema cartesiano, cada

ponto da figura original sofreu uma translacdo datr@ unidades na direcdo do eixo y

conforme é mostrado com 0s vetores representativos.

A figura amarela representa a da figura origirehstadada no sentido negativo de vy,
ou seja, a equacdo original sofrerd uma mudancaaapea parcela referente a este eixo

conforme fizemos para as outras curvas quando denves do registro grafico para o registro
algébrico. Portanto, sua equacéo caracter|'st5r§_’-:er3/1;—4)2 =1, as coordenadas do ponto D (5,0)
tem sua imagem representada pelo ponto F (5,-adjigura azul representa figura original

(y—4)?

transladada no sentido positivo de y, sua equayacteristica % - =1 e as coordenadas

do ponto D (5,0) tem sua imagem representada peiom k& (5,4).
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Figura 34. Combinagéo entre translagfes paralela®a eixos cartesianos para a hipérbole

¥

7 8 8 x
1925 - (y-1)79=1

W25 -8 =1

_3
/ (1325 - (#1738 =1
-4

FONTE: Producéo do autor

No grafico da figura 34 a equacao que represefitaia original em estudo-z’é; y;z

= 1 representado pelo gréafico da figura de corapredida ponto do gréafico da figura original
sofreu uma translacdo de uma unidade na dire¢c@oxdy combinado com uma translagéo de
uma unidade na direcdo do eixo x conforme € apr@dena cima, com 0S vetores

representativos.

A conversao do registro grafico para o registr@litigo, nesta situacéo, deve levar
em consideragdo o movimento nas duas direcdes xdp aairtesiano e proceder como
. ~ .. . (x+1)?  (y+1)?
anteriormente. A equacéao caracteristica da figorarela et = 1, as coordenadas
originais do ponto A (5,0) tem sua imagem represkntpelo ponto C (4, -1), a equacéo
caracteristica da figura azul(—xéz_sl—) + ("_Tl)z = 1 e as coordenadas do vértice A (5,0) tem sua

imagem representada pelo ponto B (6, 1).

Toda translacao esta associada ao um vetor destotanue pode estar na direcdo do
eixo x, na dire¢ao do eixo y ou ser uma combinaeitas duas diregcdes. Em todos os exemplos
apresentados, a distancia entre cada ponto degu#ifigura original e sua respectiva imagem

corresponde ao modulo do vetor deslocamento.
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Em uma rotacédo € preservado a forma do objetstantdia entre cada ponto original
e suas respectivas imagens e a medida dos anguheados pelos pontos da figura original,
pelos da imagem e por um ponto fixo. A transforradé@irotacdo pode ser representada por T
(X, y) = (xcos a - ysin a, xsin ¢ +ycos a) onde T simboliza a transformacéa eepresenta o
angulo de rotacdo. Uma maneira de realizar rotagdeglano, com o uso do Geogebra, &

apresentada no apéndice E que acompanha estdtrabal

Nos livros didaticos esta transformagcdo ndo é auardentretanto, seu estudo é
importante no sentido de explorar diferentes asgeda figura, assim sendo, a computacao

representa uma ferramenta valiosa para esta tamafage acordo com Lage (2008):
Se a definicdo acima e a informacdo acerca dosriamias quando a
transformacéo € aplicada a pontos do plano sd@apepassadas aos alunos,
dificilmente serdo entendidas ou seréo facilmesdeiecidas. As exploracdes
com figuras sdo fundamentais no entendimento dassformacdes
geométricas; em ambiente de lapis e papel apresemtamitacdo de lidar

com objetos estaticos e em ambiente computacicamérh a vantagem de
permitir a movimentacao das figuras LAGE (200819

Construimos a parabola, a elipse e a hipérboleftware, onde elas sofreram rotacdes
de acordo com os angulos de 90°, 180° e 270°, gmidse apresentamos alguns comentarios
relevantes nestas rotagfes. O passo a passo dstsucOes estd disposto no anexo que

acompanha este trabalho.

Figura 35. Rotacéo da pardbola de acordo com os amgs 90°, 180° e 270° no sentido anti-horario

FONTE: Producao do autor
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No gréfico da figura 35 a parabola de cor preteasgnta a figura original de equacao
y = x’ que sofreu rotagcbes no sentido anti-horéario dedaceom os angulos descritos
anteriormente. Para uma rotagcéao de 90°, cada pofxpy) da curva possui uma imagem P’ (-
Yy, X), N0 nosso exemplo, o ponto P (2, 4) tem camagem o ponto P’ (-4, 2) e sua equacéao
passa a ser = —y* como na curva de cor azul. Para uma rotacdo decksia ponto P (X, y)
tera como imagem o ponto P”(-x, -y), ou seja, igarfa a imagem de P é representada por P’
(-2, -4) e a equacdo passa ayser —x> como na curva de cor amarela. Para uma rotacdo de
270°, cada ponto (X, y) possui como imagem o pBiitdy, -x), neste caso o ponto P tem como

imagem o ponto P (4, - 2) e a equacdo passara sey”* apresentada na figura de cor

vermelha. Os vetore®P, OP’, OP" e OP""" possuem 0 mesmo médulo, cuja medida é igual ao

raio da circunferéncia que contém os pontos PPP’e P, como na figura, e pode ser

calculado pela equagdBP|? = x? + y2.

Para a elipse e hipérbole as consideracdes lemdadrca da parabola sdo as mesmas

exceto pelas expressdes de suas curvas.

Figura 36. Rotacdo da Elipse e da Hipérbole

— 19

FONTE: producao do autor

Na figura 36 apresentamos uma configuracdo parpseee para a hipérbole e
estudamos suas rotacOes pelos angulos de 90°, el&¥0°. As figuras originais estao
representadas pelas curvas de cor preta e sofe@des cuja representacdo aparece na cor azul.
Observamos que a equacao da figura original daviel&etica a da figura apds a rotacao de
180°, uma vez que, no grafico estas curvas ficdirepostas. Nestes exemplos foram feitas as
rotagcbes por trés angulos diferentes, entretantoleriam ser varios outros, por isso
apresentamos a circunferéncia como o lugar geauénde as imagens do ponto P devem

estar apos sofrer qualquer rotacao.
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CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa iniciou-se com uma analiseopidifica com o intuito de
selecionarmos trabalhos académicos, na area deagatudvatematica, desenvolvidos em
relacdo ao tema: Cobnicas. De acordo com esta engescebemos que a maior parte das
pesquisas ndo desenvolve seu estudo com base gisBose de representacdo semibtica,
explicitamente. De acordo com Neto (2008), no nempoimeiro ano a parabola é vista com o
conceito de funcdo e no terceiro ano, as coOnicastrsdiadas apenas com enfoque nas
manipulagfes de suas equacdes analiticas. Ao anlahi®s didaticos, Lopes (2011) percebe
que a maior parte deles trata as cOnicas com emfoqumanipulagdo de suas equacdes

algébricas, deixando de explorar o enfoque geooaetri

Neste contexto, compreendemos ser enriquecedatagsis conicas via registros de
representacdo para que o aluno se aproprie dasseaimento matematico sem privilegiar um
ou outro registro de representacgéo, neste sentidowlould (2007) afirma que uma mudanca
de registro pode facilitar o tratamento e favorex@ompreensdo do objeto matematico em

estudo.

A partir deste ponto, desenvolvemos nosso trabatimando pela geometria e por
registros de representacdo que lhes séo ineremteseguida transportamos os objetos da
geometria para um referencial cartesiano para astglconicas na geometria analitica com
seus registros associados, pensando em respoqdest@o de pesquisa. Portanto, retomamos
aqui nossa questdo centrajuais registros de representacdo semidtica podemrse

mobilizados para estudar as conicas?

Ao longo do trabalho, percebemos que este tema pedesstudado a partir da
mobilizacdo do registro material, constituido poassretas tangentes, cujo tratamento consiste
no processo de dobrar o papel para construir @@yie formar as retas tangentes, Em seguida,
pelo registro figural, constituido quando um objétaepresentado por uma figura e seu
tratamento se da por reconfiguracdo. Estudamosamdegistro grafico constituido quando
transportamos 0s objetos da geometria para unmergfi@t cartesiano onde cada ponto deste
objeto pode ser estudado por suas coordenadas) (&,sSgu tratamento se constitui por
movimentagfes no plano como nas transformacéeségoas. Por fim, estudamos o registro

algébrico constituido por equacdes cujo tratameoatore pela manipulacdo das mesmas. Pela
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revisdo bibliografica, podemos afirmar que estémaltregistro € o que a escola tende a
privilegiar.

Para finalizar, consideramos importante que esta i®lte a ser estudado em pesquisas
futuras, como em um mestrado académico, a fim ganarar um estudo e observar como 0s
alunos se comportam frente a este objeto matem&tam isso, acreditamos que os resultados
aqui apresentados contribuem para que identifiggeznentendamos as conicas via registros

de representacao semiotica.
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APENDICE A. Cénicas construidas pela ferramenta rastro do geogebra

As construcdes feitas no Geogebra sao idénticadaadobradura de papel. Para

construir a parabola é preciso:

1. Construir uma reta diretriz (r), um ponto fixoqo), um ponto G pertencente a reta
diretriz e um reta perpendicular (S) a ela passagod@sse ponto.

2. Construir um segmento entre os pontos F e Gaerata mediatriz desse segmento.

Na intersecao entre as retas r e s deve se crigoato P.

3. Deve-se habilitar o rastro na mediatriz e anion@onto G ou simplesmente desliza-
lo na reta diretriz, como na figura 37.

Figura 37. Parabola pela ferramenta “rastro” do Geaebra

FONTE: Producao do autor

Para construir uma elipse devemos:

1. Construir dois pontos (F1 e F2), uma circunferémeraum dos focos com raio
definido e maior que a distancia entre estes poatasn ponto G pertencente a esta

circunferéncia.

2. Um segmento entre o foco F2 e o ponto G e suaatnegdum segmento entre 0s

pontos F1 e G e nomear de P o ponto de interse¢éoaemediatriz e o segmento F1G.

3. Habilitar o rastro na mediatriz e animar ou deslo ponto G sobre a circunferéncia

para a elipse da figura 38 aparecer.
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Figura 38. Elipse pela ferramenta “rastro” do geogbra

LA
i
G

L
.

FONTE: Producéo do autor
Para construir a hipérbole sdo necesséarios:

1. Construir dois pontos, (F1 e F2), uma circunfei@® em um dos focos com raio

definido e menor que a distancia entre estes pentims ponto G pertencente a circunferéncia.

2. Um segmento entre o foco F2 e o ponto G e sulatnia, uma reta que contém o0s
pontos F1 e G e nomear de P o0 ponto de intersetéoesta reta e a mediatriz.

3. Habilitar o rastro na mediatriz e animar ouideslo ponto G sobre a circunferéncia

para a figura 39 surgir.

Figura 39. Hipérbole pela ferramenta “rastro” do Geogebra

FONTE: Producéo do autor
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APENDICE B. Conicas pela ferramenta “lugar geométrico”

A ferramenta do Geogebra “lugar geométrico” reaaao entrada dois pontos onde
um percorrera uma curva e o outro € definido arpdot primeiro. A figura 40 destaca esta

ferramenta.

Figura 40. Ferramenta “lugar geométrico”

© GecGetrn 0 -
Armava Editar Edtir Opgdes Femamentas Jandds Aoda
I f 1 IR a i
bt .,'r" F 5_‘ J- ': i) -"'_‘ o N ARC S "'I"
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* . Aweta Paraipla
-
SO Meckaiz
-
- B soiri

; _. Rata Tangente

i _ Rieks Polad du Dhamalia

e Rks B¢ Ragressda Linear

5—1 Lugar Gepmatnom

FONTE: Producéo do autor

A parabola é definida como sendo um conjunto dégsgpertencentes a um plano que
estdo equidistantes do foco e da reta diretrizaRtwr construiremos uma reta a partir de dois

pontos e um foco que denominaremos como F comigunaf4l.

Figura 41. Foco e Diretriz

Foco

Diretriz

FONTE: Producéo do autor

Em seguida construiremos um ponto sobre a retaaepempendicular a ela passando

por este ponto que sera denominado de ponto @alelcacom a figura 42. Ele sera responsavel
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por deslizar sobre a reta, contribuindo para queqonto faga o rastro da figura da parabola

posteriormente.

Figura 42. Ponto de deslizamento "G"

FONTE: Producao do autor

Construiremos um segmento que liga o foco ao pBneomediatriz deste segmento e
criaremos um ponto denominado P na intersecdo d&triz com a reta perpendicular a reta

diretriz, passando por G conforme a figura 43.

Figura 43. Parabola, construindo a mediatriz

Mediatriz

FONTE: Producao do autor

Construiremos um segmento que liga o ponto G atog®me outro que liga o foco ao
ponto P como na figura 44.
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Figura 44. Segmentos construidos

253

FONTE: Producéo do autor

Por fim esconderemos o rastro feito pelo pontceBoelheremos a ferramenta “lugar

geomeétrico”, selecionando os pontos G e P e ohssnas a figura 45 da parabola.

Figura 45. Parabola construida pela ferramenta "lugr geométrico"

266

FONTE: Producéo do autor

A elipse é definida como sendo o lugar geométram® mbntos pertencentes ao plano
de tal forma que a soma de suas distancias aos k@ F2, seja constante e maior que a
distancia entre os focos. E comum nos livros denama distancia entre os focos de 2c e a

soma das distancias de um ponto pertencente & elgssfocos de 2a, ou seja>22c.

Construiremos a elipse a partir de seus focoswerdeirculo diretor centrado em um
dos focos, neste caso usaremos 0 F1 como cemexdSsario que o circulo tenha um raio fixo
da mesma medida do segmento maior da elipse. Asguemnos raio igual a 7 unidades de

comprimento e criaremos um ponto G pertencentéranl@, de acordo com a figura 46.
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Figura 46. Determinando os focos da elipse

FONTE: Producéo do autor

Criamos dois segmentos ligando os focos F1 e fdai G, tracamos a mediatriz do
segmento definido pelos pontos F2 e G e denominariotersecdo entre a mediatriz e 0

segmento definido por F1 e G de ponto P mostradmue 47.

Figura 47. Elipse, construindo a mediatriz

<\

FONTE: Producéo do autor

Construimos dois segmentos definidos pelos ponw&Pe por P e G, Ocultamos a
mediatriz e o segmento definido pelos pontos Fleeusamos a ferramenta do geogebra “lugar
geométrico”, escolhendo os pontos P e G e pardpseetia figura 48 surgir na janela de

visualizagao.
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Figura 48. Elipse construida pela ferramenta "lugargeométrico”

{

FONTE: Producéo do autor

A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos pedetas a um plano de tal maneira
que a diferenca, em modulo, de suas distanciagauss fixos, focos F1 e F2, seja constante.
Alguns livros definem por 2c a medida do segmeni® lgga os focos e por 2a a diferenga

anteriormente mencionada.

Qualguer ponto pertencente a hipérbole é equidéestmmum dos focos e ao circulo
diretor com centro no outro foco. O raio do circidm a mesma medida da distancia entre os

vértices da hipérbole.

Definimos os focos da hipérbole, F1 e F2, e umutdrdiretor com centro em f1,
escolhemos 3 a medida do seu raio e construimgsonto G sobre este circulo como mostra

a figura 49.

Figura 49. Hipérbole: Circulo diretor

FONTE: Producéo do autor
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Construimos uma reta definida pelos pontos F1 enGsegmento de reta definido
pelos pontos F2 e G, uma mediatriz deste segmeatia@os um ponto P na intersecao da

mediatriz com a reta anterior de acordo com a &iduar.

Figura 50. Hipérbole, construindo a mediatriz

FONTE: Producéo do autor

Construimos um segmento definido pelos pontos F2 eutro definido pelos pontos
P e G. estes segmentos possuem a mesma medidengencento. Escondemos 0s objetos,

reta e reta mediatriz como na figura 51.

Figura 51. Segmentos formados pelos pontos P, G2 F

FONTE: Producéo do autor

Por fim usamos a ferramenta do Geogebra “lugar g&@mn”, escolhendo os pontos

P e G e a hipérbole da figura 52 surgir na janelaisualizacao.



Figura 52. Hipérbole construida pela ferramenta "llgar geométrico"”

FONTE: Producéo do autor

59
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APENDICE C. Cénicas construidas por pontos

Para construir a parabola por pontos € necessamtoecer o parametro da curva OF e

seguir os procedimentos

1. Sobre uma reta tragar uma reta perpendicular enteaseccdo entre as duas,
denominar o ponto O. A partir deste ponto e conalorvdo parametro, marcar o foco (F).

Determinar o vértice (V), ponto médio do segmenio O

2. A partir do vértice devem-se tracar retas paaalaldiretriz pelos pontos arbitrarios
1, 2, 3 ou mais pontos e tracar arcos com centfocm(F) e: Raio O1, cortar a paralela que
passa pelo ponto 1, Raio O2, cortar a paralelgpgsga pelo ponto 2, Raio O3, cortar a paralela
que passa pelo ponto 3 e assim por diante. Os pdetmterseccdo dos arcos com as paralelas

pertencem acurva.

3. Apés obter um numero suficiente € possivel tracamaa que aparece na figura 53.

Figura 53. Parabola construida por pontos

1 2. 3.

FONTE: Producéo do autor

Para construir a elipse por pontos é necessartoecen algumas informacgdes sobre o0
eixo maior ou menor associado a distancia focal,eexo menor. Esta construcdo sera feita

partido do eixo maior e da distancia focal.
Sobre uma reta marcar um ponto O, centro da cusegur os procedimentos:

1. Marcar sobre esta reta e a partir do ponto Otadeeala distancia focal e a metade
do eixo maior para cada lado de O.

2. Marcar os pontos 1, 2, 3 ou mais entre F e O Gatreem F e F~ e raio Al tracar

arcos Com 0s mesmos centros e raio A'l tracar agescortardo os primeiros em quatro
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pontos. Estes quatro pontos sao da curva. Repefiei@¢ado com 0S mesmos centros e raios

A2 e A'2 encontrando mais 4 pontos da curva.

3. ApGs obter um namero suficiente € possivel tragamaa como na figura 54.

Figura 54. Elipse construida por pontos

1. 2. | 3. |

FONTE: Producao do autor

Para construir uma hipérbole por pontos € necessanhecer o eixo real (AA") e a

distancia focal (FF"). A partir disso, realizarwalg procedimentos:

1: Sobre uma reta marcar o centro da curva (ponton@car sobre esta reta e a partir
do ponto O a metade da distancia focal (FF") etadeedo eixo real (AA”), determinando A,
A FeF.

2: Marcar os pontos 1, 2, 3 ou mais a esquerdaaleddireita de F~ e, com centro
em F e F’, e raio Al, tracar arcos. Repetir o gimeento com o raio A'l. Os arcos devido a
Al e a A’'l se interceptardo em pontos que perterecenrva. Esta operacao deve ser repetida

para A2 e A’ 2 para encontrar mais pontos.
3. Apés obter um nimero suficiente é possivel tragamaa como na figura 55.

Figura 55. Hipérbole construida por pontos

1 2, 3,

FONTE: Producéo do autor
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APENDICE D. Translacio de conicas

Na translacdo é necessario criar um vetor na origensistema de coordenadas
cartesianas e uma figura geométrica, em seguidadsaamenta do Geogebra “translacao por
um vetor” e selecionar a figura e o vetor comangXe, a parabola que represepts x>
sofreu translacéo vertical de uma unidade e haitale 3 unidades de acordo com a figura

56.

Figura 56. Translacédo da parabola

-1

Fonte: Producao do autor
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APENDICE E. Rotagio de conicas

A receita das construcdes a seguir é valida paa&yger equacédo, entretanto como
este trabalho faz referéncia as conicas vamosepegsas rotacoes para a parabola, a elipse e
a hipérbole. Devemos criar uma equacdo de umagargbhalquer no campo de entrada do
Geogebra. Por exemplg,= x?, e depois, construir um ponto P em qualquer mhateurva.
Em seguida devemos criar um controle deslizant& @a@angulo de rotagdo com variacdo de 0°
até 360 e uma matriz de rotacdo, digitando no campo dedst R = {{cosf), - sin@)},
{sin(a), cos@)}}. Por fim, relacionamos o ponto P com sua imagem &matriz de rotagao,
inserindo como entrada, P’= R*P. Neste trabalho&s;6es foram feitas pelos angulos de 90°,
180° e 270° graus e na figura 57 o0 angulo é de. Fdra a elipse e hipérbole o procedimento

€ 0 mesmo.

Figura 57. Rotacéo da parabola

FONTE: Producéo do autor
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ANEXO A. Conicas construidas em dobradura de papel

O registro material consiste em utilizar algunsrajes mecanicos para construir e
explorar a construcdo de modo a discutir as prdades envolvidas. O meétodo da
dobradura esta relacionado justamente a consisaindo alguns instrumentos e conhecimentos
basicos em matematica, sucessivas dobras no panel pgartir de um nimero suficientes delas

surgira a figura de uma conica.

Para construir a parabola sdo necessarios: réegoemato de T, lapis e papel —

manteiga e seguir alguns procedimentos.

1. Usar a régua para desenhar uma reta para famgreb da reta diretriz da parabola

na folha de papel;
2. Marque um ponto F (foco da parabola) fora da deetriz;

3. Crie um ponto D sobre a reta diretriz e dobi@le de papel de modo a coincidir

os pontos D e F;

4. Repetir a operacao anterior escolhendo varintpaliferentes sobre a reta diretriz
e observe que as dobraduras tangenciam uma cuneand@da de parabola como na figura
58.

Figura 58. Parabola em dobradura

. ¢ ¢ —— & . — e ————

FONTE: portaldoprofessor.mec.gov.br. Acesso em&2(14

Para construir a elipse sdo necessarios: régua, Bgmpasso e folha de papel —

manteiga e seguir alguns procedimentos.
1. Marcar um ponto F1 (foco 1) mais ou menos ckérai@go na folha;

2. Usar o compasso para desenhar dois circulo€ctitos em F1;
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3. Construir uma semi-reta com origem em F1 e taroaro F2 (foco 2) o ponto de

intersecao entre a semi — reta e o circulo demaioor;

4. Escolher um ponto D qualquer sobre o circulgaie maior e dobrar o papel de

maneira a coincidir o ponto D com o ponto F2;

5. Repetir a operagdo anterior escolhendo véariatopdiferentes no circulo de raio
maior e observe que as dobras tangenciam uma den@minada de elipse, como mostra a

figura 59.

Figura 59. Elipse em dobradura

FONTE: portaldoprofessor.mec.gov.br. Acesso em&2(14

A construcdo da hipérbole pela dobradura é semelfzada elipse, sendo, portanto,

necessario utilizar os mesmos matérias e 0s proeedds a seguir.
1. Marcar um ponto F1 (foco 1) mais ou menos ceéré@o na folha;
2. Usar o compasso para desenhar dois circulo€etitos em F1;

3. Construir uma semi-reta com origem em F1 e taroaro F2 (foco 2) o ponto de

intersecao entre a semi — reta e o circulo demaioor;

4. Escolher um ponto D qualquer sobre o circuloaite menor e dobrar o papel de

maneira a coincidir o ponto D com o ponto F2;

5. Repetir a operagdo anterior escolhendo véariatopdiferentes no circulo de raio
menor e observe que as dobras tangenciam umaaemeaninada de hipérbole, figura 60.



Figura 60. Elipse em dobradura

FONTE: portaldoprofessor.mec.gov.br. Acesso em&2(14
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ANEXO B. Conicas construidas com materiais manipulativos

Para construirmos uma parabola partiremos de siirigd® e seguiremos alguns
procedimentos:

1) Cole a cartolina na madeira e com a régua, kensima reta para representar a
diretriz e um ponto fora dela denominado de foco;

2) Ponha um prego no foco da parabola e prendabartt@. Com a ponta do pincel,
mantenha o fio esticado e fixado na extremidade&giaa em T conforme a figura 61;

Figura 61. Construindo a parte direita da parabola

FONTE: CLAME, 2013, p. 1057

3) Movimente a régua T para a esquerda e paraedadpara surgir a figura 62 da
parabola.

Figura 62. Construindo a parte esquerda da parabola

FONTE: CLAME, 2013, p. 1057

O procedimento, para construir uma elipse, estesaptado na seguinte sequéncia:
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1) Cole a cartolina na madeira e ponha dois pregogontos distintos para representar
os focos da elipse. Para um melhor aproveitamemtespaco do papel € recomendavel que
esses pregos estejam simétricos em relacdo ao denfolha. A medida da distancia entre os

dois pregos deve ser menor que o tamanho do barbant

2) Amarre as extremidades do barbante nos preges eam pincel para descrever a

curva. E importante deixar o fio bem esticado conostra a figura 63.

Figura 63. Esboco da elipse

FONTE: CLAME, 2013, p. 1053

Usando a definicdo de hipérbole é possivel comstimia figura com 0s seguintes

procedimentos:

1) Cole a cartolina na madeira e em seguida powie gregos mais ou menos
simétricos ao centro do papel. A medida da distdeotre os pregos deve ser maior que a

diferenca entre a haste e o barbante.

2) Ponha uma extremidade da haste presa a umelgsspe a outra presa ao barbante.

Amarre a extremidade livre do barbante no outrg@@nforme a figura 64.

Figura 64. Materiais para construir uma hipérbole

FONTE: CLAME, 2013, p. 1054



69

3) Puxe o fio com o pincel de forma a girar a hasteorno do ponto onde foi fixada.
Com este procedimento sera construido a parteaddaihipérbole.

4) Mude a posicao do fio e da haste para o ouggge construa a parte esquerda da
hipérbole executando o mesmo procedimento. A segaiemos visualizar a figura 65.

Figura 65. Esboco da hipérbole

FONTE: CLAME, 2013, p. 1055



