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RESUMO

A presente investigacdo tem como foco a formacéo de professores de educacgéo
basica em contextos mediados por tecnologias digitais. A partir de um tema
matematico, a semelhanca de triangulos, sdo constituidos aportes didaticos e
histéricos, os quais, por sua vez, deram origem aos estudos relacionados as no¢oes
de congruéncia, proporcionalidade, paralelismo, transformacdes geométricas, entre
outras. Estes estudos, aliados aos aportes tedricos referentes a formacédo de
professores em cenéarios com a presenca de tecnologias digitais, deram origem a
uma série de atividades, com base no objetivo central da proposta, que € o de
refletir sobre quais contribuicées para a ressignificacdo dos conhecimentos acerca
de semelhanca de figuras planas (e de triangulos, em particular) podem advir a
partir da construcéo de estratégias didaticas com o uso de tecnologias digitais em
uma proposta ligada a formacédo de professores e a sua préatica. A abordagem
metodoldgica traz elementos da Engenharia Didatica e as atividades sao
analisadas levando em conta os niveis de apreenséo figural que podem surgir a
partir das conjecturas eventualmente realizadas pelos aprendizes, as questdes
relativas ao conhecimento matematico e sua ligacao intrinseca, no caso, a fluéncia
e a percepcao acerca do potencial interativo da interface tecnoldgica envolvida.
Como resultado, a partir do contexto das atividades trazemos uma discussao de
questdes didaticas relacionadas a exploragdo das construcbes sugeridas,
realizadas por meio do software GeoGebra.

Palavras-chave: Semelhanca de triangulos. Fluéncia em tecnologias. Formacao
de professores.
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discussion on similarity of triangles. 2020. 165 f.: il. Thesis (Master’'s Degree in
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Catholic University of Sdo Paulo, S&o Paulo, 2020.

ABSTRACT

This research focuses on the training of basic education teachers in contexts
mediated by digital technologies. From a mathematical theme, the similarity of
triangles, didactic and historical contributions are constituted, which, in turn, gave
rise to studies related to the notions of congruence, proportionality, parallelism,
geometric transformations, among others. These studies, together with the
theoretical contributions related to teacher training in scenarios with the presence
of digital technologies, gave rise to a series of activities, based on the central
objective of the proposal, which is to reflect on what contributions to the
resignification of knowledge about the similarity of flat figures (and triangles in
particular) can come from the construction of didactic strategies with the use of
digital technologies in a proposal linked to the formation of teachers and their
practice. The methodological approach brings elements of Didactic Engineering and
the activities are analyzed taking into account the levels of figural apprehension that
may arise from the conjectures eventually made by the apprentices, the questions
related to mathematical knowledge and its intrinsic connection, in this case, to
fluency and perception about the interactive potential of the technological interface
involved. As a result, from the context of the activities we bring a discussion of
didactic questions related to the exploration of suggested constructions, carried out
through the GeoGebra software.

Keyword: Similarity of triangles. Fluency in technologies. Teacher training.
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1 INTRODUCAO

Esta pesquisa tem como objeto de estudo a semelhanca de triangulos no
ensino da geometria. Foi realizada como parte dos estudos previstos no ambito do
grupo PEA-MAT (Processo de Ensino e Aprendizagem em Matematica) do
Programa de Estudos Pds-Graduados em Educacédo Matematica da PUC-SP, mais
especificamente como parte do projeto “Tecnologias e educacdo matemética:
investigagbes sobre a fluéncia em dispositivos, ferramentas, artefatos e
interfaces™. Em termos pessoais, a aproximacdo do tema ocorreu em 2008,
guando realizei uma especializacdo na Universidade Federal Fluminense. Por
ocasido da especializacéo, tive contato com diversos assuntos, entre eles, temas
ligados ao ensino da geometria. O interesse foi desenvolvendo na medida em que
obtinha leituras relacionadas ao objeto de estudo e se concretizou ao ingressar no

mestrado.

A selecéo dos fundamentos motivadores para a realizagdo desta pesquisa
esta ligada a uma proposta de rever a maneira como se ensinam conceitos ligados
a geometria, e, em particular, o estudo de semelhanca de figuras. Enquanto
docente, acredito que a maneira de ensinar nem sempre favorece a compreensao
do aluno, tornando-a dificil ou sem significado, o que contribui para o seu

desinteresse.

Em meu periodo de graduacéo, vivenciei algumas apreensfées em torno do
ensino e da aprendizagem, bem como acerca da utilizacdo de recursos
tecnolégicos para subsidiar o processo de demonstracdo em relacdo as

caracteristicas e/ou as propriedades das figuras planas.

Tendo em vista que a geometria € um ramo essencial da Matematica,
Almouloud et al. (2004) destacam que professores das séries finais do ensino
fundamental revelam incobmodos relacionados tanto ao seu ensino, quanto a sua

aprendizagem. Isto pressupbe uma necessidade de maiores investimentos em

1 Projeto apoiado pelo CNPq (Processo no. 477783/2013-9)
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pesquisas, cursos de formacéo, cursos de extensdo, e de outras iniciativas que

priorizem reflexdes mais apropriadas a formacao de professores.

A Secretaria de Ensino Fundamental do Ministério da Educagao (MEC), por meio
dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (Brasil, Ministério da Educacédo, 1998),
aponta a necessidade de revisdo dos modelos de formacdo de professores para a efetiva
implantacdo de novas alternativas que complementam tais diagnésticos e provocam
discussbes a respeito do que, como e quando ensinar determinado conteudo.
(ALMOULOUD, MANRIQUE, et al., 2004, p. 94).

Uma das recomendacdes dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN)
relacionada aos ensinos Fundamental e Médio é para que se desenvolva um ensino
contextualizado e interdisciplinar que favoreca a nocédo e uso de situacfes que
concorram para relacionar a pratica com a teoria, assim como fomentem a

compreensao e uso critico das tecnologias. Neste sentido,

E consensual a ideia de que n&o existe um caminho que possa ser
identificado como Unico e melhor para o ensino de qualquer
disciplina, em particular, da Matematica. No entanto, conhecer
diversas possibilidades de trabalho em sala de aula é fundamental
para que o professor construa sua prética. Dentre elas, destacam-
se a Histéria da Matematica, as tecnologias da comunicagéo e os
jogos como recursos que podem fornecer os contextos dos
problemas, como também o0s instrumentos para a construgdo das
estratégias de resolucdo. (BRASIL, 1998, p. 42).

No ambito da geometria plana, entdo, interesse inicial da investigacédo aqui
relatada, cumpria eleger um tema e delimitar um problema de pesquisa, que, por
suavez, permitisse construir uma descrigdo densa do contexto (a problematizacao),
delimitar objetivos e questdes (OLIVEIRA, 2019). Dentre os temas desta ordem,
elegeu-se “semelhanca de triangulos” como aquele que permitiria um recorte
adequado aos interesses ligados a pratica profissional da pesquisadora, que
percebeu este como um topico de relevancia entre aqueles que transitam na escola,
por meio das intervencgdes ligadas ao curriculo. De forma mais especifica, pode-se

indicar que o discurso aqui se relaciona a proporcéo e aos casos de semelhanca.

As leituras sobre o tema e o contato com a base de pesquisas ja existentes
indicam que a abordagem sobre o conceito de semelhanca € frequentemente
apresentada aos alunos de maneira fragmentada, distante de sua vida cotidiana.
Para Maciel (2004), existe uma auséncia nas conexodes entre os diversos temas da
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prépria Matematica com outros saberes que possibilitem estabelecer relacdes entre
eles por meio da construcdo e validacdo dos conceitos envolvidos. Ainda, Leite
(2017, p.16) entende que, por causa desta fragmentagdo, interrompe-se “o
desenvolvimento da capacidade de abstrair, generalizar, projetar e transcender

situagdes relevantes” presentes no mundo dos aprendizes.

Nesse sentido, um dos enfoques desta pesquisa se situa no uso de recursos
tecnologicos que potencializem o ensino e aprendizagem de tépicos abordados no
ensino de geometria, e estende-se para 0s conhecimentos necessarios que o

professor deve ter para aplica-los em seu ambiente profissional.

A partir do momento em que se resolve empregar determinadas tecnologias

em sala de aula:

torna-se essencial refletir a respeito das formas como isto se dara,
bem como analisar a perspectiva tanto do professor, quanto dos
alunos. Isto significa refletir como serdo planejadas as atividades
neste novo cendrio, que mudancas serdo efetivadas a partir da
definicdo de uma estratégia que considere a presenca destes
artefatos, quais papéis serao efetivamente desempenhados pelas
pessoas com estes dispositivos, entre outros dilemas (OLIVEIRA,
GONCALVES e MARQUETTI, 2015, p. 475).

Nesse sentido, Oliveira (2018) alude ao estudo de Tikhomirov (1981) que
parte do principio de que o uso de tecnologias viabiliza a reorganizacdo do
pensamento das pessoas em torno de novas possibilidades que vao além da mera

substituicdo ou suplementacédo de seus recursos originais.

Neste mesmo sentido, Borba e Penteado (2016, p.34) asseveram que a
“forma de tratar a tecnologia esta relacionada com o nosso posicionamento sobre
o papel das midias no processo de constru¢gdo do conhecimento”. Entende-se que
empregar tecnologias digitais pode representar um avango nos processos de
ensino, a medida que esta escolha amplie possibilidades pelas quais seja possivel

estruturar sequéncias que favorecam relagdes entre diferentes conhecimentos.

De um ponto de vista relacionado, ha o conhecimento do professor que
ensina matematica. Segundo Shulman (1987), para ensinar, é preciso, primeiro,
entender sobre os temas tratados. Assim, o autor defende que o professor
compreenda criticamente a totalidade dos conteudos a serem ensinados, e, quando

possivel, de multiplas maneiras, confrontando uma ideia dada com outras dentro
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do mesmo assunto, assim como com outras ideias de outros temas de alguma
forma correlatos. Para estender o alcance dos saberes docentes, Shulman (1986)
indica que a construcdo de saberes pedagodgicos e acerca do conteudo devem
receber atencdo, em um contexto que inclui, também, conhecimentos referebnte o
curriculo e alunos, por exemplo, e que coloca em evidéncia uma intersecao critica
justamente entre os dois saberes mais explorados: o Pedagogical Content
Knowledge (PCK), ou seja, o conhecimento pedagdgico sobre o conteudo, que
considera as particularidades relativas as formas especificas pelas quais temas de
determinadas areas devem ser explorados. Ou seja, a formacao dos professores
deve considerar suficiente énfase tanto na didatica quanto no conhecimento
especifico, sem esquecer das formas pelas quais estes dois saberes se

complementam e se integram.

Depois, Mirsha e Kohler (2006) sugerem a adicdo de mais um elemento a
estes conjuntos, representado pela tecnologia, ao considerar o papel essencial que
estes meios representam como elementos capazes de oferecer recursos para que
se construam estratégias didaticas diferenciadas para abordagem de temas
especificos. Para o amalgama de saberes assim constituidos, os autores

empregam o acrénimo TPACK — Technological Pedagogical Content Knowledge.

Assim, a pesquisa aqui descrita tem por objetivo identificar quais
contribuicdes podem ocorrer a partir de estratégias didaticas para o ensino de
temas de geometria plana (semelhanca de triangulos, em particular), considerando
0 uso de tecnologias digitais, por meio de uma proposta dirigida para professores
da Educacéo Bésica. Trata-se de uma reflexdo tedrica, uma vez que as atividades
nao serdo aplicadas no ambito desta investigacdo. A ideia central desta
investigacdo é a de que os docentes que venham a empregar as atividades em
suas praticas profissionais ou processos formativos continuados possam aplicar o
conhecimento acerca do tema em tela e que tenham, eventualmente, a
possibilidade de elaborar propostas de ensino coerentes dos pontos de vista
didatico. As atividades, elaboradas a partir da compreensdo dos pressupostos
tedricos anunciados poderiam, desta forma, concorrer para a superacdo do cenario
descrito por autores como Almouloud et al., (2004) e Maciel (2004), que ressaltam

que o0 ensino de geometria, tanto no ambito escolar quanto na formacdo de
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professores, € marcado por uma abordagem fragmentada pela qual o mesmo é

levado a efeito.

A guestdo que norteia esta trajetéria, pode ser caracterizada da seguinte
forma: quais contribuicbes para a ressignificagdo dos conhecimentos acerca de
semelhanca de triangulos podem advir a partir da construcdo de estratégias
didaticas com o uso de tecnologias digitais em uma proposta tedrica ligada a

formacao de professores e a sua prética?

As atividades aqui pretendem, entéo, contribuir para que a ressignificacéo
de conhecimentos emerja ho ambito da nocdo de semelhanca de triangulos. Deste
modo, aqui, tem-se um trabalho que visa discutir uma proposta didatica que poderia
ser trabalhada pelos professores com seus alunos, e, ainda, levar os docentes a
reflexdo sobre a possibilidade de construgcdo de saberes relativos ao tema
matematico em tela a partir do emprego de tecnologias, como indicado por Oliveira
(2018).

Aqui, apresentamos elementos que norteiam e justificam a realizacdo de
nossa pesquisa, apresenta-se, no capitulo dois, estudos preliminares com o
propésito de criar aproximacdes em relacao a tematica do estudo, semelhanca de
triangulos; no capitulo trés, tecemos uma discussédo em relagdo aos nossos aportes
tedricos, as formas de apreensdo em relacdo ao ensino da geometria (DUVAL,
2012), relacionados a formacédo de professores (SHULMAN, 1986) e (SHULMAN,
1987), quanto a formacgéao de professores e tecnologia (MISHRA; KOHLER, 2006),
além das contribuicdes de Oliveira (2018). Em relacéo a construcao das atividades,
esta pesquisa se apoia em pressupostos da Teoria das Situa¢fes Didaticas (TSD),

em especial, nas contribuicées de Brousseau (2012).

No capitulo quatro, apresentamos nossa metodologia, embasados por
pressupostos da Engenharia Didéatica (ARTIGUE, 1995), a partir da qual
apresentamos a proposta de atividades com as devidas analises; e, por ultimo, no
capitulo cinco, nas nossas consideracdes finais discutimos as possibilidades de

estudar a nocdo de semelhanca de triangulos a partir do estudo realizado.
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2 ESTUDOS PRELIMINARES

Nesses estudos preliminares, apresentamos consideracdes sob uma
perspectiva histérica que nos permite uma aproximacdo histérica do objeto
semelhanca. Acerca da noc¢éao de semelhanca tecemos uma discussao a partir da
nocéao de triangulo, a nocao de congruéncia de triangulo, a nocdo de paralelismo e
por ultimo a nocdo de semelhanca entre triangulos. Algumas consideracfes a
respeito da nocdo de semelhanca também sdo apresentadas com base nos
curriculos e ainda, organizamos uma revisdo da literatura referente a nossa

tematica.

2.1 Uma perspectiva historica

Uma primeira discussdo que trazemos aqui refere-se a uma discussao
histérica do objeto. Segundo Roque (2012), sabe-se muito pouco sobre a vida de
Euclides — inclusive, ndo € sequer possivel constatar que tenha nascido em
Alexandria, o que contradiz o discurso positivista empregado por outros autores.
Para a autora, ndo existe registro original da obra, apenas versdes e traducoes

tardias.

De todo modo, a popularidade de Euclides procede, em especial, de sua
obra “Os Elementos”, publicada por volta do ano 300 a.C., e continuada desde seus

sucessores até os dias atuais. Acerca deste compéndio, menciona a autora:

[...] Um dos fragmentos mais antigos de uma dessas versoes,
encontrado entre diversos papiros gregos em Oxy rhy nque, cidade
as margens do Nilo, data, provavelmente, dos anos 100 da Era
Comum. Nos Elementos séo expostos resultados de tipos diversos,
organizados de modo particular. [...] nas Ultimas décadas, diversos
historiadores tém analisado as origens das crencas sobre as
motivacdes de Euclides (ROQUE, 2012, p. 120).

Roque (2012) baseia suas contestacdes no fato de todas as constru¢oes
geométricas da obra “Os Elementos” terem sido realizadas apenas com régua e
compasso. A autora enfatiza que outros matematicos gregos, entre eles

Arquimedes, néo realizaram métodos de construcdo euclidianos, tendo por
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justificativa de que apenas régua e compasso nao seriam suficientes para resolver

dilemas matematicos antes e depois de Euclides.

Além disso, Roque (2012) salienta que as narrativas no periodo euclidiano
sobre a matematica grega sdo bem limitadas: “as mais antigas datam de uma época
bem distante de Euclides, caso das obras de Proclus e Pappus” (p. 121). Segundo
a autora, Proclus afirma, por exemplo, a superioridade dos teoremas em relacao

aos problemas:

[...] os teoremas enunciam a parte ideal desses seres que pertence
ao mundo das ideias, e os problemas constituem apenas um modo
pedagdgico de se chegar aos teoremas. Se dissermos que 0s
angulos internos de um triangulo séo iguais a dois angulos retos,
teremos um teorema, pois essa propriedade vale para todo
triangulo (no universo da geometria euclidiana). Todo enunciado
universal sobre um objeto geométrico é um teorema geométrico. Os
problemas sdo um primeiro passo para passarmos do mundo
pratico a geometria. Para Proclus, seguidor de Platdo, quando a
geometria toca 0 mundo pratico opera por problemas e s ascende
ao saber superior por meio dos teoremas. Grande parte da crenga
gue temos na motivacao platénica de Euclides decorre da utilizacédo
dos Comentarios de Proclus (ROQUE, 2012, p. 121).

Como podemos notar, Roque (2012) salienta, a partir dos comentéarios de
Proclus, a crenca do modelo platénico seguido por Euclides em que os teoremas,
como parte ideal do objeto matematico, emergem pedagogicamente da constituicdo
de problemas: “a resolucdo de problemas geométricos envolve sempre uma
construcdo, e o critério usado nessa classificacao baseia-se nos tipos de linhas
necessarias para efetua-la” (ROQUE, 2012, p. 121).

A partir dessa perspectiva € que compreendemos a constituicdo de “Os
Elementos” de Euclides, obra composta por nove no¢des comuns (primitivas) e de

cinco postulados. Assim, “Os Elementos” estdo organizados em treze volumes:

Livro |: primeiros principios e geometria plana de figuras retilineas:
construcao e propriedades de tridngulos, paralelismo, equivaléncia
de areas e o teorema “de Pitagoras”; Livro Il: contém a chamada
“algebra geométrica”, trata de igualdades de areas de retangulos e
guadrados. Livros Ill e IV: propriedades de circulos e adicdo de
figuras, como inscrever e circunscrever poligonos em circulos; Livro
V: teoria das proporcdes de Eudoxo, razdes entre grandezas de
mesma natureza; Livro VI: aplicacbes do livro V a geometria,
semelhanca de figuras planas, aplicacdo de areas; Livros VIl a IX:
estudo dos nuameros inteiros — propor¢gdes numéricas, numeros
primos, maior divisor comum e progressées geométricas; Livro X:
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propriedades e classificacdo das linhas incomensuraveis; Livros XI
a Xlll: geometria sélida em trés dimensdes, célculo de volumes e
apresentacdo dos cinco poliedros regulares (ROQUE, 2012, p.
129,130).

De acordo com Roque (2012), é dificil comprovar teoremas dos Elementos
que tenham sido descobertos pelo proprio Euclides; além disso, a maneira
escolhida para organizacao dos livros também é objeto de extensas pesquisas, pois
0s resultados dos primeiros livros ndo sédo necessariamente 0os mais antigos, isto
€, a obra ndo é compilada em ordem cronolégica. Menciona-se que 0s livros
aritméticos dos Elementos — VIl a IX — atribuidos aos pitagoricos, sejam 0s mais
antigos. Os livros Il, 11l e IV ndo apresentam uma ordem sequencial tdo nitida quanto

a dos livros I, V e VI, o que pode indicar que agueles sejam anteriores a esses.

Da compilagdo dos Elementos, recorremos ao livro VI, que explora as
aplicacdes do livro V, isto é, os teoremas relativos a razdes e proporcdes que
aparecem em figuras planas, onde encontramos referéncias sobre os teoremas

fundamentais da semelhanca de triangulos a partir de suas proposigoes.

Assim, o sexto livro inicia com a seguinte definicdo: “figuras retilineas
semelhantes sdo quantas tém tanto os angulos iguais, um a um, quanto os lados
ao redor dos angulos iguais em propor¢ao” (EUCLIDES, 2009, p. 231). Dessa

definicdo, partimos para as proposicoes que tratam do nosso objeto de estudo.

Na proposigéo Il do livro VI, Euclides expde um teorema que menciona retas

paralelas cortadas por uma transversal.

Caso alguma reta seja tracada paralela a um dos lados de um
triangulo, corta os lados do triangulo em proporgéo; e, caso os lados
do triangulo sejam cortados em proporcao, a reta, sendo ligada dos
pontos de secc¢do, serd paralela ao lado restante (EUCLIDES,
2009, p. 233).
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Figura 1: Sobre a proposicéo Il, livro VI

[wn]

Fonte: elaborada pela autora

A preposicao Il de Euclides pode ser demonstrada da seguinte forma (figura

Fique, pois, tracada a DE paralela a um dos lados, o BC, do
triangulo ABC; digo que, como a BD esta para DA, assim a CE para
EA. Fiquem, pois, ligadas a EB, CE. Portanto o triangulo BDE é
igual ao triangulo CDE; pois estédo sobre a mesma base DE e nas
mesmas paralelas DE, BC; mas o triangulo ADE é algum outro. E
as iguais tém para a mesma a mesma razao; portanto, como o
triangulo BDE esta para o [triangulo] ADE, assim o triangulo CDE
para o triangulo ADE. Mas, por um lado, como o tridngulo BDE para
0 ADE, assim BD para DA, pois, estando sob a mesma altura, a
perpendicular tracada do E até o AB, estéo entre si como as bases.
Pelas mesmas coisas, entdo, como o triangulo CDE para o ADE,
assim a CE para EA; portanto, também como BD para DA, assim
CE para EA. Mas, entéo, fiquem cortados os dois lados AB, AC do
triangulo ABC, em proporcdo, como BD para DA, assim CE para
EA, e fique ligada a DE, digo que DE é paralela a BC. Tendo, pois,
sido construidas as mesmas coisas, como BD esta para a DA,
assim CE para EA, mas por um lado, como BD para DA, assim o
triangulo CDE para o triangulo ADE, portanto, também como o
triangulo BDE para o triangulo ADE, assim o tridngulo CDE para o
tridangulo ADE. Portanto, o triangulo BDE é igual ao triangulo CDE;
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e estdo sobre a mesma base DE. Mas os triangulos iguais e que
estdo sobre a mesma base, também estdo nas mesmas paralelas.
Portanto, a DE é paralela a BC. Portanto, caso alguma reta seja
tracada paralela a um dos lados de um tridngulo, corta os lados do
triangulo em proporcédo; e, caso os lados do triangulo sejam
cortados em proporgéao, a reta, sendo ligada dos pontos de seccéao,
sera paralela ao lado restante do triangulo; o que era preciso provar
(EUCLIDES, 2009, p. 234).

A proposicao IV traz o seguinte enunciado: “os lados a volta de angulos
iguais dos triangulos equiangulos estdo em proporcao, e 0os que se estendem sob

os angulos iguais sdo homoélogos” (EUCLIDES, 2009, p. 235).

Figura 2: Sobre a proposicéo IV, livro VI

Fonte: elaborada pela autora

Segue a demonstracgao, cuja ilustracéo se encontra na figura 2:

Sejam os triangulos ABC, DCE, tendo, por um lado, o dngulo sob
ABC igual ao sob DCE, e, por outro lado, o sob BAC, ao sob CDE
e ainda sob ACB, ao sob CED; digo que os lados a volta dos
angulos iguais dos triangulos ABC, DCE estdo em proporcéo e os
que se estendem sob os angulos iguais sdo homélogos. Fique, pois
a posta a BC sobre uma reta com CE. E, como os angulos sob ABC,
ACB sédo menores do que dois retos e os sob ACB ¢ igual ao sob
DEC, portanto, os sob ABC, DEC s&o menores do que dois retos;
portanto, as BA, ED, sendo prolongadas, encontrar-se-80. Fiqguem
prolongadas e encontram-se no F. E, como o angulo sob DCE é
igual ao sob ABC, a BF é paralela & CD. De novo, como o sob ACB
€ igual ao sob DEC, a AC é paralela a FE. Portanto, o FACD é um
paralelogramo; portanto, a FA é igual a DC, enquanto a AC, a FD.
E, como a AC foi tracada paralela a um, o FE, do triangulo FBE,
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portanto, como a BA esta para a AF, assim BC para CE. Mas a AF
€ igual a CD; portanto, como a BA para CD, assim a BC para CE,
e, alternadamente, como AB para BC, assim a DC para CE. De
novo, como a CD é paralela a BF, portanto, como a BC para CE,
assim a FD para DE, e alternadamente, como BC para CE, assim
a AC para a DE, e alternadamente, como BC para a CA, assim CE
para a ED, portanto, por igual posto, como BA para AC, assim a CD
para DE. Portanto, os lados a volta dos angulos iguais dos
triangulos equiangulos estdo em proporcao e os que se estendem
sob 0s angulos iguais sdo homélogos; o0 que era preciso provar
(EUCLIDES, 2009, p. 235/236).

Por sua vez, a Proposi¢cao V, ilustrada na figura 3, aponta: “caso dois
triangulos tenham os lados em proporcgéao, os triangulos estdo equiangulos, e terdo
iguais os angulos sob os quais se estendem os lados homélogos (EUCLIDES,
2009, p. 236).

Figura 3: Sobre a preposicao V, livro VI

A

Fonte: elaborada pela autora

A seguir, uma demonstragao para a Proposicéo V:

Sejam os dois triangulos ABC, DEF, tendo os lados em proporc¢éo,
por um lado, como o AB para o BC, assim o DE para EF, e, por
outro lado, como o BC para o CA, assim o EF, para o FD, e ainda
como BA para o AC, assim o ED para o DF; digo que o triangulo
ABC é equiangulo com o triangulo DEF e terdo os angulos iguais,
aqueles sob os quais se estendem os lados homélogos, por um
lado, o sob ABC, ao sob DEF e, por outro lado, o sob BCA ao sob
EFD, e ainda o sob BAC, ao sob EDF. Fiquem, pois, construidos,
sobre a reta EF e nos pontos E, F sobre ela, por um lado, o sob
FEG igual ao angulo sob ABC e, por outro lado, o sob EFG igual ao
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sob ACB; portanto, o junto ao A restante € igual ao junto ao G
restante. Portanto, o tridngulo ABC é equiangulo com o [triangulo]
EGF. Portanto, os lados a volta dos angulos iguais dos triangulos
ABC, EGF estdo em proporcdo e os que se estendem sob os
angulos iguais sdo homologos; portanto, como o AB para o BC,
[assim] o GE para o EF. Mas, como o AB para o BC, assim, foi
suposto, o DE para o EF; portanto, com o DE para o EF, assim o
GE para o EF. Portanto, cada um dos DE, GE tem para o EF a
mesma razao; portanto, o DE € igual ao GE. Pelas mesmas coisas,
entdo, também o DF é igual ao GF. Como, de fato, o DE é igual ao
EG, e 0 EF é comum, os dois DE, EF, entdo, sdo iguais aos dois
GE, EF; e a base DF [€] igual & base FG; portanto, o angulo sob
DEF é igual ao angulo sob GEF, e o triangulo DEF é igual ao
triangulo GEF, e os angulos restantes sdo iguais aos angulos
restantes, aqueles sob os quais se estendem os lados iguais.
Portanto, por um lado, o angulo sob DEF ¢é igual ao sob GFE, e, por
outro lado, o sob EDF, ao sob EGF. E, como o sob FED é igual ao
sob GEF, mas, sob GEF, ao sob ABC, portanto, também o angulo
sob ABC é igual ao sob DEF. Pelas mesmas coisas, entdo, também
ACB é igual ao sob DFE e, ainda, o junto ao A, ao junto ao D;
portanto, o triangulo ABC é equiangulo com o triangulo DEF.
Portanto, caso dois triangulos tenham os lados em propor¢éo, os
triangulos serdo equiangulos e terdo iguais os angulos sob os quais
se estendem os lados homdlogos; o que era preciso provar
(EUCLIDES, 23009, p. 236-237).

O enunciado da Proposicdo VI é assim constituido: “caso dois triangulos

tenham um angulo igual ao um angulo, e os lados, a volta dos angulos iguais, em

proporc¢ao, os triangulos serédo equiangulos e terdo iguais angulos sob os quais se
estendem os lados homoélogos” (EUCLIDES, 2009, p.237). A figura 4 tem

representagdes que permitem compreender melhor o enunciado.

Figura 4: Sobre a preposic¢éo VI, livro VI

A
D
G
E
AN
B
C
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Fonte: elaborada pela autora

Na sequéncia, a demonstracéo da Proposicédo VI:

Sejam os dois triangulos ABC, DEF, tendo um angulo, o sob BAC,
igual a um angulo sob EDF, e os lados, a volta dos angulos iguais,
em proporcdo, como o BA para o AC, assim o ED para o DF; digo
o triangulo ABC € equiangulo com o tridngulo DEF, e terdo o angulo
sob ABC igual ao sob DEF, e sob 0 ACB, ao sob DFE. Figuem, paois,
construidos, sobre a reta DF e nos pontos D, F sobre ela, por um
lado, o sob FDG igual a qualquer um dos sob BAC, EDF, e, por
outro lado, o sob DFG igual ao sob ACB; portanto, o angulo junto
ao B restante é igual ao junto ao G restante. Portanto, o triangulo
ABC é equiangulo com o triangulo DGF. Portanto,
proporcionalmente, como o BA estd para o AC, assim o GD para o
DF. Mas foi suposto também como o BA par o AC, assim o0 ED para
DF, portanto, também como o ED para o DF, assim o GD para o
DF. Portanto, o ED é igual ao DG; e o DF é comum; entdo, os dois
ED, DF sédo iguais aos dois GD, DF; e o angulo sob EDF [é] igual
ao angulo sob GDF; portanto, a base EF é igual & base GF, e o
triangulo DEF € igual ao triangulo GDF, e os angulos restantes
serdo iguais aos angulos restantes, sob os quais se estendem os
lados iguais. Portanto, por um lado, o sob DFG é igual ao sob ACB;
portanto, também o sob ACB ¢é igual ao sob DFE. Mas, foi também
suposto o sob BAC igual ao sob EDF; portanto, também o junto ao
B restante é igual ao junto ao E restante; portanto, o triangulo ABC
€ equiangulo com o triangulo DEF. Portanto, caso dois triangulos
tenham um angulo igual a um angulo e os lados a volta dos angulos
iguais em proporcao, os triangulos serdo equiangulos e terdo iguais
0s angulos sob os quais se estendem os lados homélogos; o que
era preciso provar (EUCLIDES, 2009, p. 237-238).

A Proposicao VIl (figura 5) é apresentada como um “caso em um triangulo
retangulo seja tracada uma perpendicular do angulo reto até a base, os triangulos junto a

perpendicular sdo semelhantes tanto ao todo quanto entre si (EUCLIDES, 2009, p. 240).

Figura 5: Sobre a preposicéo VI, livro VI
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Fonte: elaborada pela autora

Segue a demonstracao da Proposic¢éo VIII:

Seja o tridngulo retdngulo ABC, tendo reto o angulo sob BAC e fique
tracada do A até o BC a perpendicular AD; digo que cada um dos
triangulos ABD, ADC é semelhante ao ABC todo e, ainda, entre si.
Pois, como o sob BAC é igual ao sob ADB; pois, cada um é reto; e
0 junto ao B é comum dos dois tridangulos, tanto do ABC quanto do
ABD, portanto, o sob ACB restante é igual ao sob BAD restante;
portanto o triangulo ABC é equiangulo com o tridngulo ABD.
Portanto, como BC, que subtende o reto do triangulo ABC, esta
para o BA, mesma coisa que subtende o reto do triangulo ABD,
assim, o mesmo AB, que subtende o &ngulo junto ao C do tridngulo
ABC, para o BD, que subtende o sob BAD, igual, do triangulo ABD,
e, ainda, o AC para o AD, subtendendo o angulo junto ao B, comum
dos dois tridangulos. Portanto, o triangulo ABC tanto é equiangulo
com o triangulo ABD gquanto tém os lados, a volta dos angulos
iguais, em propor¢do. Portanto, o triangulo ABC [€] semelhante ao
triangulo ABD. Do mesmo modo, entéo, provaremos que também o
triangulo ABC é semelhante ao triangulo ADC; portanto cada um
dos [triangulos] ABD, ADC é semelhante ao ABC todo. Digo, entao,
gue também os triangulos ABD, ADC sdo semelhantes entre si.
Pois, como sob BDA é reto, é igual ao sob ADC, reto, mas,
certamente, também o sob BAD foi provado igual ao junto ao C,
portanto, também o junto B restante € igual ao sob DAC restante;
portanto, o triangulo ABD é equiangulo com o triangulo ADC.
Portanto, como BD, subtendendo o sob BAD do triangulo ABD, esta
para o DA, subtendendo o junto ao C do triangulo ADC igual ao sob
BAD, assim, o mesmo AD, subtendendo o angulo junto ao B do
triangulo ABD, para o DC que subtende o sob DAC do triangulo
ADC, igual ao junto B, e, ainda, o BA para o AC, subtendendo os
retos; portanto, o triangulo ABD é semelhante ao triangulo ADC.
Portanto, caso em um triangulo retangulo seja tracada uma
perpendicular do angulo reto até a base, os triangulos junto a
perpendicular sdo semelhantes tanto ao todo quanto entre si [0 que
era preciso provar] (EUCLIDES, 2009, p. 240-241).
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A proposicao IX do livro VI, exemplificada na figura 6, trata sobre “separar

de uma reta dada a parte que foi prescrita” (p. 241).

Figura 6: Sobre a preposicao IX, livro VI

A F

[ws)

Fonte: elaborada pela autora

A demonstragdo é dada a seguir:

Seja a reta dada AB; € preciso entdo, da AB separar a parte que foi
prescrita. Fique, entdo, prescrita a terca. [E] fique tracada através,
a partir do A, alguma reta, a AC, contendo um angulo que foi
encontrado ao acaso, com a AB; e fique tomado, ao acaso, o ponto
D sobre a AC e fiqguem postas as DE, EC iguais a AD. E fique ligada
a BC, pelo D fique tracada a DF paralela a ela. Como, de fato, a FD
foi tracada paralela a um dos lados, o BC, do triangulo ABC,
portanto, em proporcdo, como a CD esta para a DA, assim a BF
para a FA. Mas a CD é o dobro da DA, portanto, também a BF é o
dobro da FA; portanto a BA é o triplo da AF. Portanto, da reta dada
AB foi separada a terca a parte prescrita AF; o que era preciso fazer
(EUCLIDES, 2009, p. 241-242).

A proposicao XVI do livro VI, ilustrada na figura 7, afirma, explicitamente, que
“caso quatro retas estejam em proporc¢do, o retangulo contido pelos extremos é
igual ao retangulo contido pelos meios, e caso o retangulo contido pelos extremos
seja igual ao retangulo contido pelos meios, as quatros retas estarao em proporgao”
(EUCLIDES, 2009, p. 246).

Figura 7: Sobre a preposi¢éo XVI, livro VI
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Fonte: elaborada pela autora

Segue a demonstracao:

Estejam as quatro retas AB, CD, E, F em proporgédo, como a AB
para a CD, assim, a E para a F; digo que o retangulo contido pelas
AB, F é igual ao retangulo contido pelas CD, E. Fiquem, [pois],
tragadas a partir dos pontos A, C as AG, CH em retos com as retas
AB, CD, e figuem postas, por um lado, a AG igual, a F, e, por outro
lado, a CH igual a E. E, figuem completados os paralelogramos BG,
DH. E, como AB esta para a CD, assim a E para a F, mas, por um
lado, a E é igual & CH, e, por outro lado, a F, a AG, portanto, como
AB para a CD, assim a CH para a AG. Portanto, dos paralelogramos
BG, DH os lados a volta dos angulos iguais sdo inversamente
proporcionais. Mas séo iguais aqueles paralelogramos, dos quais
os lados a volta dos angulos iguais sao inversamente proporcionais;
portanto, o paralelogramo BG é igual ao paralelogramo DH. E, por
um lado, o BG é o pelas AB, F; pois, a AG ¢ igual a F; e, por outro
lado, o DH é o pelas CD, E; pois a E ¢é igual a CH; portanto, o
retangulo contido pelas AB, F é igual ao retangulo contido pelas
CD, E. Mas, entdo, seja o retangulo contido pelas AB, F igual ao
retangulo contido pelas CD, E; digo que as quatro retas estardo em
propor¢éo, como a AB para a CD, assim a E para a F. Tendo, pois,
sido construidas as mesmas coisas, como o pelas AB, F é igual ao
pelas CD, E, e, por um lado, o pelas AB, F é o0 BG; pois AG ¢ igual
a F; e, por outro lado, o pelas CD, E é o DH; pois, a CH € igual a E;
portanto o BG € igual ao DH. E sdo equiangulos. Mas, dos
paralelogramos iguais e equiangulos os lados a volta dos angulos
iguais sdo inversamente proporcionais. Portanto, como AB esta
para a CD, assim a CH para a AG. Mas, por um lado, a CH é igual
a E, e, por outro lado, a AG, a F; portanto, como a AB esta para a
CD, assim a E para a F. Portanto, caso quatro retas estejam em
propor¢ao, o retangulo contido pelos extremos € igual ao contido
pelos meios; e, caso o retdngulo contido pelos extremos seja igual
ao retangulo contido pelos meios, as quatros retas estardo em
proporgéo; o que era preciso provar (EUCLIDES, 2009, p. 246,
247).

Diante das proposicdes supracitadas, conjecturamos ser possivel evidenciar

elementos acerca da nogdo de semelhanga. Assim, tomamo De acordo com esses
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autores, a definicdo s como referéncia a comparacédo apresentada no Quadro 1,
que trazemos mais adiante, no qual identificamos como habilidades a serem
adquiridas pelos alunos e que nos direcionam para as proposic¢oes de Il, IV, V, VI,
VIII, IX e XVI de Euclides, que apresentamos nesse topico.

A seguir, entdo, faremos um estudo dessas proposi¢coes em relacdo as
habilidades de ensino consideradas, mais diretamente envolvidas com nosso
objeto de estudo, isto €, a semelhanca de triangulos, trazidas no livro VI de “Os

Elementos”.

2.2 Uma nocéo de semelhanca

Nesse tépico, com o intuito de discutir a nocdo de semelhanca de triangulos,
buscamos, inicialmente, por meio das noc¢bes de triangulo, de congruéncia de
triangulos, de paralelismo e de semelhanca de tridngulos, tecer consideracdes

nessa direcao.
2.2.1 A nocéo de triangulo

A respeito das nocgbOes de triangulo, essas ndo sao primitivas; assim,
necessitam ser definidas (PAPA NETO, 2017). Conforme Machado (2012),
“Triangulos sdo um caso particular do conjunto das figuras planas conhecidas como
poligonos” (p. 43). Antes de continuarmos a nossa discusséo acerca da nocdo de
triangulo, cabe situar o que compreendemos por poligonos. Definidos por Proenca
e Pirola (2009) com referéncia aos estudos de Klausmeile e Goodwin (1977)
poligonos sdo segmentos de reta, figura simples, figura fechada e figura plana) e
os atributos irrelevantes (néao interferem na formacgao do conceito, por exemplo, cor,

hachuras, bordas, tamanho, etc.

De acordo com esses autores, a definicdo elementar de um tridngulo pode
ser dada como uma figura formada pela unido de trés segmentos AB, AC e BC onde

A, B e C séo pontos nao colineares (figura 8).
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Figura 8: O triangulo ABC e seus elementos

B

Fonte: MACHADO (2012, p.43)

O triangulo determinado pelos pontos A, B e C sera denotado por AABC, ou
seja, AABC = AB U AC U BC. Outra maneira pela qual se pode definir um triangulo

seria:

[...] dados trés pontos nédo colineares A, B e C, o triangulo ABC é a
regido do plano delimitada pelos segmentos de reta AB, AC e BC.
Os pontos A, B e C sdo chamados vértices do triangulo, e os
segmentos AB, AC e BC sdo chamados lados do tridangulo” (PAPA
NETO, 2017, p. 48).

Outra definicdo desse objeto matematico pode ser vista em Machado (2012):

Um triangulo é a figura formada pela unido de trés segmentos
AB,AC e BC onde A, B e C s&o pontos néo colineares. O triangulo
determinado pelos pontos A, B e C sera denotado por AABC = AB U
AC U BC. Os pontos A, B e C sdo vértices de AABC, e os segmentos
AB,AC e BC s&o seus lados ou suas arestas. Os angulos
correspondentes aos veértices de um tridngulo serdo designados
pelas letras correspondentes, ou seja:44 = 4BAC, 4B = 4ABC e
4C = 4ACB (p. 43).

Ainda segundo Papa Neto (2017), acerca da notacdo do AABC, os angulos

£ABC,2BCA e £CAB sao chamados de angulos internos do triangulo ABC.
2.2.2 A nocéo de congruéncia de triangulos

Segundo Machado (2012), dois triangulos ABC e DEF séo congruentes:
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Se for possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre
seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes sejam
congruentes. Se a correspondéncia biunivoca que caracteriza a
relacdo de congruéncia for tal que %A= 4D,4B =4E,4C =
4F e AB = DE,AC = DF,BC = EF, entdo denotamos esta
congruéncia por AABC = ADEF, onde a ordem em que as letras
aparece indica a sequéncia de elementos congruentes (p. 49).

De acordo com Candido e Galvao (2004), a congruéncia em geometria esta
associada a igualdade de medidas. A definicdo de congruéncia de triangulos nessa
mesma perspectiva, trazida por Machado (2012), pode ser observada em Papa
Neto (2017), que a introduz a partir da seguinte afirmacdo: “a relacdo de
congruéncia de triangulos é uma relagao de equivaléncia” (p. 49). Apresentamos,

a seguir, sua demonstracao:

[...] dado um triangulo ABC,AB = AB,AC = AC e BC = BC, devido a
reflexividade da relacdo de congruéncia entre segmentos de reta.
Também valem 2ABC = £ABC,2BCA = £BCAe £CAB =
2CAB, devido a reflexividade da relacdo de congruéncia entre
angulos. Logo, AABC = AABC.

Agora, dados os triangulos ABC e DEF se AABC = ADEF, entao
AB =DE, AC =DF, BC =EF, 4ABC = 4£DEF, 4BCA = £EFD,
2CAB = £FDE. Como as relacdes de congruéncia de segmentos e
de angulos sdo ambas simétricas, valem as congruéncias: DE =
AB, DF = AC, EF = BC, «£DEF = £ABC, £EFD = £BCA, £FDE =
£CAB. Isso0 significa que ADEF = AABC.

Finalmente, considerando os triangulos ABC, DEF e GHI, se
AABC = ADEF e ADEF = AGHI, entdo AB = DE,AC = DF,BC =

EF,2ABC = «DEF,2BCA = £EFD, 2CAB = «FDE, devido a
congruéncia entre dois primeiros tridngulos, e DE = GH,DF =
GIL,EF = HI,«DEF = £GHI, LEFD = £HIG,£FDE = £IGH, por

conta da congruéncia entre o segundo e o terceiro triangulo. Da
transitividade da congruéncia de segmentos e de angulos, segue
que AB = GH,AC = GI,BC = HI,2ABC = £GHI, 2BCA =
LHIG, £CAB = £IGH. (PAPA NETO, 2017, p. 49-50).

O teorema ora demonstrado decorre diretamente da relacado de congruéncia
entre segmentos e entre angulos. Papa Neto (2017) ressalta que, assim como as
relacbes de congruéncia entre segmentos de reta e angulos, a relacdo de
congruéncia de triangulos também é uma relacdo de equivaléncia. Trazemos, na
figura 9, uma representacdo na qual o autor atende a seguinte notacdo: o0s

triangulos ABC e DEF séao congruentes e escrevemos AABC=ADEF.



45

Figura 9: Triangulos congruentes

C F

A B D E
Fonte: PAPA NETO (2017, p. 49)
Da demonstracdo e representacdo da congruéncia de triangulos,
observamos a possibilidade de estabelecer condicées minimas (casos) para que

dois triangulos possam ser considerados congruentes.

O primeiro caso, lado-angulo-lado (LAL, figura 10), segundo Papa Neto
(2017), é definido da seguinte maneira: se dois triangulos ABC e DEF sao tais que

AB = DE,AC = DF e £CAB = £FDE, entdo os mesmos sao ditos congruentes.

Candido e Galvao (2004) argumentam que “quando forem dados dois lados
e um angulo, conseguimos construir um Unico triangulo a menos de sua posi¢ao
quando os lados ficam contidos nos lados do angulo” (p. 18).

Figura 10: Caso Lado-angulo-lado (LAL) de congruéncia de triangulos

C F

A b D E
Fonte: PAPA NETO (2017, p.50)

Papa Neto (2017) apresenta um outro modo de verificar a congruéncia de

tridngulos, na mesma condigéo, LAL:

[...] se dois lados de um triangulo (AB e AC() sdo congruentes
respectivamente a dois lados de outro triangulo (DE e DF) e o
angulo formado por esses dois lados (£CAB) é congruente ao
angulo formado pelos dois lados do outro triangulo (2FDE), entdo
os dois tridngulos sdo congruentes, ou seja, o terceiro lado de um
tridngulo é congruente ao terceiro lado do outro triangulo ( BC = EF)
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e o0s dois outros angulos de um tridngulo sdo respectivamente
congruentes aos dois angulos restantes do outro triangulo
2ABC = £DEF e £BCA = £EFD) (p. 51).

Para que essa proposicao possa ser considerada, os angulos congruentes

devem ser tomados a partir dos lados dos tridangulos que também s&o congruentes.

O segundo caso de congruéncia de triangulos, o caso angulo — lado — angulo
(ALA), decorre da seguinte proposicao: “quando forem dados dois angulos e um
lado, conseguimos construir um unico triangulo a menos de sua posi¢cao quando o
lado é comum aos dois angulos” (CANDIDO; GALVAO, 204, p. 18).

A definicdo para este caso, segundo Papa Neto (2017), é dada da seguinte
maneira: se dois triangulos ABC e A’BC’ sdo tais que AB = A'B',2CAB =
£C'A'B'e £CBA = £C'B'A’, entdo 0s mesmos sao congruentes. A seguir, na figura

11, uma representacdo do segundo caso.

Figura 11: Caso ALA de congruéncia de triangulos

- c

Fonte: PAPA NETO (2017, p. 56)

Conforme sugere Papa Neto (2017), em relacdo a este caso, apresentamos

a seguinte demonstracéo, trazido por Pinho (2010):

Sejam AABC e ADEF dois triangulos taisque A= D, AB =DE e B =
E. Vamos provar que AC =DF e, entdo pelo 1° caso de
congruéncia, teremos AABC e ADEF. Suponha que AC # DF.
Entdo, ou AC < DF, ou AC > DF.Considere o0 caso AC < DF (o
outro caso € analogo). Seja G um ponto no segmento DF tal que
DG = AC. Entdo DG < DF. Considere agora os triangulos
AABC e ADEG. Temos ai que AC = DG, A = D e AB = DE. Portanto,
AABC = ADEG. Segue-se que DEG = B, mas isto n&o pode ocorrer
pois DEG < DEF(= E), ja que G esta entre D e F, e DEF = B por
hipotese. Logo, AC = DF, e o teorema fica provado (p. 91-92).

A figura 12 representa a demonstragao trazida por Pinho (2010).
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Figura 12: Demonstracao do caso ALA

C
F
G
(>F
A
B D
Fonte: PINHO (2010, p. 92)

No terceiro caso de congruéncia de triangulos, o caso lado-lado-lado (LLL),
a construcdo pode ser definida a partir da nocdo de que, se dois triangulos ABC e
A’B’C’ séo tais que AB = A'B’,AC = A'C'e BC = B'C’, entdo eles sdo congruentes
(figura 13).

Figura 13: Caso LLL de congruéncia

=

A B A B’
Fonte: PAPA NETO (2017, p.57)

Para esse caso, dentre as demonstracdes estudadas no ambito desta

investigacdo, optamos por apresentar a de Costa et. al (2012), dada a seguir:

N o Sejam ABC e DEF
: \\ dois triangulos tais

| " que 4B =DF, BC =

B CEgif_f%—*4b>‘*F EF, AC = DF. Vamos
provar que

AABC e ADEF.
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Construa a partir da semirreta , BC e no semiplano oposto ao que
contém o ponto A, um angulo igual a F. No lado deste angulo que
ndo contém o ponto B, marque G tal que CG = DF e ligue B e G.

Como BC =EF (hipétese), CG = DF (construgdo) e BC(CG =
F .(construcéo), entdo AGBC = ADEF por LAL. Logo lados e angulos
correspondentes sdo congruentes. Deste modo, GB = ED, mas
ED = AB pela hip6tese. Portanto, GB = AB.

Agora vamos mostrar que AGBC = AABC. Trace AG. Como
AC=GC=DF e AB.=BG=DE entdo AAGC e AAGB sé&o is6sceles de
base AG. Portanto BGA = BAG e podemos concluir que AAGBC =
AABC. Como ja tinhamos provado que AGBC = ADEF, concluimos
que AABC = AEFG. (COSTA et al, 2012, p. 18-19)

Logo, se os dois triangulos tém os trés lados correspondentes congruentes,

0S Mesmos sao congruentes.

Vejamos o quarto caso de congruéncia entre triangulos, o caso lado — angulo
— angulo oposto (LAAo)?. Para as autoras Candido e Galvdo (2004), considerando
que um dos angulos contém o lado e o outro é o angulo oposto a ele, tém-se o0 caso
LAAo de congruéncia de triangulos: “dois tridngulos que tém dois angulos
correspondentes e o lado oposto a um deles respectivamente congruentes sao

congruentes” (p. 18).

Dai, dados dois triangulos ABC e DEF, se BC = EF, 2ZABC = 2DEF e £BAC =
<EDF, entdo eles sao congruentes, ou, conforme aponta Papa Neto (2017), como

se mostra na figura 14:

Se dois triangulos (ABC e DEF) tiverem ordenadamente dois lados
(BC e EF) congruentes, dois angulos adjacentes £ABC e «DEF a
estes lados congruentes e dois angulos opostos («BACe e a
e<EDF) a estes lados congruentes, entdo os dois triangulos séo
congruentes (p. 95).

2 Segue como consequéncia de “Os Elementos”, Livro |, Proposi¢édo 32: “em um tridngulo,
cada angulo externo € igual a soma dos angulos internos ndo adjacentes. A soma dos trés
angulos internos de um tridngulo é igual a dois &ngulos retos” (PAPA NETO, 2017, p. 93).
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Figura 14: Caso LAAo de congruéncia de triangulos

A D

Fonte: PAPA NETO (2017, p.95)
De fato, £ABC + £BAC + £BCA e £DEF + LEDF + £EFD sao congruentes,
pois ambos sao iguais a dois angulos retos. Como £ABC = £DEF e £BAC = LEDF,

temos que £BCA = £EFD. Assim, pelo caso ALA de congruéncia, temos AABC =
ADEF.

Neste tOpico, até aqui, mencionamos 0s casos de congruéncia entre
triangulos, ao deduzir os casos LAL, ALA, LLL e LAAo. No subtépico a seguir,
tratamos da nocédo de paralelismo, como uma forma de abordar a nocédo de

semelhanca de triangulos.
2.2.3 A nocao de paralelismo

O axioma das paralelas advoga que, por um ponto néo localizado em uma
determinada reta, pode ser tracada uma Unica reta paralela a reta mencionada.
Uma definicdo acerca de retas paralelas pode ser dada, segundo Machado (2012),
por “duas retas r e s sdo paralelas se r e s ndo possuem pontos em comum, ou

seja, r N's = @ como conjuntos. Denotaremos esta relagéo por r || s" (p. 75).

Da mesma forma, considerando duas figuras, “se r e s sdo retas cortadas
por uma transversal t, de modo que um par de angulos correspondentes sao

congruentes, entdo as retas r e s sdo paralelas” (PENEIREIRO; SILVA, 2008).

Como corolario deste teorema, ilustrado na figura 15, segundo Pinho (2010),
tem-se que “duas retas paralelas interceptadas por uma transversal produzem

angulos alternos internos congruentes” (p. 70).
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Figura 15: Retas paralelas e os &ngulos alterno internos congruentes a e 8
f

p s

/

Fonte: (PINHO, 2010, p. 71)

Além disso, pode-se mencionar um teorema da distancia de duas retas
paralelas: “se duas retas r e s sdo paralelas, entdo todos os pontos de r estédo a
mesma distancia de s” (PINHO, 2010, p. 71).

Como consequéncia dos postulados e teoremas supramencionados, 0s
angulos alternos internos congruentes implicam em &angulos correspondentes
congruentes e respectivamente, pois angulos opostos pelo vértice sao
congruentes, conforme mostra a figura 16:

Figura 16: Duas paralelas interceptadas por uma transversal produzem no méximo dois angulos
distintos

p

Fonte: (PINHO, 2010, p. 72)

Em concordancia com as reflexées de Pinho (2010), na figura 17, se @ = 90°
entdo, F =90°. O autor apresenta algumas consequéncias do axioma das

paralelas:
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1) Sejam r e s retas paralelas. Se t € uma reta que intercepta r,
entdo t também intercepta s.

2) Duas retas paralelas a uma terceira sdo paralelas entre si.

3) Se r e s sdo perpendiculares a t, entdo r e s sdo paralelas ou sdo
coincidentes.

4) Se r e s sdo paralelas e se r é perpendicular a t, entdo s também
€ perpendicular a t (PINHO, 2010, p. 72).

De fato, segundo o que se apresenta na Proposicdo 29, Livro | de “Os

Elementos”:

Sejam AB e CD duas retas paralelas a reta EF [...] os angulos
alternos determinados pela transversal PR sdo congruentes para
cada par de retas paralelas, isto é, ZAPQ = 2FRQ e 2CQR = 2FRQ
(EUCLIDES, 2009, p. 120).

Aqui, argumenta Papa Neto:

Como a congruéncia de angulos é transitiva, segue que 2APQ =
2CQR = «PQD, em que a ultima congruéncia vale porque o0s
angulos sao opostos pelo vértice. Assim 2APQ = «PQD e pelo
Teorema 4.73, as retas AB e CD sio paralelas (PAPA NETO, 2017,
p. 93).

Como o autor citado bem observa, também a Proposicédo 31 do Livro | dos

Elementos trata da existéncia de uma reta paralela a uma reta dada passando por

determinado ponto. E o que se mostra a seguir:

Sejam, por um lado, o ponto dado
A, e, por outro lado, a reta dada
BC,; é preciso, entéo, pelo A, tracar
uma linha paralela a reta dada BC.

0 0 0 Figue tomado, sobre a BC, o ponto
D, encontrado ao acaso, e fique
ligada a AD; e fique construido

sobre a reta DA e no ponto A sobre ela, o sob DAE igual ao angulo
sob a reta ADC,; e fique prolongada AF sobre uma reta com a EA.

E, como a reta AD, caindo sobre as duas retas BC, EF, fez os
angulos sob EAD, ADC, alternos, iguais entre si, portanto, a EAF é
paralela a BC. Portanto, pelo ponto dado A, foi tracada a linha reta
EAF paralela a reta dada BC; o que era preciso fazer (EUCLIDES,
2009, p 121).

3 (Elementos, Livro |, Proposicdo 27) Caso uma reta, caindo sobre duas retas, fagca os angulos
alternos iguais entre si, as retas serao paralelas entre si (EUCLIDES, 2009, p. 119).
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Neste subtdpico apresentamos a nocdo de paralelismo; como é possivel
observar, recorremos ao Livro | dos Elementos de Euclides, especificamente as
preposicdes que tratam de retas paralelas. A seguir, tratamos da nogédo de
semelhanca de triangulos.

2.2.4 A nocédo de semelhanca de triangulos

Apresentamos, aqui, nocdes acerca da semelhanca de triangulos. A respeito
desse tema, inicialmente, abordamos o Teorema de Tales, e, mais adiante, a nogao

de semelhanca propriamente dita.

Com respeito ao Teorema de Tales, temos, em Costa et. al (2012):

Se um feixe [...] de retas é interceptado por um feixe préprio de
retas, entdo a razao entre dois segmentos quaisquer de uma reta
delas é igual a razdo entre 0s segmentos respectivamente
correspondentes na outra reta do mesmo feixe (p. 35)

Para Papa Neto (2017, p. 156), o mesmo teorema é definido da seguinte
maneira: “sejam r, s e t trés retas paralelas, e sejam u e v duas transversais que

determinam sobre as retas r, s e t os pontos A,B,C e D,E, F, respectivamente.

E”
F

13

Entéo, g = (PAPA NETO, 2017, p. 156). A afirmacdo € ilustrada na figura 17.

o)

Figura 17: Trés retas paralelas r, s e t, cortadas por duas transversais u e v.

Fonte: PAPA NETO (2017, p. 156)
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Em relacdo ao Teorema de Tales, tomamos, como referéncia, a
demonstracdo do caso em que os segmentos AB e BC sdo comensuraveis, trazida
por Papa Neto (2017):

Isso significa que % = % onde m e n sdo numeros inteiros
positivos. Podemos, entdo, dividir AB em m segmentos e BC em n
segmentos, todos congruentes a um segmento XY. Por cada um
dos pontos A,,4,, -, Amen, Que realizam essa divisdo, tracamos
retas paralelas ar, s, e t. Essas retas encontram a reta v em pontos
Dy,Dy, -+, Dipyn, €M que dividem os segmentos DE e EF, como na
figura a seguir:

D i
A / % ) /\p
nt partes A ‘// //////////////////////// D,

E=D s

]

: 'IIFJ.-I; +ir—2
n

mt+n-]

n partes

C D -F

D,

15 ¥

Por cada um dos pontos Dy, Dy, -+, Dymyn, Situados sobre a reta v,
tracemos retas paralelas a wu. Essas retas determinam
paralelogramos AA,D'iD,A1A,D';Dy,, Ay 1Am D' manDmsn—1 (0S
dois primeiros desses paralelogramos estéo tracejados na figura
16). Os triangulos DD';D, DD',D,,**, Dy yn-1D'msnDm+n SA0 todos
congruentes. Vamos demonstrar isso para 0s dois primeiros
triangulos, DD', D, e D, D',D,, que aparecem em destaque na figura
16 a direita. Notemos que «D',DD = +D',D,D,, pois esses angulos
sdo correspondentes, determinados pelas paralelas D';D, e D',D,
e pela transversal DD,. Essa mesma transversal determina
juntamente com as retas paralelas D';D, e D',D, os angulos
correspondentes  «D';D;D = «D',D;D,. Assim, o0s angulos
D',DD e D',D;D, também sado congruentes. Como DD'; = XY =
D,D’',, os triangulos DD',D’,, 0s triangulos DD';D, e D;D',D, sdo
congruentes, pelo caso ALA de congruéncia de triangulos. De modo
anélogo, podemos concluir que os demais triangulos também séo
congruentes. Portanto, os pontos Dy, D,,:::,Dpyin dividem os
segmentos DE e EF em m e n segmentos congruentes a DD,
respectlvamente Sendo assim, temos DE =m:-DD,eEF =n-

DD;,. Logo = =" R. Isso demonstra o resultado para o caso em
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gue os segmentos AB e BC sdo comensuraveis (PAPA NETO,
2017, p. 157-158).

Podemos tomar como exemplo, a partir da demonstracdo mencionada por
Papa Neto (2017), o baricentro, que divide as medianas na proporgéo 2 para 1. A
figura 18 ilustra a afirmacao:

Figura 18: Divisao das medianas de um baricentro

Fonte: COSTA et. al (2012, p. 36)

Ainda ha a possibilidade, evidenciada por Papa Neto (2017), de dividir um
segmento dado em um numero finito n de segmentos, todos congruentes, a partir

das aplicacGes do Teorema de Tales (figura 19).

Seja um segmento de reta dado e n € N o nUmero de partes em
gue queremos dividir este segmento. Trace uma semirreta s por um
dos extremos do segmento, o ponto A digamos (figura 17, (a)).
Usando o compasso, com abertura arbitraria e fixada, marque n
pontos A;,A,,-+,A, sobre a semirreta s. Na figura 17, (b),n =
6 (PAPA NETO, 2017, p. 163).
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Figura 19: Trés etapas para a divisdo de um segmento dado em um numero finito n

(@

Fonte: PAPA NETO (2017, p. 163)

Considere a reta A,B. Trace as retas que passam por
Ay, Ay, -+, A,_1 € S80 paralelas a A,B. Essas retas intersectam o

segmento AB nos pontos B,, By, -, B,,_1, respectivamente [...] (¢),
onde n = 6). Pelo Teorema de Tales, AB _ BBy _ BeBs _ BnoiBn

AA1  A14z;  AzA3 Ap_14g
Como, por construgdo AA, = A4, = A,A; = A,,_1A,, temos que
AB, = ByB, = B,B; = B,_1B,, ou seja, 0s pontos By, By, ::,By_1,
dividem o segmento AB em n partes iguais (PAPA NETO, 2017, p.
163).

Seja um segmento AB qualquer, dividido em n partes proporcionais. Admite-
se, entdo, uma semirreta concorrente s (ndo perpendicular ao segmento 4A5) a um
dos extremos deste segmento de modo que, usando o compasso, com abertura
arbitraria e imével, marque-se n pontos sobre a semirreta s, obtendo a divisdo do
segmento em n partes iguais. O argumento para a precisdo deste recurso esta
justamente no teorema de Tales, no qual duas retas transversais a um conjunto de

paralelas determinam segmentos proporcionais e correspondentes sobre elas.

Quando pensamos na nocao de semelhanca, avaliamos que os “detalhes do
objeto original estdo representados na imagem, e as proporc¢des entre o objeto real
e a imagem sao as mesmas entre quaisquer duas partes constituintes” (PINHO,
2010, p. 295).

Partindo dessa nocéo, considerando a existéncia de duas figuras F e F’,

dizemos que estas figuras serdo semelhantes se:

1) Existe uma correspondéncia 1 a 1 entre os pontos de F e os
pontos de F’.
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2) Existe um numero r > 0, tal que, para todos os pares e pontos
X,Y € F e seus respectivos pontos homdlogos X', Y’ € F', tem-se:
XY =r-XY

Utilizar-se-a a notacdo F~F' quando essas duas figuras forem
semelhantes (PINHO, 2010, p. 296).

Essas condigbes, permitem generalizar que, n&o importa se as figuras sao

planas ou espaciais, é possivel identificar a relacdo de semelhanca entre essas

figuras, caso exista. Para tecer aqui uma noc¢do de semelhanca, discutimos,

especificamente, a respeito da semelhanca de triangulos.

Um tridngulo é uma figura geométrica rigida, isto €, dadas as
medidas de seus lados, os seus angulos estdo univocamente
definidos. Assim, podemos analisar casos em que a semelhanca de
triangulos fica garantida apenas verificando-se algumas
congruéncias de angulos ou algumas proporcionalidades entre
lados (PINHO, 2012, p. 312).

Desta maneira, podemos analisar casos de semelhanca, notando algumas

congruéncias de angulos ou algumas proporcionalidades entre lados. Diante disso,

podemos estabelecer, a partir de dois triangulos semelhantes, conforme Machado

(2012):

Dois triangulos AABCe ADEF sdo semelhantes se é possivel
estabelecer uma correspondéncia entre seus lados e angulos de
modo que:

AA=4D,4AB = AE,4C = 4F

AB _ AC _ BC _
DE DF EF
A relacdo de semelhanga sera denotada por “~”. No caso da

definicdo acima escrevemos AABC~ADEF (p. 135).

Em concordancia com Machado (2012), para verificarmos se dois triangulos

sao semelhantes, devemos buscar “uma relacéo entre seus vértices de forma que

0os angulos correspondentes sejam congruentes” (p. 135), do contrario, os

tridngulos deixam de ser semelhantes.

Uma representacdo para essa definicdo, na qual se define condi¢gbes para

semelhanca de triangulos, pode ser observada na figura 22, a seguir:
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Figura 20: triangulos semelhantes

A D
Fonte: MACHADO (2012, p. 136)

Como destaca Papa Neto (2017, p. 164), em triangulos semelhantes, “os
lados opostos aos angulos congruentes sao chamados lados correspondentes (ou

homologos)”.

Esse mesmo autor estabelece uma relacdo métrica entre os lados

correspondentes de dois triangulos semelhantes.

Se dois tridngulos ABC e A'B’C’ sdo semelhantes, entao

AB AC BC
=28 =5 — k7.8
ArB1 ArCr BICr

O numero k é chamado razao de semelhanca entre os triangulos
ABC e A’'B’C’ (PAPA NETO, 2017, p. 164).

Em relacédo a esse Teorema, 0 autor apresenta a seguinte demonstragao:

Se AB = A'B’, entdo os tridangulos ABC e A’'B’'C’ sdo congruentes
pelo caso ALA. Da congruéncia segue que AC = A'C'e BC = B'C’
e, portanto, vale (7.1) com k=1. Vamos supor que AB <
A'B’. Precisamos demonstrar apenas este caso, pois 0 outro caso,
AB > A'B’, é similar. Seja B” um ponto sobre o lado A'B’, tal que
A'B" = AB (figura a seguir). Trace pelo ponto B” a reta paralela a
B’'C’, que encontra o lado A'C' no ponto C”. Os angulos

4 Teorema da Comparacao) Sejam x e y dois nimeros reais. Suponha que
(1) Todo namero racional menor do que x também é menor do que y.

(2) Todo namero racional menor do que ytambém é menor do que x.
Entdo x = y (PAPA NETO, 2017, p. 159).



58

¢tA'B'C'e £A'B""C" sado correspondentes, logo sdo congruentes
(PAPA NETO, 2017, p. 164-165).

A seguir, uma representagcao ao teorema demonstrado.

Figura 21: Os tridangulos ABC e A’B”C” sdo congruentes

A

Fonte: PAPA NETO (2017, p. 165)

O autor utiliza para a demonstracéo do teorema anterior, a correspondéncia
de angulos, evidentes na nocdo de paralelismo, para explicar a semelhanca de

triangulos pelo caso ALA. E de fato, como destaca Papa Neto (2017):

Pelo caso ALA, os triangulos ABC e A’B”C” séo congruentes. Em
particular A'C" = AC.
As retas A'B’ e A'C’ sdo transversais as retas paralelas B'C’ e B"’C”,
logo podemos aplicar o Teorema de Tales para concluirmos que
AB" _ Alc
] B'BI C"C/'_
Invertendo as fragdes na igualdade acima e somando 1 em ambos
0s membros, obtemos
BHBI CHCI BIIBI CHCI BIIB" + AIBH CHCI + AICH
= = +1= +1= — =—
AIBH AICH AIBII AIC" AIBH AICI
De onde concluimos que

A'B"  A'C’
A'B" AC"
e, como AB = A'B"e AC = A'C", obremos a igualdade
A'B1 A'C
—— =—(7.2)
AB AC
Trace, pelo ponto C”, uma reta paralela ao lado A’B’, e determine o
ponto D em que essa reta encontra o lado B'C’ do tridngulo A'B’C’
(figura 19). O quadrilatero B”"B’'DC” € um paralelogramo e B'D =
B"C". Da congruéncia AABC = AA'B"'C" segue que B"C" = BC, logo
B’D = BC. Podemos, entdo, repetir o argumento acima, usando o
Teorema de Tales para as retas C'A’e C'B’, transversais as retas
paralelas A’B’ e C”D, para concluirmos que
B'C' A'C’
BC AC
Das igualdades (7.2) e (7.3) segue o resultado que queriamos
demonstrar (PAPA NETO, 2017, p. 165-166).
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Aqui, o autor se refere a demonstracdo das igualdades, numeradas como
7.2 e 7.3 na citacdo anterior, que permitem validar as condi¢cdes de semelhanca de

triangulos pelo caso ALA. Para além disso:

Assim como a relacdo de congruéncia, a relagcdo de semelhanca
entre dois triangulos pode ser deduzida a partir de informagdes
sobre as relacdes entre lados ou angulos desses dois triangulos.
Por analogia com a relacdo de congruéncia, temos 0s casos de
semelhanca de triangulos (PAPA NETO, 2017, p. 166).

Resta observar que a demonstracdo do autor, discutida a partir da figura 21,
baseia-se no teorema fundamental de semelhanca, segundo o qual, ao tracar-se
uma reta paralela a um dos lados do triangulo que intercepte os dois outros lados
em distintos pontos, o novo tridangulo determinado por esta paralela € semelhante

ao original. O postulado das paralelas € no¢éo basica, também, neste caso.

Da analogia proposta pelo autor, a respeito da relacdo de semelhanca de
tridngulos, a seguir destacamos o caso Angulo-Angulo (AA). Nesse caso, a
semelhanca € dada se dois triangulos tém, ordenadamente, dois angulos

congruentes.

Sejam dois triangulos ABC e AB’C’, com dois angulos
correspondentes  congruentes, por exemplo, 4CAB =
£C'A'B'e £ABC = £A'B'C’'. Como a soma dos angulos internos de
um triangulo mede 180°, se dois dngulos de AABC séo congruentes
a dois angulos de AA’'B'C’, entdo o terceiro angulo do triangulo ABC
€ congruente ao terceiro angulo de A’B’C’. Pela definicdo, esses
dois triangulos séo semelhantes (PAPA NETO, 2017, p. 166).

Na demonstracdo proposta, sobre a condicdo de semelhanca entre dois
triangulos pelo caso AA, percebe-se que o autor se vale da soma dos angulos
internos do triangulo. Justamente, sobre o caso de semelhanca em tela, Machado
(2012) destaca que “dois triangulos que possuem dois pares de &angulos

congruentes entre si sdo semelhantes” (p. 136).

Tomando a figura 22 como ilustracdo, como a soma dos angulos internos de
um triangulo é 180°, logo, das igualdades A =D e B = E, resultaria que C = F.
Desta forma, se fosse o caso, restaria “[...] provar que os lados correspondentes
sao proporcionais” (COSTA et. al, 2012, p. 39). A figura a seguir representa caso

(AA) de semelhanca.
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Figura 22: Caso AA de semelhanca de tridngulos

F

D

B C
Fonte: MACHADO (2012, p. 136)

Outro caso é o de semelhanca entre triangulos retangulos. Vamos nos
referir, inicialmente, aos casos de congruéncia entre triangulos retangulos,

abordando a semelhancga entre eles em seguida.

Figura 23: Caso especial de congruéncia de triangulos

C C’
A B A’ B’

Fonte: PAPA NETO (2017, p. 166)

De acordo com a representacdo exposta na figura 23, sejam “ABC e A’'B’'C’
dois triangulos retangulos, com 2CAB = «C'A'B' retos. Se BC = B'C’' e £ABC =
£A'B'C', entdo AABC = AA'B'C'” (PAPA NETO, 2017, p. 167). Com relacdo a esse

caso,

Da semelhanca, temos que 2CAB = «C'A'B’. Além disso, a razéo
de semelhanca é igual a 1, pois as hipotenusas coincidem. Dessa
forma, do Teorema 7.2, concluimos que AB = A'B'e AC =
A'C'.Logo AABC = AA'B'C' (PAPA NETO, 2017, p. 167).



Desta forma, se existe uma razdo de semelhanca k entre dois triangulos,

: ~ : 4B
pode-se concluir que os mesmos sdo semelhantes, considerando —= =

%=k. Na discussdo proposta a partir da figura 23, k=1, um caso de

congruéncia.
De outra maneira, consideremos a figura 23a, que também trata de um caso

de semelhanca em triangulos retangulos:

Figura 24: Semelhancga de tridngulos retangulos

Fonte: construcdo no GeoGebra

Tendo por base a figura 24, percebe-se que a altura j, referente a hipotenusa
do triangulo ABC, divide o referido triangulo em dois outros, ABD e CBD todos
retdngulos, ja que possuem, respectivamente, os angulos a, p e vy, todos com
medida igual a noventa graus. Como séo proporcionais os lados BA e BC,BD e CD
e BD e AD, podemos afirmar, com base no caso LAL, que os triangulos ABC, ABD

e CBD sao semelhantes.

Adicionalmente, “se os lados de dois triangulos sdo proporcionais entre si
tomados dois a dois, entdo os tridngulos sdo semelhantes” (MACHADO, 2012, p.
137), temos o caso Lado-Lado-Lado (LLL). A figura 25 ilustra esta proposicao.
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Figura 25: Caso LLL de semelhanca de triangulos

C

C.f

A B’ A D B
Fonte: PAPA NETO (2017, p. 167)

A demonstracdo a este caso de semelhanca que se quer mostrar é

apresentada a seguir:

[..] se os lados dos ftriangulos ABC e A'B’C satisfazem as

AB _ AC _ BC

igualdades — = — = — = k, entdo AABC~AA'B’'C’'. Para isso,
AIB/ ArCr BIC/

consideremos um ponto D sobre o lado AB do triangulo ABC,
escolhido de modo que AB = k- A’B’,temos que k-AD = k-A'B’,
ou seja, AD = A’B’.

A reta que passa por D, e é paralela ao lado BC do triangulo ABC,

intersecta o lado AC no ponto E. Pelo caso de semelhanca AA,
temos AABC~AADE. Pelo Teorema 7.2, =%=%=k. Como

estamos supondo que AA,:E, =k,temos: k- AE = AC =k-A'C’eisso

implica que AE = A'C’.

A reta que passa por D, e é paralela ao lado AC, encontra o lado
BC no ponto F (figura 24). O quadrilatero CEDF € um
paralelogramo, de modo que DE = FC. Como AADE~AABC, temos
% = j:f; = k. Logo, BC = k- FC = k-DE. Novamente por hipbtese,
BC = k-B'C’. Assim, k-DE =BC = k-B’C’ e isso implica que
DE = B'C.

Pelo caso LLL de congruéncia de triangulos, os triangulos A'B'C’ e
ADE sé&o congruentes. Em particular, £B'C'A' = 4DEA = £CBA e
ZBCA = +C'A'B' = LEAD = £CAB (PAPA NETO, 2017, p. 168).

Pela demonstracao do caso LLL de congruéncia de triangulos, se os lados

dos triangulos ABC e A'B’C’ satisfazem a condi¢cao de existéncia de semelhanga
4B _ AC _ BC ~ A ~ .
— = — = — = k, entdo os triangulos sdo semelhantes. De todo modo, também
ArBr1 ArCr BICr

se trata, aqui, de um resultado advindo do teorema fundamental de semelhanca.
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Em relagéo a razdo de semelhanca (k), diferente do caso semelhanca entre
tridngulos retangulos, para k # 0, podemos estabelecer o tamanho relativo dos dois
tridngulos. A esse respeito,

Se |k|<1,entdo AB < A'B'AC < A'C' eBC < B'C',ou seja, o
triangulo ABC é menor que o triangulo A’'B'C’. Se |k| = 1, os lados
correspondentes tém as mesmas medidas, logo sdo congruentes
e, pelo caso LLL de congruéncia, os triangulos ABC e A’'B'C1 séo
congruentes. [...] se a razdo de semelhanca for negativa, entdo um

dos triangulos tera orientacdo contraria a do outro triangulo (PAPA
NETO, 2017, 168).

Como podemos observar, de acordo com o autor, se temos em médulo uma
razao de semelhanga menor que 1, em relagdo a dois triangulos ABC e A'B'C’,
entdo ABC tem medida de area menor que A’B’C’. Além disso, se a razdo de
semelhanga em mddulo for igual a 1, ambos os lados dos tridangulos ABC e A'B’C’
correspondem a mesma medida de é&rea. Adicionalmente, se a razdo de
semelhanca for negativa, o triangulo ABC tera orientagdo contraria ao triangulo
A’B’C’ (figura 25).

Figura 26: Se arazao de semelhanca entre dois tridngulos é negativa, eles tém orientacdes
contrarias.

Fonte: PAPA NETO (2017, p. 168)
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Ainda apresentamos, aqui, um ultimo caso de semelhanca entre triangulos
que ocorre “se dois triangulos tém dois lados correspondentes ordenadamente
proporcionais, e os angulos compreendidos entre esses lados sdo congruentes”
(PAPA NETO, 2017, p. 169). Denominado como o caso Lado-Angulo-Lado (LAL),

pode ser demonstrado da seguinte forma:

Considere dois triangulos ABC e A'B'C’, como 2CAB = £C'A'B' e

% = %: k. Queremos mostrar que AABC~AA'B'C’. De fato,

assim como no caso LLL, podemos considerar um ponto D sobre o
lado AB, de modo que AB = k- AD. [..] Assim como fizemos no
caso LLL, podemos usar o Teorema de Tales para concluir que
AC = k-A'C'.Assim, AD=A'B’" e AE= A'C.Como AD =
A'B',AE = A'C'e LEAD = £CAB = C'A’B’, os triangulos ADE e
A'B’'C’ sdo congruentes. Em particular £A'C'B' = LAED = £ACB,
essa Ultima congruéncia sendo valida porque os angulos séo
correspondentes. Portanto, pelo caso AA de semelhanca
AABC~AA'B'C' (PAPA NETO, 2017, p. 169).

Notemos que, para a demonstracdo apresentada, o0 autor recorre a
congruéncia de triangulos, como discutido anteriormente nas demonstracfes

ilustradas pelas figuras 21 e 22.

Ressaltamos que nesse topico tivemos como objetivo discutir, partindo da
nocdo mesma de triangulo, a nocdo de semelhanca de triangulos, bem como a
nocéao de congruéncia de triangulos e de paralelismo, além de uma série de no¢des
correlatas, como aquelas advindas dos comentarios referentes ao Teorema de
Tales. Esse percurso levou em consideracdo as proposi¢cdes em relacdo ao nosso
objeto de estudo, trazidas no livro VI de “Os Elementos”. Cumprida esta parte,
relativa, em Ultima andlise, a discussdao do objeto matematico, passamos a
mencionar os curriculos da educacéo basica naquilo que se mostram relevantes ao

estudo aqui apresentado.

2.3 Curriculos

Com relacéo aos curriculos, nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN)
de 1998, os conceitos geomeétricos constituem-se parte importante do curriculo de
Matematica no ensino fundamental, a partir da recomendacdo de proposta de
ensino que levem o aluno a perceber e valorizar sua presenca em elementos do

mundo ao seu redor.
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Nesse sentido, os PCN destacam que € possivel observar como fenbmenos
do nosso dia-a-dia conforme os principios de proporcionalidade e, ainda, 0 quanto
esse raciocinio proporcional favorece a identificacdo de nossas interpretacdes do
mundo. Em vista disso, podemos estabelecer diversas relacbes com a

proporcionalidade:

[...] A proporcionalidade, por exemplo, que jA vem sendo trabalhada
nos ciclos anteriores, aparece na resolucdo de problemas
multiplicativos, nos estudos de porcentagem, de semelhanca de
figuras, na matematica financeira, na analise de tabelas, graficos e
fungcbes. Para a compreensdo da proporcionalidade € preciso
também explorar situacbes em que as relacdes nao sejam
proporcionais. aos contraexemplos (BRASIL, 1998, p. 84).

Assim, o documento orienta para a importancia de valorizar a habilidade do
aluno em estabelecer semelhancas e diferencas entre os objetos, bem como
identificar suas caracteristicas:

[...] o professor verifica se 0 aluno é capaz de perceber que, por
meio de diferentes transforma¢bes de uma figura no plano
(translagbes, reflexdbes em retas, rotagbes), obtém-se figuras
congruentes e, por meio de ampliagbes e reducgbes, obtém-se
figuras semelhantes e de aplicar as propriedades da congruéncia e
as da semelhanca em situacdes-problema (p. 93)

Em sintese, € desejado que o aluno identifique caracteristicas das formas
geométrica, deduza semelhancas e diferenca entre elas, e ainda, reconheca
elementos que as compdem. Nesta dire¢cdo, 0 documento sugere, por exemplo, que
a homotetia € um ponto de apoio a construcdo da nocao de semelhanca.

Na proposta curricular do Estado de S&o Paulo (2010), observamos que a
preocupacao inicial esta pautada na percepcdo de formas e relagbes entre
elementos de figuras planas e espaciais. No Ensino Fundamental, localiza-se uma
preocupacao quanto ao reconhecimento, a representacédo e a classificacdo das
formas planas e espaciais; por outro lado, o documento ndo deixa explicito o norte
de trabalho para o Ensino Médio, valorizando estudos algébricos e apenas
direcionando os contelidos a serem trabalhados para o ensino da geometria (SAO
PAULO, 2010, p. 41).

A proposta questiona que as imensas listas de contetdos aplicadas nem

sempre promovem aprendizagens significativas; contudo, se as ideias
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fundamentais a serem exploradas forem bem conduzidas nos assuntos abordados,
estas deslocam-se com facilidade para outros assuntos; por exemplo, na ideia de

proporcionalidade,

Se encontra presente tanto raciocinio analégico, em comparacdes
tais como “O Sol esta para o dia assim como a Lua esta para a
noite”, quanto no estudo das fragcbes, nas razbes e proporg¢des, no
estudo da semelhanca de figuras, nas grandezas diretamente
proporcionais (SAO PAULO, 2010, p. 37).

No entanto, o documento indica a falha que ocorre da ma interpretacéo que
se faz quanto a separagdo dos conteudos presentes no ensino basico, pontuando
que este equivoco reside no fato de a geometria plana ser um assunto do Ensino
Fundamental e as geometrias espacial e analitica serem temas do Ensino Médio
(SAO PAULO, 2010, p. 41).

Nesse sentido, entendemos que o documento destaca um cruzamento
continuo entre as geometrias plana e espacial e, ainda, refor¢a a integracdo em
toda a grade escolar, competindo ao professor buscar um equilibro no tratamento
dos conteddos fundamentais, tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino
Médio, valorizando a oportunidade da percepcdo geométrica tanto na forma

espacial quanto na forma plana.

Em relacdo a nocdo de semelhanca e semelhanca de triangulos, este
altimo, nosso principal interesse por ser 0 nosso objeto de estudo, vem explicita,
na ultima série do Ensino Fundamental, nono ano, a apresentacdo de duas
habilidades:

Saber reconhecer a semelhancga entre figuras planas, a partir da
igualdade das medidas dos angulos e da proporcionalidade entre
as medidas lineares correspondentes e, saber identificar triangulos
semelhantes e resolver situagBes-problema  envolvendo
semelhanca de triangulos. (SAO PAULO, 2010, p.66).

Por consequéncia, mesmo que os estudos da geometria tenham inicio por
meio de percepcao das formas geomeétricas e de suas propriedades caracteristicas,
desde cedo tais atividades relacionam-se diretamente com a construgdao, a

representacdo ou a no¢ao de objetos existentes ou ficticios.

Além disso, consideramos a Base Nacional Comum Curricular de 2017

(BNCC) acerca do estudo da geometria:
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[...] amplo conjunto de conceitos e procedimentos necessarios para
resolver problemas do mundo fisico e de diferentes areas do
conhecimento. [...] estudar posicdo e deslocamentos no espaco,
formas e relacbes entre elementos de figuras planas e espaciais
pode desenvolver o pensamento geométrico dos alunos. Esse
pensamento € necessario para investigar propriedades, fazer
conjecturas e produzir argumentos geométricos convincentes. E
importante, também, considerar o aspecto funcional que deve estar
presente no estudo da Geometria: as transformacdes geométricas,
sobretudo as simetrias. (BRASIL, 2017, p. 267).

O documento sugere que nos anos finais do Ensino Fundamental, o ensino

de geometria necessita ser ampliado e consolidado nas aprendizagens realizadas.

Nesse sentido, devem ser reforgcadas tarefas que investiguem e gerem

transformacdes e ampliacdes/reducdes de figuras geométricas planas,

reconhecendo seus elementos, de modo a desenvolver a no¢édo de congruéncia e

semelhanca.

Nessa etapa, devem ser enfatizadas também as tarefas que
analisam e produzem transformacdes e ampliagbes/reducdes de
figuras geométricas planas, identificando seus elementos variantes
e invariantes, de modo a desenvolver os conceitos de congruéncia
e semelhanca. Esses conceitos devem ter destaque nessa fase do
Ensino Fundamental, de modo que os alunos sejam capazes de
reconhecer as condicfes necessarias e suficientes para obter
triangulos congruentes ou semelhantes e que saibam aplicar esse
conhecimento para realizar demonstracdes simples, contribuindo
para a formacdo de um tipo de raciocinio importante para a
Matematica, o raciocinio hipotético-dedutivo (BRASIL, 2017, p.
270).

No quadro 1, a seguir, é possivel comparar, nos documentos curriculares

mencionados, as principais recomendacoes referentes ao ensino da geometria em

relacdo ao nosso objeto de estudo.
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Quadro 1: Comparacéo entre os curriculos

Parametros Curriculares | Curriculo do Estado de Sao | Base Nacional
Nacionais (PCN) Paulo (SP) Comum Curricular
(BNCCQC)

(a.l) Produzir e analisar
transformacdes e
amplia¢des/redugbes de figuras
geomeétricas planas, identificando
seus elementos variantes e
invariantes, desenvolvendo o
conceito de congruéncia e
semelhanca (p. 82)

(a.ll) [...] o trabalho de ampliacéo
e reducéo de figuras permite a
construcdo da nocéo de
semelhanca de figuras planas
(homotetia) (p. 86).

(a.lll) desenvolvimento da nogao
de semelhanca de figuras planas
a partir de ampliagdes ou
reducdes, identificando as
medidas que nao se alteram
(dngulos) e as que se modificam
(dos lados, da superficie e
perimetro) (p. 89).

(a.lV) estabelecer relagbes de
congruéncia e de semelhanga
entre figuras planas e identificar
propriedades dessas relagées (p.
93)

(b.l) Saber reconhecer a
semelhancga entre figuras planas,
a partir da igualdade das medidas
dos angulos e da
proporcionalidade entre as
medidas lineares
correspondentes; Saber identificar
triangulos semelhantes e resolver
situacdes-problema envolvendo
semelhancga de triangulos. (p. 64)

(c.I) Construir figuras
planas semelhantes
em situagfes de
ampliacéo e de
reducdo, com o uso de
malhas quadriculadas,
plano cartesiano ou
tecnologias digitais.

(c.ll) Reconhecer as
condi¢des necessérias
e suficientes para que
dois triangulos sejam
semelhantes

(c.Ill) Demonstrar
relacdes métricas do
triangulo retangulo,
entre elas o teorema
de Pitagoras,
utilizando, inclusive, a
semelhanca de
triangulos.

Fonte: BRASIL (1998); SAO PAULO (2010); BRASIL (2017) — adaptado

Os comentéarios acerca das propostas curriculares (BRASIL, 1998; SAO
PAULO, 2010; BRASIL, 2017) contribuem em nosso estudo ao nos possibilitar

identificar elementos e sugestdes para o0 ensino da geometria na Educacéo Basica,

principalmente em temas que interessam diretamente a este estudo, como

semelhanca e proporcionalidade. Em seguida, considerando a questao de pesquisa

gue buscamos responder, apresentamos algumas pesquisas que nos aproximam

do nosso tema de estudo, de modo a identificar elementos que favorecem o

desenvolvimento de nossa investigagao.
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2.4 Revisao de Literatura

Nesta secao, trazemos uma revisao de literatura, buscando nos aproximar
de estudos que circundam a nocdo de semelhanca. Para Fiorentini e Lorenzato
(2012), esta é uma etapa importante para a consolidacdo dos pressupostos teéricos
e para as analises realizadas posteriormente. Além disso, 0s autores salientam que
0 propaosito dessa fase da pesquisa € sondar e conhecer o que ja se tem pesquisado
ou estudado sobre um tema, com a finalidade de definir uma questéao de pesquisa,

ou, se ja escolhida, como foi neste caso, aprofundar o dominio acerca do tema.

Nesta revisdo, os trabalhos foram selecionados a partir de um levantamento
no banco de teses Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
(CAPES), essencialmente nem todos os trabalhos trataram especificamente do
tema semelhanca de triangulos, mas aqui estdo por tratarem do ensino de
geometria, ora como objeto de estudo, ora como meio para investigar a aplicacao

de alguma estratégia de ensino.

O primeiro estudo que trazemos se refere a uma investigagéo de mestrado
realizada na Pontificia Universidade Catdlica de S&o Paulo (PUC/SP), por
Alexsandra Camara Maciel, defendida em 2004, o estudo teve como tema “O
conceito de semelhanca: uma proposta de ensino”, por meio do qual a autora

propde uma sequéncia de ensino envolvendo 6tica geométrica.

Inicialmente, consideramos pertinente destacar que esse trabalho esta em
nossa revisao da literatura pelo fato de, em sua problemética, a autora apresenta
apontamentos a respeito da no¢cdo de semelhanca. Para isso, observamos que
Maciel (2004) recorre a “Os Elementos” (2009) como a primeira organizacdo da
geometria de forma dedutiva, geral e abstrata em suas demonstracfes, sem

nenhuma mencao a alguma situacao real ou pratica.

A autora relata que autores como “Hadamard (1932) consideram suas
definicbes de semelhanca a partir de transformacdes geométricas (isometrias e
homotetias), enquanto Lima (1991) apresenta a definicdo de semelhanca em
funcdo de um tipo determinado de transformacao geométrica” (MACIEL, 2004,
p.14).
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A utilizacdo da nocdo de homotetia, assim como suas principais
propriedades e as relacdes com a nocédo de semelhanca, € considerada por Maciel
(2004) como algo importante; quanto a isso, a autora expde a relacdo da nogbes
de semelhanca e de homotetia, a fim de esclarecer a definicdo de Hadamard (1932)
e Lima (1991).

Uma homotetia de centro O transforma toda reta que passa por O
em si mesma. Toda homotetia é uma correspondéncia biunivoca,
cuja inversa é a homotetia de mesmo centro e razdo 1/K. Duas
figuras F e F’ chamam-se homotéticas quando existe uma

homotetia g tal que g(F) = F'. Isometria é a transformacéao

geométrica que conserva distancias entre pontos, ou seja, a
distancia entre dois pontos € igual a distancia entre seus pontos
imagens pela transformagédo. Uma isometria também conserva a
colinearidade de pontos, a ordem de pontos huma reta, a medida
dos angulos e o paralelismo de retas. Com a composi¢do de uma
homotetia com uma isometria, obtém-se a transformagéo
semelhanca, que leva ao conceito de figuras semelhantes
(MACIEL, 2004, p. 19).

A partir dessa discussao inicial, a autora indica que toda semelhanca é
composta de uma homotetia com uma isometria. Além disso, o0 objetivo da pesquisa
de Maciel (2004) consistiu em desenvolver uma estratégia didatica para o uso de
tecnologias em atividades/problemas ligados a geometria plana, tendo como
elemento principal a homotetia. Decorrente desse objetivo, a pesquisa norteou-se
a partir da seguinte questdo: “uma sequéncia de ensino que utilize o conceito de
homotetia integrado com a &tica geométrica proporciona ao aluno uma

aprendizagem significativa do conceito de semelhanca?” (MACIEL, 2004, p. 71).

Como aporte teorico, a autora se fundamentou nos trabalhos de Bernard
Parsysz, considerando o quadro tedrico para o ensino da Geometria, bem como de
Duval, utilizando a teoria dos Registros de Representacdo Semidtica. Como aporte
metodoldgico, as atividades se estruturaram como uma pesquisa experimental,
com a utilizacdo de um plano classico de ensino, nos quais participaram alunos de
duas classes do primeiro ano do Ensino Médio, cabe ressaltar que, se justifica a
abordagem de um objeto matematico comum ao Ensino Fundamental visto que a

autora ndo esta focando no objeto matematico, mas no campo do ensino da Fisica.

Durante a fase de experimento, a autora aplicou uma sequéncia de ensino,

composta por dez atividades, organizada em funcdo de pesquisas realizadas



71

anteriormente que consultou. Em sua pesquisa, a atencédo de Maciel (2004) estava
em desenvolver atividades que promovessem a coordenacdo dos registros
discursivo, figural, simbdlico e numérico. Nessa logica, foram organizadas
“situagdes que promovessem as apreensdes perceptiva, discursiva, sequencial e
operatoria das figuras em relagéo ao desenvolvimento do conceito de semelhanga”
(MACIEL, 2004, p. 177).

7

A autora destaca, ainda, que o conceito de semelhanca é valioso nas
resolucBes de problemas de geometria e de fisica. Contudo, para a autora, a falta
de articulacdo dos temas da matematica e a auséncia de conexdes entre um
mesmo tema abordado em diferentes contextos contribuem para uma visdo
fragmentada.

Nesse sentido, para a autora, o objeto matematico é abordado de forma
singela, destacando apenas uma parte do que poderia ser explorado numa
interpretacdo de uma situacao real. Logo, conforme Maciel (2004), é necessario
estabelecer um elo entre situagdes do cotidiano com o objeto de estudo.

Nesse sentido, Maciel (2004), busca utilizar uma préatica pedagdgica
interdisciplinar para chegar a sistematizacdo do conhecimento matematico, de

forma a favorecer o significado da nocédo em tela.

Alguns dos resultados trazidos por Maciel (2004) apontam, em um primeiro
momento, para a existéncia de dificuldades na aplicacdo da matematica em
situacOes fora de seu contexto, de modo que os sujeitos apresentaram limitacdes
em esbocar uma resolucdo para situacdes propostas, evidenciando falhas ao
relacionar uma situagdo contextualizada com os conhecimentos necessarios para

sua resolucao.

O fato citado acima € evidenciado quando, nas atividades, no contexto de
ciéncias, especialmente da fisica, Maciel (2004) identificou dificuldades
apresentadas pelos alunos quanto a explanacéo da formacdo da sombra e da
formacdo de imagem em camara escura, ao introduzir maquetes. O que a autora
observa é que os alunos melhoraram suas nog¢des sobre as formagdes de imagem
na camara escura e de sombra, que ocorrem devido a propagacao retilinea da luz.
Contudo, nao foi possivel identificar nenhuma observagéo por parte dos alunos em

relacdo a semelhanca entre as figuras.
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Em relacdo as atividades sobre homotetia do espaco, executadas no
contexto de papel e lapis, a autora identifica uma evolugdo quanto a
descontextualizacao da situagao real, por meio da qual os alunos puderam verificar
que, “devido aos lados das figuras serem paralelos, ocorre a congruéncia dos

angulos correspondentes e a proporcionalidade dos lados homdlogos” (p.178).

Nas atividades de homotetia no plano, Maciel (2004) verificou uma
evolugdo com relacdo a alguns aspectos desta transformagéo que faziam parte do
objetivo da pesquisa: “a obtencdo do centro de homotetia em uma configuracéo
homotética, a determinacédo dos pontos homologos, a determinacéo do sentido da
transformacao de uma figura em outra e a relacdo entre as constituintes numéricas

da razdo de homotetia e os elementos figurativos” (p.179).

Apés as analises do pds-teste, a autora retoma as principais conclusées
procurando associa-las com os aspectos teoricos, metodolégicos e com as
hipéteses de pesquisa.

A pesquisadora relata que os alunos mostraram melhor percepcdo na
semelhanca de triangulos quando foram dadas as medidas dos angulos, nao
importando as posices em que se encontravam as figuras. Contudo, percebeu
dificuldades dos alunos ao pensarem que dois lados proporcionais em dois
triangulos seria condicao suficiente para a semelhanca entre eles.

Com relacdo a semelhanca em figuras quaisquer, foi observado que um dos
grupos apresentou melhores indices de acerto. Assim, foi possivel identificar que,
alguns alunos “conceberam a semelhancga entre figuras como uma transformagao
geométrica, no sentido de perceberem que quaisquer dois segmentos
correspondentes de figuras semelhantes s&o proporcionais” (p. 182).

Nas atividades que trabalharam o conceito de homotetia, Maciel (2004)
averiguou estratégias para o calculo de valores desconhecidos em triangulos
semelhantes, dando significado as proporcionalidades existentes entre os lados
destes triangulos.

Outra observacédo identificada pela pesquisadora foram o0s avancgos
significativos que os alunos obtiveram com relacdo a percepgéo das condicdes
necessérias e suficientes para a semelhanca de triangulos, quadrilateros e figuras

quaisquer. Com os resultados e a analise realizada, a autora reafirma que é
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possivel “trabalhar as variabilidades de configuragdes dos casos de homotetia
realizando uma ampliagdo dessas configuragdes para as situagoes de semelhanga”
(p. 184).

A partir dos resultados, a autora considera que os alunos avancaram em
seus conhecimentos em relagcdo ao conceito de semelhanca e demonstraram
melhor entendimento. Dessa forma, o estudo conclui como valida a sequéncia de
ensino para o grupo de alunos e considera uma maneira significativa de trabalhar
0 conceito de semelhanca.

A partir de sua problematica, Maciel (2004) nos traz relevantes contribuicdes
acerca da nocdo de semelhanca, no sentido que, ao aplicar uma sequéncia de
atividades, tendo como objeto de estudo a nocdo de semelhanca, os resultados
que dela emergem contribuiram para a compreensdo de possibilidades para o
ensino, uma vez que a autora, para além da Matematica, trata do ensino de fisica,
em uma perspectiva integrada.

Na mesma linha de investigacdo de Maciel (2004), encontramos a pesquisa
de mestrado desenvolvida por Marcelo Tadeu dos Santos em 2012, pela Pontificia
Universidade Catdlica de Sao Paulo (PUC-SP), intitulada “Semelhanca de
triangulos e Geometria Dindmica — o trabalho em grupo na aprendizagem de
conceitos”. A investigacao tratou de aspectos relacionados a no¢éo de semelhanca.
O autor ndo abordou todos os aspectos desta nocéo, restringindo-se apenas a
semelhanca de triangulos.

Em seu estudo, houve uma aplicacdo de atividades com alunos do 9° ano
do Ensino Fundamental, com objetivo de promover a aprendizagem de conceitos
relacionados a semelhanca de triangulos. Na percepcdo do autor, o tema
semelhanca de triangulos possibilita a apropriacdo de conhecimentos que
contribuem para resolucao de problemas envolvendo geometria.

A investigagao foi norteada por duas questdes; na primeira delas, Santos
(2012) propde “como realizar um trabalho colaborativo que envolva os conteudos
apresentados nos livros didaticos sobre o tema semelhanca de triangulos com
materiais manipulaveis e a geometria dindmica?”; e, na segunda, escreve “quais
desafios sao apresentados pelos alunos ao realizarem atividades em grupo a partir

do tema semelhancga de triangulo?”
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Para responder a estes questionamentos, o autor recorre ao modelo tedrico
da construcdo do pensamento geométrico proposto por Dina van Hiele e Pierre
Marie van Hiele. Dentre suas contribuicées acerca da geometria, Santos (2012) a
considera como parte integrante do desenvolvimento cognitivo do aluno. Quanto a
iSS0, 0 autor ressalta que as nog¢des geomeétricas proporcionam levantamentos de
dados formais do espaco, a experimentacdo visual de solucbes de problemas e a
exploracdo dos registros graficos dos objetos.

Além disso, Santos (2012) destaca, a respeito da geometria, que

Seu estudo ndo pode ser considerado apenas como parte do
conhecimento abordado na disciplina de matematica de forma
tedrica e sem aplicagfes praticas, mas deve proporcionar ao aluno
uma evolugdo no processo de aprendizagem, expandindo sua
capacidade de criacdo, sua compreensao do espago, Seu senso
critico e interpretativo, do meio em que vive, aplicando os
conhecimentos adquiridos na resolucdo de problemas praticos
(SANTOS, 2012, p. 59).

Diante dessa percepgcdo, o0 autor discute metodologicamente a
empregabilidade de um software dinamico de geometria como suporte aos alunos.

[...] o software Geogebra foi utilizado para verificar, também, se o
trabalho em grupos de estudo autbnomo interfere no processo de
aprendizagem, através do desenvolvimento do raciocinio logico,
utilizados nas semelhancas de triangulos, algumas habilidades
necessarias a visualizacao prévia dos espacos e dos objetos a
serem criados sejam ampliadas possibilitando uma apropriacao das
propriedades fundamentais dos angulos, triangulos,
paralelogramos e simetrias (idem, ibidem).

O autor destaca a possibilidade de utilizar um software de geometria, a partir
do qual o processo de aprendizagem pode apresentar resultados mais eficazes.
Entretanto, em suas conclusfes, Santos (2012) salienta que, a medida que o aluno,
no desenvolvimento de uma atividade, sabe o que procura e qual objetivo quer
alcancar, o software pode se tornar um apoio didatico, mas, se o aluno ndo tem
nocdo do que busca, de modo contrario o software pode se converter em um
obstaculo na aprendizagem.

A respeito da organizacdo de atividades de geometria, Santos (2012)
destaca que prever o aumento do nivel de dificuldade de forma progressiva pode
facilitar a apropriacdo das nocdes, atendendo aos niveis do aprendizado de

geometria trazidos pelo modelo tedrico de Van Hiele.
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Em relacdo ao uso do software, 0 autor ressalta a necessidade de reflexao,
uma vez que, dependendo da abordagem didatica, tal estratégia pode contribuir ou
nao para a aprendizagem de geometria. A possibilidade de uma organizacdo em
que o nivel de dificuldade aumenta de forma progressiva também contribuiu com
nossas reflexdes ao nos possibilitar conjecturas para uma possivel organizacao de
atividades.

A pesquisa desenvolvida por Leandro Ramiro (2014) sob o titulo “Situa¢des
Didaticas no Ensino Geometria com o aplicativo GeoGebra”, defendida na
Universidade Estadual Paulista — UNESP, na cidade de S&o José do Rio Preto/SP,
propde uma sequéncia de atividades.

Observamos que esse pesquisador também ndo tratou diretamente da
nocéo de semelhanca de triangulos, mas teve como objetivo discutir a importancia
das demonstracfes no ensino basico de Matematica. Desta forma, o estudo teve a
seguinte questdo norteadora: “como incorporar o uso das novas tecnologias a
Educacdo Basica e desenvolver a capacidade de realizar demonstracdes,
argumentacdes, de fazer conjecturas e generalizagbes na sala de aula e ainda
tornar os alunos sujeitos ativos no processo de ensino-aprendizagem?” (RAMIRO,
2014, p. 17).

Partindo da questédo norteadora, a premissa do pesquisador foi estabelecer
referéncias que permitissem entender o raciocinio mateméatico, a natureza das
demonstracdes matematicas e 0s processos envolvidos na construcdo de
demonstracdes. Para tal, em sua pesquisa, Ramiro (2014) teve como aporte tedrico
a Teoria das Situacdes Didaticas.

Em relacdo ao aporte tedrico adotado, o autor destaca que, nessa

perspectiva,

[...] a proposta é que o aluno exponha suas respostas aos
problemas propostos em relagdo ao meio em que ele esta inserido
e ndo a exigéncia do professor, tomando para si a responsabilidade
de gerenciar suas aprendizagens em um contrato didatico
dialogado e definido com o professor e por ultimo o papel de
gerenciar situagdes que produza nos alunos os mesmos efeitos
esperados neles (RAMIRO, 2014, p. 17).

De acordo com o autor, é possivel que o professor estabeleca uma analogia
entre a matematica formal e a matematica do cotidiano, ao analisar a evolucao de

uma demonstracdo. Além disso, Ramiro (2014) destaca que o0s alunos
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experimentam, a principio, técnicas e regras operatérias na resolucdo de
problemas; em seguida, 0 ensino passa a conter elementos abstratos que exijam
inferéncias que n&o fazem parte diretamente do seu cotidiano.

Embora ndo tenhamos observado de forma explicita a escolha de uma
metodologia, Ramiro (2014), em seu estudo, buscou propor atividades
estabelecendo um milieu para favorecer, no processo de aprendizagem, momentos
de desequilibrios, assimilacdes e acomodagfes. Observamos que parte dos seus
procedimentos metodoldgicos foi caracterizada por inserir, como suporte as
atividades propostas, o software GeoGebra. Conforme o autor menciona, o
GeoGebra permite movimentos dinamicos.

Em sua proposta, Ramiro (2014) propde a seguinte sequéncia: uma
abordagem quanto a congruéncia de triangulos, ampliando para isometrias no
plano; um estudo da nocdo de semelhanca — na sequéncia, buscou por uma
definicdo genérica, aplicada a poligonos, considerando que essa nocao de
semelhanca permite o estudo de casos de semelhanca na ampliacdo e reducao de
figuras; e, por fim, por meio das relacdes métricas, Ramiro (2014) propde uma
atividade envolvendo o teorema de Pitagoras.

Como podemos observar, o estudo néo foi aplicado a alunos, entretanto, em
seus resultados, o autor pressupde que esse processo de realizacéo das atividades
pode permitir aos alunos, ao interagirem com o software, apropriarem-se das
nocdes e propriedades dos objetos matematicos.

De outro modo, Ramiro (2014) pensando no professor, ressalta que
disponibilizacdo de atividades no GeoGebra ndo assegura a efetivacdo de uma
nova pratica pedagogica. Nesse sentido, reforca a importancia que o professor
participe de cursos e formacdes que viabilizem sua seguranca para uso desses
recursos em sala de aula.

Em suas consideracfes, a pesquisa de Ramiro (2014) retrata a importancia
das demonstrac¢des no ensino da Matematica, em especial no ensino da geometria.
Retrata, também, a necessidade de tornar o aluno mais engajado durante as aulas
de Matematica, destacando, também, as possibilidades que oferecem o uso de
novas tecnologias digitais, além da importancia da formacdo continuada do

professor.
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Em relacdo ao trabalho aqui descrito, as contribuicbes de Ramiro (2014)
favorecem nossa percepcéo em relacéo as possibilidades de promover o ensino de
geometria por meio de uma proposta de atividades com a utilizacdo de softwares
como o GeoGebra para o ensino de geometria, e, especificamente nesse caso,
para o ensino de no¢cdes de semelhanca de triangulos.

Também foi relevante para nosso estudo a ideia trazida pelo autor, quando
se refere a elaboracdo de uma proposta de atividades associadas a geometria que
permita ao participante a autonomia nas manipulagdes de construgbes de
representacfes dos objetos matematicos.

Na direcdo das discussfes promovidas por Ramiro (2014) a respeito das
demonstragdes em geometria, outro trabalho que contribui para a nossa revisao de
literatura € a dissertacdo de mestrado defendida por Rubervan da Silva Leite
(2017), pela Pontificia Universidade Catodlica de Sao Paulo (PUC-SP), intitulada
“Formacao de professores de Matematica e Tecnologias Digitais: um estudo sobre
o Teorema de Tales”.

Como podemos constatar, Leite (2017), em sua pesquisa, trata de um objeto
especifico, o teorema de Tales, que, conforme a discusséo trazida anteriormente
neste trabalho a respeito da nocdo de semelhanca, € um tema presente em
aspectos relacionados a nocdo de semelhanca de figuras planas.

O objetivo da pesquisa desenvolvida por Leite (2017) foi identificar a
integracdo dos conhecimentos didaticos, de conteudo e tecnolégicos que um grupo
de alunos de licenciatura em Matematica possuem, relacionados ao teorema de
Tales. Para esse pesquisador, pensar sobre as possibilidades de percepcéo quanto
a integragdo entre os conhecimentos mencionados é algo relevante, de onde
emerge a sua questao de pesquisa: “de que maneira podem ser evidenciados, de
forma integrada, os conhecimentos tecnoldgico, especifico e didatico do contetdo
relativos a topicos de geometria euclidiana plana — e do teorema de Tales, em
particular — entre alunos de licenciatura a partir de uma abordagem envolvendo
atividades com constru¢gées em um ambiente de tecnologias digitais?”

Para responder a essa inquietacdo, o autor recorre a constructos tedricos
gue possibilitam investigar o direcionamento de sua pesquisa, envolvendo autores
como Lévy (1993), Borba e Villarreal (2005) e Oliveira (2013).
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Na concepcdo didatica, para a compreensdo dos sujeitos referente as
conjecturas levantadas quando da resolucdo de problemas matematico e para a
compreensao das provas matematicas, Leite (2017) recorre a Balacheff (1987),
considerando o uso de tecnologias digitais na organizacao das resolugoes.

Na perspectiva da formacao de professores, cenario em que se encontravam
0S sujeitos da pesquisa, Leite (2017) se fundamenta na argumentacdo Shulman
(1987) acerca dos saberes docentes, organizados em categorias de conhecimentos
“[...] e articulados como uma compreenséo imprescindivel ao trabalho docente, em
especial no que se refere a atuacao do professor no processo de aprendizagem de
seus grupos de estudantes” (p. 48).

O autor reforga a indispensabilidade de que o professor pratique hébitos de
estudo, de modo que seus conhecimentos didaticos colaborem para sua formacéo
académica. Nesse sentido, um importante aspecto a ser considerado € o de
aprender a usar as tecnologias adequadas em integracdo com o0s saberes
docentes. Para isso, o autor recorre a Mishra e Koehler (2006), autores que

argumentam que

[...] o conhecimento acerca do uso didatico das tecnologias nao
deve ser visto de forma separada em relagdo aos conhecimentos
docentes ligados ao conteltdo e a didatica. [...] [Sdo praticas]

BN

necessarias a atuacdo docente, com énfase nas conexoes,
interagdes, possibilidades e condicionamentos que ocorrem no
contexto formado pelo conteddo, a didatica e as tecnologias
(LEITE, 2017, p. 57).

Nesse sentido, o Leite (2017) direciona suas reflexdes com o embasamento
de um constructo tedrico defendido pelos autores supramencionados, relativo ao
conhecimento tecnoldgico e pedagdgico do conteudo (TPACK).

Os aportes metodologicos adotados por Leite (2017) sédo de cunho
qualitativo, alicercados na aplicacéo de atividades e baseados na analise descritiva
das respostas, com suporte do software GeoGebra, na resolucdo de uma
sequéncia de atividades de complexidade progressiva, tendo como pretensao
oportunizar as conjecturas e interagdes para validar matematicamente o objeto de
estudo.

Leite (2017) traz, em sua pesquisa, elementos relativos ao teorema de Tales
e postulados correlatos, em um cenario de formacao inicial de professores, com

suporte das tecnologias digitais. O autor procurou indicar, sob o ponto de vista de
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Shulman (1986), os conhecimentos especificos envolvidos nas atividades e na
integracdo com os aspectos didaticos que o professor necessitaria compreender
para a efetivacdo dos pressupostos do conhecimento pedagogico do contetdo.

Em seus resultados, o autor destaca que as atividades provocaram reflexdes
importantes entre os participantes, levando-os a reestruturar deducdes e obter
acertos relevantes em suas argumentacdes em relacdo aos conhecimentos
especificos, com reflexos sobre os conhecimentos didaticos e tecnolégicos
necessarios para o desenvolvimento da sequéncia a qual foram submetidos.

Para Leite (2017), os conhecimentos tecnoldgicos dos participantes da
pesquisa deveriam passar por um processo de refinamento, de modo que eles
desenvolvessem fluéncia em relacdo as interfaces utilizadas. Além disso, os
conhecimentos didaticos relacionados ao teorema de Tales deveriam ser
aprimorados. Nesse sentido, as conexfes entre 0os conhecimentos matematico e
didatico e a fluéncia em interfaces digitais colaboraria para uma mais ampla
formacao inicial do professor. Quanto a isso, 0 autor aponta para as possiveis
dificuldades e possiblidades que os professores em formacé&o inicial teriam em
utilizar software GeoGebra em atividades que envolvessem o teorema de Tales.

As contribuices de Leite (2017) ao nosso estudo se revelam em relacao a
possibilidade de os professores em formacdo refletirem acerca dos temas
matematicos envolvidos — no caso de Leite (2017), o teorema de Tales. Além disso,
guanto aos objetos matematicos, essencialmente, Leite (2017) nédo trata da nocdo
de semelhanca, mas ao abordar o teorema de Tales, seu estudo contribui para as
nossas reflexdes acerca deste tema, uma vez que podemos tomar como escolha o
teorema de Tales, abordado principalmente quando nos referimos a ideia de
paralelismo para se chegar a uma nocéo de semelhanca de triangulos.

Na mesma direcéo que Leite (2017), a dissertacdo defendida anteriormente
por Nilo Silveira Monteiro de Lima em 2016, pela Pontificia Universidade Catodlica
de Sdo Paulo (PUC-SP), intitulada “Investigagbes em Geometria Plana com
Interfaces Digitais: um estudo sobre homotetia”, investigou, por meio de uma
sequéncia de atividades relacionadas ao estudo da homotetia, possibilidades para
utilizagdo do GeoGebra na formagao de professores.

Assim como outras pesquisas ja citadas, Lima (2016) nédo trata diretamente

da nocéo de semelhanca de triangulos, mas de homotetia, que, de acordo com a
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discusséo em relacdo ao nosso objeto de estudo, é um elemento a se considerar
para a construcao da nog¢ao que baseia nosso estudo.

Como uma investigacéo organizada na modalidade qualitativa, por meio de
um estudo de caso, tendo como sujeitos participantes professores da rede publica
e estudantes do mestrado em Educacdo Matematica da PUC-SP, Lima (2016)
norteou seu estudo a partir da seguinte questdo: “de que maneira se caracteriza
um percurso de estudo e investigagdo, envolvendo professores de Matematica da
Escola Basica, acerca do tema “homotetia” e de topicos matematicos correlatos,
realizado a partir de uma proposta que envolve tanto a resolucao de atividades por
pessoas-com-tecnologias como o desenvolvimento de fluéncia em relacdo as
interfaces empregadas?” (LIMA, 2016, p. 19).

Para responder essa questdo, o percurso tracado por Lima (2016) foi na
direcdo de desenvolver uma estratégia didatica para uso de tecnologias em

atividades/problemas ligados a geometria plana, tendo como objetivos

Constituir uma sequéncia didatica sobre homotetia, envolvendo,
igualmente, assuntos correlatos e necessarios a reflexdo sobre o
tema, que permita, por parte dos sujeitos, a constituicdo de
percursos investigativos cujos problemas estruturantes sao
pensados a partir da integracdo das pessoas com o0 software
GeoGebra em sua versao nimero 5;

Possibilitar o engajamento dos participantes na construcdo de
conjecturas e propostas de resolugéo de problemas sobre o tema
‘homotetia” a partir de um ambiente e de uma estratégia didatica
gue busca incentivar interagcdes no ambito de ambientes virtuais e
presencias (LIMA, 2016, p. 19).

O pesquisador identifica que a convergéncia entre diversas midias de
diferentes ambientes contribui para que o aprendiz se sinta confortavel para
familiarizar-se com o uso da tecnologia que julgar mais adequada para exploracéo

de um tema.

Metodologicamente, Lima (2016) procurou desenvolver uma estratégia
didatica voltada para o ensino da geometria, com a intencdo de promover
caracteristicas de aprendizagem colaborativa, apoiando-se no uso de tecnologias

em um ambiente online interativo.

Na intencdo de evidenciar as compreensdes constituidas a partir de
pressupostos interativos no ambito de pessoas-com-tecnologias-digitais, Lima
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(2016) utilizou uma sequéncia de atividades, a partir das manipulacdes das midias
empregadas, em que pretendia analisar exploracdo de construcdes geométricas
para as atividades com relagéo a proporcionalidade e homotetia, além de promover
discussobes acerca de semelhanca de triangulos.

Em seus resultados, o pesquisador ressalta que a organizacdo do estudo
permitiu “a apropriagdo de uma nova forma de pensar — e de reorganizar o
pensamento — acerca de temas matematicos (paralelismo, proporcionalidade,
semelhanca e homotetia)” (LIMA, 2016, p. 98), a partir do uso de tecnologias digitais
e nao digitais.

Para o autor, a trajetoria proposta pela sequéncia de atividades marcou de
forma distintiva o papel da construcdo de fluéncia dos dispositivos empregados
como uma importante etapa de consolidacéo de processos cognitivos.

Notamos que esta fluéncia apoiou 0 movimento por meio do qual se deu a
reorganizacdo do pensamento e o0 pensar com tecnologias, evidentes nos aportes
tedricos, possibilitando observar, a partir do discurso dos sujeitos, a forma como se
expressavam a medida que iam ganhando maior desenvoltura no GeoGebra (LIMA,
2016).

Para o autor, € a estimulacéo de estratégias que promovam a proposi¢ao de
conjecturas apoiadas em tecnologias como reorganizadoras do pensamento, e da
resolucdo das atividades, que possibilitaram subsidiar a construgcdo do
conhecimento no ambito da pesquisa. O autor relata que as falas dos participantes
indicavam conjecturas e raciocinios que mostravam, de maneira inequivoca, um
movimento em torno de pensamentos-com-tecnologias, ou seja, propostas de

resolucao apoiadas pelo uso de interfaces digitais, no caso.

Para nosso estudo, essas observacdes indicaram a relevancia do emprego
de estratégias didaticas com tecnologias na elaboracgéo de propostas de atividades.
O autor menciona gque o desenvolvimento de fluéncia nas interfaces digitais nao
prescinde, por vezes, de apoio, que pode ser promovido, pontualmente, por
instrucdes:

A medida que as dificuldades persistiam, desde o desenvolvimento da

fluéncia nas interfaces, como foi mencionado anteriormente, fluéncia esta
gue compreende a exploracéo dos elementos da interface e a apropriacao
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da légica da interface, a necessidade destes roteiros foi novamente
reestabelecida, de modo que a estratégia didatica ndo tivesse seu
andamento comprometido (LIMA, 2016, p. 101).

Além disso, o autor menciona alguns episédios envolvendo outras midias, o
que permitiu “explorar e investigar valendo-se do suporte “lapis-e-papel” [...] para
dar solucdo a um problema proposto, seguido da reproducéo do resultado por meio
do suporte digital” (LIMA, 2016, p. 101). Aqui, 0 autor menciona seus referenciais
tedricos, principalmente Oliveira (2013), para indicar a ideia de convergéncia entre

midias.

Com uma perspectiva alinhada a investigacéo realizada por Lima (2016),
observamos que a dissertacdo de mestrado defendida por Lahis Braga Souza no
ano de 2016, na Universidade Estadual Paulista - UNESP, na cidade de Rio
Claro/SP, com titulo “Tecnologias Digitais na Educacdo Basica: um retrato de
aspectos evidenciados por professores de Matematica em Formacgao Continuada”,

tratou especialmente o uso das tecnologias digitais como suporte para o0 ensino.

Nessa pesquisa, Braga (2016) teve como objetivo geral investigar as
concepcOes dos professores de Matematica em relacdo as tecnologias digitais nos

anos finais do Ensino Fundamental.

Além do objetivo geral, em seus objetivos especificos, a pesquisadora
buscou identificar os aspectos da formacao continuada que podem emergir em
suas aulas no ensino da Geometria; o papel das tecnologias digitais em suas salas
de aula, com énfase no ensino da Geometria; as visdes dos professores em relacdo
ao uso de tecnologias e o papel da gestédo escolar no uso das tecnologias digitais

em aulas.

Para isso, a autora organizou um curso de formacdo continuada com
professores das séries finais do Ensino Fundamental da rede publica de Ensino,
intitulado “Algumas possibilidades das Tecnologias Digitais em Geometria no

Ensino Fundamental II”, na modalidade semipresencial.

Da leitura que realizamos, identificamos que Braga (2016), buscava
responder a seguinte questao de pesquisa: “0 que enunciaram e apresentaram 0s
professores participantes de um curso de formag&o continuada sobre o uso das

tecnologias digitais em aulas de Educacgao Basica?”
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Para responder a tal questéo, a organizacdo da formacéo continuada buscou
compreender aspectos desse grupo especifico de professores e suas

particularidades em relacdo a geometria.

Em seus aportes tedricos, a pesquisadora destaca as fases das tecnologias
na Educacao Matematica, de modo que a organizacéo da formacéao de professores
teve como foco principal discutir como desenvolver com os alunos os contetdos de
matematica com o uso das tecnologias digitais, em especial, relacionados ao

ensino da geometria nas séries finais do Ensino Fundamental.

A partir de uma metodologia qualitativa, a autora analisa o curso de formacéo
continuada proposto, do qual emergem alguns resultados, que, essencialmente,
nao tratam da nocdo de semelhanca de triangulos, nosso objeto de estudo.
Entretanto, de modo geral, em relacdo ao ensino de geometria, especialmente

tratando do uso de tecnologias digitais para o ensino, a autora ressalta:

[...] que os softwares de Geometria Dindmica sao significativos para
0 ensino da geometria. Sendo seu uso uma proposta que visa ao
desenvolvimento do conhecimento geométrico do aluno com
situagcbes que estimulem sua curiosidade e despertem seu
interesse pelos conteldos abordados nas aulas e, também, que
auxiliem o aluno na exploragéo do conhecimento (BRAGA, 2016, p.
111).

Além disso, a pesquisadora considera ser essencial ainda que o professor
tenha conhecimento dos progressos na area educacional, a partir dos quais o0 uso
de tecnologias digitais aparece como uma alternativa de metodologia de ensino. A
esse respeito, Braga (2016) destaca que formacdes de professores que
possibilitem o despertar para uma motivacdo em relagdo ao uso, em sua pratica
pedagdgica, das tecnologias digitais nas aulas, em especial para o ensino de
geometria, € um aspecto a ser fomentado, [...] “como a experimentacdo com
tecnologias — que independem do conteudo a ser lecionado com as tecnologias
digitais pelos professores, mostram sobre as tecnologias que podem ser utilizadas

na matematica em geral” (p. 107).

Como ja mencionamos o estudo de Braga (2016) néo trata diretamente da
nocédo de semelhanca, mas trata do uso de tecnologias digitais para o ensino de

geometria. Quanto a isso, as contribuicbes de sua pesquisa para 0 nosso estudo
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se evidenciam a medida que a autora destaca a necessidade, por parte dos
professores, de formacdes que possam vir a contribuir para melhorar suas praticas,
que embora ndo estejamos nesse estudo tratando de analise de aplicagdo, mas

sim uma proposicao.

No tocante ao ensino de geometria com apoio de tecnologias digitais (nesse
caso, com o software GeoGebra), o estudo de Braga (2016) evidencia uma
possibilidade a formacao de professores. E nessa perspectiva que trazemos, nesta
revisdo de literatura, a dissertacdo de Luiz Carlos Ramassotti, intitulada “A
geometria euclidiana na licenciatura em matematica do ponto de vista de
professores formadores”, defendida em 2015, na Universidade Estadual Paulista —
UNESP, na cidade de Rio Claro/SP, que tece consideracbes acerca de
possibilidades para formacao de professores formadores em relagcéo ao ensino de

geometria.

Identificamos que, em sua pesquisa, 0 autor teve como objetivo apontar as
concepc¢Oes de um grupo de professores formadores do curso de licenciatura em
matematica sobre temas ligados a geometria euclidiana. Nesse sentido, o objetivo
estava relacionado ao que os professores formadores consideram relevante para
que o professor em formacdo tenha uma formacédo geométrica adequada ao

exercicio da docéncia na Educacao Bésica.

Diante desses objetivos, o estudo buscou responder a seguinte questéo:
“‘como um grupo de professores formadores concebe a geometria euclidiana nos
cursos de Licenciatura em Mateméatica de modo a preparar o futuro professor para
0 ensino da mesma na Educacao Basica?” (RAMASSOTTI, 2015, p. 13).

Para responder essa questdo, a pesquisa desenvolvida por Ramassotti
(2015) tomou como referencial tedrico a Analise de Conteudo, segundo Bardin
(2009), de modo que, metodologicamente, para constituirem-se como conteddos a
serem analisados, o pesquisador recorre a realizacdo de entrevistas com um grupo

de professores formadores.

Nessas entrevistas, 0 autor objetivava compreender as praticas e as
metodologias de ensino da geometria nos cursos de formacéo de professores de
matematica. Evidentemente, esse processo caracteriza uma pesquisa de natureza

qualitativa.
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O que muito nos interessa no estudo Ramassotti (2015) € que, por meio de
entrevistas semiestruturadas, o autor aborda temas como o rigor com que 0S
sujeitos trabalham a axiomatizagdo e formalizacdo da geometria. Além disso, 0
estudo traz consideracdes a respeito do uso da régua e do compasso e a introducao
dos softwares de geometria na licenciatura em matematica, especificamente no

caso da geometria.

Segundo Ramassotti (2015), como resultado da analise de seus dados, a
geometria deveria ser trabalhada pelos professores por um sistema dedutivo e
axiomatico, de modo que os cursos de licenciatura em matematica, na visdo dos
sujeitos, deveriam abordar as demonstracdes nas disciplinas de contetudo

matematico, em especial, na geometria.

Como resultado, o autor ainda destaca que trabalhar as construcoes
utilizando instrumentos, como por exemplo, régua e compasso, torna-se
fundamental para a formacao do professor, que poderia se utilizar desse recurso
para construcao de figuras, demonstracdes de teoremas e conceitos da geometria
euclidiana. Ainda nesse contexto, Ramassotti (2015), indica as tecnologias digitais,
como um recurso que auxilia o estudo da geometria, por apresentar caracteristicas
importantes nas construcfes, como as visualizacdes das figuras em diversas
posicdes e ainda, por permitirem realizar experimentacdes que contribuem para a

sustentacao de conjecturas e demonstracdes.

O autor ainda ressalta ser essencial que o professor, além de ter dominio do
conteudo especifico, venha a ter cursos de formacéo, com destaque para softwares
de geometria dindmica, 0s quais colaborariam como um recurso pedagdogico

importante para suas aulas.

Os resultados de Ramassotti (2015), demonstram que os entrevistados
reconhecem a responsabilidade e relevancia na escolha da ado¢do do material
didatico a adotar “no que se refere ao conteudo ou a forma de apresentacdo, da
axiomatizagao, bem como do rigor e linguagem formal utilizada” (p. 92). Contudo,
nao existe consenso de qual referéncia bibliografica adotar. Outro apontamento
trazido pelo autor esta nas poucas producfes de materiais para 0 ensino da

geometria direcionada para os cursos de licenciatura em matematica. Para ele, isso
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se da, entre outras razdes, por falta de conhecimento especifico no ensino deste

conteudo.

Em relacdes aos professores formadores, Ramassotti (2015) indica, a partir
dos mesmos, uma percepcao de que o professor em formacéo, por ndo dominar o
conteudo, ndo sente seguranca para ensinar, o que implica em, também, néo ter

uma metodologia adequada para a realizacédo de seu trabalho.

As contribuicdes de Ramassotti (2015) para esta pesquisa ficam por conta
da necessidade de abordar elementos relacionados as demonstracdes de objetos
da geometria em cursos de licenciatura em matematica, o que procuramos destacar
nos estudos preliminares que realizamos aqui. Em relacdo a formacédo de
professores, as contribuicbes emergem a medida que o autor aponta, como algo
essencial ao professor, além do dominio do contetdo especifico, 0 acesso a cursos
de formacdo, ressaltando que os softwares de geometria colaboram como um

recurso pedagdgico importante para suas aulas.

Diante das discussfes trazidas a partir das pesquisas consultadas até aqui
em nossa revisao de literatura, podemos observar, a partir de estudos como de
Maciel (2004), a possibilidade de investigar a construcdo de conhecimentos em
relacdo a nocdo de semelhanca de triangulos. Nesse sentido, é o que identificamos
na proposta elaborada por Santos (2012) em sua pesquisa. Nesse sentido, estudos
como os de Ramiro (2014), Lima (2016) e Leite (2017) destacam discussdes
relacionadas ao ensino de temas/objetos da geometria, sobretudo em relagcdo ao
uso de tecnologias digitais como suporte para esse ensino. E é no sentido de utilizar
tecnologias digitais que Braga (2016) e Ramassotti (2015) contribuem ao
conjecturar sobre possibilidades de formacéo de professores em relacéo ao ensino
de geometria, especificamente de noc¢des de semelhanca de triangulos, a partir do

uso de tecnologias digitais.

A partir dessas perspectivas e buscando meios para responder ao
guestionamento norteador da pesquisa, no capitulo a seguir, tratamos de
apresentar aportes teoricos, essencialmente ligados a formacéo de professores, o
uso de tecnologias digitais na Educacdo Matematica e a construcédo de situagdes
didaticas.
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3 REFERENCIAIS TEORICOS

Neste capitulo, apresentamos nossos aportes tedricos. Inicialmente,
trazemos reflexdes a respeito das formas de apreenséo figural propostas por Duval
(2012) em relacdo ao ensino da geometria. Relacionados a formacdo de
professores, séo trazidas contribuicbes vindas dos estudos de Shulman (1986;
1987). Quanto a formacao de professores e tecnologia, temos, como referéncia, os
estudos de Mishra e Kohler (2006), tema com o qual contribui, também, Oliveira
(2018), autor que também trata, de forma geral, acerca do uso das tecnologias em
Educacdo Matematica. Em relacdo a construcdo das atividades, indicadas mais
adiante, esta pesquisa se apoia em pressupostos da Teoria das Situacdes
Didéticas (TSD), em especial, nas contribuicbes de Brousseau (2012). Estes sao

0S autores e propostas teodricas tratados nas proximas paginas.

3.1 As formas de apreensdo em relacdo ao ensino da geometria

Considerando que este trabalho tem como objeto de estudo a nocao de
semelhanca de triangulos, discutiremos, a seguir, um referencial tedrico
relacionado ao ensino da geometria: trata-se das ideias de Duval (2012), referentes
a uma abordagem cognitiva de problemas de geometria em termos de congruéncia

de figuras.

Segundo Duval, problemas relacionados a geometria e que podem ser

propostos aos alunos apresentam uma particularidade:

[...] por um lado, a sua resolugéo exige uma forma de raciocinio
gue implica referéncia a uma axiomética local, mas que se
desenvolve no registro da lingua natural. Esta forma de raciocinio
conduz o desenvolvimento de um tipo de discurso que funciona por
substituicdo, como se tratasse de uma lingua formalizada, ainda
gue situado em um registro em que o discurso é construido de
modo natural por associagédo e por acumulagdo (DUVAL, 2012, p.
119).

Nesse sentido, Duval (2012) destaca que a coeréncia nao repousa sobre as
mesmas diretrizes de organizacao do discurso. Para o autor, essas particularidades

relacionadas a geometria exigem, “uma forma de expressdo que n&o repousa na
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oposigao geralmente feita entre a lingua natural e as linguas formalizadas” (p. 119).

Além disso,

por outro lado, a heuristica de problemas de geometria refere-se a
um registro de representacbes espaciais que originam formas de
interpretacbes  autbnomas. Entre estas interpretacfes
distinguiremos: as apreensdes perceptiva, operatoria, discursiva e
sequencial das figuras (DUVAL, 2012, p. 120).

Consideramos a este referencial, as apreensfes supracitadas. Em primeiro
momento, em relacédo a apreenséo sequencial, Duval (2012) afirma que esta forma
de apreensdo “é explicitamente solicitada em atividades de construcdo ou em
atividades de descricéo, tendo por objetivo a reproducéo de uma dada figura” (p.
120).

O autor comenta que nos tempos mais recentes, as orientacées didaticas
tém concedido certa importancia a estas atividades de geometria. Conforme
observamos, o autor aponta que, os objetivos dessas orientacdes didaticas estédo
em tentar “melhor preparar os alunos para a forma de desenvolvimento do
raciocinio que os problemas em geometria exigem” (p. 120).

Antes de tratarmos das demais formas de apreenséo, nos parece relevante
apontar que para Duval (2012), numa perspectiva cognitivista

[...] a resolugdo de problemas em geometria e a entrada nesta
forma de desenvolvimento do raciocinio que esta resolucéo exige,
depende da conscientizagdo da distincdo, quer dizer, da
conscientizagdo da oposi¢do entre as trés primeiras formas de
apreenséo das figuras. No entanto, isto constitui ndo mais do que
um aspecto do modo de raciocinar geométrico. Existe outro aspecto
que diz respeito ao estatuto de “intermediario natural” do modo de
raciocinar em geometria: raciocinio que ndo funciona como a
argumentacdo do pensamento natural, se bem que utiliza os
recursos da linguagem natural (DUVAL, 2012, p. 120).

Da perspectiva citada, Duval (2012) propde que “uma analise das fun¢des
cognitivas subjacentes as atividades de demonstracdo em geometria parece
realmente necessdria para orientar o ensino” (p. 120). Quanto as apreensdes de

formas na interpretacdo figural em uma situacdo geométrica, Duval (2012)

argumenta:

N&ao importa qual figura desenhada no contexto de uma atividade
matematica, ela é objeto de duas atitudes geralmente contrarias:
uma imediata e automatica, a apreenséo perceptiva de formas; e
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outra controlada, que torna possivel a aprendizagem, a
interpretacdo discursiva dos elementos figurais (p. 120).

Esses dois posicionamentos, a apreensao perceptiva de formas e a
interpretacdo discursiva dos elementos figurais, se apresentam em discordancia,
uma vez que a figura apresenta objetos que se destacam livremente do enunciado,
“assim como os objetos nomeados no enunciado das hipoteses ndo sao
necessariamente aqueles que aparecem espontaneamente” (DUVAL, 2012, p.
120).

Desta forma, problemas ligados a figuras geométricas se evidenciam em
relacdo a diferenca entre apreensdo perceptiva e uma interpretacao
necessariamente comandada pelas hipoteses. Figura geométrica é relacéo entre a
apreensdo perceptiva e a discursiva dada pelas hipéteses. Para o autor, a
apreensdao perceptiva de uma figura segue a lei do fechamento e da continuidade,

guando diferentes tracos formam um contorno simples e fechado.

Figura 27: Exemplos de diferentes organizacdes perceptivas de figuras

Fonte: Duval (2012, p. 121)

As representacOes figurais (a), (b) e (c), contidas na Figura 27, surgem,

nessa ordem, como:

e em (a), a superposicao de duas formas, um quadrado e um
retangulo;

e em (b), uma montagem de duas formas idénticas em que
lados de cada uma se tocam;

e em (c), a reparticdo de uma forma, um retangulo, em duas
partes. (DUVAL, 2012, p. 121).

De acordo com Duval (2012), a lei de fechamento ou de continuidade exerce
papel relevante quando se consideram as figuras via de regra usadas pelos alunos,

pois se é certo que provoque resisténcia em relacdo ao esquecimento, “devido a
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forma em que aparece [a figura], em proveito dos tracos organizados em uma forma
percebida (ou somente de certos tragos)”, de outro modo, concorre para excluir
“organizag¢des mais simples e impede, desta maneira, de ver outras formas”. Desta
maneira, “a diferenga entre a interpretacdo discursiva de uma figura exigida por
uma situacdo geométrica e a apreensao perceptiva” (DUVAL, 2012, p. 121-122),
tem origem nas leis de organizacéo perceptiva. Cabe destacar que, mais adiante,
tratamos da apreenséo discursiva de modo a melhor diferencia-la da apreenséo

perceptiva.

Duval (2012) observa que, no caso da apreensao perceptiva, os alunos “nao
se dao conta de que uma figura deve ser olhada ndo mais do que através ou em
funcdo das propriedades, ou das condi¢des formuladas como hipoteses” (p. 124).

Conforme observado, os alunos, em uma apreenséao perceptiva,

[..] leem o enunciado, constroem a figura e, em seguida,
concentram-se na figura sem retornar ao enunciado. Este
esquecimento ou abandono do enunciado marca a auséncia da
atitude que chamamos de interpretacéo discursiva da figura. E por
isso que os problemas que sdo acessiveis a estes alunos séo
aqueles cujos enunciados sdo semanticamente congruentes a
figura construida ou a construir. No entanto, isto ndao é mais do que
uma condicao necessaria (DUVAL, 2012, 124-125).

Sob o ponto de vista do autor, ao observar alunos que, no processo de
resolucdo de uma situacdo geométrica, apresentam apreensdo perceptiva de
formas e interpretagao figural, “a congruéncia seméantica abre ou fecha a porta de
entrada na resolucdo de um problema; ela ndo é suficiente para a sua busca”
(DUVAL, 2012, p. 125). Observamos que, em relagcdo a congruéncia semantica,
para Duval (2012), um aspecto essencial que € preciso considerar se refere a
apreensdo operatoria, que permitiria ir além das concepcdes formadas a partir da

apreensao perceptiva.

A respeito da apreensdo operatéria, uma primeira ideia € que toda figura
pode ser modificada. Pode, por exemplo, ser dividida em partes que formem
subfiguras, ou inclui-la em outra figura da qual ela passa a ser uma subfigura. Esta
modificagao é definida pelo autor como modificagdo mereoldgica, que “se faz em

funcao da relagao parte e todo” (p. 125).
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Duval (2012) define uma modificagdo mereoldgica “como uma modificagao
que faz surgir uma forma como um todo fracionado em partes homogéneas ou em

partes heterogéneas” (p. 127).

E ainda, em relagéo a uma figura:

Pode-se também aumenta-la, diminui-la ou deforma-la: esta
modificagcdo € uma modificacdo Otica, ela transforma uma figura
em outra, chamada sua imagem. Esta transformacdo, que é
realizada através de um jogo de lentes e espelhos, pode conservar
a forma inicial ou altera-la. Pode-se, enfim, deslocé-la ou rotacioné-
la em relacao as referéncias do campo onde ela se destaca: esta
modificagdo € uma modificagcdo posicional de orientagdo e do
lugar da figura dentro do seu ambiente (em geral o plano fronto
paralelo) (DUVAL, 2012, p. 125, grifos do autor).

De acordo com Duval (2012), cada uma dessas modificacdes é realizavel
graficamente ou mentalmente. Um exemplo discutido pelo autor apresenta a
seguinte ideia: ao repartir uma figura em subfiguras, evidencia-se a igualdade de
areas, ou, eventualmente, a proporcdo que, se considerarmos uma figura como o

aumento ou a reducao de outra, pode permitir ver o centro de uma homotetia.

Desta forma, Duval (2012, p. 125) denota que “a apreensao operatoéria € uma
apreensdo centrada nas modificagbes possiveis de uma figura inicial e nas
reorganizagdes possiveis destas modificagdes”. De modo que, para cada tipo de
modificacdo, existem inUmeras operacdes possiveis. Neste contexto, o autor trata
da produtividade heuristica de uma figura, com foco em problemas de geometria.
Tal produtividade “esta ligada a existéncia da congruéncia entre uma destas
operacdes e um dos tratamentos matematicos possiveis para o problema proposto”
(DUVAL, 2012, p. 125).

Em que pese a riqueza das propostas multiplas discutidas por Duval (2012)
em suas assercdes, interessa mais a este estudo as formas de apreensdes trazidas
pelo pesquisador. Justamente Nesse sentido, ao tratar da apreensao operatéria, o
autor apresenta um quadro que ilustra as possibilidades dessa forma de apreenséao

de figuras no ambito de uma analise geometricamente justificada.



Quadro 2: Tipos de apreenséo operatdria de figuras.

Tipo de modificacéo
figural

Operagdes que constituem
a produtividade heuristica

Fatores que interferem na
visibilidade

Modificacbes
mereologicas

- Reconfiguracdo
intermediéria
- Mergulhamento

- Caracteristica convexa
ou nao convexa das
partes elementares

Modificagbes o6ticas

- Superposibilidade

- Recobrimento parcial

- Anamorfose - Orientacdo
- Estabilidade das
e S - Rotacéo referéncias do campo
ModificacBes posicionais e :
- Translagédo perceptivo para o suporte

das figuras.

Fonte: Duval (2012, p. 127) — adaptado

Notamos que o quadro apresenta diferentes possibilidades ligadas as
apreensfes operatérias de figuras. Embora o préprio autor reconheca a
possibilidade de discorrer acerca das diferentes operacdes constituintes da
produtividade heuristica das apreensdes, seu trabalho prefere se deter com
destaque sobre as reconfiguracbes intermediarias, as quais “intervém nos
problemas iniciais de geometria que podem ser propostos aos alunos, cujas
resolugcdes nao requerem a utilizacdo de um corpus de definicbes e de teoremas”

(p. 127).

Para compreensdo da operacdo de reconfiguracdo intermediaria,
retomamos a ideia da modificacdo mereoldgica, que tem a ver com a proposta de
um todo fracionado em partes homogéneas ou em partes heterogéneas.
ModificacBes deste tipo se constituem graficamente pela adicdo de um ou mais
tracos a figura inicial. Na figura a seguir, trazemos um exemplo a respeito dessas

modifica¢des, de acordo com Duval (2012).

Figura 28: quadrilateros fracionados de diferentes maneiras

Homogéneo Heterogéneo Homogéneo/heterogéneo

Fonte: DUVAL (2012, p. 127) — adaptado

A relevancia do fracionamento de uma figura, segundo Duval (2012), é que

ela origina a operacdo de reconfiguracdo intermediaria. Desta forma, ainda
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segundo o autor, as partes obtidas por fracionamento podem ser reagrupadas em

varias subfiguras, todas associadas a figura inicial.

Quanto a esta forma de apreensao, em suas observacgdes, Duval (2012)
evidencia que o que parece ser o principal obstaculo das situagbes envolvendo
geometria tem relacdo com a visibilidade aparente aleatoria em cada individuo. A

esse respeito:

[...] visibilidade da figura é intrinseca aos tratamentos matematicos:
o fato de perceber ou ndo perceber, em uma figura, a
reconfiguracao intermediaria pertinente, ndo significa nada quanto
a possibilidade de aplicar esta reconfiguracdo quando ela é
percebida (DUVAL, 2012, p, 133).

Outra discusséo promovida pelo autor se refere a apreensao discursiva de
uma figura. Duval (2012) aborda este tépico destacando a relevancia do problema
de congruéncia entre figura e enunciado e entre figura e o tratamento matematico.
Nesse sentido, o pesquisador francés assevera que as figuras geométricas partem
de um estatuto segundo o qual ndo se constituem como um registro de tratamento
autbnomo, o0 que ocorreria, por exemplo, com as representacfes graficas

cartesianas. Para Duval, entao,

Isto implica subordinacdo da apreenséo perceptiva a apreensao
discursiva e, como consequéncia, uma restricdo da apreensao
perceptiva: uma figura geométrica ndo mostra a primeira vista a
partir de seu tracado e de suas formas, mas a partir do que é dito.
Esta subordinacdo da apreensdo perceptiva a apreensdo
discursiva pode ser considerada como uma teorizagcdo da
representacdo figural: a figura geométrica torna-se, de certa
maneira, um fragmento do discurso tedrico (DUVAL, 2012, p. 133).

E da perspectiva citada anteriormente que Duval (2012) assinala que “a
compreensao desta teorizacdo das figuras geométricas, na qual sua apreensao
perceptiva deve estar subordinada a sua apreensao discursiva, constitui um dos

vieses de acesso a demonstragao” (p. 133).

Além disso, é a apreensdo discursiva das figuras

[...] que diferencia radicalmente as atividades de demonstracdo das
atividades de construcdo. E esta apreensao discursiva € de outra
natureza, diferente daquela que descreve o procedimento de
construcdo que € exigido dos alunos em atividades de jogo de
mensagem (DUVAL, 2012, p. 134).
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Com o objetivo de evidenciar essas diferencas, Duval (2012), tratando da
apreensao perceptiva, ressalta que ela “pode servir de registro de controle para
julgar uma execucdo aceitavel ou ndo da atividade. Seu estatuto ndo €, portanto, o

mesmo de uma atividade de demonstracao” (p. 134).

Este sentido, de situacdes geométricas diferentes, pode ser ilustrado quando
se toma de uma mesma figura, considerando os objetivos iniciais distintos de cada
situacdo, de construgdo versus de demonstracdo. E isso que assevera Duval
(2012), ressaltando que a listagem de instru¢cdes dadas de modo que uma outra
pessoa construa uma figura exige, de maneira geral, trés itens geralmente comuns

a redacéao de qualquer texto:

e nao dar, na medida do possivel, ndo mais do que uma instrucéo
por frase;

e evitar toda ambiguidade no enunciado de cada instrugéo;

e definir um quadro de referéncia autbnoma, que permita uma
descricdo de tudo que, em uma interacdo, é simplesmente
mostrado (DUVAL, 2012, p. 134).

Dada a estrutura proposta para redacdo de um texto, o autor, salienta que a
“apreensao discursiva de uma figura equivale a mergulhar, segundo as indicagbes
de um enunciado, uma figura geométrica particular em uma rede semantica, que €,

ao mesmo tempo, mais complexa e mais estavel” (p. 135).

A esse respeito o autor se refere a um ponto de vista cognitivo que emerge
e evidencia “uma diferenca importante entre a redacao de uma lista de instrugées

para a constru¢ao de uma figura e a redacao de uma demonstragao” (p. 135):

Pode-se assimilar a atividade de demonstracao ao raciocinio, na
medida em que para este termo designa-se a producdo de
argumentos, a inferéncia constantemente solicitada na
compreensdo de qualquer que seja o discurso, ou ainda, a
interpretacdo que permite encontrar uma mudanca de registro
(DUVAL, 2012, p. 135).

Como podemos observar, a atividade evidencia o dominio sobre a

apreenséo discursiva do objeto matematico.
Duval prop0e articulacdes entre as apreensoes:

 Figura geométrica é a articulagdo entre as apreensdes perceptiva e

discursiva — é necessario ver a figura a partir das hipéteses e ndo das formas
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gue se destacam ou das propriedades evidentes, ou seja, a apreensao

perceptiva subordina a apreensao discursiva.

* Visualizacdo é a articulacao entre as apreensdes perceptiva e operatoria. A
percepcdo ndo exige conhecimento matematico, mas pode comandar a

apreensao operatoria. (ha uma ampliacéo).

* Heuristica e demonstracao é a articulacao entre as apreensdes operatoria

(subordinada a perceptiva) e discursiva.

+ Construcao geomeétrica é a articulacdo entre as apreensdes discursiva e

sequencial que requerem a perceptiva (desconstrucédo).

Das consideracdes tecidas até aqui, o objetivo de empregarmos um
referencial relacionado ao ensino de geometria nos parece ter sido cumprido, pois,
com base nos pressupostos trazidos por Duval (2012), a apreensédo sequencial,
apreensao perceptiva, apreensao operatoria e apreensao discursiva nos permitem,
sob uma perspectiva cognitiva, compreender a parte doo processo de construcao

do conhecimento geomeétrico que interessa a esta pesquisa.

N&o é demais lembrar que esta investigacdo procura elementos para a
criacao de atividades significativas ligadas a formacéo de professores. Deste modo,

a seguir, sdo alinhadas algumas reflexdes teoricas relacionadas a este tema.

3.2 Formacao de professores

Em relacdo a formacao de professores, Shulman (1987, p.5) recomenda uma
discusséo das origens e disposicdes da base de conhecimento proposta para o
ensino. Isto significa trazer a tona uma discussao sobre a relevancia dos saberes
especificos nos quais o professor atua como parte importante da constituicdo de
sua atuacdo. Desse modo, da perspectiva do autor, 0 ensino inicia com o professor

entendendo o que deve ser aprendido e como deve ser ensinado.

Segundo Shulman (1987), esta base se refere a um repertorio profissional
ligado a um conjunto de compreensdes, conhecimentos, habilidades e disposi¢cbes
gue sao necessarios para ensinar. Estes elementos seriam, entdo, entre outros,

para o profissional docente,
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Conhecimento do contetudo; conhecimento pedagogico geral
(gestédo e organizacdo sala de aula); conhecimento do curriculo —
“ferramentas do oficio” para os professores; conhecimento
pedagdgico do contetdo (combinacdo de contetdo e didatica);
conhecimento dos estudantes e de suas caracteristicas;
conhecimento de contextos educacionais; e conhecimento dos fins,
propésitos e valores da educacdo e de sua base histérica e
filoséfica (SHULMAN, 1987, p. 8 — traducéo nossa).

Entre as categorias mencionadas por Shulman (1987) em suas propostas,
emerge 0 que convencionou chamar de Pedagogical Content Knowledge (PCK),
pois identifica os diversos eixos de conhecimentos necessarios para ensinar e
melhor discriminar a compreensdo de um especialista em contetudo daquela de um
pedagogo. O autor assevera que cabe ao professor ndo apenas a responsabilidade
em compreender 0s assuntos especificos que leciona, mas também uma
abordagem holistica, adequando as interpretacdes do mesmo conceito em uma
compreensao flexivel diante dos alunos, com relacdo ao que esta sendo ensinado
e eventualmente aprendido. Ou seja, em outros termos, este conhecimento
pedagdgico (ou didatico, o que seria, talvez, mais apropriado) do conteudo reflete
a capacidade do professor, que detém o conhecimento especifico do contetdo a
ser ensinado, de adapta-lo e transforma-lo para que se faca compreensivel aos
alunos, dadas suas condicbes especificas. Nesse sentido, o autor critica as
formacdes de professores que focam exclusivamente no contetdo da disciplina na
qual o professor trabalha ou, de outro modo, apenas nas abordagens didaticas,
ressaltando a importancia de ndo perder de vista esta intersecao entre estes tipos

fundamentais de saberes docentes.

Ainda de acordo com Shulman (1987), para alcancar os objetivos propostos
em dada iniciativa educacional, criam-se materiais e estruturas para ensinar e
aprender, incluindo curriculos, avaliagbes, instituicbes, organizacdes e
mecanismos gerais de gestdo e financas. Professores trabalham dentro de uma
metropole criada por esses elementos, consumindo-os e sendo também
consumidos. A familiarizagdo do professor neste nucleo é crucial, pois inclui tanto
as ferramentas do oficio como as condigBes contextuais que vao facilitar ou inibir
os esforcos para ensinar. Diante disto, Shulman (1987) caracteriza o ensino como
compreensao e raciocinio, como transformacdo e reflexdo. Nesse sentido,
Fenstermacher (1978, 1986) apud Shulman (1987, p. 13) analisa que:
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O objetivo da formacgéo do professor, diz ele, ndo é doutrinar ou
treinar os professores a se comportarem de maneiras prescritas,
mas sim educar os professores a refletirem profundamente sobre
seu ensino, bem como a desempenhar habitualmente. [...]
Fenstermacher argumenta que o bom ensino nao sé é efetivo em
termos comportamentais, mas deve repousar sobre uma base de
premissas adequadamente fundamentadas (SHULMAN, p. 13,
traducdo nossa).

Para Shulman (1987), a nocdo de raciocinio pedagogico envolve um
conjunto de ideias, a partir de algum tipo de “texto®” que abarca um ciclo de
atividades que envolvam compreensdo, transformacao, instrucdo, avaliacdo e

reflexao.

O autor considera que o ponto de partida e de chegada do processo € um
ato de compreensdo, no qual ensinar é primeiro entender. Espera-se que 0
professor compreenda o que ensina de mdultiplas maneiras, relacionando com

outras ideias dentro do mesmo assunto, bem como em outros assuntos.

Esperamos que um matematico compreenda matematica ou um
especialista em histdria compreenda histéria. Mas a chave para
distinguir a base de conhecimento do ensino esta entre contedo e
pedagogia, na capacidade do professor de transformar o
conhecimento de conteldo que possui em formas que sao
pedagogicamente poderosas e, ainda adaptaveis as variagées de
habilidade e base apresentadas pelos alunos (SHULMAN, p. 15 —
traducéo nossa).

Outro aspecto do raciocinio pedagdgico envolvido é a transformacao e seus
componentes, na qual as ideias compreendidas precisam ser transformadas de
alguma maneira para serem ensinadas e o professor deve refletir sobre o caminho
entre o0 conteudo e a compreensdo nas mentes dos alunos, o que implica alguma

combinagao dos seguintes processos (SHULMAN, 1987, p. 16):

(1) preparacdo (dos materiais do texto) incluindo o processo de
interpretacdo critica. (2) representacdo das ideias na forma de
novas analogias, metaforas e assim por diante. (3) selecbes
instrucionais entre uma série de caracteristicas gerais dos métodos
e modelos de ensino, e (4) adaptacdo dessas representagfes as
caracteristicas gerais das criangas a serem ensinadas, bem como
(5) adequando as adaptacfes aos jovens especificos em sala de
aula (SHULMAN, 1987, p.16, traducéo nossa).

5 Texto: um livro didatico, um plano de estudos ou outro material que o professor ou aluno deseja
compreender.
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Estas formas de transformacdo levam da compreensdo pessoal para a
preparacdo de outras compreensfes, do ensinar como pensamento ao criar um
plano de aula, ou seja, examinar e interpretar criticamente os materiais de
instrucdo, em termos de compreensdo do contetdo pelo préprio professor para
averiguar se os mesmos sao adequados para serem ensinados. Nesse sentido,
Shulman (1987) considera o raciocinio pedagogico tdo parte do ensino quanto o
proprio ato de ensinar, e este raciocinio pedagogico ndo para quando a instrugédo
comega, de modo que, as “atividades de compreensao, transformacéao, avaliacao e

reflexdo continuam a ocorrer durante o ensino ativo”.

Ao se referir a instrucdo, Shulman (1987) considera que:

Essa atividade envolve o desempenho observavel de vérios atos de
ensino. Inclui muitos dos aspectos mais cruciais da pedagogia:
organizar e gerenciar a sala de aula; apresentar explicacoes claras
e descricdes claras; atribuir e verificar trabalhos; e interagir
eficazmente com os alunos por meio de perguntas, respostas e
reacbes, além de elogio e critica. Inclui, portanto, gestéo,
explicacdo, discussdo e todas as caracteristicas observaveis da
instrucdo direta e heuristica eficaz, ja bem documentadas na
literatura da pesquisa sobre ensino eficaz (SHULMAN, 1987, p. 17).

Na sequéncia, Shulman (1987) pondera sobre o processo de avaliagdo, que
‘inclui a verificacdo imediata da compreensdo dos mal-entendidos que um
professor deve usar para ensinar interativamente”. Nesse processo, entender o que
um aluno entende demanda um dominio profundo tanto do material a ser ensinado
quanto dos processos de aprendizado; assim, a avaliacdo leva diretamente a

reflexdo. Ou seja, em referéncia a reflexdo proporcionada por este processo,

Isso € o que faz um professor quando olha para o ensino e o
aprendizado que acabaram de ocorrer e reconstroi, reencena e/ou
recaptura os eventos, as emocoes e as realizagdes. E por meio
desse conjunto de processos que um profissional aprende com a
experiéncia (SHULMAN, 1987, p. 19).

Segundo o autor, mesmo depois da avaliacdo e reflexdo, a nova
compreensao nao ocorre automaticamente, pois um professor precisa demonstrar
a aptidao de adotar esses processos quando solicitado. Assim, a formacao de
professores deve favorecer estes mesmos processos com o0s modelos de

compreensao e as habilidades de ensino apropriadas (SHULMAN, 1987, p. 19).
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As habilidades/competéncias relativas ao processo de ensino, considerando
0 conteudo a ensinar — matematico, no caso — e as questfes didaticas envolvidas
representam parte importante da elaboragéo do processo de ressignificacéo sobre
0 tema desta pesquisa. Em continuidade, as tecnologias complementam este
raciocinio, a medida que representam importante elemento de intervencdo na
formacdo dos professores e da compreensao acerca de varios aspectos de seu
trabalho. Adiante tratamos de tecnologias no ambito da Educacdo Matemética e da
formacao de professores.

3.3 Tecnologias e Educacdo matemaética

Como forma de imprimir um ritmo de continuidade a narrativa que
construimos aqui, comecamos esta secdo falando de um trabalho constituido a
partir das reflexdes de Shulman, ou seja, o framework Technological Pedagogical

Content Knowledge (TPACK), ja referido anteriormente.

A partir dos estudos de Shulman (1987) em relacdo ao Pedagogical Content
Knowledge (PCK), Mishra e Koehler (2006) definem que

O PCK existe na intersecao de contetdo e pedagogia. Assim, vai
além de uma simples consideracdo de conteudo e pedagogia
isoladamente um do outro. O PCK representa a mistura de
conteGdo e pedagogia em uma compreensao de como
determinados aspectos da matéria sdo organizados, adaptados e
representados para instrugdo (MISHRA e KOEHLER, 2006, p.
1021, traducéo nossa).

Nesse sentido, Mishra e Koehler (2006) apontam que, para caracterizar as
formas complexas pela qual os professores pensam sobre o conteudo especifico

gue deve ser ensinado, na perspectiva de Shulman, deve-se considerar:

O “conhecimento de conteudo pedagdgico” como o conhecimento
de conteiudo que lida com o processo de ensino, incluindo “as
formas de representar e formular o assunto que o torna
compreensivel para os outros " (p. 9). Para que os professores
sejam bem-sucedidos, eles teriam que enfrentar ambas as
guestdes (conteudo e pedagogia) simultaneamente, incorporando
"0s aspectos de conteudo mais pertinentes a sua capacidade de
ensino” (p. 9). No coracgéo do PCK esta a forma pela qual o assunto
€ transformado para o ensino. Isso ocorre quando o professor
interpreta o0 assunto e encontra maneiras diferentes de representa-
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lo e torna-lo acessivel aos alunos (SHULMAN, 1986, apud,
(MISHRA e KOEHLER, 2006, p. 1021, traducdo nossa).

Mishra e Koehler (2006) citando Shulman (1986), ressaltam que:

O conhecimento de contetdo pedagogico € de especial interesse
porque identifica os corpos distintivos de conhecimento para o
ensino. Representa a mistura de conteldo e pedagogia em uma
compreensao de como topicos, problemas ou questdes particulares
sdo organizados, representados e adaptados aos diversos
interesses e habilidades dos alunos e apresentados para instrucao.
(SHULMAN, 1986, p.8 apud MISHRA e KOEHLER, 2006, p. 1021-
1022).

No intuito de tornar o conteudo acessivel e compreensivel, os autores
enfatizam, que a intersec¢cdo contém “as formas de representar e formular o
assunto que o torna compreensivel para os outros” (SHULMAN, 1986, apud
MISHRA e KOEHLER, 2006, p. 1023, tradug&o nossa).

Figura 29: Os dois circulos de conhecimento pedagdégico e conhecimento de contetdo
agora sao reunidos pelo conhecimento de contetdo pedagdgico

Pedagogical-Content
/" Knowledge

Fonte: MISHRA e KOEHLER, 2006, p. 1022

Diante da representacéo da (PCK), oriunda de Shulman (1986), Mishra e
Koehler (2006) avangam com o modelo tedrico relacionado ao uso de tecnologias
por professores em sua atuacdo profissional. Os autores chamam este novo
framework de Technological Pedagogical Content Knowledge, disseminado mais

comumente pelo acronimo TPACK.

Na perspectiva da utilizacdo da tecnologia digital, Mishra e Koehler (2006)
destacam o surgimento de mudancas sobre as rotinas e praticas na maioria das
areas de trabalho. Os autores destacam uma tendéncia em olhar apenas para a
tecnologia e ndo como ela é utilizada. Apenas introduzir a tecnologia no processo

educacional ndo é suficiente, pois os professores precisam compreender e
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incorporar adequadamente a tecnologia nas atividades de ensino que
desempenham (MISHRA e KOEHLER, 2006, p. 1018).

As discussfes que tratam do papel do conhecimento tecnoldgico retomam
0s mesmos problemas que Shulman identificou na década de 1980, no qual o
conhecimento do contetido e o conhecimento da pedagogia eram considerados
separados e independentes. No contexto em que propdem suas articulacbes
tedricas, os autores argumentam que o conhecimento tecnoldgico volta e meia é
considerado como sendo separado do conhecimento pedagdgico e do conteldo
(MISHRA; KOEHLER, 2006, p. 1024), como representado na figura a seguir.

Figura 30: tecnologia separada da PCK

, Pedagogical-Content
/ _Knowledge

/

Fonte: MISHRA e KOEHLER, 2006, p. 1024

De acordo com a figura 29, Mishra e Koehler (2006), ponderam que, em
alguns contextos, hd uma visdo segundo a qual a tecnologia deve ser tratada como
um elemento a parte do processo que envolve contetdo e didatica, a medida que

seu papel ndo é compreendido.

Diante das consideracdes supracitadas e a partir dos conhecimentos
definidos por Shulman (1986), relativo ao (PCK), Mishra e Koehler (2006)
argumentam que o conhecimento acerca do uso de tecnologias por professores
nos processos educacionais também deve ser considerado como elemento articula
aos conjuntos anteriores, o que daria origem ao Technological Pedagogical Content
Knowledge (TPACK).

Figura 31: Pedagogical Technological Content Knowledge (TPACK)
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Fonte: MISHRA e KOEHLER, 2006, p. 1025

Conforme a figura 30 apresenta, Mishra e Koehler (2006) consideram que
o conhecimento integrado destas dimensdes é essencial para o desenvolvimento
de boas praticas de ensino e apresentam elementos e relacfes importantes para
estruturar o TPACK.

Em relacéo ao Content Knowledge (CK), Mishra e Koehler (2006) referem-
se aos temas especificos da disciplina, conceitos, teorias e procedimentos da area.
Na perspectiva do conhecimento matematico e sua articulacdo na disciplina a ser
trabalhada, entendemos que o professor necessite compreender e ser capaz de
estruturar os conteddos matematicos nos diversos niveis de conhecimento do

aluno.

O Pedagogical Knowledge (PK), para os autores, envolve o conhecimento
sobre 0s processos e praticas ou métodos de ensino e aprendizagem, que incluli,
entre outros, objetivos educacionais, valores e objetivos gerais. E uma forma geral
de conhecimento que deve ser incluida em todas as etapas de aprendizagem do
estudante, da gestédo de sala, do planejamento de aulas e da avaliacdo. Envolve
compreensdes sobre as formas pelas quais o conhecimento pode ser construido,
como se podem desenvolver habilidades especificas e bons habitos de estudo
(teorias de aprendizagem, técnicas e estratégias de ensino); ou seja, “um professor
com profundo conhecimento pedagdgico entende como o0s alunos constroem
conhecimento, adquirem habilidades e desenvolvem habitos mentais e disposi¢des
positivas para aprender” (MISHRA; KOEHLER, 2006, p.1026-1027).



103

No que diz respeito ao Pedagogical Content Knowledge (PCK), Oliveira
(2018) aponta que, para o autor americano, “é de extrema importancia que a
formacao de professores considere a integracdo entre o conhecimento especifico
da &rea da qual provém os contetdos a serem ensinados — o conhecimento formal
dos elementos da disciplina, se se quiser — e os saberes relativos a didatica” (p.
56). Oliveira destaca, ainda, a esse respeito, que o PCK seria “um corpo de
conhecimentos que leva em conta a complexidade de seus componentes, contetdo
e didética, e representa um saber ligado as estratégias didaticas adequadas para
o trabalho dos conteudos no ambito de um processo educacional” (OLIVEIRA,
2018, p. 56).

O conhecimento tecnolégico (TK) pode ser entendido em relacdo a
quaisquer tecnologias, tanto as mais tradicionais, como livros e giz/lousa, quanto
as digitais, inclusive no que se refere as habilidades necessarias para operar
tecnologias especificas (sistemas operacionais, hardware, processadores de texto,
planilhas, navegadores, e-mail e elementos correlatos). Segundo os autores, ainda,
‘o TK inclui o conhecimento de como instalar e remover dispositivos periféricos,
instalar e remover programas de software e criar e arquivar documentos. A maioria
das oficinas e tutoriais de tecnologia padrdao tendem a se concentrar na aquisi¢cao
de tais habilidades” (p. 1027). Por tratar-se de um meio bastante dinamico, ou seja,
em constante mudanca, tecnologias especificas podem se tornar obsoletas ou até
desaparecer; entretanto, a habilidade para trabalhar com novas tecnologias sempre

sera importante.

O Technological Content Knowledge (TCK) indica a maneira pela qual a
tecnologia e determinado conteudo do saber estédo reciprocamente relacionados.
Deve-se considerar que determinadas tecnologias criam possibilidades e restricoes
guando adotadas, mas, para 0s autores, tecnologias inovadoras permitem a criacdo
e 0 uso de uma grande variedade de representacdes, bem como o transito entre as
mesmas; além disso, asseveram que “os professores precisam conhecer nao
apenas o0 assunto que ensinam, mas também, a maneira pela qual o assunto pode
ser mudado pela aplicagéo da tecnologia” (MISHRA; KOEHLER, 2006, p. 1028).

Ainda de acordo com os autores, o Technological Pedagogical Knowledge

(TPK) exprime o conhecimento da existéncia, dos componentes e das capacidades
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de varias tecnologias e de como sdo usadas em ambientes de ensino, na mesma
medida em que se percebe a forma pela qual determinadas tecnologias podem
alterar o processo de ensino. Neste item, podem ser incluidos os saberes sobre a
variedade de ferramentas disponiveis para determinada tarefa, o que, de certa
forma, é chamado por Oliveira (2018), de “potencial interativo da interface” (p. 45),
bem como habilidades para criar, selecionar e aplicar estratégias didaticas

adequadas com uso de determinadas tecnologias.

O Technological Pedagogical Content Knowledge (TPACK) procura, em
termos tedricos, contemplar a insercao de um terceiro componente nas iniciativas
de formacdo de professores: a tecnologia. Com base no discurso de Shulman
(1986; 1987), descrito aqui, 0s autores consideram que a tecnologia, assim como
a didatica e o conteudo disciplinar especifico, traz complexidades para 0 processo
formativo docente e para sua pratica, o que implica no tratamento conjunto destas
diferentes, mas integradas dimensdes do conhecimento. Desta forma, ndo seria
adequado prover treinamentos focados em softwares especificos apenas, ou seja,
lidar com o componente tecnolégico de forma disjunta dos demais elementos do
PCK. Isto porque os programas podem ser substituidos por outros mais eficientes,
por exemplo, e colocar o foco na operacao de um dispositivo computacional, por si
mesmo, ndo contempla uma visdo de conjunto, que permitiria pensar na tecnologia
como elemento na construcdo de estratégias didaticas adequadas para o0 ensino
de conteldo especifico. Em outras palavras,

Isto é 0o mesmo que dizer que escolher tecnologias que componham
uma proposta educacional € um processo que implica na
construcao de conhecimentos especificos e complexos, uma vez
gue semelhante escolha cria possibilidades e limitacdes, alcances
e barreiras. Segundo Mishra e Koehler (2006), contudo, ainda que
determinadas aplicacdes restrinjam os tipos de representacdes
possiveis, as tecnologias digitais podem oferecer representacdes
inovadoras e variadas, além de maior flexibilidade na navegacgéo
através das mesmas. Neste sentido, é importante que o professor
vislumbre a variedade disponivel de ferramentas que podem ser
usadas em determinados contextos didaticos, de modo que possa
escolher e combinar tais recursos com a estratégia mais adequada,
tendo por base e referéncia o saber formal relativo ao contedado em

foco (OLIVEIRA, 2018, p. 58).

Outra ideia importante, ligada a insercdo de tecnologias nos processos de

ensino, vem da reivindicacdo segundo a qual as tecnologias reorganizam o
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pensamento, como assevera Tikhomirov (1981), o que permite trabalhar com as
representacbes de forma dinamica, efetuar experimentacbes potencialmente
ilimitadas e empregar a visualiza¢cdo como um dos elementos de validagdo empirica
das intervengbes em modelos computacionais. Quanto a isso, Oliveira (2018)
emprega estes conceitos para propor um modelo de integracdo da tecnologia em
processos educacionais, com base em ideias relacionadas a fluéncia, ao potencial
interativo das interfaces, a convergéncia entre diferentes midias e ao uso das

midias em dois diferentes planos, o referencial e o aplicado.

Segundo o autor, as tecnologias ndo se limitam aos dispositivos digitais mais
modernos. Em sua proposta teorica, Oliveira (2018) recupera as proposicées em
torno das tecnologias da inteligéncia, constituidas por trés paradigmas
fundamentais: a oralidade, a escrita e a informatica, como indicado por Lévy (1993).

Referente ao paradigma da oralidade, Lévy (2010) o compreende em dois
momentos: oralidade primaria e oralidade secundéaria. Para o autor francés,
“oralidade primaria remete ao papel da palavra antes que uma sociedade tenha
adotado a escrita” enquanto “a oralidade secundaria esta relacionada a um estatuto
da palavra que é complementar ao da escrita, tal como conhecemos hoje” (LEVY,
2010, p. 77).

Em uma perspectiva historica, Oliveira (2018, p .23) destaca que a escrita
“possibilitou a descontextualizagdo do discurso, ndo necessariamente quanto ao
sentido, mas quanto aos aspectos pessoais inerentes a comunicacdo nas
sociedades orais primarias”. Da necessidade de compreenséo de significado do
texto, Oliveira (2018) aponta o surgimento de outros textos, de carater
interpretativo, [...] “oportunizando o surgimento de debates, exegeses e de
ramificagdes quase incontaveis dos textos originais” (p. 23). Nesse sentido, Oliveira
(2018) destaca que, “a escrita ndo extinguiu as formas de comunicagao oral
empregadas pela humanidade, exercendo em relacdo as elas outro efeito, o da
redefinicdo” (OLIVEIRA, 2018, p. 26). Oliveira (2018) destaca a compreensao de
Eco (1996), o que permitiria concluir que a “proposta de redefinicdo se trata,
portanto, de um discurso conectado ao dominio das tecnologias intelectuais, mais

do que os artefatos tipicos de um estagio maquinico da sociedade” (p. 26).
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Aqui, entende-se que a compreensao de redefinicdo trazida por Eco (1996)
da suporte a afirmacéao de Oliveira (2018): “a informatica deu a oralidade e a escrita

outras formas de manifestac&o e outras dimensdes” (p. 26).

Referindo-se a informatica, Lévy (2010) considera que seu aspecto mais
determinante para evolucdo cultural e as atividades cognitivas é sempre 0 mais
recente: “a principal tendéncia nesse dominio é a digitalizagdo que atinge todas as

técnicas de comunicagao e de processamento de informagao” (p. 103). Ou seja,

Ao progredir, a digitalizagdo conecta no centro de um mesmo tecido
eletrénico o cinema, a radio televisao, o jornalismo, a edicdo, a
musica, as telecomunicacdes e a informatica. As diferentes
categorias profissionais envolvidas enfrentavam os problemas de
apresentacao e contextualizacéo de acordo com tradi¢des proprias,
com a especificidade de seus suportes materiais (LEVY, 2010, p.
103).

Nesta direcéo, referindo-se a tecnologia:

Dispositivos que viabilizem a integragdo com estas formas de
interacdo e acesso as redes (e a internet, em particular) e que
possibilitem velocidade, dinamismo, movimento, imersao, alcance,
multiplicidade e continuidade tendem a ganhar espaco e relevancia.
[...] para serem usadas conjuntamente, em processos mais ou
menos integrados, nos quais sdo importantes as demandas
impostas pelas atividades, as aprendizagens desenvolvidas pelas
pessoas em relacdo aos conhecimentos envolvidos e a fluéncia
acrisolada em relacdo a cada uma das formas de uso dos
dispositivos (OLIVEIRA, 2018, p. 27-28).

Como elemento relevante no uso de tecnologia, principalmente em contextos
educacionais, Oliveira se refere “a fluéncia, algo que ocorre na articulacdo entre
saberes particulares, como o de natureza matematica, estratégias de ensino ou de
aprendizagem e o uso de tecnologias que lhe podem ser associadas” (OLIVEIRA,
2018, p.30).

Tendo em vista a fluéncia no uso das tecnologias em processos
educacionais, em conexdo com 0 conceito construcionista de fluéncia digital,
Oliveira (2018), indica que

A proposicdo do desenvolvimento de fluéncia digital consiste em
um avanco em relacdo a ideia de que é necessario saber como
empregar determinada ferramenta computacional — para o0s

autores, entdo, mais do que simplesmente usar, é preciso
desenvolver a possibilidade de implementar construcbes
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significativas a partir da utilizacdo de dispositivos da interface
digitais (OLIVEIRA, 2018, p. 66-67).

No ambito dos processos educacionais,

A fluéncia pressupde dois tipos de construcdo de conhecimento, 0s
guais em sua configuracéo ideal, ocorrem simultaneamente — ou
em momentos muito préximos/conectados: a exploracdo dos
elementos da interface e a apropriacdo da légica de uso dos
recursos disponiveis. Sdo processos ligados aos cenarios didaticos
e sistemas de ensino, como aqueles presentes nas salas de aula e
ambientes virtuais, por exemplo, ou podem ocorrer a partir de uma
proposta de autoaprendizagem. (OLIVEIRA, 2018, p. 67).

Nesse sentido, o autor assevera que esses dois tipos de construcdo de

conhecimento sdo movimentos intrinsecos

a compreensado da forma pela qual a tecnologia em si se articula
com objetos matematicos em jogo com o0s objetos/temas
matematicos em jogo e, no caso de um processo de ensino, de que
maneira essas conexdes se ddo em relagdo as
estratégias/propostas didaticas (OLIVEIRA, 2018, p. 67).

Imbricado a esse sentido, 0 autor ressalta que a exploracdo da interface
permite o desenvolvimento de habilidades tais que permitam manipular ferramentas

disponibilizadas pelo contexto tecnoldgico (OLIVEIRA, 2018, p. 67).

Por sua vez, Oliveira e Marcelino (2015, p. 819), no que se refere ao uso de
tecnologias em aulas de matematica, ressaltam a relevancia de que o docente
adquira o dominio consistente sobre ferramentas, artefatos, dispositivos e
interfaces, asseverando, ainda, a possibilidade de que as tecnologias venham a

agregar suas estratégias didaticas.

Na proposta de Oliveira (2018), consta que o processo de reorganizagéo do
pensamento que encaminha o emprego de tecnologias digitais por professores em
suas aulas passa pela compreenséao acerca do potencial interativo das interfaces
gue se espera empregar nas estratégias didaticas planejadas, bem como pela
integracdo deste saber as questdes relativas a complexidade dos conhecimentos
matematicos envolvidos. Esta trajetoria, constituida a partir da metafora do ciclo,
indica um processo critico de apropriacdo, desvinculado de trajetorias lineares ou

preestabelecidas, marcado por distintos momentos, como se vé na figura 32:
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Figura 32: Ciclo da fluéncia no uso de tecnologias em processos educacionais
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Fonte: OLIVEIRA (2018, p.71)

Em relacdo a proposta de apropriacdo e construcdo de conhecimento por
pessoas que usam tecnologias em processos de ensino e/ou de aprendizagem,

assevera o autor:

A metafora escolhida para simbolizar esta relacdo € o ciclo. O
sentido desta representacdo ndo €é a linearidade, mas a
continuidade: outras tecnologias podem requerer NOVOS pProcessos
de desenvolvimento de fluéncia, em niveis cada vez mais refinados,
e contar com a experiéncia das passagens anteriores das pessoas-
com-tecnologias pelo ciclo; da mesma forma, enquanto outras
tecnologias ndo entram em cena, os movimentos podem ocorrer
entre as reconfiguracdes do pensamento e as possibilidades de
elaborar estratégias ou explorar trajetérias. Os itens do ciclo ndo
sao fases, mas momentos intercomunicantes, transitdrios e em
movimento: podem se sobrepor eventualmente e ter algumas de
suas ordens de ocorréncia trocadas. O ciclo se refere as projecbes
gue ocorrem a partir de um processo de constituicdo ou refinamento
da fluéncia no uso de dispositivos tecnolégicos em processos
educacionais e as tecnologias envolvidas sdo todas aquelas de
ordem aplicada que tém como referéncia constitutiva as tecnologias
da inteligéncia, digitais ou ndo digitais (OLIVEIRA, 2018, p. 70).
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Os artefatos, como se percebe pelos discursos aqui adotados, sao
componentes de um quadro complexo, em que coletivos de pessoas-com-
tecnologias passam a trabalhar tendo o conhecimento matemético formal como
referéncia. Deste ponto de vista, alids, € preciso reconhecer que mesmo as
tecnologias mais atualizadas possuem seu campo referencial posto nas tecnologias
da inteligéncia, mencionadas por Lévy (1993), e que, na atuacao de professores,
por exemplo, os saberes relativos a didatica devem ser vistos como importantes
componentes do processo de formacdo. Mais uma vez, recorremos a Oliveira
(2018), que resume em dois planos a construcao/ressignificacdo de conhecimentos
desta natureza, o referencial e o aplicado, como se vé na figura 33.

Figura 33: Articulacdes relativas a fluéncia no uso de tecnologias nos processos educacionais
(plano referencial e plano aplicado)
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Fonte: OLIVEIRA (2018, p.76)

Considerando as informac0es da figura 16, e tendo em vista o objetivo deste
trabalho em que se propde uma sequéncia de atividades para professores de
matematica da Educacao Bésica, tem-se, como aporte para definicdo da légica das
atividades a Teoria das Situacdo Didaticas (TSD) como base, tema sobre o qual se

discorre a seguir.
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3.4 Teoria das Situacfes Didaticas

No ambito dos aportes teoricos desta investigacdo, € necessario ponderar
acerca da Teoria das Situa¢fes Didaticas (TSD), um marco importante na pesquisa
sobre o0 ensino e aprendizagem da Matematica, como ressalta Freitas (2016), em
seus relatos a respeito da teoria de Guy Brousseau, iniciada na Franca, na década
de 1970. Especificamente nesta pesquisa, que tem como sujeitos professores da
escola basica, serdo empregados alguns aportes desta teoria, principalmente na
estruturagdo das atividades e na descrigdo do movimento cognitivo que seria
eventualmente exercido por professores que viessem a participar de processos
formativos que empregassem problemas semelhantes. Além disto, é importante

construir uma discusséao, do ponto de vista matematico, do tema desta pesquisa.

Segundo Freitas (2016), a partir dos estudos com relacdo ao construtivismo
em pedagogia, originados na teoria epistemoldgica genética piagetiana, Brousseau
“‘desenvolveu um tratamento cientifico do trabalho didatico tendo como base a
problematizacdo matematica e a hipotese de que se aprende por adaptacdo a um
milieu que produz contradi¢des e desiquilibrios” (FREITAS, 2016, p. 78).

No intuito de modelar o processo de ensino e aprendizagem dos conceitos

matematicos, Almouloud (2007, p.31) define a TSD como:

Um processo de aprendizagem pode ser caracterizado (se néo
determinado) por um conjunto de situa¢des identificaveis (naturais
ou didaticas) reprodutiveis, conduzindo frequentemente a
modificagdo de um conjunto de comportamentos de alunos,
modificagdo caracteristica da aquisicdo de um determinado
conjunto de conhecimentos. (BROUSSEAU, 1975, p.6, apud
ALMOULOUD, 2007, p.31).

Segundo Almouloud (2007), o objeto principal de estudo ndo € o sujeito
cognitivo, mas a situacado didatica, envolvendo professor, aluno e o saber. Tal
organizacdo pode ser esquematizada como um triangulo didatico, com as

respectivas interagoes.
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Figura 34: Triangulo Didatico
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Fonte: ALMOULOUD (2007, p.32) —adaptado

A ideia subjacente a este triangulo, conforme Almouloud (2007), dispde o
sentido de expressar que qualquer um dos elementos estd diretamente

concatenado aos demais. Além disto,

Trata-se de um referencial para a educacdo matemética que, por
um lado, valoriza os conhecimentos mobilizados pelos alunos e seu
envolvimento na construcao do saber matematico e, por outro,
valoriza o trabalho do professor, que consiste, fundamentalmente,
em criar condi¢cbes suficientes para que o aluno se aproprie de
conteudos matematicos especificos (FREITAS, 2016, p. 78).

Brousseau (1997, p.30) afirma que o aluno aprende adaptando-se a um
milieu® eivado de dificuldades e contradicbes, de modo a proporcionar
desiquilibrios, no sentido construtivista da palavra. O autor enfatiza que esse
conhecimento, resultado da adaptacdo do aluno, desabrocha a partir de novas

respostas que fornecem evidéncias de aprendizagem.

A partir desse ponto de vista, Almouloud (2007) considera a nocao de milieu
vital para sustentacido dessa teoria. O autor reforca que “o professor deve criar e
organizar um milieu no qual serdo desenvolvidas as situagbes suscetiveis de
provocar essas aprendizagens” (p.32), bem como engajar fortemente os
estudantes em relacdo aos saberes em jogo, compreendidos no processo de

ensino:

6 Adotaremos o termo milieu em francés no lugar de sua tradugao em portugués “meio”, o que se
justifica, segundo Almouloud (2007), “por entendermos que esta ndo da conta da ideia que esta
em jogo” (p.31).
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O milieu é onde ocorrem as interacdes do sujeito, € o sistema
antagonista no qual ele age. E no milieu que se provocam
mudancas visando desestabilizar o sistema didatico e o surgimento
de conflitos, contradicGes e possibilidades de aprendizagem de
novos conhecimentos (FREITAS, 2016, p. 79).

Como asseveram Almouloud (2007) e Freitas (2016), a organizacado do
milieu permite ao aluno entender quais sé&o as regras do jogo para direcionarem
suas acoes e as expectativas que o professor tem quanto a participacao dos alunos.
Entende-se, entdo, conforme os autores, que a maneira utilizada para a abordagem
do contetdo dada pelo professor € determinante na construgéo pela qual o aluno

constituira o saber matematico.

Para Freitas (2016), o envolvimento do aluno dependera da estruturacéo das

diferentes atividades de aprendizagem por meio de uma situacao didatica.

Uma situagdo didatica € um conjunto de relacBes estabelecidas
explicitamente e ou implicitamente entre um aluno ou um grupo de
alunos, num certo meio, compreendendo eventualmente,
instrumentos e objetos, e um sistema educativo (o professor) com
finalidade de possibilitar a estes alunos um saber constituido ou em
vias de constituicdo (...) o trabalho do aluno deveria, pelo menos
em partes, reproduzir caracteristicas do trabalho cientifico
propriamente dito, como garantia de uma construgdo efetiva de
conhecimentos pertinentes. (BROUSSEAU, 1986 apud FREITAS,
2016, p. 80).

Desse modo, Freitas (2016) reforca que existird uma situacao didatica cada
vez que for evidenciada uma intencdo, do professor, de possibilitar ao aluno a
aprendizagem de um determinado conteddo. Esta intencionalidade néo precisa ser
conhecida pelo estudante, que, por meio da estratégia de devolugéo, deveré se
encarregar das propostas de resolucdo de problemas especificos propostos no
ambito da situagéo. Este desconhecimento da intengdo docente é caracterizado
como uma situacao adidatica, a qual, segundo Almouloud (2007), pode ser definida

como.

Uma situagdo na qual a intencdo de ensinar ndo é revelada ao
aprendiz, mas foi imaginada, planejada e construida pelo professor
para proporcionar a este, condi¢cdes favoraveis para apropriacéo do
novo saber que deseja ensinar (ALMOULOUD, 2007, p. 33).

Em conformidade com Freitas (2016), a no¢do de situacdo adidatica,

introduzida por Brousseau,
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caracteriza-se essencialmente pelo fato de representar
determinados momentos do processo de aprendizagem nos
quais o aluno trabalha de maneira independente, nao
sofrendo nenhum tipo de controle direto do professor
relativamente ao conteudo matematico em jogo (FREITAS,
2016, p. 84).

Desse modo, no momento em que o professor tem controle sobre o
andamento da situacdo sem a revelar e os alunos se apropriam dela sem ajuda do
professor, tal como pesquisadores em busca da solugéo, para Almouloud (2007) e

Freitas (2016), fica caracterizada a situacéo adidatica.
Almouloud (2007) apresenta as caracteristicas preponderantes das
situacdes didaticas.

O problema matematico é escolhido de modo que possa fazer o
aluno agir, falar, refletir e evoluir por iniciativa prépria;

O problema é escolhido para o que o aluno adquira novos
conhecimentos que sejam inteiramente justificados pela logica
interna da situacdo e que possam ser construidos sem apelo as
razdes didaticas’;

O professor, assumindo o papel de mediador, cria condicbes para
o aluno ser o principal ator da construgcdo de seus conhecimentos
a partir da(s) atividade(s) proposta(s) (ALMOULOUD, 2007, p. 33).

Apoiado na escolha de um bom problema, conciliavel com o nivel de
conhecimento do aluno, essas caracteristicas permitem que o0 mesmo construa seu

préprio conhecimento.

Conforme mencionam Almouloud (2007) e Freitas (2016), para analisar o
processo de aprendizagem, Brousseau estendeu uma tipologia de situacOes
didaticas, analisando as principais atividades especificas da aprendizagem
matematica para descrever as relacdes do aluno com o saber. Almouloud (2007)
pondera que esse processo se decompde em quatro fases diferentes, “nas quais 0

saber tem fungdes diferentes e o aprendiz ndo tem a mesma relacédo com saber”
(p-36).

7 O aluno aprende por uma necessidade prépria e ndo por uma necessidade aparente do professor
ou da escola (ALMOULOUD, 2007).
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No ambito da teoria descrita, a apresentacdo de um novo conteudo pelo
professor €& pautada em situacbes de acdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizacdo. Apresentam-se a seguir, consideracdes a respeito dessas
situacbes que constituem o processo de andlise da aprendizagem, em

conformidade com a Teoria das Situacdes Didaticas.
3.4.1 Dialética de acao

A dialética adidatica de acdo, segundo Almouloud (2007), consiste em
“[colocar] um problema para o aluno cuja melhor solugéo, nas condi¢des propostas,
€ 0 conhecimento a ensinar; o aluno possa agir sobre esta dialética e que ela lhe
retorne informacdes sobre sua acdo” (ALMOULOUD, 2007, p. 37)

Quando o aluno se encontra dedicado a encontrar a solugdo de um
problema, Freitas (2016) assinala que o mesmo realiza determinadas agdes mais
imediatas, e que essas “podem estar fundamentadas em modelos tedricos que o
aluno pode tentar ou nao explicitar” (p. 95), ou seja, ha sempre o predominio quase

gue exclusivo do aspecto experimental do conhecimento.

Nesse sentido, uma boa situacao de acao

nao é somente uma situacdo de manipulacéo livre ou que exija uma
lista de instrugdes para seu desenvolvimento. Ela deve permitir ao
aluno julgar o resultado de sua acéo e ajusté-lo, se necessério, sem

BN

a intervencdo do mestre, gracas a retroacdo do milieu
(ALMOULOUD, 2007, p.37).

Desta forma, em consonancia com o0s autores, o aluno empreende suas
escolhas e decisbes por uma acao de natureza mais experimental, sem, contudo,
atentar-se com a interpretacdo de um resultado tedrico que resolva ou justifique a

validade de sua resposta.
3.4.2 Dialética de formulacéo

Em uma situacéo de formulacéo, o aluno troca informacdes tedricas de uma
forma mais elaborada. Para Almouloud (2007), este € o momento em que o aluno
explicita, por escrito ou oralmente, a solugdo encontrada e quais ferramentas foram

utilizadas para tal.
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O objetivo da dialética de formulacéo € a troca de informacdes, que segundo

Brousseau,

Consistira em estabelecer progressivamente uma linguagem
compreensivel por todos e que leva em conta os objetos e as
relacbes relevantes da situacdo de forma adequada, isto é,
permitindo raciocinios Uteis e acdes. A construcdo de tal [...]
possibilita a explicacdo das acBes e modelos de acédo
(BROUSSEAU, 1997, p. 12, traducdo nossa).

Desta forma, as situacdes adidaticas de formulacéo, conforme Freitas (2016)
esclarece, séo caracterizadas pelo fato de o aluno instituir determinadas afirmacfes
e nao indicar explicitamente as justificacbes de validez, embora contenham

implicitamente intengdes de validacao.
3.4.3 Dialética de validacéao

As dialéticas de validacdo, mencionadas por Freitas (2016), assim como em
Almouloud (2007), sdo aquelas em que o aluno ja utiliza instrumentos de prova e

em que o saber é utilizado com essa finalidade.

Nessa etapa, Almouloud (2007) enfatiza que é preciso elaborar algum tipo
de prova do modelo criado por ele, submetendo a mensagem matematica (modelo

da situacéo) ao julgamento de um interlocutor.

De um lado, o emissor deve justificar a exatidado e a pertinéncia de
seu modelo e fornecer, se possivel, uma validacdo semantica e
sintatica. O receptor, por sua vez, pode pedir mais explicacdes ou
rejeitar as mensagens que ndo entende ou de que discorda,
justificando sua rejeicdo (ALMOULOUD, 2007, p. 39).

A visto disso, a dialética de validacdo, segundo Almouloud (2007), indica que
0 objetivo é a validacdo das proposi¢des que foram formuladas nos momentos de
acao e de formulacao, e, ainda, Freitas (2016) ressalta que a atividade de validacao

€ intrinseca em relacéo a de formulacéo.
3.4.4 Dialética de institucionalizagao

As dialéticas de institucionalizagdo “visam estabelecer o carater de
objetividade e de universalidade do conhecimento” (FREITAS, 2016, p.101).
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As situacbes da institucionalizacdo sdo, entdo, definidas, segundo
Almouloud (2007, 40), “como aquelas em que o professor fixa convencionalmente

e explicitamente o estatuto cognitivo do saber”. Para esse autor,

Uma vez construido e validade, o novo conhecimento vai fazer

parte do patriménio matematico da classe, embora ndo tenha ainda

0 estatuto de saber social:

e se feita muito cedo, a institucionalizacdo interrompe a
construcdo do significado, impedindo uma aprendizagem
adequada e produzindo dificuldades para o professor e os
alunos;

e quando feita apdés o momento adequado, ela reforca
interpretacdes inexatas, atrasa a aprendizagem, dificulta as
aplicacoes;

e ¢é negociada numa dialética (ALMOULOUD, 2007, p. 40).

De acordo com esse autor, depois da realizag&o da institucionalizagéo pelo
professor, o saber se torna oficial e os alunos o integram em seus esquemas

mentais, transmudando-o para utilizacéo e resolucao de problemas matematicos.

Nessa fase, Freitas (2016) ratifica que concerne ao professor organizar
essa composicdo do conhecimento, procurando relaciona-lo a um estatuto de saber

gue ndo dependa mais de aspectos subjetivos e particulares.

Em concordancia com Freitas (2016), também Almouloud (2007) salienta
que o professor seleciona questdes essenciais para apropriacdo de um saber
formal, sobre o qual professores e alunos debatem, considerando a pertinéncia do
mesmo no rol dos saberes matematicos historicamente construidos inerentemente

ao problema indagado, em uma linguagem matematica mais culta.

A partir das reflexdes a respeito das dialéticas que constituem uma situacao
didatica, e dos demais elementos tedricos contidos nesta se¢céo, consideramos ser

possivel usar tais asser¢des nas andlises que procedemos mais adiante.

No capitulo seguinte, apresentamos como este trabalho se caracteriza, por

meio de consideragdes de carater metodologico.
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4. PROPOSTA DE ATIVIDADES: APORTES METODOLOGICOS E
PROCEDIMENTAIS

Neste capitulo, apresentam-se os procedimentos metodoldgicos adotados
nesta pesquisa, tendo por base a ideia de prover justificativas didaticas e
matematicas para cada uma das atividades, bem como a forma pela qual o aporte
tecnoldgico foi pensado. Aqui, leva-se em consideracao a conexao necessaria entre
a questdo norteadora da pesquisa, a problematizacdo e os procedimentos
metodoldgicos, conforme aponta Oliveira (2019). E nessa perspectiva que se

adotam, aqui, os procedimentos metodologicos.

Esta investigacdo tem um carater qualitativo, considerando, como apontam
Oliveira (2019) e Bogdan e Bliken (1994) o carater processual deste tipo de
pesquisa, a relevancia do trabalho do pesquisador e limita¢cdes no que diz respeito
a generalizacao dos resultados. Trata-se de uma reflexao teorica, relacionada com
0s aportes desta natureza alinhados nos capitulos anteriores. Como ja mencionado
anteriormente, a pretensdo foi a de propor atividades para a formacdo de
professores em relacdo a nocao de semelhanca de triangulos. Para que isto se
tornasse possivel, admitimos que a elaboracéo e analise das atividades, tendo em
conta os aportes tedricos, poderia seguir pressupostos metodologicos presentes na
engenharia didatica. Evidentemente, como as atividades néo foram aplicadas, por
se tratar de proposta de formacgao que pode ser implementada por outras iniciativas,
deve-se ponderar que apenas alguns elementos desta metodologia, de carater

experimental, serdo empregados, como se descreve a seguir.
4.1 Pressupostos da Engenharia Didatica

De forma geral, a engenharia didatica pode ser definida “[...] por um esquema
experimental com base em ‘realizagbes didaticas’ em sala de aula, isto é, na
construcao, realizagéo, observagéo de sequéncias de ensino” (ARTIGUE, 1995, p.

36, tradugéo nossa).

De acordo com Michele Artigue (1995), um importante diferencial no
esquema proposto pela Engenharia Didatica consiste em seus critérios de

validacdo, de carater interno, pois as previsfes feitas pelo pesquisador sdo, em
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outro momento do estudo, comparadas com as realizacbes em si, ou seja, com 0S
resultados advindos da aplicacdo de sequéncias didaticas engendradas com a

finalidade de comprovar (ou ndo) as hipoteses levantadas inicialmente.

Trata-se, por outro angulo, de uma metodologia extremamente estruturada,
composta por quatro fases bastante identificaveis, quais sejam as analises
preliminares, a concepcdo e analises a priori, a experimentacédo e as analises a
posteriori e validacdo. Cabe ressaltar que recorremos aos pressupostos da
Engenharia Didatica, especialmente as andlises preliminares e as andlises a priori,
que precedem duas fases uma possivel aplicacdo, experimento e analises a
posteriori, essas duas ultimas o que ndo se faz nesse estudo, o qual apenas

apontamos conjecturas a essas fases numa aplicacéo.

A primeira fase, nomeada “andlises preliminares”, € momento no qual se
analisam estudos relacionados, envolvendo aspectos historicos, bem como os
processos de ensino e seus efeitos, a presenca de possiveis obstaculos que podem
se manifestar a partir da abordagem proposta e as possiveis restricdes que poderédo
surgir durante a realizacéo das atividades (ARTIGUE,1995). Assim, de acordo com
essa autora, tais andlises podem ser realizadas, tomando como referéncia os

objetivos da pesquisa.

A segunda fase, chamada “concepcéao e andlise a priori” das atividades, tem
como principal atribuicdo alinhar as nog¢des ligadas especificamente a cada item da
sequéncia didatica, de modo a explicitar suas caracteristicas didaticas, por meio de
analises pertinentes. Além disso, pode conter previsdes ligadas as formas pelas
quais os sujeitos elaborardo suas conjecturas, ou seja, da “utilizagao implicita, e
depois explicita, de novos objetos matematicos, por meio de questdes colocadas
pelos alunos no momento da resolugéo do problema” (ALMOULOUD, 2007, p. 174).
Conforme Artigue (1995), nessa fase, o pesquisador toma a decisdo de atuar sobre
um certo numero de variaveis relevantes para o problema estudado, bem como

responder as questdes e validar as hipoteses contidas na fase anterior.

Almouloud (2007), aponta que as atividades devem ser concebidas
levando-se em consideracao os resultados prévios, de modo a permitir aos sujeitos

desenvolverem certas competéncias e habilidades. Quanto a isso, as intervengdes
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realizadas pelo professor/pesquisador devem ser pensadas de tal forma que nao

prejudiquem a participacéo do aluno no processo de aprendizagem.

Para garantir os objetivos da andlise, o pesquisador deve tomar a decisdo
sobre um determinado ndmero de variaveis presentes no sistema sobre o qual a
situacdo-problema se estende (ARTIGUE, 1995). A autora distingue as variaveis

em dois tipos:

As variaveis macrodidaticas ou globais, relativas a organizacao
global da engenharia.

As variaveis microdidéaticas ou locais, relativas a organizacao local
da engenharia, ou seja, a organizagdo de uma sessdo ou de uma
fase (ARTIGUE, 1995, p. 42).

Conforme citam Artigue (1995) e Almouloud (2007), os dois tipos de variaveis
podem ser de ordem geral (organizacdo geral da engenharia) ou locais (que dizem
respeito a determinadas fases). As andlises das variaveis devem ser realizadas em
trés dimensdes: a dimensao epistemoldgica (caracteristicas do saber), a dimenséo
cognitiva (relativa aos sujeitos da aprendizagem) e dimensdao didatica

(caracteristicas do sistema de ensino no qual os sujeitos estéo inseridos).

A identificacdo das variaveis pode vir a garantir certa generalidade das
explicacbes dos fendmenos observados (as explicacdes consequentes das
analises feitas), que podem, por sua vez, permitir controlar os comportamentos dos
alunos e explicar seu sentido (ARTIGUE, 1995).

A terceira fase “experimentacdo”, conforme menciona Artigue (1995),
inicialmente é constituida pelo periodo de aplicagcdo e experimentacdo das
atividades anteriormente planejadas, ou seja, a realizacdo da engenharia em si.
Posteriormente, os dados assim recolhidos servirdo a analise dos resultados que

seréo obtidos na investigacao.

A “andlise a posteriori — validacdo”, quarta fase, de acordo com Artigue
(1995), consiste na analise do conjunto dos dados obtidos na experimentacao
durante as sessbes de ensino, dentro ou fora da sala de aula. E o conjunto de
resultados na qual se consideram todas as informacdes obtidas na investigagéo por
meio das sequéncias, das filmagens, das producbes dos participantes ou outros

instrumentos que forem pertinentes. Nesta fase, segundo Almouloud (2007) é
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preciso retomar as analises a priori e confrontd-la com os dados obtidos na
experimentacdo, de modo a validar ou contrapor as hipéteses levantadas no inicio

da investigagéo.

Como este estudo trata-se de uma proposta, essencialmente se apresentam,
nas secdes seguintes, as atividades concebidas e suas analises a priori. Ainda que
ja tenham sido consolidadas nos capitulos anteriores, sdo feitas algumas

observacOes acerca das andlises preliminares.

4.2 A proposta de atividades

Nesse topico, apresentamos a proposta de atividades para o estudo de
semelhanca de triangulos. Atendendo ao aporte metodoldgico, recuperam-se aqui
algumas caracteristicas das analises preliminares, como forma de encaminhar a

compreensao sobre a proposta de atividades.
4.2.1 Analises preliminares para a proposta de atividade

Nos capitulos anteriores, nos quais se consolidam as analises preliminares,
estdo presentes reflexdes de cunho historico, a partir do trabalho de Roque (2012)
e, de certa forma, de Euclides (2009). Desta ultima referéncia, também, surgem os
aportes teoricos iniciais acerca da nocéo de semelhanca, por meio das proposicdes

que tratam sobre o tema.

Além das proposi¢cfes, em nossas andlises preliminares as atividades a
serem construidas, consideramos a discussao apresentada a partir dos trabalhos
de Papa Neto (2017), Costa et. al (2012), Machado (2012), Pinho (2010), Peneireiro
e Silva (2008) e Candido e Galvao (2004). A partir destes autores, foi possivel
discorrer sobre a nocédo de semelhanca, especialmente em tridngulos, a nogéo de
congruéncia de triangulos, a no¢éo de paralelismo e a nocéo de semelhanca entre

tridngulos. Essa ultima recorre a apontamentos relativos ao Teorema de Tales.

A construcao desta parte do estudo levou em conta, entdo, essencialmente,
0S aspectos colocados por esses autores que poderiam permitir a ressignificacéo
da nocao de semelhanca de triangulos. Deste modo, na proposta que esta pesquisa

traz, as atividades abordam estes aspectos.
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Além disso, as discussfes trazidas a partir das pesquisas consultadas em
nossa revisao de literatura sdo importantes quanto a construcdo da proposta de
atividades, de modo que, preliminarmente, identificou-se, a partir de estudos como
de Maciel (2004), a possibilidade de investigar a construgdo de conhecimentos em
relacdo a nocdo de semelhanca de triangulos; essa possibilidade também se fez

presente nos estudos de Santos (2012).

Contribuicbes a essa fase da Engenharia Didatica também séo identificadas
nos estudos de Ramiro (2014), Lima (2016) e Leite (2017), que promoveram, em
seus trabalhos, discussdes relacionadas ao ensino de geometria, a partir da
representacdo de objetos especificos, sobretudo em relacdo ao uso de tecnologias
digitais como suporte para as iniciativas que defendem. Neste campo, o das
tecnologias, Ramassotti (2015) e Braga (2016) contribuiram para nossas
conjecturas em relacao as possibilidades de formacao de professores que ensinam
geometria, especificamente no tocante as nocées de semelhanca de triangulos a

partir do uso de tecnologias digitais.

Diante dessa possibilidade de utilizac&o das tecnologias digitais, considerou-
se a utilizacdo do GeoGebra® como suporte para o desenvolvimento da proposta
de atividades que este estudo encerra. Considerando os aspectos relacionados a
nocéo de semelhanca de triangulos, o objetivo do estudo e a questdo norteadora,
observou-se que, na revisao de literatura, ha estudos que propuseram sequéncias
de atividades vislumbrando o ensino de geometria, especificamente de objetos de
estudo conexos ao apresentado aqui. Portanto, considerou-se pertinente a

possibilidade de desenvolver a nossa proposta.
4.2.2 Atividades da proposta

Nesse item, apresentamos as atividades que compdem a proposta. Para

cada uma delas, sé@o providas as respectivas analises a priori. Antes, considera-se

8 Segundo informacGes disponiveis em <https://www.geogebra.org/about>, com acesso em
02/02/2019, o GeoGebra é um software dindmico de matematica para todos os niveis de ensino.
Em sua interface, reline recursos para geometria, algebra, planilhas, graficos, estatistica e calculo
em um pacote com alto indice de usabilidade. O GeoGebra é uma comunidade em rapida expansao,
contendo milhdes de usuarios, localizados em inUmeros paises. O GeoGebra se tornou o software
dinamico de matematica mais usado no mundo, apoiando a educagcdo em ciéncia, tecnologia,
engenharia e matemética (STEM) e inovacdes no ensino e aprendizagem em todo o mundo.
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relevante frisar que essas atividades utilizam, inicialmente, descricbes
pormenorizadas para o seu desenvolvimento em relacdo ao software GeoGebra. A
intencdo ndo é a de estabelecer uma reproducédo da representacdo dos objetos
matematicos visados, mas encaminhar a questdo da fluéncia, ja discutida em
Oliveira (2018), principalmente em relacdo a compreensao das caracteristicas e da
|6gica da ferramenta computacional empregada. Por outro lado, se espera que o
uso destas descri¢cdes habilite a compreenséo do potencial interativo da interface.
Entretanto, € possivel, dependendo da experiéncia especifica de cada grupo de
docentes, que apenas a solicitacdo da construcéo da representacéo seja solicitada.
Neste caso, seria recomendavel, como indica Oliveira (2018), que alguma
discusséao acerca de formas de uso da interface seja realizada com os professores.
Justamente por isso, seria hecessario avaliar as questdes relativas a fluéncia, tendo

em vista os elementos propostos por este autor.

Atividade 1
Objetivo: Discutir a nocao de figura a partir do triangulo

Descricao: A atividade envolve procedimentos para a construcdo de um poligono,
considerando que, para discutir a nocao de semelhanca de tridangulos, € necessario
que haja a compreensdo de sua existéncia como representacdo. Atendendo a
estrutura proposta inicialmente nas analises preliminares, em relacdo a nocéo de
semelhanca, tanto nas conjecturas originais de Euclides como nas propostas
curriculares, reconhecer a noc¢do de semelhanca € uma habilidade a ser
desenvolvida com a finalidade de perceber figuras semelhantes e de aplicar as
propriedades da congruéncia e as de semelhanca em situacdes-problema.
Evidentemente, antes disso, €& necessario, compreender a existéncia da
representacdo figural equivalente. Com objetivos proximos aos das propostas
curriculares, trabalhos como o de Maciel (2004) e de Santos (2012), por exemplo
tratam da nocédo de semelhanca de figuras planas, mas, para isso, inicialmente,
observou-se a necessidade da construcdo de uma figura, o que nao é
necessariamente observado pelos autores mencionados. A seguir, estdo descritas
as etapas necessarias para a construcdo das representacdes envolvidas na

atividade.



123

Etapas da construcdo das representacdes da atividade
Construcao de um triangulo tomando como Vvértices trés pontos nao colineares

A
Na interface do GeoGebra, no icone '* v, com o botdo esquerdo do mouse,
selecione opc¢éo ponto. Na janela de visualizacdo, construa trés pontos A, Be C

nao colineares.

e
. , - . ~ .
A seguir, no icone - , Selecione a opcao reta e, clicando sobre os pontos A e B,

crie uma reta f.

e
’ A . ~ .
Da mesma forma, no icone , selecione a opcéo reta e, clicando sobre os

pontos A e C, crie uma reta g.

re
’ A . ~ .
Novamente no icone . , Selecione a opcéao reta e, clicando sobre os pontos B e

C, crie uma reta h.

A representacio ja pode ser visualizada a partir dos segmentos formados por AB,
BC e AC. Entretanto, € possivel destacar este elemento da construcdo, por meio da

ferramenta poligono do GeoGebra. A figura 35, destaca as opc¢des envolvidas:

Figura 35: Tridngulo e ferramenta Poligono

o i 40
[ >= Poligono 5

I:) Poligono Regular
| L\ Poligono Rigido

!
[ L\; Poligono Semideformavel

Fonte: elaborada pela autora
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Para a construcado da representacdo do triangulo da figura 35 (ou outra qualquer
desta natureza), deve-se clicar com o botdo esquerdo do mouse inicialmente em
qualquer um dos trés pontos, ligando-os um a um. A representagcdo construida
podera ser parecida com aquela presente na figura 35.

Experimentacao e visualizagdo da construcao

Conforme Oliveira (2018), visualizacdo, experimentacdo e dinamismo sao
importantes elementos, provenientes da interacdo com tecnologias digitais, que
possibilitam a construcdo e refinamento de conjecturas. A experimentagdao, em
particular, € destacada por Lévy (1993) como importante maneira de subsidiar o
raciocinio das pessoas que aprendem em cenarios nos quais as tecnologias estao
presentes. Para o autor, “a manipulacdo dos parametros e a simulacéo de todas as
circunstancias possiveis dao ao usuario uma espécie de intuicdo sobre as relacdes
de causa e efeito presentes no modelo” (p. 119). Em relagao a experimentagdo com
interfaces digitais, de forma mais especifica, ja preconizava o teorico francés, com

certa perplexidade:

Uma das mais estranhas modificacbes ligadas ao uso das
simulacdes digitais € a que hoje afeta as matematicas.
Tradicionalmente consideradas como reino da deducgdo, elas
também estdo adquirindo um carater experimental. Simula¢cdes de
objetos matematicos podem infirmar, confirmar, ou gerar
conjecturas (LEVY, 1993, p. 104).

Deve-se ressaltar que a atividade descrita até aqui, bastante elementar, tem outras
finalidades, além daquelas ja descritas. Dentre elas, consta o exercicio de
experimentar, no sentido amplo, no sentido indicado por Lévy (1993) e destacado
por Borba e Villarreal (2005) e Oliveira (2018), de modo a subsidiar a construgéo
de inferéncias ligadas as propriedades do objeto matematico, visualizaveis e

manipulaveis por meio da representacdo. De forma mais especifica, deve-se clicar

com o botdo esquerdo no icone na ferramenta “mover” || Ik || para, em seguida,

movimentar os veértices do poligono. Sera possivel observar a manutencdo das

propriedades que caracterizam a representacdo do objeto como triangulo.

Como sugestédo de questionamentos que podem ser feitos, tanto no processo de
ressignificacdo que caracteriza a formacéo continuada do professor, quanto em
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eventual atividade direcionada a alunos do ensino fundamental, com as devidas

adaptacdes, podem surgir os seguintes itens:

a) Qual figura esta representada na construcdo? Quais no¢cdes matematicas
garantem esta representacao?

b) Que propriedades matematicas estdo envolvidas nessa construcao?
Analise a priori da atividade 1

Na construcdo da atividade, de forma mais especifica, espera-se que o
participante construa e visualize um triangulo. Considerando a representacao da
figura, espera-se que possam surgir questionamentos acerca da nocao de triangulo
e suas condicdes de existéncia (propriedades). Conforme a discussao trazida nas
andlises preliminares, essa atividade tem carater introdutério e pode até ser vista
como elementar, mas se justifica no sentido de servir de base para tratar da nogéo
de semelhanca de triangulos, uma vez que se discute sobre essa noc¢ao a partir da
existéncia de dois triangulos. Assim, em um cenario de pessoas-com-tecnologias
(OLIVEIRA, 2018), é fundamental garantir a compreensdo das interacfes
presentes na atividade. A interface é a variavel didatica de importancia mais
destacada, pois, como escolha alternativa, poder-se-ia considerar a construcao
com ferramentas como lapis e papel, que apresentariam um tipo diverso de
dinamismo, distinto na natureza mesma das manipulacdes possiveis. Sobre isso,

esclarece Oliveira (2018):

Diferentes dinamismos estéo disponiveis aqui, desde aquele que
tem por origem a tela do dispositivo computacional até outros, que
usam midias estaticas, indicando o dinamismo em Si como um
processo que envolve midias e as mentes das pessoas — no caso
das tecnologias digitais, ha uma amplitude maior neste sentido,
uma vez que as mesmas concorrem para processar e disponibilizar
reacdes as intervencdes das pessoas, como parte dos processos
cognitivos em jogo, enquanto que nos dispositivos ndo digitais, via
de regra, todo o processamento ocorre no ambito da mente
(OLIVEIRA, 2018, p. 74).

Parece claro que duas formas de apreensdo sédo solicitadas quando da
realizacdo desta atividade, pelo menos de maneira mais imediata, em relagéo a
interpretacdo permitida pela base tedrica deste trabalho: sdo elas a apreensao

perceptiva, de carater praticamente intuitivo, e a apreensao sequencial. A segunda,
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especialmente, segundo Duval (2012, p. 120), “é explicitamente solicitada em
atividades de construcdo ou em atividades de descricdo, tendo por objetivo a
reproducdo de uma dada figura”. Ja a primeira seria “imediata e automatica”, e o
conflito entre as duas esta, segundo o autor mencionado, no cerne dos problemas
de geometria, ou seja, na “diferenca entre a apreensao perceptiva e uma
interpretacdo necessariamente comandada pelas hipéteses” (DUVAL, 2012, p.
121). Para o professor em formacdo, € importante compreender esta tensao
essencial entre as formas de apreensdo, de modo a trabalhar atividades
introdutérias como essa com seus alunos com a intencdo de promover a
compreensao do processo constitutivo das figuras que estiverem em questéo.
Outra possibilidade aqui diz respeito a interpretacdo discursiva das figuras
geomeétricas, que promoveria, em um primeiro momento, um retorno ao enunciado,
de forma a ampliar as possibilidades de construcdo dos objetos matematicos em
questao (figuras geométricas), migrando de problemas “cujos enunciados sao
semanticamente congruentes a figura construida ou a construir” para outros, em
que isto ndo seja mais necessario, mas que demande a apreensao operatoria,
aquela “centrada nas modificacbes possiveis de uma figura inicial e nas
reorganizagdes possiveis destas modificagdes” (DUVAL, 2012, p.124-125).
Evidentemente, este pode ser um movimento progressivo, e o papel do professor
seria 0 de exercer um controle das atividades, preservando a autonomia dos alunos
e realizando as devidas institucionalizac6es, ou seja, discutindo o carater formal do
conhecimento matematico em construcdo. De forma mais especifica, pode-se
discutir as propriedades envolvidas na caracterizagcdo matematica de um triangulo,

envolvendo, por exemplo, os lados e os angulos.

Quanto ao conhecimento pedagodgico (didatico, no caso) do conteudo, na
forma mencionada por Shulman (1987) em relagdo a formacédo de professores,
espera-se que o participante tenha conhecimento sobre as propriedades do objeto
matematico envolvido (triangulo). Embora a atividade apresente os passos para a
construcdo figural, é esperado que o participante, considerando sua formacao,
compreenda e reflita sobre a relacdo entre as propriedades dos objetos
matematicos e 0s passos mencionados, independentemente do suporte e do

ambiente midiatico empregado para a atividade.



127

Justamente em relacdo ao emprego de determinadas tecnologias,
considerando Mishra e Koehler (2006), em relacdo ao TPACK, € importante que o
professor em formag&o compreenda a relagao entre as ferramentas do GeoGebra
e o conhecimento envolvido. No caso, ao utilizar o GeoGebra, € esperado que o
participante, a partir dos comandos apresentados, possa realizar a construcao,
compreendendo a forma pela qual o uso das ferramentas subsidia a constituicao
da figura, o que Ihe permite tomar decisdes em relacédo ao processo de ensino. De
outro ponto de vista, é importante que o professor reflita sobre o potencial interativo

da interface. Deste ponto de vista, segundo Oliveira (2018),

saber o que a interface oferece, as formas pelas quais as
possibilidades podem ser acessadas/usadas, como funcionam e
que resultados podem entregar sdo fatores que interferem
decisivamente no éxito do emprego de elementos tecnoldgicos em
um processo educativo (p. 52)

Em relacdo as dialéticas indicadas na TSD (BROSSEAU, 2002), espera-se
gue, em uma situacdo adidatica de acao, o aprendiz realize a construcéo da figura
seguindo os comandos. Em uma fase de formulacdo, seja possivel elaborar
conjecturas que possam ser discutidas em relacdo a resposta esperada para o
questionamento presente na atividade, o que levaria a discussdo em relacao as
propriedades do triangulo. Em um momento seguinte, de carater didatico, o
formador, na fase de institucionalizacdo, formalizaria o conhecimento sobre
triangulo. Neste caso, em um ambiente de formacdo de professores, 0s
guestionamentos mais importantes sdo aqueles que surgem na discussao, e se
referem ao ensino em si, as propriedades matematicas envolvidas e ao uso de

suporte tecnoldgico especifico e adequado.

Uma varidvel didatica que observamos nessa atividade se refere ao
GeoGebra (suporte ou midia), que possibilita a construcao da representacao de um
poligono, que também seria possivel a partir de outros suportes, mas com
diferentes caracteristicas, principalmente em relacdo ao dinamismo, a visualizacao
e a experimentacao possiveis. Isto significa que esta escolha possibilita ao aprendiz
0 exercicio de reconfiguragdes oticas, na forma como as denominou Duval (2012),

com uma amplitude e em uma quantidade que seria dificil com lapis e papel.
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Atividade 2

Objetivo: Discutir a nocdo de semeljanca de triangulos pelo caso AA (angulo —

angulo)

Descricao: A atividade envolve procedimentos para construcao de representagcdes
de figuras planas por meio de comandos no GeoGebra. Diante disso, utilizaremos
a construcao de triangulos para discutir as relacdes de semelhanca. Em nossos
estudos preliminares, Roque (2012), amparada nos comentarios de Proclus,
salienta que a resolucdo de problemas geométricos envolve sempre uma
construcdo. Conforme dito anteriormente, o livro VI de “Os Elementos” explora os
teoremas fundamentais da semelhanca de triangulos a partir de suas proposicoes..
Notamos, da mesma forma, nas propostas curriculares, a importancia de
reconhecer a semelhanca entre triangulos a partir da igualdade das medidas dos
angulos e da proporcionalidade entre as medidas lineares correspondentes. Com
propésito aderente aos das propostas curriculares, trabalhos como os de Ramiro

(2014) e Leite (2017) tratam de casos de semelhanga entre figuras planas.
Etapas da construcdo das representacdes da atividade

Construir dois triangulos semelhantes a partir do caso AA

A
Na interface do GeoGebra, usando o botdo | * ¢, selecione a op¢&o ponto com o

botdo esquerdo do mouse, de modo a criar dois pontos na janela de visualizacao,

denominados A e B.

e
. . , o . ~ .
Em seguida, clique no icone , Selecionando a opgéo reta e, clicando sobre os
pontos A e B, crie uma reta f.

A
Na sequéncia, indo ao icone '® v, selecione a opgdo ponto e, na janela de

visualizagao, crie um ponto C sobre a reta f, de modo que o ponto B fique entre o
ponto C e o ponto A. A figura 36 indica como a construcdo estaria até este

momento.
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Figura 36: Etapas da construcdo da atividade 2 (a)

% GeoGebra Classic 5 - O x

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

R AN~ P @O LN 22 4

TH- e~ A~ |

Entrada:
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Logo apds, clique no icone — " e escolha a opcgédo reta perpendicular. Clique no
ponto A e, depois, na reta f para criar uma reta g perpendicular a reta f. Ainda com
a opcao reta perpendicular, cligue no ponto B e, em seguida, na reta f para criar

uma outra reta h, perpendicular a reta f (figura 37).

Figura 37: Etapas da construcdo da atividade 2 (b)
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A

No icone | * ¢, selecione novamente a opg¢ao ponto e crie um ponto D sobre a reta

e
. ’, - ~ .
h. Depois, no icone . , escolha a opcdo reta e, clicando sobre os pontos C e D,

crie umaretai. Noicone ° , escolha a opgdo angulo, e clique, ordenadamente
no sentido horario, sobre os pontos D, C e B. Repita 0 processo para 0s pontos B,

D e C (figura 38).

Figura 38: Etapas da construgéo da atividade 2 (c)
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Fonte: elaborada pela autora

A

Na sequéncia, no icone |'* ¢, selecione a opcdo ponto e, sobre a reta f, crie um

ponto E, de modo que o ponto A fique entre o ponto B e o ponto E. No icone ~
selecione a opgao reta paralela e, clicando sobre o ponto E e areta i, crie uma reta

A
j. Observe que a reta j tem pontos de interseccédo com as retas g e h. No icone

selecione a opcéo interseccao de dois objetos; em seguida, clique sobre as retas

g e j, crie um ponto F na intersecdo entre as duas retas. No icone |, escolha a

opc¢ao angulo e cliqgue ordenadamente no sentido horario sobre os pontos A, F e

J

E. Repita 0 processo para os pontos F, E e A. No icone , Selecione a opc¢ao

poligono e clique ordenadamente sobre os pontos B, C, D e B. Da mesma forma,
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*.
[

no icone * , selecione a opcdo poligono e cligue ordenadamente sobre os
pontos A, E, F e A (figura 39).

Figura 39: Etapas da construcédo da atividade 2 (d)
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Experimentacao e visualizagcdo da construcao

Neste caso, 0s professores devem ser convidados a movimentar a
construcdo, usando de recursos identificados no potencial interativo da interface.
No caso, o recurso mais imediato para semelhante procedimento seria do de clicar-

e-arrastar, como indicado por Oliveira (2018), o que pode ser feito com o recurso

mover do GeoGebra (icone ) em relacao, por exemplo, aos vértices A, B, C, D
e E. O vértice F é um objeto dependente, ou seja, foi criado a partir da interseccao

de duas retas, o que impede seu movimento autbnomo.

Alguns questionamentos podem ser encaminhados a partir desta atividade. A
seguir, alguns deles séo sugeridos, sem a pretensao de esgotar as possibilidades

reflexivas abertas pela estratégia didatica adotada.

a) Considerando os angulos AFE, FEA, DCB e BDC, quais relacdes podemos
identificar entre os triangulos DBC e FAE?
b) Considerando os triangulos DBC e FAE, em relagdo aos seus lados, quais

relacbes podem ser observadas?
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c) A partir das conjecturas até aqui realizadas, que propriedades matematicas
sao identificadas na relacéo entre os poligonos mencionados?

d) Em qualquer construcdo de dois triangulos quaisquer, por exemplo, €
possivel identificar as mesmas relacdes encontradas nos triangulos DBC e
FAE? Justifique.

e) As relacbes observadas entre os poligonos DBC e FAE (triangulos) podem

ser identificadas nas rela¢des entre quaisquer poligonos do mesmo tipo?
Analise a priori da atividade 2

A atividade 2 introduz uma nocéo preliminar e, de certa forma, basica acerca
da semelhanca de triangulos. Observamos essa possibilidade ao discutirmos a
nocdo de semelhanca naquilo que consideramos compor nossos estudos

preliminares, no capitulo 2.

A priori, nessa atividade, se espera que, a partir da construcdo da
representacdo geometrica, 0s participantes, ao experimentarem e visualizarem o0s
movimentos da representacéo, respondam aos questionamentos levantados. Mais
especificamente, espera-se que o participante, na sequéncia da primeira atividade,
e recordando das propriedades relacionadas a construcéo da representacao de um
triangulo, consiga observar possiveis relacbes dessas propriedades nos dois

poligonos resultantes da nova construcao.

Na perspectiva dos aportes tedricos adotados, € possivel identificar que,
para responder aos questionamentos, o participante transite sobre as formas de
apreenséao propostas por Duval (2012). Ao seguir os procedimentos sugeridos para
a construcdo da representacdo geomeétrica, observa-se a necessidade da
consolidacdo de elementos cognitivos que constituem a apreensao sequencial.
Como na experimentacdo e visualizagdo, o participante pode mover os objetos
(pontos e retas), para responder aos questionamentos, o que faz surgir a
possibilidade de que elementos da apreenséo perceptiva possam contribuir para a
formacdo de conjecturas. As modificacbes possiveis na figura, de ordem oética e
posicional, segundo Duval (2012), podem permitir, por meio de operacbes como
rotacao e translagéo, por exemplo, a apreenséao de “estabilidade das referéncias do
campo perceptivo para o suporte das figuras” (DUVAL, 2012, p. 127). Estas
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caracteristicas estdo mais especificamente relacionadas ao que o autor francés
denomina apreensao operatoria. Quanto a isso se espera que, ao experimentar e
visualizar a construcao, o participante observe as relacdes de igualdade entre as
medidas dos angulos que séo evidentes na constru¢ao e mais implicitas em relacéo

a proporcionalidade das medidas dos lados homologos.

Em relacéo a questdo que envolve a medida dos lados dos triangulos, pode-
se propor que o0s participantes usem os recursos da interface do GeoGebra para
refletir. Este movimento incentiva o desenvolvimento da fluéncia em relagdo a
interface, nos termos propostos por Oliveira (2018), ao mesmo tempo em que
complementa a estratégia consolidada por conhecimentos que integram didatica,
conhecimento matematico e tecnologias (MISHRA; KOEHLER, 2006).

Em termos de institucionalizacdo, uma possibilidade pode ser a de verificar
diretamente as medidas dos lados, 0 que seria aplicado, na l6gica das dialéticas
propostas por Brousseau (2002) apos as reflexdes dos participantes sobre a
proposta. Desta forma, poder-se-ia supor que a sequéncia teria passos

semelhantes aos que seguem.
e Habilite a janela de algebra do GeoGebra (Exibir — Janela de Algebra).

e Clicando com o botdo esquerdo sobre a linha de entrada da janela de

algebra, escreva a seguinte relacdo: m = b / a. Logo ap0és, cliqgue ENTER.

e Em seguida, novamente na linha de entrada, escreva arelagdon =c/ee

logo apés, clique ENTER.

¢ Finalmente, na linha de entrada, escreva arelagcdo p =d /f_1 e, logo apos,
cligue ENTER.

e Observe as relacdes entre os valores, dadas por m, n e p e elabore suas
conjecturas. Se desejar, movimente a figura e prossiga observando os

valores mencionados.

Ao refletir sobre a constru¢cdo geométrica para responder aos
guestionamentos propostos, como se apresentam de modo geral, solicitando um
discurso, espera-se que apreensdes de carater discursivo surjam, o que levaria o

participante a apresentar as propriedades geométricas envolvidas na construcao.
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Além disso, com esses questionamentos, espera-se que emerjam respostas
relacionadas a nocdo de semelhanca de triangulos, especificamente por meio do
caso de semelhanca AA. De acordo com os pressupostos da TSD, espera-se,
igualmente, que tais propriedades relacionadas a semelhanca de triangulos se
explicitem no desenvolver da atividade, caracterizando a mesma como uma
situacdo adidatica. Deve-se lembrar que a ideia é que os professores reflitam sobre
0 processo de ensino com base no emprego da estratégia didatica aqui explicitada,
Ou seja, ndo se espera que o professor aprenda sobre semelhanca de triangulos,
mas que ressignifique as possibilidades de ensino deste tema e que reflita sobre
formas pelas quais pode fomentar a aprendizagem entre seus alunos. Esta
ressignificagdo pode se dar justamente como resultado do transito do professor
pela atividade, uma vez que seja convidado a explorar, por meio da visualizagéo,
experimentacdo e dinamismo, as caracteristicas da construcdo e as propriedades
matematicas envolvidas, no lugar de simplesmente prover um desenho como

exemplo para a no¢cao de semelhanca.

Assim como na primeira atividade, nesta e nas demais o0 GeoGebra € uma
variavel didatica, por razBes ja mencionadas nas analises a priori anteriormente
feitas. Para além daquela atividade, nessa, no GeoGebra, outros elementos como
medidas de angulos, retas paralelas e ponto de intersecc¢éo entre dois objetos sédo
elementos que o software permite construir, experimentar e visualizar, de maneira
dindmica, e constituem escolhas que os caracterizam como variaveis didaticas,
uma vez que a construcao poderia ser feita de outra forma. A escolha do triangulo

como objeto a ser representado também é relevante deste ponto de vista.

Outro ponto a ser destacado se refere aos prolongamentos que a atividade
pode ter a partir de outras ideias, que podem ser suscitadas na discussdo com o

grupo de aprendizes. Por exemplo, considerando a figura 39:

e Utilize a ferramenta intersecéo de dois objetos para marcar o ponto G,
clicando nas retas j e h.
e Que conclusdes vocé pode chegar, considerando o triangulo BEG e sua

relagdo com os triangulos FEA e DBC?
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e Repita a intersecao de dois objetos para marcar o ponto H, clicando

nas retas i e g. A que conclusdes vocé chega, relacionando o novo

triangulo HCA com os demais?

Figura 40: Uma continuacéo possivel para a atividade 2
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Fonte: elaborada pela autora

Todos os triangulos relacionados nos questionamentos relativos a figura 39

sdo semelhantes pelo caso AA. As argumentacdes podem envolver, por exemplo,

0s angulos comuns aos pares de triangulos em C e E, bem como reflexdes advindas

do conhecimento do teorema de Tales.

Além disso, pode-se considerar que o caso analisado envolve um triangulo

retangulo. Entretanto, outros triangulos podem ser analisados, passando por

processos de construcdo que habilitam representacdes de triangulos de outros

tipos. Por exemplo, considerando a figura 40:

e Usando a ferramenta ponto, marque trés pontos néo colineares no plano,

nomeados como A, Be C;

e Use a ferramenta poligono, clicando nos pontos A, B, C e A novamente

para desenhar um triangulo;
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Com a ferramenta angulo, cligue nos pontos A, C e B no sentido horério,
de modo a marcar o angulo «; repita o procedimento em relacédo aos
pontos C, B e A para marcar o angulo B;

Marque outros dois pontos, D e E, em outro local do plano;

Com a ferramenta angulo com amplitude fixa, clique nos pontos D e E,
respectivamente; na caixa de didlogo aberta, marque o angulo o no
sentido anti-horario. O angulo DED’ sera marcado, de mesma medida
que a;

Da mesma forma, com a ferramenta angulo com amplitude fixa, clique
nos pontos E e D, respectivamente; na caixa de dialogo aberta, marque
o angulo B no sentido horario. O angulo EDE’" ser4 marcado, de mesma
medida que B;

Com a ferramenta reta, crie a reta f, que passa por E e D’; com a mesma
ferramenta, crie a reta g, que passa por D e E’;

Usando a ferramenta intersecdo de dois objetos, crie o ponto F,
clicando nas retas f e g;

Use a ferramenta poligono, clicando nos pontos D, E, F e D nhovamente

para desenhar um triangulo.

Figura 41: Outra continuacao possivel para a atividade 2
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Os triangulos ABC e DEF sédo semelhantes, o que pode ser concluido pelo
caso AA. Considerando o potencial interativo da interface, é possivel refinar o
resultado obtido e exposto na figura 40 “escondendo” os chamados “objetos
auxiliares” da construgcdo, ou seja, aqueles que ndo compdem diretamente o
tridngulo DEF, quais sejam as retas f e g, além dos pontos D" e E". Para isto, deve-
se empregar a opcao exibir/esconder objeto do GeoGebra. As discussdes podem
continuar as reflexdes iniciadas no comeco da atividade e remetem as assercdes

sobre semelhanca ja indicadas anteriormente neste trabalho.

Atividade 3
Objetivo: Discutir a nogéo de paralelismo

Descricao: A atividade envolve uma discussédo sobre a nocéo de paralelismo e a
nocdo de congruéncia de triangulos, a partir da construcdo de duas retas
transversais e de retas paralelas como uma estratégia didatica para tratar da nogéo

de semelhanca de triangulos.

Com referéncia aos nossos estudos preliminares, encontramos, na
proposicao Il do livro VI de “Os Elementos” um teorema que menciona retas
paralelas cortadas por uma transversal (EUCLIDES, 2009), que representaria,
inclusive, um género de prova acerca do teorema de Tales. Sob o ponto de vista
didatico, Peneireiro (2008), Pinho (2010) e Papa Neto (2017) reforcam que o
teorema de duas retas paralelas interceptadas por uma transversal determina

angulos alternos internos (ou angulos correspondentes) congruentes.

Nos curriculos, a orientacdo é que essas noc¢des devem surgir e ser
reforcadas por meio de atividades que investiguem o0s conceitos de congruéncia.
Das argumentag0es presentes em nossa reviséo de literatura, trabalhos como de
Maciel (2004), Lima (2016) e Leite (2017), por exemplo, reforcam a importancia
destas no¢des como Uteis para compreender outras, como a de proporcionalidade

entre segmentos, de homotetia e de identificacdo de angulos e tridangulos.
Etapas da atividade

Construir duas retas transversais e retas paralelas
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e No icone - do GeoGebra, selecione a opc¢ao ponto com o botdo esquerdo
do mouse; em seguida, crie dois pontos na janela de visualizag&o, o ponto
A e o ponto B.

e Depois, clique no icone 7, selecione a opcao reta e, clicando sobre os
pontos A e B, crie uma reta f.

e Retorne ao icone -*; selecione a op¢éo ponto e, na janela de visualizacéo,
crie um ponto C néo pertencente a reta f.

e A seguir, cligue no icone ! e escolha a opcao reta; clicando sobre os pontos
A e C, crie umareta g.

e No icone -/, escolha a opcao reta e, clicando sobre os pontos B e C, crie
uma reta h.

¢ Noicone -, selecione novamente a opcdo ponto e crie um ponto D sobre a
reta f, de modo que o ponto B fique entre o ponto A e o ponto D.

e Em seguida, no icone *, selecione a opc¢ao reta paralela e, clicando sobre
a reta h e o ponto D, crie uma reta i, que sera paralela a reta h.

e Em seguida, no icone -, selecione a opc¢ao reta paralela e, clicando sobre
aretaf e o ponto C, crie uma reta j, que sera paralela a reta f.

e Noicone +, selecione a opcao intersecdo entre dois objetos; em seguida,
clique sobre as retas i e j, criando 0 ponto E na intersecdo entre as duas
retas.

¢ Novamente, no icone -, selecione a opgao intersecao entre dois objetos;
cligue sobre as retas g e i, criando o ponto F na interse¢céo entre as duas

retas.
Experimentacéo e visualizag&o da construcao

e Clique com o botdo esquerdo no icone [:], selecione a opcdo mover e, em
seguida, movimente os vértices construidos (s6 ndo sera possivel fazé-lo

com os pontos E e F).

Em relacdo a construcdo realizada, consolidada na figura 41 como uma
representacdo possivel, ainda uma vez é possivel observar que a sequéncia de
passos supramencionada pode ou néo ser proposta, dependendo de fatores que

envolvem o conhecimento de elementos da geometria plana pelos sujeitos, além
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do dominio do potencial interativo da interface e a consolidacédo da fluéncia entre o
conhecimento matematico e a habilidade no uso da interface do GeoGebra
(OLIVEIRA, 2018). Assim, a atividade poderia solicitar apenas que se criassem as
representacdes dos objetos envolvidos na construcdo, indicando as condigdes
envolvidas, quando fosse o caso, sem necessariamente indicar a forma como isto

seria feito no GeoGebra — isto poderia ser feito na institucionalizacéo.

Figura 42: Configuracao final da representacdo proposta na atividade 3
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Fonte: elaborada pela autora
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Entre os questionamentos que poderiam ser propostos para reflexdo dos
professores, poderiam constar os que seguem. Uma orientacdo adicional aos
participantes poderia envolver a ideia de empregar quaisquer recursos da interface
computacional para abalizar as conjecturas — neste caso, 0s professores poderiam,
eventualmente, constatar a semelhanca entre os triangulos ABC e CEF por meio da
constatacdo da igualdade da medida de seus angulos ou pela proporcionalidade de

Seus segmentos.

a) Considerando a representacdo geométrica construida, o que pode ser

observado ao movimentar os vértices A, B, C e D?

b) Considerando os poligonos ABC e CEF, que relacédo(des) ou alteracao(des)
entre esses poligonos vocé identifica a partir do movimento dos vértices?
Procure pensar em quais propriedades sao passiveis de reconhecimento na

representacdo geometrica construida.

c) Que nocdo geométrica decorre da preservacao das propriedades relativas a

construcéo dos triangulos realizada nesta atividade?
Analise a priori da atividade 3

A atividade 3, para abordar a no¢ao de semelhanca, propde a construcéo de
uma representacdo geomeétrica, em relacdo a qual estdo envolvidas a no¢cdes de
paralelismo e de congruéncia de triangulos, a comecar na construgcdo de retas

transversais e retas paralelas, em consonancia com nossos estudos preliminares.

Nessa atividade, a expectativa € que, a partir da construcdo da
representacdo geometrica, os participantes, ao experimentarem e visualizarem os
movimentos da representacdo de forma dinamica, possam discutir suas
percepcdes para responderem aos questionamentos. A essas percepc¢oes, a priori,
esperamos que se evidencie as formas de apreenséo indicadas por Duval (2012) e

presentes em Nnossos aportes tedricos.

Nesse sentido, para realizar os procedimentos sugeridos, espera-se que a
apreensdo sequencial seja mobilizada para a construcdo da representacdo

geométrica, assim como na experimentacdo e visualizacdo. Além disso, a
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possibilidade de movimentar os pontos e retas construidas faca emergir elementos
relativos a apreensao perceptiva dessa representacdo, o que pode subsidiar o
participante na resposta aos questionamentos propostos, quando ele transitar por
diferentes conjecturas. Outra questdo envolvida nos aportes propostos por Duval
(2012) se refere as modificacGes da figura, as quais, se hao envolverem divisdes
da figura em partes ou subfiguras, limitar-se-iam, em um primeiro momento, as
modificacdes de carater 6tico e posicional. Assim, a apreensao operatoria que
eventualmente ocorreria em relagdo a construcdo estaria ligada a fatores que o
autor francés indica em relacao as modificaces realizadas, quais sejam operacdes

como a superposibilidade, a anamorfose, a rotacéo e a translacéo (p. 127).

Assim, de certa forma, a expectativa é que, a partir das conjecturas
realizadas entre os participantes, com base nos movimentos realizados durante a
experimentacdo, se evidenciem a apreensao operatoria e a apreensao discursiva
para responder 0s questionamentos propostos. Isto faria, potencialmente, que o
participante apresentasse argumentos para as propriedades geométricas
envolvidas na construcdo, que estdo presentes de maneira implicita. A
experimentacédo, indicada por Lévy (1993) e por Oliveira (2018) como recurso a
construcdo de argumentos matematicos, seria fundamental, da forma como aqui se

defende, para que esses argumentos pudessem ser mobilizados e discutidos.

A partir da apreensdo discursiva, essas reflexfes, durante e apds a
construcdo, podem permitir ao participante observar no¢cdes de paralelismo a partir
da construcdo de duas retas paralelas e uma transversal, determinando, por
exemplo, angulos alternos internos (ou angulos correspondentes) congruentes,
bem como reforcariam, eventualmente, a validacdo de outras nocdes de
proporcionalidade entre segmentos. A discussao advinda dai poderia mencionar
nocdes de homotetia adicionalmente, por exemplo. Além disso, mesmo sem a
expectativa de que ocorressem modificacbes mereoldgicas até este ponto, 0s
participantes poderiam perceber, na construcdo, um uso especifico e tipico para o

teorema de Tales.

Partindo dos argumentos expostos nas atividades anteriores, nesta
construcdo se espera que o participante, em um primeiro momento, mobilize o

conhecimento matematico necessario para que seja possivel estabelecer as
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primeiras discussdes quanto as propriedades presentes no desenvolvimento das
respostas. De outro ponto de vista, pensando na ressignificacdo do conhecimento
pedagdgico do conteudo, como exposto em Shulman (1987), as discussdes
deveriam versar sobre estratégias que permitiiam aos alunos, em situacfes de
aprendizagem, refletirem sobre as propriedades geométricas envolvidas, no lugar
de apenas realizar uma construcdo. A estratégia deve pensar no favorecimento a
reflexdo provido pelo uso do GeoGebra: ao explorar a construcéo, caracteristicas
como dinamismo, visualizacao e experimentacdo podem embasar a observacgéo de
propriedades evidenciadas pela manutencdo de caracteristicas como a
congruéncia dos angulos e a proporcionalidade dos lados dos triangulos. Evidenciar
estas caracteristicas por meio de recursos do software, levando em conta o
conhecimento matematico necessario, correspondo a constituicdo da fluéncia em
relacdo a interface (OLIVEIRA, 2018). Além disso, é preciso pensar que a estratégia
gue envolve a tecnologia, no caso, € proposta de forma contextual, 0 que implica
em um envolvimento da mesma como um dos aspectos da triade proposta por
Mishra e Koehler (2006).

A nocéo de paralelismo pode ser levantada aqui, bem como mencdes ao
teorema de Tales, o0 que pode ser encaminhado a partir da apreenséo operatoria
das construcbes (DUVAL, 2012). A expectativa é que essas propriedades,
discutidas a partir da dindmica prevista nas dialéticas subjacentes, embasem
conjecturas e/ou demonstracdes para que se justifiquem as respostas aos
guestionamentos presentes na construcdo da atividade. Ainda aqui, como nas
atividades ja analisadas, a fluéncia em relagcéo a interface e a possibilidade de
exploracdo de seu potencial interativo, como apontado por Oliveira (2018), seriam
importantes condicionantes para que a sequéncia de comandos anunciada sirva de
subsidio a constru¢do em um primeiro momento ou que surja apenas quando da
institucionalizacdo. Deve-se apontar, também, ainda uma vez, que a escolha do
GeoGebra como elemento mediador para a construcao representa uma variavel
didatica a ser considerada, pois, alternativamente, a construcdo poderia ser
proposta em interfaces diversificadas, com distintos resultados quanto as
caracteristicas de visualizacdo, experimentacdo e dinamismo. A escolha do

triangulo como objeto matematico também constitui uma variavel didatica, assim
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como a opcdo por construir triangulos semelhantes por meio de propriedades

garantidas, em ultima instancia, pelo teorema de Tales.

De modo mais especifico, no questionamento “considerando a
representacdo geométrica construida, o que pode ser observado ao movimentar 0s
vértices A, B, C e D?” (item a), espera-se que o aprendiz indique que os elementos
envolvidos na construcdo sdo modificados proporcionalmente, mantendo-se
estaveis as propriedades relacionadas. Eventualmente, poderia o participante
adiantar as respostas para 0s outros questionamentos, que, neste caso, serviriam
apenas para destacar alguns pontos que se considera essenciais para a
ressignificacdo do conhecimento matematico correlato, no sentido de encaminhar
discussbes para a elaboracdo de estratégias didaticas que os professores em

formacéo poderia eventualmente empregar com seus alunos.

Em relacao ao questionamento “considerando os poligonos ABC e CEF, que
relacdo(bes) ou alteracdo(bes) entre esses poligonos vocé identifica a partir do
movimento dos veértices? Procure pensar em quais propriedades sao passiveis de
reconhecimento na representacdo geométrica construida” (item b), a expectativa é
a de que os participantes indiguem que os lados homologos permanecem
proporcionais, assim como 0s angulos correspondentes mantém a relacdo de
congruéncia. Eventualmente, aqui, podera ser mencionado o teorema de Tales,
questdes relativas ao paralelismo, & homotetia e mesmo a nocdo de semelhanca
de triangulos. O questionamento c, “que nocdo geométrica decorre da preservacao
das propriedades relativas a construcédo dos poligonos realizada nesta atividade?”,
espera-se que os professores discutam, especificamente, sobre a nocéo de

semelhanca, que ja havia surgido na atividade anterior.

Indmeras possibilidades podem surgir das discussdes resultantes desta
atividade. Uma delas, por exemplo, pode advir das experimentagcdes com o
GeoGebra, previstas quando da proposta de alinhamento das conjecturas entre os
participantes: o caso de colinearidade entre os pontos A, B, C, D, E e F. Esta
discussédo pode ser provocada pelo formador ou surgir espontaneamente; de
qualquer maneira, permite discutir condicdes de existéncia dos poligonos, retas
coincidentes, entre outras noc¢des. Esta situacdo especifica pode ser conferida na

figura 43.



144

Figura 43: Uma configuracao para discutir condi¢cdes de existéncia relativas a atividade 3
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Fonte: elaborada pela autora

Outra discussdo que pode surgir, entre as inimeras possiveis, refere-se a
nocdo de homotetia. Ainda aqui, se for o caso, a discussao pode ser provocada
pelo formador a partir de algum questionamento adicional, relacionando esta nocao
com a de semelhanca. Seria uma oportunidade para reforcar elementos relativos
ao conhecimento pedagdgico do conteddo mateméatico, bem como avancar na
exploracdo da fluéncia na interface do GeoGebra. Esta proposicdo adicional
permitiria, inclusive, subsidiar uma atividade por assim dizer mais “independente” e
contextualizada, na qual os participantes deveriam propor e realizar construgcdes
relativas a exemplos ou casos de semelhanca de triangulos. Também poderia ser
empregada para solicitar que se realizassem demonstragfes, o que ndo € tema
especificamente desta dissertacdo, mas que se reveste da maior importancia.
Neste caso, é claro, ndo bastaria fazer alguma construcdo para que a
demonstracao fosse feita, mas, ao contrario, a construcdo poderia subsidiar o

discurso relativo a demonstragéo.

Para ilustrar de modo mais amplo o que se propde neste ponto, descreve-

se, a seguir, uma construcao que permitiria discutir a relacdo entre semelhanca de
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triangulos e homotetia, explorando, também, a nocdo de paralelismo, na forma
como foi trabalhada, a partir de estudos no PEA-MAT, em Lima (2016):

e Com o uso da ferramenta ponto, crie, na janela de visualizacdo, que simula
o plano, os pontos A, B, C e D, ndo colineares;

e Usando a ferramenta reta, crie a reta f, que passa pelos pontos A e B;

e Usando a ferramenta reta, crie a reta g, que passa pelos pontos A e C;

e Usando a ferramenta reta, crie a reta h, que passa pelos pontos A e D. A

construcdo até este ponto pode ser vista na figura 44;

Figura 44: Construgdo parcial (semelhanca e homotetia)
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Usando a ferramenta reta, crie a reta h, que passa pelos pontos A e D. A
construcdo até este ponto pode ser vista na figura 44;

Utilizando a ferramenta controle deslizante, clique em um ponto qualquer
da janela de visualizacdo (de preferéncia, em algum dos cantos da tela,
apenas por questbes visuais) e estabeleca uma variacdo de 0,1 a 10
(arbitraria) para uma variavel denominada Raio. O controle deslizante € um
dispositivo que permite executar a variacdo de valores numéricos para uma
variavel e pode ser usado, por exemplo, para que determinados objetos de
uma construcdo tenham configuracfes variaveis. Quando da criacdo do

controle deslizante, observe os elementos estabelecidos conforme mostra a

figura 45;
Figura 45: Configuracdo do controle deslizante
Controle Deslizante X
® Nimero SLiLE

( Angulo Raio
O Inteiro [_] Aleatério (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animacéo

min: 0.1 max: |10 Incremento: 0.1

OK Cancelar

Fonte: elaborada pela autora

Com o uso da ferramenta circulo dados centro e raio, crie uma
circunferéncia ¢ com centro em B e raio Raio (ou seja, tendo como raio o
valor atual da variavel estabelecida pelo controle deslizante, denominada
Raio);
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Com a ferramenta ponto, crie 0 ponto E, em uma das interse¢des entre a
circunferénciac e aretaf;
Em seguida, com a ferramenta poligono, crie o triangulo BCD, clicando

sucessivamente nos pontos B, C, D e B (figura 46);

Figura 46: Construgéo parcial (semelhanga e homotetia) — continuacéo
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Fonte: elaborada pela autora
Com a ferramenta reta paralela, crie uma reta i, paralela ao segmento DC e

passando pelo ponto E;

Com a ferramenta ponto, crie o ponto F, na interse¢éo entre as retas g e i;

Com a ferramenta reta paralela, crie uma reta j, paralela ao segmento BD e
passando pelo ponto E;

Com a ferramenta ponto, crie o ponto G, na intersecédo entre as retas h e j;

Em seguida, com a ferramenta poligono, crie o triangulo EFG, clicando
sucessivamente nos pontos E, F, G e E, o que completa a construcao (figura
47).

Figura 47 Semelhanca e homotetia
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Entrada

Fonte: elaborada pela autora

Considerando a construgcdo supramencionada, pode-se afirmar o0s
segmentos AB e AE sao proporcionais, considerando a razdo de semelhanca. O
ponto A é o centro da transformacdo geométrica mencionada, que preserva a
congruéncia entre os angulos correspondentes, a proporcionalidade dos
segmentos homologos e o paralelismo. Tipicamente, a construcao, tendo por base
seu centro no ponto A, determina um triangulo empregando o0s pontos néo
colineares A, B e C. As retas suporte f, g e h passam por A e por cada um dos
vértices do triangulo BCD. O ponto E € marcado na intersecao entre a circunferéncia
e a reta f, ou seja, permanece na mesma reta que A; a partir dai, retas paralelas
aos segmentos de BCD séo tracadas e as intersecfes entre as retas de suporte e
as retas paralelas aos segmentos determinam os pontos F (homélogo a C) e G
(homodlogo a D). Com as ferramentas do GeoGebra podem ser apurados 0s casos
que garantem a semelhanca entre os triangulos mencionados, considerando a
congruéncia entre 0s angulos e a proporcionalidade entre os lados, garantidas pelo
paralelismo entre os segmentos. Os casos de semelhanca, alias, foram tratados

nos aportes tedricos deste estudo.

A experimentagdo com o GeoGebra, neste caso, guarda a possibilidade de
permitir diferentes configuracbes para o0s poligonos e demais elementos
geomeétricos envolvidos. Por exemplo, ao manipular o ponto A, o aprendiz realiza
modificacdes de naturezas visual, posicional e mereologica em relacéo ao triangulo
EFG, cuja area pode ser reconfigurada com a interven¢do no ponto mencionado,

enquanto o triangulo o triangulo BCD sofre apenas modificacbes visuais e
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posicionais (DUVAL, 2012); a razdo de homotetia também sofre alteracdes, que
impactam na &rea no triangulo EFG. A figura 48 ilustra algumas modificacbes e

experimentacdes possiveis, com base na manipulacdo do ponto A.

Figura 48:Possiveis modificacBes na configuracdo da construcao a partir da
manipulacdo de A

/ razao = 1.7

Fonte: elaborada pela autora

A manipulagdo do ponto B leva a modificagdes visuais, posicionais e
mereoldgicas nos triangulos BCD e EFG, como se ilustra na figura 49. Deve-se notar
que, na experimentagao tendo como base o ponto B, as modificagbes mencionadas
incidem sobre a area dos dois triangulos, alterando, igualmente, a razdo de
homotetia. Entretanto, as posicoes dos pontos A, C e D permanecem inalteradas,
enguanto as posicdes dos pontos E, F e G sdo modificadas.

Figura 49: Possiveis modificag8es na configuragdo da construcéo a partir da
manipulacdo de B
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razao = 1.47

Fonte: elaborada pela autora

A manipulacdo do ponto C leva a modificacbes visuais, posicionais e
mereoldgicas nos triangulos BCD e EFG, como se ilustra na figura 50. Deve-se notar
gue, na experimentacao tendo como base o ponto C, as modificagdes mencionadas
incidem sobre a area dos dois triangulos, mas nao alteram a razao de homotetia,
nem as posi¢des dos pontos A, B, D, E e G. De outra maneira, a posi¢do do ponto
F é modificada, ja que ele € homodlogo a C. As modificacdes relativas ao ponto D
guardam bastante similitude, sendo que as altera¢cfes se ddo em relacdo as areas
dos dois triangulos e a posicao do ponto G, homadlogo a D.

Figura 50: Possiveis modificacfes na configuracao da construcéo a partir da
manipulagéo de C
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razao = 1.77

razao = 1.77

razao = 1.77 razao = 1.77

Fonte: elaborada pela autora

Considerando que a figura anterior € um exemplo de uma representacao,
além das modificacbes possiveis com base nos quatro pontos iniciais da
construcdo, pode-se, alternativamente, manipular o controle deslizando Raio, que
representa uma variavel cujo valor vai de 0,1 a 10, que corresponde ao raio da
circunferéncia c, cuja medida representa a distancia, na reta suporte, entre o ponto
B e seu homologo E. A modificacdo do valor de Raio implica em modificacdes de
naturezas visual, posicional e mereolégica em relagéo ao triangulo EFG. Ao alterar
o valor da variavel mencionada, o raio da circunferéncia concorre para que 0S
triangulos da construcéo estejam mais proximos ou distantes, em termos visuais.
Como consequéncia, alteram-se as posicdes dos pontos E, F e G, além da area do

tridngulo que tem estes pontos como vértices. A razdo de homotetia é, igualmente,
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modificada. A figura 51 apresenta algumas configuracdes possiveis a partir de

distintas medidas do raio de c, determinadas pelo controle deslizante.

Figura 51: Possiveis modificag8es na configuragéo a partir da manipulagao de Raio
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Fonte: elaborada pela autora

Do ponto de vista da exploracdo do potencial interativo da interface, a
atividade alternativa aqui apresentada abre algumas possibilidades de integracao
do conhecimento matematico a partir da exploracdo do dinamismo proporcionado
pelo software. O participante deve alinhar o conhecimento matematico necessario
a resolucéo de eventuais problemas que levem a construcéo em tela com a fluéncia
necessaria para localizar e empregar corretamente as ferramentas adequadas
(OLIVEIRA, 2018). Cabe a estratégia didatica, devidamente adaptada aos distintos
contextos de ensino ou de aprendizagem, a elaboracao de problemas que permitam
explorar as propriedades e nogbes matematicas envolvidas, bem como o uso de
instrucdes durante a elaboracéo das representacdes evidenciadas aqui ou apenas
nos momentos destinados a institucionalizacdo. A partir das conjecturas elaboradas
pelos aprendizes, podem ser exploradas, por meio de experimentagdes, questoes

relativas a congruéncia, proporcionalidade, paralelismo, transformacodes
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geométricas e outras nocdes ligadas a semelhanca de triangulos. Tais questdes
podem permitir uma ressignificacdo do conhecimento relativo a estas noc¢des, no
sentido de que as mesmas passem a ser vistas a partir da forma como podem se
articular para a resolucao de problemas, no lugar de servirem a apresentacéo de
um conceito, por assim dizer, isolado e proposto tomando por base apenas a
exposicao de definicdes e de exemplos prototipicos. A aproximacédo deste tipo de
estratégia pode concorrer — e isto afirmamos com base nos aportes tedricos e nas
propostas de atividades — para o afastamento de abordagens fragmentadas, que

tém caracterizado, em grande parte, 0 ensino de geometria na escola basica.

Realizadas as analises, levando em consideracéo os aportes tedricos desta

investigagéo, passa-se, a seguir, para as consideragoes finais.
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CONSIDERACOES FINAIS

A construcéo deste trabalho de pesquisa partiu de alguns pressupostos, de
ideias que se converteram em um tema, por sua vez gerador de uma problematica,
de uma questdo e de objetivos. Nitidamente, a definicho de um problema de
pesquisa significativo fez com que as diversas etapas fluissem, ainda que nao
prescindindo do esforco de estudo e articulacio das propostas. E neste sentido que
argumenta Oliveira (2019), quando aponta que “é o correto dimensionamento do
problema que encaminha a compreenséo acerca dos demais detalhes da pesquisa,
desde o levantamento da bibliografia necessaria, passando pela definicdo dos
marcos teoricos e elementos metodologicos, até a construcdo das analises e das

conclusées” (p. 23).

Assim, este estudo procurou elementos didaticos, principalmente, para
propor atividades que servissem a iniciativas de formacao de professores, tendo
como tema matematico a semelhanca de triangulos no &mbito da geometria plana,
a partir de estratégias concebidas com o uso de tecnologia digitais. De maneira
mais especifica, a investigacdo que apresentamos, sob a forma de reflexbes
tedricas, apoiou-se em uma questdo norteadora, “quais contribuicbes para a
ressignificacdo dos conhecimentos acerca de semelhanca de triangulos podem
advir a partir da construcdo de estratégias didaticas com o uso de tecnologias
digitais em uma proposta tedrica ligada a formacdo de professores e a sua

pratica?”.

A inquietag@o que provocou esta iniciativa teve por objetivo desenvolver uma
proposta didatica que poderia ser trabalhada pelos professores de ensino
fundamental e médio com seus alunos, bem como levar os docentes a reflexdo
sobre a possibilidade de constru¢éo de saberes relativos ao tema matematico em
tela a partir do emprego de tecnologias. As atividades, no entanto, ndo foram
apresentadas de forma fechada, como se uma sequéncia fosse criada de forma
rigida para ser oferecida de uma Unica maneira para o0s grupos de professores que
viessem a participar de certames de formagéo. Pelo contrario, foram criadas como
ensaios, construcdes abertas que pretenderam discutir, sob o quadro tedrico eleito,

conhecimentos relativos a geometria plana que sdo essenciais ao repertorio de
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professores que ensinam matematica na escola basica. A intencdo é que as
estratégias propostas permitam que, nas formacdes, os professores venham a
ressignificar seus conhecimentos acerca do tema matematico “semelhanca de
triangulos”, o que significa, segundo ja esclarecemos, atribuir um significado mais
adequado, em ligacdo com conceitos formais ligados ao estatuto formal do
conhecimento matematico. O sentido de ressignificar, entdo, de acordo com
Oliveira (2018), pede que se desenvolva uma compreensao abrangente, por parte
do professor, acerca dos conteudos que devera ensinar, incluindo as conexdes
entre 0s temas muitas vezes vistos como disjuntos, ou, pelo menos, assim
abordados em sala de aula, como paralelismo, semelhanca de triangulos, teorema
de Tales, homotetia. Ndo é demais lembrar que, para autores como Almouloud,
Manrique, et al., (2004) e Maciel (2004), o ensino da geometria, tanto no ambito
escolar quanto na formacdo de professores, é marcado pela abordagem
fragmentada pela qual € levado a efeito. Para apoiar o que indicamos aqui,
ousamos repetir que 0s processos de ressignificagdo compreendem uma reviséo
sobre o saber inicialmente adquirido, de forma a amplia-lo e até mesmo reconstruir
pontos em relacdo as quais se apresente impreciso ou errébneo. Compreende,
também, no caso do professor, o alcance sobre a dimensdo didatica do

conhecimento em discussao.

Ao mesmo tempo, nosso estudo buscou identificar qual a contribuicdo de
estratégias didaticas para o ensino de temas de geometria plana (semelhanca de
triangulos, em particular), considerando o uso de tecnologias digitais. Imbricado
com esse objetivo, 0 estudo trouxe uma proposta de atividades, do ponto de vista
do trabalho didatico, para a ressignificacdo da nocdo de semelhanca, direcionada
para a formacao de professores da educacao basica.

Tendo estas perspectivas no horizonte, nos estudos preliminares,
buscamos uma aproximacao historica do tema em Euclides (2009) e Roque (2012),
0 que nos permitiu identificar as proposicdes I, IV, V, VI, VI, IX e XVI presentes
no livro VI de “Os Elementos”, cujos postulados e teoremas tratam da nogéo de
semelhanca. Sob uma perspectiva didatica, procuramos empreender um estudo
dos objetos matematicos, tendo como referéncia os trabalhos de Papa Neto (2017),
Costa et. al (2012), Machado (2012), Pinho (2010), Peneireiro e Silva (2008) e
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Candido e Galvéao (2004), de modo a construir uma discussdo em relacdo a nocéao
de semelhanca. Dessa discussdo, emergiram as noc¢Oes de triangulo, de
congruéncia de triangulos, de paralelismo e, finalmente, a nogao de semelhanca

entre triangulos.

Algumas consideracdes a respeito da nocao de semelhanca também foram
apresentadas com base nas propostas curriculares examinadas (BRASIL, 1998;
SAO PAULO, 2010 e BRASIL, 2018). Nelas, identificamos elementos e sugestdes
para o ensino da geometria na educacgao basica, que recomendam para propostas
de ensino que levem o aluno a perceber e valorizar sua presenca no mundo ao seu
redor, o que levaria a criacdo de propostas de ensino que considerassem a
integracao entre os diversos contelidos a partir de abordagens que valorizassem a
construgéo do conhecimento por meio de problemas significativos, que permitam
explorar as propriedades matematicas dos objetos envolvidos de forma abrangente
e dindmica, como se observou em estudos como os de Maciel (2004) e o de Santos
(2012), trazidos em nossa revisdo. Este processo de recuperacdo da literatura
pertinente também permitiu mencionar os trabalhos de Ramiro (2014), Lima (2016)
e Leite (2017), os quais trouxeram discussdes relacionadas ao ensino de objetos
da geometria, sobretudo em relacdo ao uso de tecnologias digitais como elementos
de estratégias didaticas. Mais ainda, as possibilidades de formacé&o de professores
em relacdo ao ensino de geometria puderam ser revisitadas, especificamente
quando em ligacdo com noc¢bes de semelhanca de figuras planas a partir do uso
de tecnologias digitais, como ocorreu no exame dos escritos de Braga (2016) e
Ramassotti (2015).

A partir dessas perspectivas, foi possivel constituir um framework a titulo de
marco tedrico, de modo a buscar meios para dar algum direcionamento a questao
desta pesquisa. Este quadro foi composto, essencialmente, pelas assercdes de
Duval (2012) acerca das apreensdes figurais e suas influéncias no processo de
aprendizagem de geometria. Além disso, em relacdo a formacgéo de professores,
foram recuperados os estudos de Shulman (1986; 1987), que evidenciaram
habilidades/competéncias relativas ao processo de ensino, especialmente
considerando o conteldo a ensinar — matematico, no caso — e as questdes

didaticas envolvidas, que, nesse sentido, representam parte importante da



157

elaboracdo do processo de ressignificacdo sobre a nocdo de semelhanca de
triangulos. Neste mesmo sentido, com acréscimo de constructos tedricos ligados
as tecnologias digitais, outro importante elemento de intervencéo na formacao dos
professores foi trazido a partir do texto de Mishra e Koehler (2006), autores que
consideram o conhecimento integrado das dimensdes didatica, tecnoldgica e do
conteudo como um elemento essencial para o desenvolvimento de boas praticas
de ensino. Desses autores, recorremos a estrutura do TPACK, completada, no
ambito da Educacao Matematica, a partir de Oliveira (2018), pela nocédo de fluéncia

em interfaces digitais.

Para que seja possivel analisar, ainda que parcialmente, uma possivel
aplicacé@o da proposta, a partir de reflexdes a respeito das dialéticas que constituem
uma situacao didatica, recorremos a Teoria das Situa¢cbes Didatica, tendo, como
aporte metodoldgico correlato, alguns pressupostos da Engenharia Didatica, mais
especificamente a consideracdo das analises preliminares e das analises a priori
das atividades, uma vez que as demais fases, o experimento e as andlises a

posteriori/validacéo, pressupdem a aplicacao da proposta.

A partir deste constructo, apresentamos a proposta de trés atividades, além
de alguns acréscimos no ambito de cada uma delas (outras atividades), que se
mostraram importantes no ambito da discussdo. Essencialmente, no contexto de
cada uma delas, foram discutidas questdes didaticas a partir da exploracédo das
construgdes sugeridas, realizadas por meio do software GeoGebra, explorando trés
caracteristicas essenciais, quais sejam a experimentacao intensiva (possibilidade
de clicar e arrastar, alterar configuracées, mudar a posicdo dos objetos e suas
dimensdes), a visualizacéo (observacao dos efeitos da manipulacdo da construcéo
sobre as propriedades matematicas envolvidas) e o dinamismo da interface
(dispositivo que permite implementar a experimentagédo, ou seja, cria condigoes
para multiplas e variadas alteragdes, que se refletem “imediatamente” nas
estruturas em tela). A partir delas, foi possivel cogitar sobre como poderiam se dar
as apreensoes, do ponto de vista de Duval (2012), quando se observassem e se
discutissem as diversas interacbes entre nocdes como as de paralelismo,
proporcionalidade e semelhanga, por exemplo. Uma forma de indicar como as

analises foram baseadas remete ao constructo de planos referencial e aplicado,
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proposto por Oliveira (2018), e que visa indicar a relacdo como teoria e aplicacdes

se relacionam. A adaptacédo desta ideia pode ser vista na figura 51.

Figura 52: Articulagdes entre o saber matematico formal, as tecnologias e a didatica

v v
Saber matematico -|q---p| Tecnologias da la---p| Saberes relativos a
formal inteligéncia didatica

Plano referencial

Plano aplicado

Semelhanca de tridngulos e

assuntos correlatos - A TPACK, estratégias didaticas
- »| Software dindmico de |«

aralelismo. i &Nci
Proporciponalidade :[eorema geometria (GeoGebra) o tECHOk_JI%ISS (fluénci).
de Tales, homotetia
A r'y |

Fonte: a autora (adaptado de OLIVEIRA, 2018, p. 76)

Os trés elementos da figura 51 relativos ao plano referencial sdo basicos e
inalteraveis, considerando a proposta de Oliveira (2018). Restava saber como
seriam relacionados (com que elementos) no plano aplicado, o que sempre
depende de cada iniciativa de pesquisa. Em nosso caso, o saber matematico formal
de referéncia ficou por conta de elementos da geometria euclidiana plana, mais
especificamente de topicos como semelhanca de triangulos, paralelismo,
proporcionalidade, teorema de Tales e homotetia. De fato, as atividades propostas
tinham por base proporcionar reflexdes cuja referéncia mateméatica repousava
sobre estes temas. Entretanto, ndo ha uma visdo isolada dos elementos constantes
da figura 51; pelo contrério, existem mdultiplas interagdes entre os mesmos, de modo
qgue a referéncia matematica, por assim dizer, interage intensivamente com outros
dois aspectos do modelo, o software dinamico de geometria (GeoGebra) e as
estratégias didaticas, estas ligadas ao TPACK, a ideia de fluéncia nos dispositivos
digitais e a TSD.
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O modelo de articulagbes de Oliveira (2018) esteve presente nas
construcdes propostas e nas analises realizadas, o que permitiu criar assercoes
ndo prescritivas, ou seja, reflexdes criticas abertas, de modo que cada formador
gue tome das mesmas possa adaptar as ideias assim levantadas, com base nos
pressupostos que as sustentaram, com as variacdes tipicas de cada ambiente de
formacdo, o que inclui as condi¢des especificas dos professores em formacéao, os
recursos disponiveis, o tempo e o tipo de interacdes. Este seja, talvez, o principal
contributo no sentido de lidar com a questéo de pesquisa que alinhamos no inicio

do texto.

Este estudo, entdo, procurou contribuir desta forma (reflexdes tedricas,
analises conceituais) para o avan¢o do conhecimento em educacdo matematica em
cenarios que envolvem tecnologias digitais na formacdo de professores.
Evidentemente, uma série de lacunas precisam ser preenchidas por estudos
futuros. Tais diferencas podem ser diminuidas a partir de estudos experimentais e
de aplicacdo, nos quais se submetam atividades inspiradas nas propostas aqui
discutidas a grupos de professores em formagéo. De qualquer forma, resta, aqui, a
conviccdo de que foi possivel, por meio deste trabalho, trazer contribuicdes que
podem ser examinadas por aqueles que se interessam pelo crescimento e a

melhoria da educacdo matematica em nosso pais.
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