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Nilze Silveira de Almeida

O objetivo deste trabalho é a anilise diddtica de um cur
SO ministrado a professores do primeiro e segundo graus, que deno-

minamos "Sobre os Niumeros Complexos".

Nesse curso, procuramos evidenciar que o ensino da Mate-
matica néo visa simplesmente a transmissio de conhecimentos mate-
maticos, mas também a de uma cultura, acreditando que a identifi-
cacdo das concepcgtes histéricas estudadas nos ajudam a interpretar

certas respostas de nossos alunos € a compreender sua coeréncia.

Nesta perspectiva, tentamos restituir a historicidade de

um grande nimero de questées fundamentais através da leitura € ang

lise de textos orlglnals de D’Alembert, De La Chapelle, Euler e
Argand, relativos as quantidades imagindrias. Tais textos e suas

respeétivas tradugdes se encontram no Apéndice deste trabalho.

Reunindo a seguir o estudo histérico e o ensino atual
dos numeros-complexos, mostramos as diferentes aplicacdes desses

nimeros em outros campos da Matem&tica.

Cadé capitulo do trabalho é referente, respéctivamente,
a cada uma das sete aulas por noés ministradas durante o primeiro

semestre de 1990.
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UMA EXPERIENCIA DIDATICA DE FORMACAQ MATEMATICA-EPISTEMOLOGICA
COM PROFESSORES DO SEGUNDO GRAU

LY

INTRODUGAO.

No primeiro semestre de 1990, um grupo de professores de
Primeiro e segundo graus iniciou um curso de especializacdo, no
Centro de Ciéncias Matemdticas, Fisicas e Tecnolégicas da Pontifi-
cia Universidade Catdlica de siao Paulo, intitulado "Sobre O0s Nume-
ros Complexos", que teve como objetivo pPrincipal o enfoque da Teo-
ria dos Numeros Complexos sob um ponto de v1sta didético-epistemo-
léglco, a n1ve1 do segundo- grau. O curso teve a duracdo de sete

semanas, sendo dadas 4 horas -aulas semana1s.

= "Por que transportar a8 realidade histérica em termos
de diddtica e, de um modo mais geral, no ensino da ma-

temdtica?"

A resposta a esta questdo apareceré na anéllse final do
Curso, quando vé-se entio que os professores alteram sua postura
de ensino, apés tomarem conhecimento dos processos através dos
quais se formam e se desenvolvem. os conceitos matemétlcos, parti-

Cularmente, em relacio aos numeros complexos.
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Através da andlise de textos histéricos foi possivel mog
trar as diferentes representagbes dos nimeros complexos usadas pe-
los autores, bem como Suas respectivas aplicacdes; isto nos permi-
tiu relevar a importéncia de sua aplicagdo a novas técnicas de re-

solugdo de problemas nio formulados no contexto.

S@o vérias as razdes que motivaram a escolha do assunto

a ser tratado:

® O conhgcimento, através da Professora Doutora Michéle
Artigue, de um trabalho realizado nesta direcdo no
IREM (Institute de Recherches d’Enseignement des Ma-
thématiques) da Universidade de Paris VII;

= o fato de que a teoria dos niumeros complexos, a nivel
do 22 grau, ser pouco desenvolvida;

® 0 fato do assunto ser conhecido e, ao mesmo tempo, deg
conhecido para os professores;

= o fato da histéria ser rica e, entretanto, nfo muito

dificil de ser abordada; em particulat,‘ela pode levar

Os professores a tomar consc1énc1a do desenvolv1mento

envolvido pela troca de pontos ‘de vista e as llmita-'

¢des do ensino usual.

A metodologla usada no decorrer do curso foi desenvolv1-

da ‘através de aulas exp051t1vas, 1e1tura € andlise de textos em

grupos, com posterlor apresentacdo de conclusbes.

Vamos apresentar aqui, por semana, um resumo do trabalho

realizado:

i
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12 SEMANA

Antes do inicio do curso propriamente dito, foj aplicado
um questiondrio (Capitulo 1) que objetivava conhecer melhor 0s pro

fessores com os quais seriam desenvolvidos os trabalhos. as ques-

no¢des bdsicas da teoria dos nimeros complexos, o papel da histg-

ria no ensino e ao trabalho dos professores como profissionais.

Ainda nesta aula, abordou-se um pouco a Histéria da Ma-
temdtica a fim de due todos pudessem ter uma maior visdo da impor-
téncia da "descoberta" dos nimeros complexos e como sua existéncia
permitiu o desenvolvimento de novas teorias, tanto em Andlise como

em Algebra. Para isso, foi usado um texto para leitura, extraido

do livro "Une histoire des Mathématiques* — a. Dahn-Dalmedico / J.

Peiffer — e feitas algumas citag&es do livro "Histéria da Matem4-

tica" - c. Boyer.

22 SEMANA

Primeiramente féz-se uma-revisso dos conceitos .b4sicos
da teoria dos nﬁmefos coﬁplexos, ja& que as respostas ao questiona-
rio aplicadd_na.aulé anferior mostraram a necessidade de tal. Fo-
ram apresentados de forma resdmidaAos conceitos de'conjugado, médu
lo e afgumento (nas repreéentaGOes cartesiana e gépmétrica), as
operac8es de adi¢§d; multiblicagéo é divis& (nas formas algébri-
ca e trigonométricé),_raiz quadrada na forma algébrica, potencia-
¢80 e radiciacdo na forma trigonométrica e a interpretacso geomé-

trica das raizes da unidade.
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A seguir, foi apresentada uma atividade pPreliminar sob a

forma de duas questdes:

1) Mostrar que a resolug¢do das equagdes do 3° grau se

reduz a das equacées da forma x°+ gx + r = p,

3
2) Pelo estudo das fungdes da forma X V> X"+ gx + r,
determinar o numero de raizes reais da equagdo

x>+ gx + r = 0, segundo os valores de qer.

Como neghum dos professores presentes respondeu as ques-
tdes dessa atividade, fomos levados a dar uma explicacgdo detalhada

sobre o assunto (Capitulo 1II).

Esta atividade tinha por objetivo auxiliar na compreen-

sdo do texto a ser estudado na aula seguinte.

32 SEMANA

Nesta aula foi apresentado um texto de D’ Alembert ("Cas
Irredutible" — géc. XVIII - extraido da Encyclopédle de Dlderot e
D’ Alembert) para leitura e posterlor resposta a um questiondrio no -
'qual cada questdo era referente a uma parte do texto. Para a rea-
lizagdo desse trabalho, 0s professores foram d1v1d1dos em grupos
de trés, a fim de facilitar a compreensdo do texto e responder ao
questiondrio. Nesta parte houve a necessidade da nossa 1nterven-
¢do, de maneira expositiva, para detalhar alguns trechos do texto
€. ajudar nas respostas do questionirio .(desenvolvimento de
(a + bi)bq, eéxpressdo de cos 36 em funcdo de cos 6) (Capituld

IIT1).




42 SEMANA

A atividade desta aula foi a andlise dos trés textos se-

guintes:

® um extrato do "Traité des sections coniques" de De La
Chapelle (1765);

® um extrato dos "Eléments d'Algébre" de Euler (1760);

®= o0 artigo "Imaginaire" de D'Alembert, na Encyclopédie

Méthodique (1751-1772).

LY

O objetivo da leitura e andlise desses textos era que os
professores percebessem a concepgdo das quantidades imagindrias ou
nimeros imagindrios, ou impossiveis, por aqueles mateméticos, bem
como eles ménipulavam eésses nuimeros e o simbolo V=1, dentro de um
quadro exclusivamente algébrico, usando para isté uma extensdo das

propriedades dos numeros reais.

Foram formados grupos de trés professores para a leitura
dos textos, para os quais se propds uma andlise através de um ques
tiondrio, Cujas respdstas foram dadas oralmente por um tnico ele-
mento do»grupo. As conclUSdes,'por grupo, foram anotadas no.qua—'

dro-negro e debatidas por todos os presentés (Capitulo 1v).

Percebeu-se nesta aula um grande interesse de todos os

professores, cremos que motivados pela riqueza e facilidade de com

preensdo do conteudo apresentado, sob o ponto de vista matematico.




T

52 SEMANA

Nesta aula foi feita a leitura de um texto histérico de
M. Argand (1813), publicado nos "Annales de Mathématiques", ¢. 1V,
P. 133-147, sob o titulo "Essai Sur une maniére de représenter les

quantités imaginaires dans les constructions géométriques".

O uso deste texto teve como objetivo pPrincipal mostrar
aos professores a maneira como Argand introduz a representacdo geo
métrica das quantidades imagindrias, bem como suas aplicagdes em
trigonometria (no Silculo de cos (a+b), sen (atb), cos a - cos b e
Sén a - sen b) e o uso do que ele chama "linhas dirigidas" (lem-
brando que, naquela época, ainda ndo era conhecida a estrutura de

éspago vetorial).

A leitura do texto foi igualmente feita em grupos de
Lrés professores, tendo sido necessdria nossa intervengdo para es-
Clarecer alguns pontos nas aplicag®es da teoria introduzida (itens

8 e 9 do texto em questdo).

ApGs a leltura, foi apllcado um questiondrio,. no qual as

-perguntas envolv1am a interpretacdo do texto e apllca¢6es do qua—

dro geométrico introduzido. Os professores, de um modo geral, sen

tiram d1f1cu1dade para responder as questdes propostas, conforme

Mmostrard a andlise feita ao flnal do-capitulo referente a esta se-

mana (Capltulo V)

6> SEMANA

O tema abordado nesta aula foi "Aplicagdes dos niimeros

complexos & resolugcdo de problemas néo formulados neste contexto".



O assunto foi apresentado de maneira expositiva, int -
duzindo inicialmente as perspectivas construtivistas do processo
de aprendizagem (Teoria do equilibrio cognitivo de Piaget) e o sey

Papel na resolucdo de problemas e depois, no caso dos numeros com-

pPlexos, procurando atingir nossos objetivos particulares, ou se-

jam,

1°) Objetivos diditicos

= evidenciar o desenvolvimento usado em diferentes
campos no tratamento atual dos nimeros complexos

) e os desenvolvimentos causados pelas mudancas de

: quadros (R. Douady);

s evidenciar os mecanismos gerais da resolucdo de
problemas (estratégias gerais) e também o fato de

§ ' que eles ndo sdo eficazes se nio estiverem liga-

‘

dos ao conhecimento no campo (Polya; Schoenfeld).

2°) objetivos matemiticos

g (] d1ferenc1ar a fase de resolugéo das fases de for-

mulagdo e redagao, que visam a comunicacdo a ou-

! tros;

4 ' ' . melhorar a capac1dade de resolucao de problemas
2

a o ' ' no campo dos nimeros complexos.
|

A seguir, foram explicitados os quadros algébrico é geo-

métrico com as representacdes seguintes e destacado, sobre alguns

exemplos, o papel das escolhas dos quadros e representacgdes, bem

como a troca de re

presentagées envolvidas na resolugido de um pro-
blema.

13
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QUADRO ALGEBRICO (Q.A.)
registro| intrinsico cartesiano exponencial [pontual]|vetoria
conceito z a+bi pel® M v
conjugado z a-bi ‘ pe—le M’

_ ie1 iez .
adigao 2.+ z, (a+c)+(b+d)i p,e tp,e 0 t;:;%k
multipli- i(6,+6)
cac;o z -z, ac-bd+(ad+bc)i p.p,e
médulo lzl=(2Z)""? a’+ bt p d(o;M) i

~ Cos a = a
a2+b3,~ %
argumento o b A e (OX;OM) (0X;9)
‘ sen a = ———|
A

QUADRO GEOMETRICO
. representagées: pontual e vetorial

= igualdade de comprimentos; translacdo; rotacdo; homo-
tetia; semelhancga; simetrias; ortogonalidade; alinha-

mento; etc...

Como. exemplos,»foram dados os segulntes problemas’, para
serem resolvidos medlante a apllcagéo da teorla dos nlmeros com-

plexos:

I. Considere-se um tridngulo qualquer'e sejam a, B e 7
Os seus angulos internos que se opdem aos lados a = BC, b = AC e

C = AB, respectivamente. Usando a teoria dos numeros complexos,

mostre que:

1) a = b-cos ¥ + c-cos B (teorema das projecdes)




b _ C

2) SenB - sen (lei dos senos)

3) a’= b2+ c®- 2bc-cos a (lei dos co-senos)

II. Determinar a equacao da .reta pelos pontos A(-2; 1) e

B(0; -1).

III

Provar que as diagonais de um paralelogramo intercep

tam-se em seu ponto médio.

[ Y

IV. Mostrar que 2-cos Zg € raiz da cubica x°- 3x + 1 = 0.

O objetivo desses exemplos era evidenciar as aplicacoes
dos nimeros complexos em outros campos e o jogo de quadros envol-

vidos em sua resolucgio. Em todos os exemplos foram executadas

trés fases:

s apresentacdo de uma estratégia de resolugdo;
® resolucdo propriamente dita, pelo professo:;

® andlise da resolucio (escolha de. representacées, troca
de quadros, d1f1cu1dades encontradas), pelos professo-

‘res-alunos.

Propés-se entdo uma atividade para ser desenvolvida em

casa, na qual os professores, divididos em grupos de trés, deve-

riam apresentar os resultados na semana seguinte, mediante uma ex-

posigdo oral.

O objetivo dessa atividade era verificar o que os pro-
fessores consequiriam desenvolver por si mesmos e se haviam assimji

lado ,0 processo de aprendizagem ensinado.
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Como os problemas propostos eram de dificil resolucgdo e
envolviam outros campos (Geometria Analitica e Geometria Plana),
foi sugerido queé, em caso de duvidas, os professores nos procuras-
Sem para esclarecé-las no decorrer da semana Seguinte, antes de

Sua exposicgdo oral.

72 SEMANA

Durante esta semana fomos procurados por todos os ele-
LY

mentos dos grupos. As resolucdes exigiram nossa intervengdo em

todas as fases a serem desenvolvidas, citadas no item anterior.

Superadas as dificuldades, os resultados foram bastante
satisfatérios, conforme mostraremos em andlise posterior (Capitulo

VII).

CONSIDERAGOES FINAIS

Como encerramento do curso, foi aplicado um questiondrio

para a avaliagdo do que foi ensinado, no qual foram propostas'gs

‘Seguintes questdes:

= Se vocé j4 ensina ou vai ensinar os nimeros complexos,
O curso feito ird alterar sua organizagdo atual? E

como?

® Quais si3o, para vocé, as coisas verdadeiramente impor-

tantes na teoria dos numeros complexos?

O que foi ensinado mudou a Sua visdo da Matem&tica?

Que sugest®es vocé daria para melhorar este ensino?

16
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A andlise das respostas a estas Questdes (Capitulo VIII)

nos levaram a concluir que, de um modo geral, os professores pre-

sentes pretendem alterar sua postura no que se refere ao ensino

dos numeros complexos no curso secundirio.

17
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Este capitulo é referente A andlise da primeira aula do

curso dado.

Preliminarmente foi aplicado o seguinte questiondrio, cuy

jos objetivos jad foram definidos na Introdugdo (12 semana) :

Q.1. Que métodos VOCcés conhecem que possibilitam resol-

.ver uma cubica?

Q.2. Como vocés colocam a seus alunos a importancia do

estudo dos nimeros complexos?

Q.3. Vocés acham importante a an&dlise eplstemoléglca no o

ensino da matemétlca?

Q.4. Resolva os seguintes problemas:

S&o dados os nimeros complexos v = 2 - 2i e

. 2
a) Calcular v + w, v - W, V*-wev: .w:

’

b) Determinar o menor nimero natural n, tal que

w" seja um imagindrio puro;




T

c) Determinar os pontos M1 e Mz, de afixos v e w,
respectivamente;

d) Determinar a forma trigonométrica de v e w;

€) Representar e interpretar geometricamente v + w

e Vv s w.

[.1. ANALISE A PRIORI DAS QUESTOES PROPOSTAS

[

Q.1.

—

Esta questdo teve por objetivo verificar o preparo de

cada um para a leitura e compreensdo da ficha III anexa (Caso Irre

dutivel).

Para a resolugdo de uma cubica, dispBe-se dos seguintes

métodos:

m Exato: Método dos :adicais
. o 3 2 3 ' 2 3 '
X4 QX + T =0 e x = 9/{ 3t /T * 3=+ 3/{7§ /T +2= (1)

Observagao.

o Esta férmula, que tem o nome de "Férmula de Cardano",
foi por ele publicada em 1545.

2 3
o Se vl g7 > 0, demonstra-se que a cubica admite uma

Unica raiz real, dada pela expressdo (1).




o =
e i AT

2 3
r , a
| 0584 +27<0[

entretanto pode-se mostrar que, neste caso,

a férmula de Cardano nio tem sentido,

a8 cubica admite trés
raizes reais.

® Aproximados: métodos numéricos,

métodos gra&ficos.

Observagao.
—=>-7d46ao

o0 Pode-se ainda tentar reduzir a Cubica a uma equagdo do

! 22 grau, verificando se a equagdo admite raizes racionais: "se

P

q € Q, com mdc(p,q) = 1, é raiz da equacdo com coeficientes intei-

ros ax’+ bx®+ cx +d = 0, a = 0, entdo pld e qla".

h Mas, neste caso, nao temos aqui um método de resolugdo

para as cubicas.

Q.2.

—_—

Esta questdo foi colocada para que suas respostas fossem

comparadas as respostas de outro questlonérlo a ser apllcado ao

término do curso, para entdo verificar se os professores alteraram

sua postura em relacao ao en51no dos nimeros complexos.

H
i
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As respostas esperadas para tal questao deveriam ser,
entre outras,

o Na problemdtica do c4dlculo das raizes de indice bar de

nimeros negativos; a resolucdo das equacdes do 2° grau;

o Na divisio ideal da circunferéncia em n partes iguais;

as raizes n-ésimas da unidade;




o Como meio de representar vetores;

o Como instrumento para facilitar a resolugdo de proble-

mas;

o Para auxiliar a deducdo de férmulas em Trigonometria
(cos (a * b), sen (a * b), sen a + sen b, cos a * cos b, lei dos

seénos, lei dos co-senos, teorema das Projegdes, cos né e sen ne);

o Para auxiliar a resolucdo de problemas e demonstracses
de teoremas da Geometria Plana (como exemplos, entre outros, deter

[
minagdo de comprimentos, paralelismo, perpendicularismo, rotacéo,

translacgdo, homotetia);

o Para aplicagdes em Geometria Analitica (como por exem-

Plo: equacgdes de reta, Ccircunferéncia e elipse);

© Aplicagdes na Fisica, particularmente no estudo de

Eletricidade e Eletfomagnetismo.

0.3.

Esta questao teve por objetivo sondar as opinides de ca-
da prbfessor'sobre O assunto, em virtude do que ser& abordado no

decorrer do curso.

Acreditdvamos que a maior parte ‘dos professores nio sa-

bia o significado da palavra "epistemologia", entretanto ‘as ‘suas

réspostas seriam um importante resultado de comparagdo ao término

do curso, .

o

. 21




Q.4.

Com este tipo de questdo pretendia-se diagnosticar os
conhecimentos basicos de cada um sobre a teoria dos nimeros comple

XOs.

a) O esperado para este item seriam resolugdes apenas

dentro de um quadro algébrico, ou seja,

VA W= (2-2i)+ (-vV3+ i) 2 -V3 -
V-ow=A(2-2i) - (-V3+1i)=24+y3 - 3i

(2 - 2i)(- V3 + i) = -2v3 + 2i + 2iv3 - 2i2=

<
£
[

2 - 2V3 + (2 + 2V3)i

Ve w®s (2 - 2i)(-v3 + 1)3= (2 - 2i)(3 + i%- 2v3i)

[}

(2 -2i)(2 - 2V3i) = 4 - 4iV3 - 4 + 4i%/3

[

(4 - 4v3) - (4 + 4v3)i

“Entretanto, o célculo de v . w e v - w2 pode ser feito

E dentro de um quadro trigonométrico, ou de um quadro exponencial:
; o = i V2 V2 L e n . n
§ VT2 - 21 = V2 - 7 1) = 2/5[cos -+ i-sen (- )]
’ ou
. 114
(- 7)
v = ZV?e" 4
_ < I T Sm., . Snt
W= - V3+i= >+ 3) = 2(¢os § * i'sen 29)
ou
i.27
w = 2e
- - 22




Logo,
- _n 5 C . _n 5n _
Ve w = 4%5[cos ( 7% Tg) * i-sen ( 7+ —EU =
- n ;. n
= 4v2(cos 17 * i'sen 13)
ou
V. w = 4/2e = 4V2e
e, como
LY
1.2
wl= 4(cos gﬂ + i-sen gﬂ) ou w’= ge 3 '
temos
v e w? = 8vV2(cos (- LU §E) + i-sen (- LU EE» =
4 3 4 3
_ 17n . 17n
= Bﬁ(cos I3 + 1-.sen Tz)
ou
Sn 17n

. . n . R
10(— -_— _) . I-T
v . w? = 8v2e. 4“. 3 = 8V2e 2.

Quadro Algébfico,utilizado:

m registro cartesiano: 3 + bi

adigdo: (at+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i
® conceitos de { : '
\multiplicacgéo: (a+bi)(c+di) = (ac-bd) + (ad+bc)i

€ mais, no caso dos cdlculos de v r we v - wz, destacados:

‘= registro trigonométrico: p(cos 6 + i-sen @)




[médulo: p = Va’+ p2; argumento: 6

® conceitos de {multiplicacédo: z 2z = plpz(cos (81+ 92) +
+ i-.sen (81+ 62))

potenciagdo: z"= p"(cos ne + i-sen ne)

ou

B registro exponencial: pel'e

médulo: p = Va’+ p

argumento: @

8 conceitos de | R
. . ~ ] +

multiplicacdo: zl-zz= prpael(el 92)

(Potenciacdo: Z2=pe

b) Esperava-se que a resolugdo deste item fosse feita

de trés modos:

12)  Para cada n € N, calcula-se o desenvolvihento do bi

némio w"= (-3 + i)", até obter-se o resultado desejado:

N =0 = (-vV3 + i)° =1
n=1= (V3 +i)=-y34+;
n=2'=>(—/§+1)2'=3—2i/§+_12=2—2i\/§_'
ﬁ=3_%(-ﬁ+i)3=—3ﬁ+9i~3‘/§i?+i3=ai

Logo, min n = 3,

Foi usado aqui apenas o Quadro Algébrico:

® registro cartesiano: a + bi




(adicéo: (a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i

multiplicacédo: (a+bi)(c+di) = (ac-bd) + (ad+bc) i
® conceitos de [

imagindrio puro: z e ¢ € imagindrio PUrO <=z

k €= Re(z) = 0 e Im(z) = ¢

Observacgao.
——=2=-vagao

Este modo de resolugdo, sem divida alguma mais usual,
tem a desvantagem W¥e, em certos casos, ser impraticdvel. Ppor exem

plo, se tivéssemos que calcular (-v3 + i)lgl, para obter a respos-

ta procurada.

22) Para o uso deste método de resolucdo ¢ necessario

Queé se saiba passar da forma cartesiana para a forma trigonométri-

‘ca.

w o= - V§ + iv===Aw = 2(cos gﬂ + i-sen gﬂ) =
= w'= 2"(cos §§E + i-sen égz
w & iméginério purer=% cos §§E,= 0 §§£'= g +kn, k e 2.
Como k = 52—3 € Z, entdo min n = 3,

Quadro Algébrico‘utilizado:

.- tegistro trigonométrico: p(cos 8 + i.sen e)

potenciacéo: w"_= p"(cos ne + i-sen ne)
® conceitos de imagindrio puro: z e ¢ € imagindrio PUro e=

e , «= Re(z) =0 e Im(z) = 0




P,

Observag;o.

Este método apresenta a desvantagem de nao poder ser uti

lizado quando o argumento do numero complexo em quest&do nio for um

angulo conhecido. Nesse caso, seria necessdrio o uso de tabelas

trigonométricas.

- 32)  Como arg w" = n-arg w, temos que arg w'= n.gﬂ e,
w'oé imagindrio puro e— n-gz = g + kn, k € 7.
L
Logo, k = 52_3 € Z = minn = 3

Quadro Algébrico utilizado:

® propriedade: arg w = n-arg w

; ® conceito de imagindrio puro

C) Este item, de fé4cil resolucdo, exige apenas que se

faca uma troca de registros: do cartesiano (a+bi) para o geométri-

CO (representacio pontual)

V=2-2i — M= (2; - 2)

Vo= V3 o+ o—s M= (-V3; 1)

d) Neste item, pede-se éxplicitamente que se faga a tro

ca de registros: do Cartesiano (a+bi) para o trigonométriéo

(p(cos 6 + i-sen 6)). Vamos apresentar dois modos de resolucgdo:
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12)
V=2 -2 = |v| = 2v2; cos 8 = -2 - !g esene=-_2 _ _ Zg
V2 2v2
W= -vV3 + i —q lwl = 2; cos 6’'= - Zg e sen 6’'= %
@ Logo,
vV = 2v2(cos (- %) + i-sen (- %)) e w = 2(cos ég + i-sen §g)
.
22)
v=2-2i-= 2«5(‘/—2 - ‘/—g) = 2v2(cos (- ) + i-sen (- )
W= V3 + - 2(-‘/_§+%)= 2(cos g—"+ i-sen 2)

Observa-se que o 1° modo é feito através do uso das fér-
mulas para o cdlculo do médulo e do argumento, enquanto que o 2° &
desenvolvido de maneira mais prétlca, exigindo um maior desembara—

CO para utlllzé lo.

Em ambos os casos, foi utilizado somente o Quadro Algé-
‘brico:
médulo: va®+ b2

® conceito de
argumento: 6




€) A resolucdo esperada para este f{tem éra a sequinte:

Adicdo
— ?Im(z)
V=2-2i =M= (2; -2)
1 My ------{1
W= VI — M= (V3 1 P 2
d i O '
-/3 : Re(z)
A soma v + w é representada ] ;
MO\
geometricamente pela soma vetorial dos Y R
M)
vetores Gﬂl e 5ﬂ2, representantes de v
€ W, respectivamente.
M $ In(z)
Multiplicacso
. n
1(- 7
v = 2V2e 4 , i(%%)
= vV'w = 4/7e
., 5T
w o= 2e 4v2
o 57
O produto v « w ¢ representado My _ T
7
geometricamente pela rotagdo do vetor 2 12 R
631 de um angulo de §g rad, seguida-de. - 4 Re(z)
uma homotetia de centro O e razgo igual _ ?*5
a2, | ' : ' H

Usou-se para a resolugdo deste item apenas o Quadro Geo-

métrico sequinte:

® Representacio pontual:_M‘, M, M . /M

+w vew

® Representacio vetorialf'ﬁﬁl, _ﬁ;, _ﬁv , OM

+ W vVew
® Soma vetorial

s Rotacg3io.

.o ® Homotetia
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[.2.  ANALISE DAS RESPOSTAS DO QUESTIONARIO |, QUESTAO POR QUESTAO

Q.1.

As respostas dadas a esta questdo foram:

s ndo conhecem qualquer método (7 professores);

s relagdes entre raizes e coeficientes (11 professores);
(A)

s teste das raizes racionais (7 professores); (B)

s fazem uso dos métodos (A) e (B) (5 professores).

As respostas obtidas nos levaram a concluir que todos os
professores desconhecem os métodos mais gerais de resolugdo de uma
equagdo, j& que os Unicos métodos citados (A e B) s6é permitem re-

solver uma equagdo sob determinadas condigdes:

(A): além das relagdes entre as raizes e os coeficien-
tes, deve haver uma condigdo adicional
(B): a equagdo deve ter coeficientes inteiros e sé sé&o

determinadas as raizes racionais (se existirem).

Alguns professores alegaram desconhecer qualquer método

pelo fato de ndo ministrarem aulas no 22 grau hd algum tempo.

Q.2.

Distinguem-se aqui as seguintes respostas:

s ndo destacam a seus alunos a importdncia de tal assun-

to (12 professores);




s destacam que apés tal estudo ser4 sempre possivel ob-
ter um conjunto-solugdo para as equagdes do 2° grau;

(A) (9 professores);

s destacam sua importdncia nas aplicac®es em Fisica; (B)

(4 professores);

s destacam (A) e (B); (2 professores);

o

® ndo opinaram, pelo fato de nunca terem lecionado no 2°

grau (3 professores).

A alegacdo dos 12 professores, n3o destacarem a importéan
cia do estudo dos numeros complexos, foi justificada por eles pelo
fato do assunto ser ministrado ao final do 3° colegial, quando, na

ansia do cumprimento do programa, ndo lhes sobra tempo para tal.

Q.3.

A resposta unanime a este .item foi: ndo sei.

Esta resposta justifica-se pelo fato de todos os profes-
sores desconhecerem o significado da palavra "epistemologia", fato

este que j4 era por néé'previsto.

0.4.

a) Este item foi respondido com facilidade por todos os
professores, sendo que a resolugdo foi feita algebricamente, como
se segue:

V+wo= (2-21) + (-V3 + i) 2 - V3 —.i

V- W= (2-2i) - (-V3 + i) 2 +v3 - 3§

(2-21)(-V3 + 1) = -2vV3 + 2i + 2iv3 - 2i2 =

<
£
I

2 - 2v3 + (2 + 2vV3)i-




: e -
R

Para o cédlculo de v - w?, distinguiram-se trés modos dis
tintos:
I. v - w’s (Vew)ew = ((2 - 2V3) + (2 + 2V3)i)- (V3 + i) =
= - 2V3 46+ (2 - 2v3)i - VI(2 + 2v3)i +
+(2+ 2v3)i® = - W3 + 6 - 2 - /3 +

+(2—2ﬁ—2ﬁ—6)i=4-4¢§+(—4—4\/§)i

II.vo wo=0(2 - 20)(-V3 + i)%= (2 - 2i)(3 + i%- 2v3i)

= (2 - 2i)(2 - 2v3i) = 4 - 4V3i - 4i + 4v3j2

]

=4 - 4V/3 - (4V3 + 4)i

ITI. v - w

Vewew = (2 - 2i)(-V3 + i)(-V3 + i) =

(2 - 2i)(3 - V3i - V3i + i?) =

]

(2 - 21)(2 - 2V3i) = 4 - 4V3i - 4i + 4v3i2 =

4 - 4V3 - (4 + 4V3)i

No primeiro dos trés casos, nota-se que os professores
usaram o resultado obtido no item anterior (vew); no segundo, o
uso do produto notdvel (quadrado da soma) facilitou a operacionali

zagdo; o terceiro caso foi usado pelos professores que alegaram

ndo trabalhar hd algum tempo com nimeros complexos.

b) Para este item, o resultado obtido foi:
® respostas corretas: 20 professores
® respostas incorretas: 6 professores

® auséncia de resposta: 4 professores
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Aqueles que resolveram Corretamente g questdo apresentg-

ram duas maneiras distintas de resolucgio:

€ temos,
-
n=0= y = 1
n=1=—vw =_y34 i
n=2=>w2=(—V§+i)2=3+iz—2iV§=2-21\/§

TR VI ) (3 )2 (L3, i) =

3
I
w
£
|

(2 = 20V3)(-V3B + i) = - 23 4+ 25 4 6i - 2v3i%= gj

"

Logo, n = 3,

‘ 3 -
Convém Observar que, para o cédlculo de w » alguns pro-

fessores fizeram uso do binémio de Newton.

algébrica.

29 Exigindo o conhecimento da férmula de Moivre de po-
tenciagdo (z"= p"(cos ne + i-sen né), vn € z) e do conceito de ima
gindrio- puro, para complexos escritos na forma;trigonométrica

(z'= pP(cos 6 + i.gen €) € imagindrio puro 6 = g + km, k € Z).




) = 2(cos gﬂ + i-sen %ﬁ) _—

oS
|

2

= w'= 2" (cos n-gﬂ + i-sen n-gﬂ)

n
Como w" ¢ imagindrio puro e n~2 = g + kn, com k € Z, temos

5n-3

Sn = 3 + 6k = k = 3

Logo, o menor n € N, tal que k € Z, é n = 3,

LY
No primeiro modo de resolugdo os erros cometidos foram

puramente de natureza de c&dlculo algébrico, como por exemplo, de
sinais e nas contas. Estes erros foram cometidos POr apenas trés
professores. No segundo modo, os erros foram mais grosseiros, co-

Mo por exemplo,

® a0 escrever w = -V3 + i na forma polar, tomar para ar-

gumento o angulo de %ﬂ rad (erro cometido por um pro-

fessor);
® considerar que cos gﬂ- =0 = gﬂ._ = %_+ ke2m, k € z

(erro cometido por doisaprofesspres),

€) N&o houve qualquer problema quanto as respostas des-
fe item (extremamente fécil); 27 professores o responderam corre-
tamente, ou seja, M (2; -2) e M (-v3; 1). o0s tres professores que‘
deixaram- de respondé-lo sdo justamente aqueles que nunca leciona-

ram no 2° grau e desconhec1am O significado da palavra afixo.

d) Para resolver esse..item seria necessdrio o conheci-

mento dos conceltos de médulo e argumento de um numero complexo.




e v A 4 a1 ey o i

el lal

. . N
~ - . e

O resultado obtido para essa questdo foj:

= chegaram &s conclus&es esperadas: 18 professores;

» chegaram a respostas erradas: 8 professores;

® ndo responderam: 4 professores.

Os professores que chegaram as conclusdes esperadas,

apresentaram dois tipos de resolucdes:

a

1-) v =2 -2i = |v| = 2v3

LY

Logo, v = 2vV2 (!g - !g i) = 2v2 (cos %ﬂ + i-sen %E)
W= -V3 4+ i =g Iwl = 2
Logo, w =2 (- Kg + %) = 2 (cos gﬂ + i-sen gﬁ)

COSG=—2—="/—§_
2V2 ,
4
sen 6 = :ze = - !g
2vV2
_ I . n
Logo, v = 2v2 (cos 7t i'sen 4=
W= V3 +i= |w =2
Cos 6 = - Z%
_ 5n
8_.._
1 6
Sen6=§

Logo, w = 2 (cos 2" + i.senAgﬂ)
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Convém observar que o segundo modo de resolucdo ¢é o que

habitualmente aparece nos livros diddticos de 2° grau.

Quantos aos €rros observados nesse item, todos foram

cometidos na determinacdo dos argumentos (ou ao considerar

arg v = %ﬂ, Ou ao considerar arg w = %E).

Notou-se também que nenhum professor utilizou a repre-
~ . ie
sentacdo exponencial para os complexos (z = pe ).
€) Pa%a a resolucdo deste item seria necessdrio saber:
representar g imagem de um complexo no plano, sua representacdo

vetorial e os conceitos de soma vetorial, homotetia e rotacio.
O resultado obtido foi:

® 2] professores representaram as imagens de v + w e
vV * W no plano, utilizando os resultados obtidos no item a), ou se
Ja, M(2 - V3; -1) e N(2 - 2v3; 2 + 2v3) como imagens de v + v e
V. * W, respectivamente. Entretanto, nenhum professor conseguiu
dar uma interpretacao geométrica para os resultados. ~Nesse caso,

a solugéo por eles apresentada foi:

‘rIm(z)
Nf----- ~12+2/3
4 Im(z) s
|
2-/3 . 3
ME Re (z)
-1 M | N
2-2/3 0 - Re(z)




[ ] T e~

- P,
el

= 6 professores fizeram apenas a representacdo e inter-

pretacdo geométrica de v + w, do seguinte modo:

Sejam Gﬁl e Gﬁz Os vetores representantes dos complexos
vV € w, respectivamente. O complexo v + w é representado pelo ve-

tor OM, obtido geometricamente pela soma vetorial de Gﬁl e Gﬂz.

4 Im(2)

- Re(z)

=z
/
e L

—

® 3 professores ndo responderam a este item.

I.3.  RESULTADOS GLOBAIS, PROFESSOR POR PROFESSOR

"Apés a.apresentagéo dos resuitadds, QUéstéo pof questéo,
vamos mostrar um quadro onde aparecem os resultados globais obti-

'dos, professor por professor.

Para isso, vamos estabelecer um cédigo de referéncia pa-

ra a andlise feita precedentemente de cada questéo:’

= Para todas as questdes, o simbolo ¢ designa a ausén-

cia de resposta.




® Questdo 1:

Cédigo para as respostas: + (questéo respondida)
Cédigo para as justificativas:

R significa "relacdo entre raizes e coeficientes"
T significa "teste das raizes racionais"

RT significa "relagdo entre raizes e coeficientes" e
g

"teste das raizes racionais™"
LY

N significa "desconhece qualquer método"

m Questdo 2:

Cédigo para as respostas: + (satisfatdéria); - (insa-

tisfatodria)

Cédigo para as justificativas:

o
%
3
4
5
8
]
i
5
#

E significa "resolucdo das equagdes do 22 grau™

F significa "aplicacdes em Fisica"

EF significa "resolucdo das equagdes do 22 grau" e

"aplicagbes em Fisica" -

~D significa "a importancia ndo & destacada"

m Questdo 4:
Para os item a), b), ¢) e 4) usarembs:
C: para as respostas corretas.

E: para as respostas erradas.
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ftem a): Cédigo para as justificativas:

I, II e III correspondem, respectivamente, aos méto-

dos de resolucdo citados na andlise das respostas.
Item b): Cédigo para as justificativas:
A significa "atribuindo valores a n e N

B significa "usando a férmula de Moivre para a poten-

ciacao"

EG si&nifica "erros grosseiros" dos tipos: (1) de si-

nais, no cdélculo algébrico; (2) ao considerar

%T_I; (3)Cosg—nn=0=>g—nn=g+k.2n’

arg w =
k € z.
Ttem d}: Coédigo para as justificativas:
P significa "resolvido de modo mais préatico"
- -P significa "resolvido de modo menos préﬁicd“

EG significa "erros grosseiros" dos tipos:

(I)Iarg v = %E; (2) aIQIW“= %E.

ftem e): cédigo para as respostas: + (parcialmente res-
pondido)

Cédigo para as justificativas:

RG significa "apénas representacdo geométrica"

RVA significa "representacgdo e interpretacdo geométrica

da adicado".

oo
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Rva

RG

RG
RG

RG

RVA

RG

RG

RG

RG

RG
RG

RG

RG

RG

RG
RG

RG

RG
RVA
RVA

RG
" RG

RG

Kwna,

<+

+

+

+

+

+

+

+ |RVA

_+ |RVA

+

-+

+

+

DN

-P

-P

A—P :

P

P
p

@wna,

E |EG1

E |EG2

E |EG2

E-|EG2

E |EG2

E |EG1

E |EG2

4

O | xwwna,

C

C

C
C

C

C

C

C

C

DO

e,

E |EG1

E |EG3
E |EG1

E |EG1

E |EG3

E |EG2

DO~

I

II

I

I

III
III

I

I

III

xina,

3

@wna,

DN

2

EF

EF

xLina,

ipi=l"l 2]

1

T
R

RT

N
R
R
N
R
T

R

N

T
R
R
T

RT
N

RT

RT

RT

R

awna.

<+

<+

+

<+

+

+

+

+

+

<+

+

<+

+

+

+

+

4

<+

+

<+

+

<+

AXOL.WNNOx

NTW
SCT

SM
MMB

KSY
ACS
ARS

CSB
RSS

VSC
AMR

MB
SMZ

ACB

RR
EAT
VMZ

WSR
ASS

LRL
MaS
| FAM

IMB

JF
LTS

RCA
MCR

AMP|
USD
EPZ
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Consideragoes finais

Este quadro sintetiza as informagdes contidas na andlise
precedente e permite o diferenciamento dos professores com og
quais se pretende trabalhar. Vé-se, por exemplo, que o grupo for-
mado pelos professores FAM-LTS-RCA-MMB-ARS foi o que apresentou um
melhor desempenho, enquanto que aquele formado pelos professores

ACB-EAT-VMZ-IMB-EPZ-AMP-MB-KSY apresentou os resultados mais fra-

Ccos.

Nota-se“também que, de um modo geral, todos tém condigdo
de acompanhar o curso a ser ministrado. Entretanto, percebe-se a
necessidade de uma revisdo dos pPrincipais conceitos da teoria dos

nimeros complexos, a fim de que se possa obter um melhor aprovei-

tamento e atingir os objetivos esperados.




C A P |

T UL 0 11

Esta unidade, referente a 22 semana do curso, foi intei-

ramente desenvolvida por nés, de maneira expositiva.

Diante da necessidade da revisdo de conceitos basicos da

teoria dos numeros complexos, evidenciada pelas respostas do ques-

tiondrio proposto na aula anterior, expusemos aos professores o

seguinte:

definem-se:

1. Dado o ntmero complexo z = a + bi, com a e b reais,

conjugado de z, o nimero complexo z = a - .bi.

médulo de z, o nimero real P, nédo negativo, dado por

imagem de z, o pohto M(a; b) do plano determinado pelo
sistema de eixos ortogonais Re(z) (eixo real) e Im(z)

(eixo imagindrio).
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® argumento de z, z = o, o angulo e, determinado pelo

Semi-eixo real positivo e pelo vetor OM, no qual O ¢é a

origem do plano complexo e M ¢ 3 imagem gde z.

2. Representacao geométrica de z = 5 + bi, onde a e b

S80 reais.

lr Im(z)
ey «M
i ) !
i bj ;
o a . Re(z)

3. Interpretacses geométricas

%Im(z)
I. do conjugado: M
| | S/
; A imagem de z ¢é o ponto si- - N
. . -b a Re(z)
métrico da imagem de z, em relagdo ao ei- ;
N ¢ "
X0 real. '
3 : b - II. do médulo: . | ¢1m(z)
AOM M € retangulo — Map-—ooo M ,
— OM®= MM>+ oM? —s oLy
oM3= 32 4 b2 0 a M Re(z)

= OM = va®+ b2 =

- 0 médulo de z ¢ representado geometrlcamente pela dis-

tadncia da origem do plano complexo a imagem de z.




O

4. Dados os complexos z2, = a+ bi e z, = c + di, com
a,b,c,d € R, definem-se:

s Adicdo de z ez z + z = (a+tc) + (b+d)i

s Multiplicacdo de z, ez : 2z, °z = (ac-bd) + (ad+bc)i

z
. . ~ 1

n 2 # 0: — =
Divisdo de z, por z, 5 0 2

5. O cédlculo da raiz quadrada de um numero complexo na

forma algébrica, através do seguinte exemplo:

Seja V-3 - 41 = a + bi, onde a,b € R, e temos
-3 - 4i = (a+bi)® = -3 - 4i = a’- b%+ 2abi

Pela definigdo de igualdade de numeros complexos,

a’- b% = -3 (I)
2ab = -4 (II)

de (II), b = - % que, substituido em (I) resulta:
: : a? = i =%= a=+4<1
2 4 4 2, -
a - —=-3 = a + 33-4=0=— {
2 2
a - a = - 4
Como b = - £, entédo




Observaqgo.

Embora o calculo da raiz quadrada de um niimero complexo
tenha sido feito através de um exemplo numérico, foi destacado o
fato de que no cédlculo de va + bi na forma algébrica, sempre che-
ga-se a uma equacdo da forma x' + ax° + B = 0, na qual B € sempre

negativo. E, deste fato, resulta obter-se sempre um valor positi-

2
Vo para x°.

6. Formg trigonométrica de z

Dado o complexo n&o nulo z = a + bi, com a e b reais,

§ temos
lrIm(Z)
J | ) S /|
' . bl o/ |
D ~
of 2 M Re(z)

- . |

. cos 6 = > a=p-cos 6
AOM M é retangulo = T ==
sen 8 = % b=p ©.sen 6

e temos, z = a + bi = p cos 6 + (p sen 6)i. -

Logo, z = p(cos 6 + issen @).

-ObserVaqges.

a) Conhecidos o médulo e o argumento de um numero com-
Pplexo 2z, pode-se também representd-lo através da notacdo exponen-

cial.z = pe16 (Euler)
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pe18 = 2 = p(cos 6 + i-.sen e)

N
]

ie 191 i82
7. Dados z = pe ", z = p,e ez = p.e v definem-se:
i(e .+ e_)
zZ+*z2=p «pe ! e
1 2 1 2

2 _ Py 61(61_ 6,)
> - - L Y
z2 p2
z" = ph.el® ; COmMnNn e 7

i(§ + 2k,
vz = Vp-e ronde neN- {0, 1} e k = p, l,..., n-1

8. As raizes n-ésimas da unidade s&o da forma

. 2km,
i + 2T

Vj.—=8- 7

OndenElN— {0, 1} 8k=0, l, 2'0--[ n_lo

Geometricamente, as imagens dasﬂraizes_n—ésimas da uni-

~dade pertencem a uma Circunferéncia de centro na origem do plano

de Argand-Gauss e dividem essa circunferéncia eém .n partes iguais,
Pois os argumentos dessas raizes formam uma progressao aritmética
de razdo %E. A solucido geométrica desse problema é chamada divi-

sdo ideal da circunferéncia em n partes iguais.

Feita, de modo sucinto, a exposicido anterior, foi Dbropos

ta uma atividade aos presentes, Cujo objetivo era a Preparacédo pa-
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Dy = 4

Essa atividade era composta das seguintes questses:

1) Mostrar que a resolugdo das equac®es do 32 grau se

reduz a das equacdes da forma x>+ gx +r =0.

2) Pelo estudo das fungdes da forma x s x’+ gx + r,
. - < : = 3
determinar o nuimero de raizes reais da €quagao x'+ gx + r = 0, se-

gundo os valores de q e r.

Como nenhum dos presentes conseguisse responder as ques-
tdes de modo satisfatdério, fizemos um relato detalhado do assunto,
a8

da maneira seguinte:

1) Mostremos que toda equagdo do 32 grau pode, através
de uma transformagdo aditiva, reduzir-se a uma outra equacgdo do 3°
grau desprovida do termo do 2° grau, isto é, uma equacdo da forma

X+ gx +r = 0.

Seja a equagdo ax’+ bx°+ cx + d = 0, onde a # 0, e temos

ax’>+ bx2+ cXx +d = 0 e x°+ b x2+ S x4 d _ 0 (I)
a a a
Como
, 2 3
b 3 .3 2,b b b
(x + =)= x°+ 3x (37) + 3x(—) + =
3a 3a’ . 9a% 27a°
2 3
- (x3+ b xz) + (_95 . b 3)
3a 27a
temos
2 . 3
X3+ g %2 = (x + 25 3 b2 X - N.S (I1)
) 3a 27a




Substituindo (II) em (I):

2 3
(x + %5 3. —25 X - b 5 1 g X + g = 0 =
3a 27a
2 3
=(X+§—a)3+(§_ bz)X+g_ b3=0=’
3a 27a

b .3
— e §§) ' 3a’ 27a° ) °
Fazendogse x + gg =y, temos
3, ,3ac - b2 b 27a%d - b°
Y (5 - )+ ( ) =0 =
33’ 3a 27a°

2
—_ y3+ (3ac -b

=Y - (

_ _R2 2 an3
—_ y3+ (3ac - b )y + (27a d + 2b 9abc

Ou seja, toda equacdo do 3° grau pode ser escrita na forma

x>+ gx + r =0,
2) Seja a funcdo f: x +— xé+ gx +r e‘temos
ff(X) = x°+ ax + f = f'(x) = 3¥2+ q.
Analisemés‘os méximos_e:os minimos destajfungao:

f'(x) = 0 — 3x°+ g =0 =— x°%= - g
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Logo,
?y
q > 0 = f ndo tem madximo ou minimo == /
f 3 i
=5 8 equaclo X + gx + r = 0 admi- Z
b4
te uma uUnica raiz real
a equagdo admite um minimo em x_, se f”(x ) > 0
a equagdo admite um maximo em X 1 Se f”{xl) & .0
Podem aqui ocorrerem dois casos:
(A) mdximo e minimo de mesmo sinal (f{xo) -f(xl) > 0)
y‘r/ 8y
x X
Em ambos os casos, a equagdo admitird uma uUnica raiz
real.

(B) madximo e minimo de sinais contrdrios (f(xo)-f(xlj < 0)

Ay

.o Neste caso, a equagdo admitird trés raizes reais.
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| Evidenciamos, através deste método, que O uso do quadro
| grafico (analitico) como instrumento de andlise de solugdes reais

do problema, nos permite trabalhar sobre as raizes reais de uma

equagdo sem saber resolvé-la.

Consideragoes finais

A revisdo por nés desenvolvida foi muito importante para

|
B
i

todos os professores presentes.
«

Através das perguntas por eles formuladas no decorrer da
aula, foi possivel compreender e justificar os erros cometidos na
atividade proposta na 12 aula. Convém lembrar aqui que tais erros,

evidenciados pela andlise a posteriori das respostas as questoes,

; eéram, em sua maior parte, frutos de uma m& formacdo tedrica dos

professores em questio.
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Nesta unidade foram propostos a leitura da tradugdo do
artigo "Cas Irredutible", de D'Alembert, € um questionério relati-
vo a interpretacédo e compreenséao do texto, cujas questodes deveriam

ser respondidas no decorrer da leitura.

Para a realizagdo desse trabalho, dividiu-se a classe en

. grupos de trés professores que, apés a leitura conjunta do texto e

respostas as questdes, nomearam um relator dos resultados.

As perguntas relativas ao texto eram as seguintes:

1) Qual é o méﬁodo de resolucdo da eqﬁagéo do 32 grau
proposto ao inicio do texto? A que'expresséo chegou-se para as
raizes? |

2) D'Alembert faz uﬁa referénéia a uma demonstragédo de
M. Nicole, mostrando que a expresséao encontrada para X, ainda que
seja e#pressa>por imaginéfios no caso irredutivel, corresponde a
um numero real. Tente reconstruir esta demonstracdo, apds as indi
cagdes que figuram no texto. O que vocé acha? Como VOCEsS estuda-

riam a natureza desta expressdo?

*e




3) D'Alembert escreveu: "quando uma das trés rafzes
reais e distintas € comensurgvel (racional, na linguagem moderna),
entdo a equacdo nio estd mais no caso irredutivel, porque um dos

divisores do Primeiro termo d4 a raiz comensurdvel",

Reconstitua o argumento de divisibilidade usado aqui por

D’Alembert (supondo que q e r sio numeros inteiros).

4) D’Alembert escreveu em seguida: "Esta raigz do caso
irredutivel, tio dificil de se encontrar pela Algebra, se encontra

«
facilmente pela Geometria".

Mostre que a resolucdo da equacido do 32 grau, no caso
irredutivel, se reduz efetivamente ao pProblema geométrico da tris-

Ssecgdo do angulo, exprimindo-se cos 36 em funcdo de cos s.

5) A que D’Alembert atribui a imperfeicdo do método de

resolucio proposto?

6) Identificar as diferentes partes do raciocinio de
D'Alembert visando, ao fim do texto, obter em cada caso uma expres
Sdo das trés raizes da equacdo. Como vocés exprimiriam estas rai-

2€s na lirnguagem matem&dtica atual?

.1, - ANALISE A PRIORI DAS QUESTOES PROPOSTAS

Questao 1)
Questao 1)

A resolucgido proposta por D'Alembert-é O uso do método’
dos radicais, que ele chama método ordindrio. Tal método envolve
uma mudancga de varidveis, que permite a resolugdo da cubica atra-
vés da resolucio de’uma equagéo'do 22 grau,. Ou seja, dada a equa-

cdo x3+ ax +r =0 (1), fazendo-se x = Y + 2z, temos
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.Y At

: 3
Como z°=

€, como

3
X + gx +

3

3 3 2 2
X = + 3y°z + 3yz° + V4
Y % y Y
3yz(y + z)

Logo, x°- 3yzx - y3- z3= 0 (2).

Comparando-se (1) e (2), temos:

y - 4 -
27y

== 27(y3)2+ 27ry3— q3=

y=-

-r-y

- = = -9
{ 3yz =q o {z 3y (3)
r

-y’- 2% y+ 2%= - ¢ (a)

Substituindo-se (3) em (4), obtém-se:

== 27y6 + 27ry3 - q3 =0 ==

Resolvendo-se a e€quagdo do 22 grau acima, obtém-se:

3 2
23 ST A

3 2
q_ r
vV 327 % 3

N
I+

3 .
r tem-se:

3 2 3 2
ry L.,/ /a ,
7t %*4‘ 2 3/ 27 t 1

N~
+

2/, & ‘expressdo pard as raizes da

52

0 (equagdo do 22 grau na incégnita y?)
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O objetivo desta questdo era evidenciar as dificuldades

de aplicagdo deste método para determinar-se algebricamente gag

raizes de uma equacdo do 3° grau.

Questao 2)

Com o propésito de justificar que uma equagdo do 3?2 gray

que admite trés raizes reais e distintas, possa apresentar a raiz

real escrita como uma expressdo que contém os imagindrios, M. Ni-

cole formou séries qlie exprimissem os valores de (a + b v=1)!/3 ¢
(a - b v=I)'"3,

Fagcamos a reconstituigdo desse argumento:

Se a e b s3o numeros reais ndo nulos, temos: .
a + bi = a(1 + g i) e a - bi = a(l - g i)

e entdo,

(a + bi)1/3= a1/3.(1'+ 9 i)1/3

Lembrando que

(1 +x)" 1% nx+ R(0-1) x% '+ n(n-lé(n-2)'xé_+

temos

1+ 2 1) .

1, 2 1., 2, 5
_q . EL_I . (§)( 30 ] Ef E (30( §)( 3) 93 VN _
3a 2 2 6 3 e
. a
- 2 3
=14+ b -1+ Db - _5b” | i- ... (1)
9a 8la ) ) ‘ ’ : :




e
(l-gi)1/3=
1 2 ly_ 2y_5
o 9__1 N (3)(- 3) . Ef D7 (3X 3 3) ) Ej I _
3a 2 32 6 a’
2 3
=1-b .5 40" 57 L (2)
3a 3
9a 8la

Somando-se membro a membro (1) e (2), temos

2 4
+ (1 - _alg i)1/3= 5 4 2b" _ 40b4
243a

9a°

1+ g i)1/3

+ ... = Kk €R (*)

: . = 3
Logo, considerando-se a raiz da equagao x'+ gx + r = 0,

3 2 3 2
=/ L. /L 1 3/5-/1 p
X 3/21 27 Tt 2 " V37 T 1
3 2 3 2 )
se §7 + %— < 0, facamos - % = a e'./%7 + %— = bi, e temos

x = VEEBl + VEaT BT = a1 s R i) ait s B gy s

Ou seja, X € R.

Questao 3)

O objetivo dessa questdo era mostrar que uma cubica, ad-
mitindo uma raiz racional, pode ser resolvida sem a aplicagdo do
método dos radicais e que havendo outras raizes reais, estas nao

S€ apresentardo sob um forma que contém quantidades imagindrias. -

54




e o o R

Em outras palavras, a raiz racional de uma cubica pode
ser determinada pela aplicacdo do teorema abaixo e as demais rai-
zés, através da resolugdo de uma equacgdo do 2° grau. A demonstra-
cdo de tal teorema justifica o argumento de divisibilidade usado
no texto por D'Alembert, ou seja, que "quando uma das trés raizes
reais e distintas é comensurivel (racional), entdo a equacdo nao
estd mais no caso irredutivel, porque um dos divisores do 12 termo

dd a raiz comensurdvel".

LY

TEOREMA.

~ -1
"Se a equacgido anxn +a x""'+ ...+ a,x+a =0, onde

n-1
a,ra@8,r...,a sdo coeficientes inteiros e a = 0, admite o nimero ra
n
ciona: g, P e q primos entre si, como raiz, entdo p é um divisor

de a, e g € um divisor de a_."

Demonstracao.

Por hipétese, a fracdo irredutivel g é raiz da equacédo

ax + a X + ... tax+a=0290
n n-1 1 0
ou seja,
B p," " By 4
an(q) +a 1(q) + ... 4+ al(q) +a = 0

e temos
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(3,°P" = a'(-a _,-p""'- ... - a .pq"3- a,}q") (1)
[ v ]
€ Z
== {0u
n _ n-1 n-2 n-1
LaO qa =p (—an°p - an_l‘p e e al-q ) (2)
La y J
€ Z

De (1), conclui-se que qlan°pn e portanto, qlan, pois p

€ g sdo primos entre si.

De (2), conclui-se que plao-qé e portanto, plao, pois p

€ g sdo primos entre si.

E, essas duas conclusses provam o teorema.

Observacao.
2T vagao

Este teorema, apllcado a equagao X + gx + r = 0, onde q
er sdo numeros 1nte1ros, jUStlflca o fato de que se a equagdo ad-.
mite uma raiz comensuravel (racional), esta raiz € um numero intei

ro e divisor de r.

Questao 4)

Como, pela questdo 1), ficava evidenciada a dificuldade
de resolucdo das Cubicas através de um método puramente algébrlco,

esta questdo objetivava mostrar que tal problema poderla ser fa01l
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mente resolvido pela Geometria, ou seja, pela resolugio do Proble-

ma da trissecgdo de um angulo.

Viete (1540-1603) observou que o problema da trisseccao

do angulo levava a uma equagdo cubica.

; De fato, se na equagdo x> + gx +r =90

fizermos mx = y
(para termos posteriormente um grau de liberdade de escolha de u
valor para m), temos:

m

- m. =0 =y’ +agn’y + rm® = ¢ (1)

Lembrando que cos 36 = 4cos’e - 3cos 8, temos

4cos36 - 3 cos 6 - cos 36 = 0

=
= cos’e - % * COs 6 - % * COs 38 =0 (2)-
Compa;ando (1) e (2), obtém-se
Y = cos @ (1)
qn® = - 3 (1n)
3 1
rm- = - Z ° cos 36 (III)

Como q € dado, entdo m & determinado pela equacgio (II) (e serda sem

- Pre real, ja que as'raizes,'nesse caso irredutivel, sio reais).

Logo, comm e r (dado), tem-se,

pela equacgédo (III), o va
lor de cos 36 e,

consequentemente, 30.

Conhecido o, pela equacgdo (I), obtém-se

fica determinada a raiz x = I

Y = cos @ e, co
‘MO mx = vy,
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Geometricamente, como mostra a

figura ao 1lado, conhecido o wvalor de

COs 36, obtém-se o 4ngulo 36 e, pela 28 )
64 o
. ~ 5 or~— .1~
trissecgdo deste, o angulo 6. cos 39

Como y = OM = cos 6, obtém-se

X=

<13

» raiz da equacdo dada.

Convém observar queé, a menos que 6 seja um dngulo parti-

cular, o valor obtidq~para X é aproximado.

Destacamos também aqui o problema da impossibilidade da
construgdo com régua e compasso da trissecc¢do de um dngulo qual-

quer (prova dada por Wantzel em 1848).

Questao 5)

O objetivo desta questdo era verlflcar a capacidade de

andlise e sintese de cada professor.

Como resposta esperava—se que cada um, apds a andlise do

parégrafo referente a questdo, respondesse -de modo sucinto o se-

gulnte’

No referido método de resolucdo supunha-se x = y + 2z, pa

ra obter se a equacdo x°- 3yzx - y -2°=0 e entdo, comparé-la ter.
=d P

mo a termo com a equacdo original x3+ gx +r = 0.

Tal comparagdo resultaria num sistema de duas equagodes,

_nas incdégnitas y e z, Cuja resolugdo reduzir-se-ia a uma equacdo

do 22 grau em y° (ou, em z2).

No caso 1rredut1vel e pelo fato de y € 2z serem quantida-

des 1ndeterm1nadas, Os valores encontrados para y e z, ao invés de
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serem reais, podem ser quantidades imagindrias. Ai estd o incon-
veniente do método quando aplicado no caso irredutivel, pois a ex-
pressdo de x, embora real, seria dada pela soma de duas quantida-

des imagindrias.

Questao 6)

Nesta questdo também era objetivada a capacidade de sin-
tese de cada um e ainda mostrar que o uso dos quadros analitico e
algébrico na linguagem matemitica atual facilita a interpretacaéo

das raizes de uma cubica.

Na questdo 1), apresentou-se a resolugdo da equacgao

3
X +gx + r =0, fazendo-se x =y + 2.

As expressOes obtidas para y e z eram da forma:

H
‘<u

I

|
N+

+
Tk

+
S

ST
|
N
+
-b' ~

III) (y’= -

[
—
N

]

!
N
|
e
| )
+
.z=.|v1
\V]
i~
<
A
N
w
I
}
N~
L+
3
S w
+
J':-Iﬂ

[\V)

'Se‘a + V=T é uma dés raizes cdbicas de - % + %; + %f , entdo
: : 3 2
a - bv~-1 é uma das raizes cubicas de - % - %7 + %— .
E temos:
y = a + bv-1 (1)
raizes da equagdo I): {y = (a + bVTTx_l +2V_§) (2)
| y = (a + b/ )53y (3
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a - bv-1 (4)

N
]

raizes da equagdo II): {z = (a - bV:IX:l—i7£E§) (5)

N
]

(a - v I3y (e

Como as raizes da equagdo III) s&@o as mesmas das de II) e as rai-
zes da equagdo 1IV) sdo as mesmas das de I), D'Alembert concluiu

que:

1) Combinagdo-se as raizes de III com as de IV, obter-
se-ia o mesmo resultado da combinacdo das raizes de I com as de
II.

2) Como devemos ter yz = - %, entdo as unicas combina-
¢cBes possiveis para a obtencdo de x = y + 2z s&0 as seguintes:

(1) + (4) = ¥ a + b/"1 +a - bvV-1-=

1l
~
+
N
1

(a + bveT) (Y23 “_—)

(2) + (6) = X

y +tz

b\/—-—I)(_l "2\/"_3—) = a ("1 +2\/:§ + _1 -2\/___§) +

+ (a

fpyeT (R Y3 Lo VESy ek oveT VAT -

)
=-a+ bv3
(3) + (5) — x =y +2z=(a+ by:I)(:l_:iﬁfi) .
_ i bV-—)( -1+ V——) (—1-—2V:§.+ fl +2¢:§) +
+oveT (L3 —.'1-+2“:§) = - a+ b/I(-V3) =

- a —'bV§
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Vé-se portanto que, no caso irredutivel, as trés expres-

sbes obtidas para a raiz x sdo nimeros reais.

Na segunda parte da questdo o esperado era que os profes
sores conhecessem a forma analitica e geométrica de interpretacéao

das raizes de um nimero complexo para ent&o poderem justificar o

caso em que a soma de duas quantidades imagindrias resulta em um

nimero real.
A resolugéo_eSperada era a seguinte:
Como jé& foi visto, o método ordindrio de resolugdo da

P 3 . . ~
cibica x"+ gx + r = 0 nos conduzia, mediante a transformagdo

X =y + 2, ao sistema:

Substituindo-se (1) em (2), obtém-se a equacdo trindémia

27y° + 27ry° - g’ = o, cuja solucdo € expressa por

3 _ -27r + V2731 + 4.27.°

Yy = - 2:27
ou seja,
2 3
3= - L /L + L
Y ="32* /71t 37
3 - 3
€, como z = -r -y, tem-se que

N
w
I
1
Nt
+
.blﬂ
_ [\V]
+
NP i
N ow
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N
|
N
SNw

S

3 3 .
ly”l e, sendo z° o conjugado

Como y3¢ 0, chamemos 6 = arg y3 ep
3

]

de y3, consequentemgnte temos -6 arg z° e p = lz

Logo, y° = pel® e 23 = pe 19,

ou seja, y =V pet® e 2= pe 18

Lembrando que:

2] 2km
ie ({ + n
z=pe’ = Vz =Vp e ,

onde n € N - (0,1} e k 0,1,2,..., n-1, temos que, para n = 3 e

k=0,182,

i-2 i(- 2
yl,.=%e Zl=3_p-e 3
] 2n . 2] 4n
i(z + == i(- =+ 2=
Y, = Vp e 3 3 z, = Vp e 33
e dn PP ) 2n
i(z + — i(- 5+ +—
Y =9’58 3 3 z =a’5e 3 3

Representando geometricamente esses valores, observamos facilmente

e iz - = + = + ' = ¥ sa i
que as raizes X Y, z,., 2z, Y, z, e x_ Y, z, sdo reais
e distinta ois- = = 7 = .

tas, pois Y, z,., Y, z, ey, E2

e



por um relator, nomeado em cada grupo.

, )
L
) | |
5 L
Cad - L3 >
1 X2 0 ) X3 X Re(z)
29 :' l|
! |
: '
! 4
y3
j .
| 2. ANALISE A POSTERIORI DAS QUESTOES PROPOSTAS
? A Esta andlise foi feita através das solucgdes apresentadas

Os grupos formados para desenvolver esta atividade eram

0s' seguintes:

; (NTW | (ACS (LTS
% (I) {SM | (II) {cSB A (III) {RCA
E RSS . o ‘ (JF _ \Ele
E | (MCR . (FaM o (wmMz
§ (IV) {AMP ' (V) {MMB (VI) {SCT
| (USD. ; (ASS o . |smz
(KSY . EAT . (ACB
(VII) {AMR (VIII) {MB (IX) {IMB
| MAS | |wsr . o ' LRL
EPZ
(X) {ARs
.. |[RR
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Questao 1)

Esta questdo foi respondida da mesma forma por todos os

grupos, que se limitaram apenas a transcricdo do texto lido.

Entretanto, todos os professores solicitaram que fosse
dada uma equagdo nas condig®es mencionadas no texto (caso irredu-
tivel) a fim de que fosse justificado o argumento de D’'Alembert,
ou seja, "uma raiz real que se apresentasse sob uma forma que con-

tém as quantidades imagindrias".
«

Como exemplo, foi escolhida a equagdo cujas raizes sido

-V3, -v2 e V2, ou seja,
x3+ V3x2 - 2x - 2vV3 = 0 | (1)

Obteve-se a seguir a transformada dessa equacdo, despro-
vida do termo do 2° grau, para podermos resolvé-la aplicando o mé-

todo dos radicais sugerido no texto:

Como (x + !%)3 = x3 + V3x% + x + !g, temos qﬁe
x> + V3x° = (x + !gj% - x - Zg (2}
Sﬁbstituindo—se (2) em (1)}‘obtemos
(x + !gja —vx - Zg - 2x - 23 =0
(x + Zg)g - 3x - l%!g =0
Fazendo-se x + !% =y, temos



V3 19v3
v’ -3y -5 - g2 -0
ou seja,
10v3
vy’ -3y - 52 =0 (3)

Observe que esta equacdo admite trés raizes reais e distintas, a

saber

y=_2\3/§ y=\/§+33\/§ ou y=‘/§‘3‘/7,

valores estes determinados a partir das raizes da equacdo (1), pre
viamente conhecidas. Entretanto, a expressdo das raizes da equa-

¢do (3), obtida pela aplicacdo do método dos radicais, é
/; / _ 1000-3v3 | 3. /g _ 1000-3v3
y 2 T 729 2 1~ T 729
- _/3 /9 1000v3 /3 - /9 1000v3
y = = ¢ T - —= + = ¥ - - =
2 4 243 2 4 243

% _ 1022§§ < 0, entdo tem-se que y, embora real, aparece como

Como

ita soma de quantidades imaginarias.

Questao 2)

Como nenhum dos grupos apresentasse respostas para os’

‘ens dessa questao, fomos levados a respondé-la da maneira como o

'3ﬁmAuﬁk&@
Q “’c

CATUL.‘CA DE SA0 pALO™
£

2,
/)
es ponsre N

€7pOSto na andlise a priori desta unidade.
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Questao 3)
x-—->>a0 J3)

Este itsm, apresentou o Seguinte resultado:

® dois grupos (III e V) Tesponderam 4 questao de modo
Ssatisfatdrio;

m trés grupos (II, IV e VII) apresentaram Suas respostasg
através de exemplos numéricos;

® cinco grupos (1, vir, VIII, IX e X) néo responcerar 4

questgio,

Os dois Primeiros grupos (III e V), reconstituiram O ar-
cimento de divisibilidade de D'Alembert apresentando uma Prova do
teorema‘demonstrado Na andlise 3 Priori desta quest3o, no:Caso,paL
ticular da equacgéo x>+ X + r = 0, onde g e r sio nume;os intei-
ros:

| "Se d numero racional g, com a e b primos entre si, ¢
faiz da e€quagdo x>+ X + r = 0, onde d,r € Z, entdo a & yp divisor

der e p € um divisorvde 1.n

Demonstracao apresentada:
——————F2a0 apresentada

. . < . ~ 3 p
Por hipétese, g € raiz da €quacdo x°+ gx + r = 0 ou se-

£ r




2+ Q- 2+r=0=— a5+ qab® + rb® = 0 —s
B3 b
a’= - b(gab + rb®) —s bla’ —= b = + 1, pois a e b s3o
primos entre si
= {ou
rb’= - a(a2+ qbz) = alrb3 == alr, pois alb3

Logo, b € divisor de 1 e a é divisor de r.

Um dos grupos que apresentou a demonstracdo acima, III,

. - ~ 3 N .
ainda observou que, se a équagao x '+ gx'+. r = 0, com g e r intei-
ros, admite uma raiz racional, essa raiz é um numero inteiro e di-

visor de r.

Entre os exemplos numéricos que foram apresentados, va-
TOS apresentar zpenas um, j& que os demais eram similares a este

escolhido e nada tinham a acrescentar.

Exemplo. Resolugdo da equacdo x°- 3x + 2 = 0.

. - 3 N ) . . . .
Se a equagdo x - 3x + 2 = 0 admite o numero racional %

; ’ como raiz, entao al2 e bll, ou seja, g € {-2, -1, 1, 2}. Testando

as possiveis raizes, pelo dispositivo prdtico de Briot-Ruffini,

-2 4 -2
1 0 -3 2 -2
1 -2 1 0

kl ' Ou seja, -2 €é raiz da equagdo e divisor de r = 2.
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Logo, a equacdo x° - 3x + 2 =0 pode ser escrita como
(x + 2)(x2- 2x + 1) =0 e, a resolucdo da equagao x° - 2x + 1 =0
nos permite determinar facilmente as demais raizes da equacgdo da-
da. Isto nos permite concluir que a equagdo ndo estd no caso irre

dutivel.

Convém observar que alguns professores pertencentes aos
grupos que nao responderam & questdo, destacam duas razdes: o fato
de desconhecerem qua}quer justificativa para o argumento de divi-
sibilidade mencionado no texto de D’'Alembert (11 professores) e o

fato de nunca haverem lecionado no 22 grau (3 professores).

Questao 4)

Nesta questdo, todos os professores alegaram desconhecer
a maneira como se poderia reduzir a resolugdo de uma cibica ao pro
blema geométrico da trissecgcdo do a&ngulo. 1Isto nos levou a mos-
trar o problema da forma como foi exposto na andlise a priori da
queétéo, Entretanto, a exemplo-da questdo 1), nos foi solicitada
a apresentacgdo de um exercicio numérico para uma maior visualiza-

géo do problema.

Foi entao proposta a resolucao da equacao x>- 3x + 1 = 0.

Na equacao dada, fazendo se mx = y, ou seja, x = ¥ (1), temos

m
3 3 o ' 3 2 - 3
1% - —% +1=0=y’ -3m% +m® = o (2)
m
" Conmo
Cos 36 = 4cos38 - 3cOos 6 = c0538 - % cos 6 - % Ccos 386 = 0» (3)



.\‘*‘- R o e -

Comparando-se (2) e (3), temos

Yy = COs 6 (I)
2 _ 3
3m® = 1 (I1)
3 _ 1
m = - 7 cos 36 (I11I1)
Doo2 1 _ 1 21
de (II): m° = 7= m-= Foum= 3.
Tomando-se m = % e substituindo-se na equacdo (III), te-
mos .
1_ 1 _ . .1 _ 2m ..o
8~ 7 Cos 36 == cos 36 = 5 = 36 = 3~ Ou 36 3
_ 2n - _ 2m _ 21 _ _2my _ 2n
=3 8 = g~ ou 6 = 3 57 Y = cos g ouvy cos ( 5 ) cos 5
_ 2m . ~
=2 X = 2cos T (raiz da equacéio)

As demais raizes podem ser determinadas usando-se o dis-

positivo prdtico de Briot-Ruffini:

1 0 -3 1
2cos %ﬁ _,4cos2 %2,._ : o 2cos %ﬂ (raiz)
-1 2cos éﬂ —3:+ 4cos? %E 0 (resto)

Temos entdo que

7= 3% + 1 =0 e (x - 2 cos &")(x*+ (2 cos ZM)x -

- (3 - 4 cos”? 2")) =0

'e, a resolugéo da equagao, x° + (2cos ——)x - (3 - 4cos2 ZE) = 0,

nos da as demals ralzes procuradas, ou seja,
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-l

A = 4cos

temos:

2 éﬂ + 12 - 16cos?

ol

2n

2(cos 3=

2cos (%ﬂ

ou

2cos (%E

Observacao,

Cos 36 —s

o .
]

ou

2cos

Neli=|

|

sen

= "2cos

= 2cos

or-anto, as raizes da equacdo sao 2cos

A determlnagao das raizes independe do valor. con51derado

1
para m, ou seja, tomando se para m o valor - 7.e,subst1tu1ndo—o.em-
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Aplicando-se o dispositivo prdtico de Briot-Ruffini,

1 0 -3 1
1Ls 2 M s .
-2cos 3 4cos 9 -2cos 9 (raiz)
1 -2cos g -3 + 4cos2 g 0 (resto)
A resolugdao da equagéo x°- (2cos g)x - (3 - 4cos® g) =0

nos dard as demais raizes:

L

A = 4cos® T + 12 - 16cos® X = 12 - 12cos® T = 12sen® I
9 9 9 9
Logo,
T m
2cos 5 t 2V3sen =
_ - 9 9 _ m o
X = 5 = cos g t V3sen 3 =
_ 1 n V3 T, _
= 2(7 cos g * — sen §)
_ 114 m 1L T, _
= 2(cos 3 COs 3 * sen 3 sen 9)
2cos (—TI - E) = 2cés 2n
: 3 9 : 9
= {ou 7
s T, _ in
2cos (§ + §) = 2COos )
' . : = = m - 81 21
Portanto, as raizes da equagdo sdo -2cos g - 2cos 9/ 2cos g €
2cos éz, isto é, as mesmas obtidas quando fizemos m = %. Isto nos

permite concluir que a detérminagéo das raizes independe do valor .

de m escolhido.




Questgo 6)

Na primeira parte deste item, todos os grupos apresenta-
ram de forma resumida o esperado, ou seja, a maneira como D'Alem-
? bert obtém uma expressdo das trés raizes da equagdo. Isto foi fei

to pela transcrigdo de algumas partes do texto.

Entretanto, houve necessidade de nossa intervengdo para

esclarecimentos, nos seguintes trechos:

m a provade que u = b resulta um unico valor para u, en

3 3 ~
quanto que u” = b~ resulta em trés valores para u;

s O porqué das raizes da equagédo

3
-9 r
* 2 )

<
w

[

1
N
~

+
n

poderem ser escritas como

-1 + \/:3) ey = (a + bm)(’lz—m)

y = a + bv/-1, y = (a + bvV-1I) 5

Convém observar que alguns professores, apds o esclareci

mento do primeiro trecho citado, perceberam facilmente que ele era.

a préopria justificativa do ségundo.

Quanto a segunda parte do item, nenhum dos grupos chegou

a qualquer resposta satisfatdria.
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[I.3.  RESULTADOS GLOBAIS, GRUPO POR GRUPO

Da mesma forma que no capitulo anterior, vamos mostrar

um quadro onde aparecem os resultados globais, grupo por grupo.
Cdédigo de referéncia a ser usado para todas as questées:

= 0 simbolo ¢ significa "auséncia de resposta para a

questdo"
m 0 simboloJ+ significa "resposta satisfatdria"
= O simbolo - significa "resposta insatisfatéria"
s TT significa "transcrigdo do texto estudado"

® EN significa o "uso de exemplos numéricos como justi-

ficativa"
5 Q.1 Q.2 0.3 | 0.4 | a.5 0.6
g a | b [a | b ¢ a b
I TT + ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ TT TT -
ID | T |+ |o | ¢ |6 JEN | o |Tr [TT| ¢
B IIT | TT |+ |6 | o | ¢ + | e + | 7T _
| T |+ | e 6 | ¢ EN P TT | TT )
vV {.TT | + ¢ '¢ ) + ¢ + TT -
; VI |'TT |+ |6 |6 | o ¢ o | TT |TT | ¢
i Cvir | oo | . 6 | o | o | EN | o o | T s
VIIT | TT | + P ¢ ¢ ¢ ' TT TT | ¢
N T ¢ Lo | o o | ¢ TT | TT ¢
h {:_x T |+ ¢ .¢ ¢ ¢ ¢ T | TT | ¢




1
i
i
§
1

Consideragoes finais

A andlise global dos resultados apresentados mostra a
grande dificuldade de todos em interpretar e compreender o texto
apresentado, além de uma grande limitagdo na expressdo das proé-
prias idéias. Nota-se ainda a falta da capacidade de sintese quan
do da solicitag8o da identificagdo de partes do raciocinio do au-

Lor.

Destacam-se novamente nesta unidade os mesmos professo-
. L)

res que, no capitulo anterior, encontravam-se no grupo superior.
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Como ja foi mencionado na introdugdo deste trabalho, o
objetivo principal desta aula era que os professores percebessem a
concepgdo das quantidades imagindrias através dos textos de De La
Chapelle, Euler e D'Alembert, bem como tais quantidades e o simbo-
lo V-1 eram por eles manipulados. Para isso,-a atividade proposta
para a aula foi a -leitura e andlise dos trés textos seguintes, que

se encontram anexados ao final deste trabalho:

s um extrato do "Traité des sections Coniques" de De La

Chapelle (1765);
= um extrato dos "Eléments d’'Algébre" de ‘Euler (1760);
= o artigo "Imaginaire" de D'Alembert,vna Encyclopédie

Méthodique (1751-1772).

.Anexo a esses textos foi apresentado um questiondrio, cu
jas respostas, decorrentes da andlise dos textos, deveriam ser da-

cdas oralmente, para um posterior debate.




S ———— e e -

Para o desenvolvimento dessa atividade, os Professoreg

foram divididos em grupos de trés, ficando, em cada grupo ge tra-

balho, um professor designado para €Xpor os resultados Obtidog,
As questées propostas eram as seguintes:

1) Nestes trés textos, os numeros complexos sdo defin;._
dos? Se sim, como? Quais sdo as notacgées Utilisg,.

das para esse propdsito?

2) Quais sdo as propriedades dos numeros complexos eny,
. L

ciadas? Demonstradas? Utilizadas implicitamente?

3) Que utilidade ténm Os numeros complexos para os auto-

res?

4) Os trés textos apresentam pontos de vista compari-

vels sobre os numeros complexos?

V.1 ANALISE A PRIOR] DAS QUESTOES PROPOSTAS

Questao 1)

x-==%d40 1)

0 esperado- era que, apés a andlise dos trés textos, os

professores observassem qué os numeros complexos:

® ndo sdo definidos por De La Chapelle e Euler, que ape-
nas definem, respectivamente, quantidades imagindrias
(quanto se tem um negativo sob um radical cujo expoen-
te € par) e nimeros impossiveis ou imagindrios (as

raizes quadradas de nﬁmeros'negativos);




Y ~ .
\ 3 .

T — AT ——

| s sdo definidos implicitamente por D’'Alembert, quando
ele menciona em seu artigo que "uma quantidade imagi-
ndria ndo é apenas a raiz par de uma quantidade negati
va (que ele chama imagindrios simples), mas também as
quantidades compostas de real e imagindrio (que ele

chama imagindrios mistos)".

Os termos e notagdes utilizados pelos autores em suas de

fini¢gdes sdo:

Termos Notaqgo

. P 6 4
De La Chapelle grandezas imaginarias v-a®, V-a', etc
N quantidades (ou nu-
2 Euler meros) impossiveis v-a
] ou imagindrias

A e imagirerios simples e v-aa
D Alembert . NP ! .
imaginarios mistos e+fv-1 , com e,f reais

e

Questao 2)

PROPRIEDADES DOS NUMEROS COMPLEXOS ENUNCIADAS::

1) Por Euler:

s O produto de dois imagindrios produz um real ou

possivel.

a O produto de um numero possivel por um impossivel

resulta sempre um imaginario.

s V-a = + V-a ou - v-a, sendo a um real positivo.




—
-~.

Por D‘Alembert-

s Toda quantidade imagindria qualquer pode sempre se

reduzir a forma e + fv-1, onde e e f sdo quantida-

des reais.

Toda raiz imagindria de uma equagdo qualquer pode

sempre se reduzir a forma e + fv-1, onde e e £ séao

quantidades reais.

Se e + fv—-1 é uma das raizes de uma equagao;, entédo
L) 2

e - fv—-1 serd uma outra.

As raizes imagindrias de uma equagdo aparecem sem-

pre em numero par.

Duas quantidades imagindrias somadas podem formar

uma quantidade real.

De La Chapelle:

s Nio enuncia explicitamente qualquer propriedade.

b

[ol]
1)

1
[

PROPRIEDADES DEMONSTRADAS:

5 : '~ Observamos que tanto De La Chapelle como Euler ndo apre-
‘sentam demonstracdes de propriedades em seus artigos. Entretanto,
D'Alembert mostra a seguinte propriedade: ‘"A soma de umaAquantida4

de real com uma quantidade imagindria resulta em um imaginario".

A demonstracdo que ele apresenta, feita por redugdo ao

urdc, € a gue se segue:!
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Sejam b, uma quantidade real, e vV-aa, uma quantidade
imagindria.

Suponhamos que a soma b + ¥-aa = ¢ (quantidade real).
intdo, V-aa = c - b, o que seria impossivel, j4 que C - b é real e

V-aa é uma quantidade imaginaria.

Logo, b + V=aa é uma quantidade imaginéaria.

PROPRIEDABES UTILIZADAS IMPLICITAMENTE:

1) Por De La Chapelle:
mV-a - vV-a = -3

2) Por Euler:

2 . .
s (V-3a) = v-a *+ vV-a = - a, sendo 4 ‘um numerc posi-

tivo.

m V-3 = Va(—l)'= va - V-1, sendo 4 um numero positi-

vVOo.

VA

- V/g’ quaisquer que sejam a e b.
b c

Convém observar que aqueles matemdticos estendiam as pro -

priedades vélidas para os nimeros reais aos novos numeros. A fal-

sidade de certas extensdes pode ser verificada através de exemplos

Jen simples:

® O uso da propriedade va‘b = VE‘VBf'SEth a © b numeros

reals quaisquer:

1=vI=VEDED = v T - VAT = (D)% = - 1




T ——— e
s 0o uso da propriedade % = 5%, sendo a e b numeros
b
reais quaisquer e b # 0:
VT=/%=>M=—M=>M=—1— VT o VT = 1 —
v-1 V-1

— (V-I)? =1 =5 -1=1

Questgo 3)

Segundo De La Chapelle, "as grandezas imagindrias podem
e devem entrar no cdlculo, j& que elas permitem concluir que um
problema proposto € absurdo, gquando ele chega a um resultado ex-
presso imaginariamente".

Euler, considera o cdlculo dos imagindrios da maior im-
portadncia e, da mesma forma que De La Chapelle, destaca o fato de
que "se a éolugéo de um problema € um imagindrio, isto nos .leva a

concluir que aquilo que se procura € impossivel".

Quanto a D'Alembert, ele ndo destaca em seu artigo qual-

‘quer utilidade para Os novos numeros. - Entretanto, cremos que as

proposigdes por ele citadas mostram que, certamente, ele os utili-

“ zava na teoria das equagdes algébricas.

Questao 4)

Nota-se que os trés autores apresentam pontos comuns
seus artigos. Entre eles, destacaremos:
= OS cohceitos: )
o Uma quantidade € imaginaria todas as veze; gue
tem um negativo sob um ;adical‘cujo expoente for

nimero par (V—az) — De La Chapelle.
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o Numeros impossiveis ou imagindrios sdo as raizes qua

dradas de quantidades negativas (vV-a, com a > 0) —

Euler.

o Quantidade imagindria é a raiz quadrada de toda po-

téncia par que tem o sinal negativo (5—aa) — D’'Alem-

bert.

m Os termos utilizados:

o grand®zas imagindrias ou quantidades imagindrias (De

La Chapelle).
0 quantidades impossiveis ou imagindrias (Euler).
0 quantidades imagindrias, imagindrios simples e ima-
gindrios mistos (D'Alembert).
= As proposig¢des enunciadas:

0 O produto de dois imagindrios produz um real ou pos-
sivel (V-av-a = - a, com a > 0) — De La Chapelle e

' Euler.

o O produto de um possivel e um impossivél(resulta em
um impossivel (V-a = va(-1I) = va.v= r COom. a > 0) —

Euler e D'Alembert.

IV.2. ANALISE A POSTERIORI DAS QUESTOES PROPOSTAS

Vamos analisar aqui as respostas dadas pelos dez grupos

de professores, que foram assim constituidos:
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Grupo I: NTW, RSS, VSC Grupo VI: EAT, VMZ, MCR
Grupo II: KSY, MB, WSR Grupo VII: SM, AMR, MAS
Grupo III: FAM, LTS, MMB Grupo VIII: IMB, ARS, AMpP
Grupo IV: CSB, RR, LRL Grupo IX: SCT, SMZ, USD
Grupo V: RCA, ACB, ASS Grupo X: EPZ, ACS, JF

Questao 1),

Na primeira parte desta questdo (a), referente & defini-
¢do dos numeros compiexos, apenas um dos grupos (III) concluiu que
Os nimeros complexos ndo estio definidos explicitamente nos tex-
tos. Os demais concluiram que tais numeros estdo definidos apre-

séntando as seguintes definicgoes:

® uma quantidade é imagindria toda vez que se tem um ne-
gativo sob um radical Cujo expoente é par (De La Cha-
pelle).

® nuimeros impossiveis ou imagindrios s&o as.raizes'qua—_
dradas de numeros negativos (Euler).

" nuimeros imagindrios sdo as raizes pares dos numeros

negativos (D’Alembert).

Quanto as notagdes utilizadas para representar os nudme-

ros complexos (b),-temos que:

Grugo IIT:

considerou que, ndo tendo sido definidos os nimeros com-

plexos, as notagdes apresentadas serviam apenas de instrumentos

para repreSentar quantidades nio reais.
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Demais grupos:

. 9—a6, 3—a4, etc. (De La Chapelle).

s V-a (Euler).

m V-aa e e + fVv-1, onde e e £ sdo reais (D’Alembert).

Quanto aos termos utilizados na definigdo dos numeros
complexos (c), todos os grupos, exceptuando-se o III, apresentaram

as mesmas conclusdes:
LY
s quantidade imagindria (De La Chapelle).

s nimeros impossiveis ou imaginarios (Euler).

s numéros impossiveis ou imagindrios, imagindrios sim-

ples e imagindrios mistos (D'Alembert).

Questao 2)

Para esta questdo, vamos apresentar as respostas de cada

item, por grupos:

~a) Propriedades enumeradas

Grupos VI, VIII e X:

De La Chapelle

o (imagindrio)-(imagindrio) = real
Euler

. (imaginérib)-(imaginério) = real

= (possivel)'(impossivel) = impossivel
s V-a-vV-a = - a

. s V-a = +/-a ou -vV-a
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D’Alembert
s Toda quantidade imagindria pode se reduzir A forma
e + fV-1, com e e f reais.
m Se e + fV-1 é raiz de uma equacdo, entdo e - fy-T
também o é.
§ ® Duas quantidades imagindrias somadas podem forma:_

uma quantidade real.

Grugos~I, II, IV, VII e IX:

De La Chapelle
® O produto de duas quantidades imagindrias resulta

num real.

Euler

® O produto de dois imagindrios é um real.

® O produto de um possivel e um impossivel resulta

eém um imagindrio.

D'Alembert

= Se e + fVv-1 é raiz de uma equacgio, ent&o e -fv-1

também o 6.
s Duas quantldades imagindrias somadas podem resul-
‘tar uma- quantldade real ‘

® As raizes imagindrias de uma éguagao aparecem em

_nuimero par.

Grupos III e V:
De La Chapelle
s O produto de duas quantldades 1maglnér1as resulta

num real




Euler
s V-a-v-a = - 3
® O produto de um possivel e um impossivel resulta

em um imaginédrio.

D’'Alembert
m Se e + fV-1 é raiz de uma equagdo, entdo e - fy-3

j também o é.

= Duas quantidades imagindrias somadas podem resul-
tar uma quantidade real.

s As raizes imagindrias de uma equagdo aparecem em
nimero par.

= Toda quantidade imagindria se reduz & forma

K e + fv-1, onde e e f sdo reais.

b) Propriedades demonstradas

Para este item, apenas o grupo III citou a proprie-
dade demonstrada por D’'Alembert: "A soma de uma quantidade real

com uma imagindria resulta em um imagindrio".

C) Propriedades utilizadas implicitamente

Grupos VI e X: ndo citaram qualquer propfiedade.

Grugos I, V, VII e VIII:

Euler
" VA = VA(I) = VAT
s (V3) = vEvE = - a

)
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GruQQE II, II1, 1V e IX:

De La Chapelle
= Va'b = va-vb

3 5

Questao 3)
Questao 3)

As respostas dadas a esta questdo foram as Seguintes:

L)

3 Grupos IV, VI, VII e VIII:

! De La Chapelle

= destaca que elas apenas devem entrar no cdlculo.

Euler

» destaca sua importancia para concluir que um problema

ndo admite solucio.

D’Alembert

® ndo destaca qualquer utilidade para os numeros comple-

XO0s.

Grupos I, II, III, V, IX e X:

_De La Chapelle e Euler

= consideram os numeros complexos de grande importéancia
para o célculo, destacando que eles servem principal=
mente para concluir que um problema é absurdo quando

Sua solugdo é expressa por um imagindrio.

f D'Alembert

-+ ® njo destaca qualquer importancia.
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Questao 4)

Houve unanimidade por parte dos grupos ao responder esta

questdo. Todos apresentaram como pontos de vista comparaveis:

= as definigdes dadas;
m Os termos e as representagdes utilizadas para os novos
ndmeros;

® algumas propriedades enunciadas e utilizadas.

IV.3.  RESULTADOS GLOBAIS, GRUPO POR GRUPO

O quadro que aparece a seguir sintetiza os resultados

oba S obtidos, grupo por grupo.

O cdédigo de referéncia estabelecido para evidenciar, no

quadro, a anédlise a posteriori feita no item IV.2. & o seguinte:
s Para todas as questdes, o simbolo ¢ designa auséncia
de resposta.
m Questdo 1)

Cédigo para as respostas dos itens a), b) e c):

+ (satisfatdéria, com justificativa)

I+

(satisfatdria, sem justificativa)

(insatisfatdria)

= Questdo 2)

Coédigo para as respostas dos itens a), b) e c):
C (completa) .

.8

I (incompleta)
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® Questdes 3) e 4)

Cédigo para as respostas:

+ (satisfatodria)

- (insatisfatdria)
Q.1 Q.2 Q.3 Q.4

Grupos a b c a b c
I + .i + C ¢ I + +
II + + + C ¢ C + +
III + + + C C C + +
IV + + + C ¢ C - +
\% * + + C ¢ I + +
VI - - + I ¢ ¢ - +
VII * + + C ¢ I - +
VIII * * + I ¢ I - +
IX + * ; C ¢ C + +
X * + + I ¢ ¢ + +

Consideracgoes finais

Como ja foi dito na 1ntrodugao deste trabalho, a leitura
dos trés textos despertou grande interesse de todos, cremos que mo

tivados pela riqueza dos contetdos apresentados.

As respostas de cada grupo ao questiondrio proposto fo-
fam colocadas no quadro-negro e, destacados os pontos de vista co-

Tins e os conflitantes, chegou-se a um consenso, ou seja, a uma
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unica conclusio para cada pergunta do questiondrio. Essas conclu-
sGes foram sintetizadas e coincidiram com aquelas apresentadas por

noés na andlise a priori feita nesta unidade.

O quadro apresentado mostra que o grupo III, formado pe-
los professores FAM, LTS e MMB, destaca-se dos demais. Entretan-
to, dada a facilidade de leitura e compreensio dos textos, os de-

mais grupos também apresentaram conclus®des bastante satisfatdrias.

2

E importante frisar que os professores, ao debaterem
suas conclusdes, Jencionaram a possibilidade de fazer uso da his-
téria no ensino da matemdtica. Este fato nos levou a sentir, pela
primeira vez, que comegdvamos a atingir os nossos objetivos propog

tos ao inicio do curso.




C AP I TULO Vv

Este capitulo, referente a leitura e anidlise do texto de
Argand (1813), "Essai sur une maniere de représenter les quantités
imaginaires dans les constructions géométriques", objetivava que
0s professores conhecessem o modo como ali foi introduzida a re-
presentacdo geométrica das quantidades imagindrias, bem como suas
aplicagdes em Tr1gonometr1a. Com o estudo desse texto também pre-
tendia-se dar mais elementos aos professores para executarem a
proxima fase do curso, na qual estariam envolvidos com a resolug&o

de problemas.

Para a realizacdo deste trabalho, foram mantidos os dez
grupos formados na aula anterior que deveriam, apés a leitura e
anéllse do texto, responder as seguintes questé&es:

1) Quais fatos indicam o cuidado da legitimagdo?

2) Reconstituir o argumento de Argand. Sobre qual(is)

quadro(s) se apoia este argumento?

3) Como é interpretada a analogia com os niimeros nega-

oo tivos?




4) Como sdo definidas as operacgdes?
5) Na figura ao lado, s&o dados:

—~ ~ ~ ~

AD = a, AC = b e AB =CD = a - b.

Determine os valores de cos (a-b)

e sen (a-b).

Entretanto, no decorrer da aula, diante das dificuldades
de todos na compreensdo de algumas partes do texto, nos foi soli-
[ Y

citada a exposigdo das respostas ao questiondrio, j& que as duvi-

das existentes os impediriam de respondé-lo a contento.

As dividas que, entre outras, exigiram nossa intervencao

para esclarecimentos foram as seguintes:

m a diferenca entre grandezas reais e imagindrias exem-
plificada por Argand, quando essas grandezas sdo desig
nadas por objetos materiais (um franco, uma grama) ou
por quantidades de peso colocados sobre.os pratos de
uma balancga; |

m a multiplicagdo de linhas dirigidas, referida no texto

Vi.comé 6 quér£o termo aé proporgéorle::B:x; | |

= no paragrafo 8 do texto, entender como que, a partir_

de KA = 1 e KB = u, foram obtidos KC = u®, ¥D = u3,...,

KN = u";
m 0s célculos de <cos (a+b), sen (a+b), cos a - cos b e

sen a - sen b, desenvolvidos no pardgrafo 9.

Esclarecidas as .dividas existentes, passamos as respos-

tas &8 questiondrio:
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Questao 1)

O cuidado da legitimagdo dos ntmeros complexos deve-se
ao fato de ela se efetuar pela interpretacdo e operagdes dentro de

um quadro j& existente e estruturado matematicamente.

Questao 2)

Argand combina a idéia de grandeza absoluta com a de dj-
regdo e, essa analogia permite que, geometricamente, pPossa ser cal
culada a média propercional entre +1 e -1, ou seja, a quantidade

que satisfaz a proporcio tlixoix:-1., ‘ E

K para A, ou seja, KA = 1, K

Logo, para a unidade negativa ter-

Para isso, ele toma como unidade
positiva uma linha KA, tendo sua diregdo de
Ik |

se-a a linha KI, igual a KA, mas tomada num N

sentido oposto, ou seja,-KI = -1,

Em seguida, ele traca KE ortogonal a IKA e obtém a rela-

¢do seguinte:

(1)

7\‘,9(
= >
[
7:,7\‘
Hi|tm

Para que a proporcao (1) seja satisfeita, Argand toma pa
ra d a direcdo KE, obtendo KE = ld €, consequentemente, KN a dire-

G8o oposta a KE.

Logo, em (1), tem-ée que:

=§_§=KEZ_=—1=KE='M

N'r«—a
=1

52




S o — _
.F‘,‘,____\_' e ——

Ou seja, uma quantidade imagindria 1d = KE € representada geométrj

va KA = 1.

Este argumento apéia-se nos quadros algébrico (quando
ele propde e efetua o cdlculo da média proporcional de grandezas
numéricas) e geométrlco (quando ele constrdéi KE ortogonal a IKA,
para obter uma relacdo de proporcionalidade entre as diregdes con-
sideradas).

L)

Questao 3)

A analogia com os ndmerOS'negativos € interpretada sob o
ponto de vista que Argand chama "semelhanca geométrica", a qual é
composta: da semelhanca numérica (que depende das respectivas gran
dezas, consideradas absolutamente) e da semelhancga de direcgdes ou

sentidos aos quais as grandezas pertencem.

Dessa analogia resultariam os resultados por ele ObtldOS

na questdo anterior.

AQueétgo 4)
'Argand'define a multiplicacdo como a obtengdo do 4?2 ter-
mo da_propor¢éo 1:A::B:x e estende essa definigéo para .as linhas

mencionadas no paréagrafo 4.

A adigdo é definida como a soma de linhas d1r1g1das, do
segulnte modo: Traga se primeiramente uma das linhas, por exemplo,
a = AB e toma-se o ponto de extremidade B, da linha tracada, como

origem da linha b = BG. a linha AC, de origem a, no ponto de.ori—:

gem da primeira linha, e extremidade C, no ponto de extremidade da

93




. segunada 1iiia; 9ciu sywes — -
TN .

sa definigédo:

"Sendo A, B, C,..., F, G, H pontos quaisquer, tem-se

B+BC+C.. + ... +..F+FG+ GH = AH."

Questao 5)

[

P ~ ) ~ ~
Sdo dados a = AD, b = AC e a - b = AB CD e sabe-se gue

. D
cos (a-b) + v-1-sen (a-b) = KB + BB =_KB. C
Como gg = %é, temos KB = %2. Logo,'
KD KC KC B
cos (a-b) + v-1-sen (a-b) = %: = :g—i—g: = K 8 Y £ A
K vyt 7

cos a + Vv-1+sen a (cos a + ¥-1-sen a)(cos b - v-1-sen b)

cos b + vV-1:sen b cos’b - (—l)fsenzb

cos a*cos b - (-1l)sen a*sen b + v-1(sen a*cos b - sen b-cos a)

2 2
cos’b + sen’b

e temos,

cos (a-b) + v=1+<sen (a-b) = cos a*cos b +

+ sen a*sen b + V-1 (sen a*cos b - sen b:cos a)

Portanto,

cos (a-b)

= CcOos a*cos b + sen a-'sen b
e
sen (a-b) = sen a*cos b - sen be:cos a




RS - P

Como nesta aula nos afastamos dos objetivos propostos,
tivemos a oportunidade de fazer a revisdo de novos conceitos que
nos auxiliariam no desenvolv1menbo da aula seguinte (homotetia,

produtos escalar e vetorial).

Apesar das dificuldades evidenciadas anteriormente, hou-
ve a participagdo de todos os presentes nos trabalhos desenvolvi-
dos, seja na discussdo de seus pontos de vista sobre o assunto,

seja no envolvimento direto com o professor, quando do esclareci-

mento de suas duvidas.

Convém destacar também que, de um modo geral, ficou evi-
denciada a riqueza do texto de Argand e a maneira como ele viria a

contr1bu1r para o desenvolvimento de vérias teorias matemAticas.
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C AP I TUL O VI

Como ja foi dito na introducdoc deste trabalho, o tema
desta aula (Aplicag¢®es dos nlmeros complexos a resolugdo de proble
mas ndo formulados neste contexto) foi por nés apresentado de ma-

neira expositiva.

Inicialmente, foram introduzidas as perspectivas constru
tivistas do processo de aprendizagem (Teoria do equilibrio cognitj

vo de Piaget), evidenciando-se que ela reflete duas etapas:

m desequilibrio: gerado pela falta de conhecimentos

= reequilibrio majorante:. adquirido por novos conhecimen .

tos

Destacamos que essas etapas'aparecem hbrmalmente quéndo
sdo planejadas ou selecionadas situacdes de aprendizagem e entédo,
como etapas muito importantes a serem vencidas pelos professores,
evidenciamos o seu papel na resolugdo de problemas, particularhen—

te, no caso dos numeros complexos.




‘E’\\ . N ‘; o . .
“”ﬁéstamunidade—sejam‘frutos da natureza do conteido estudado. Que

tipos de aprendizagens resultam do estudo dos numeros complexos?

Que contribuicdes esses nimeros podem trazer em relagdo a outras.

disciplinas?

Estébelecemos entdo uma distribuicdo adequada de objeti-
VOs, em uma sequéncia de aprendizagem, a fim de que eles servissem

de instrumentos para auxiliar os professores a descobrirem sob que

condigdes € possivel atingi-los:

12) oObjetivos didaticos

= evidenciar o desenvolvimento usado em diferentes
campos no tratamento atual dos ntmeros complexos

€ os desenvolvimentos usados pelas mudancgas de

i © quadros (R. Douady) ;

: » = evidenciar os mecanismos gerais da resolugédo de
) problemas (estratégias gerais) e também o fato de

que eles ndo sdo eficazes se nio estiverem liga-

dos ao conhecimento no campo (POlya,chhoenfeld).

2%) Objetivos matemdticos

m diferenciar a fase de resolugdo das fases se for-

mulacdo e redacio, que visam a comunicacdo a ou-

tros;

= melhorar a capacidade de resolucdo de problemas

no campo dos numeros complexos.

e

97




N

?N”“hétrfCUT—cgm—gﬁggmeEEédEivas representacdes, e o papel desses qua

dros na andlise da resolucdo de um problema.

Como exemplos, resolvemos os seguintes problemas, apli-

cando a teoria dos numeros complexos:

1) Considere-se um triangulo gualquer e sejam o, B e ¥

Os seus angulos internos que se opdem aos lados a = BC, b = &AC e

c = AB, respectivamente. Mostrar que
LY

(I) a=>b + cos i + c -+ cos B (teorema das projecgdes)

i b _ c .
(IT) Sen B - Sen 7 (lei dos senos)

g (III) a°® = b? + ¢? - 2bc + cos a (lei dos CO-senos)

2) Determinar a equacdo da reta pelos pontos A(-2; 1) e

B(0; -1).
3) Mostrar que as diagonais de um paralelogramo inter-
ceptam-se em seu ponto médio.

4) Mostrar que 2-cos %g € raiz da cubican3* 3x + 1 = 0. ..

Na resolugéd de cada problema foram executadas trés fa-

8 . ses:
® apresentacdo de uma estratégia de resolugéo;
® resolucdo propriamente dita;

m analise da resolucdo (representag®es usadas, trocas de

quadros} dificuldadesAencontradas)t
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Estratégia:

Construir no plano complexo o triangulo ABC, em posiciao

~veniente, de modo a n&do comprometer a generalidade do problema

facilitar os cdlculos a serem usados em sua resolugdo. Conside-

r cada lado do tridngulo como um vetor tendo um nidmero complexo

'~ 70 seu respectivo representante.

Resolucgédog
Sejam os vetores BC, BR e CR e Im(z)
/
numeros complexos respectivamente a r
A
- associados:
a
i b
= a-elo = a o
N 1807~y
c-elB = C(cos B + issen B) B YF:?\ >
B a C Re(z)
. o . .
W= b-e1(180n v) - b(cos (180°-y) + issen (180°-7)) =
= b(-cos ¥ + i-sen 7)
o BC + TR + 3B = 6[ temos
= BA -H—X —>.8 = c(cos g + i-sen B) - .b(-cos ¥ + i-sen 7) —
== a = (c:cos B + becos ¥) + i(c-sen B - b-sen y7) (1)
12) Pela defihigéo de igualdade de numeros complexos te
L5y em (I),

17 crcos B+ b.cos 7z

»

(teorema das projegdes)

b B C

‘SEN B - besen y = 0 — = '7 (lei dos senos)

sen B sen
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Thos., em I+ R _

ng = vQc~cos B + b-cos 7)2 + (c*sen B - b-sen 7)2 ==

2 2

2 2 2
== a8 = C * cos'B + b cos“y + 2bc + cos B *+ cos ¥ +

| 2 . 2 2 2
: + Cc - sen"B + b"- sen“y - 2bc - sen B < sen 7y =
I

cz(coszﬁ + senzB) + b2(coszw + senzv) +

+ 2bc(cos B + cos ¥ - sen B - sen ) =

c?+ b2+ 25E * Cos(B + 7y) = b%+ c2+ 2bc + cos(180°- o)

Portanto, a® = b? + c® - 2bc - Cos « (lei dos co-senos)

Anadlise da resolucédo:

Quadro Algébrico utilizado:

exponencial: pele

® registros {trigonométrico: p(cos 6 + i sen 8)

cartesiano: a + bi

o . igualdade: a +bi =c +di e a=ce b =4d
' ‘m conceitos ,
‘ < ' 2 2
moédulo: va“+ b

Quadro Geométrico utilizado:

' ' pontual: construgdo dos vértices A, BeC
m.registros '

vetorial: construcdo dos vetores BZ, BC e CR
m conceito de soma vetorial

o s
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A passagem_do quadro geométrico para o algghr: seu-se
o EER
quando na soma BC + CR + AB = 8 os vetores foram Substituidog pe-
los respectivos numeros complexos representantes
. [e] s
(a, bel(lao ) e celB).

A partir de entdo trabalhou-se apenas dentro de um quadro algébri -

CO.

Proﬂiema 2)

Estratégia:

Considerar os pontos A e B dados como imagens de nume-
[Os complexos associados a vetores. Tomar um ponto P qualquer na

reta &8 e impor entdo a condigdo de alinhamento para A, B e p,

Resolucgdo:

Dados os pontos A(-2; 1) e

} In(z)
»B(O; -1) e sendo P(x; y) um ponto ‘
S ' A
genérico da reta procurada, temos que Nl
’ !
2,=-2+1, z=-iez=yx+ yi sdo os ; 5
! o o 2 0" Re(z)
nimeros- complexos ‘representantes dos PN
B

vetores OR, OB e "ﬁ, respectivamente.

Se A, B e P sio colineares, entdo AB = A-Kﬁ, A € R.
. L
(1)
Como

AB + BO+ OR = 8 —. AB = 0B - 0 = -i + 2-i=2-2 (1)

e : - _ . o
.. (AP + P30 +0R=8— 28 - OB - O = x + yi+ 2 - i = ' |
: T B 3 _ (x + 2) + (y - 1)i (2)
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.. Substituindo (1) € (2) em (I), temos: pr
SN R -

X+ 2+ (y-1)i =25 - 2A-1

€, pela definicdo de igualdade de ndimeros complexos,

{x + 2 = 2)

=Xt 2 = -y o+ ] ey | X+y+1=0 |
-2

equacdo de 1B

y - 1

Andlise ~«da resolucio:

Quadro Algébrico utilizado:

. registro cartesiano: a + bi

adicdo: (a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i
® conceitos

igualdade: a+bi = Ctdi < a = c e p = d
Quadro Geométrico utilizado:

pontual: representacdo dos pontos A, B e p
® registros - _ como imagens de‘numeros‘complexos_
’ vetorial: construcdo dos vetores OZ, OB, etc

® conceito de soma vetorial

= condicdo de alinhamento

A resolugéo té&e inicio dentro de um quadro geométricq
(representagéo vetorial e condigdo de alinhamento). A passagem pa
ra um quadro'algébrico deu-se quando foi feita a substituicdo dos
vétoresvda condigdo de alinhamento pelos seus respectivos numeros
complexos I'epresentantes. 7 partir de entao trabalhOUfsé exclusi-

vamente dentro de um quadro ‘algébrico, até obter-se a resposta pro

curada®*

. N 102




Como

Problema 3)

Estratégia:

8

Representar o paralelogramo no pPlano complexo de modo

conveniente, a fim de que os cdlculos sejam facilitados, Associar
a seus lados vetores, tendo cada um deles um I'eépresentante numero

complexo. Visualizar O problema para estabelecer‘entéo as condi-

¢oes necessédrias pbara provar que as diagonais do bParalelogramo in-

Lerceptam-se en S€u ponto médio.

Resolucio:
—==vrucao

Devemos provar que &M = §§ e

Seja M a interseccdo das dia-

gonais do paralelogramo representado na z) '

M
figura ao lado e sejam os

nimeros com-

plexos z e z,

tores 52 e _ﬁ,

OS representantes dos ve

respectivamente, e temos:

(AC
OB

oc - oR
oc¢ + CB

]
N
!
N

n
N
+
N

‘fA, M e C séo'colineares = Kﬁ = m-AC = AM

O, Me B s&o colineares = OM = n-0B — oM -
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qﬁ “™e-ainda .0 +AH-+M0 =—B; temos =

5 21+ m(zz— 21) - n(22+ 21) = 0= (1 -m - n)zl+ (m - n)22= 0
l-m-n=0 ‘ 1
m-n-=20

Portanto, AM = %E e Gﬁ = gE

LY
Andlise da resolugdo:

. Quadro Algébrico utilizado:

m registro intrinsico: z, ez
Quadro Geométrico utilizado:

: pontual: vértice do paralelogramo
| ® registros {vetorial: vetores associados aos lados
i e diagonais do paralelogramo

s conceito de soma vetorial

m condigdo de alinhamento

A demonstracdo desenvolveu-se quase que totalmenté'den—
i , - tro de um quadro geométrico. A passagem para o quadfo algébrico

ocorreu apenas ao final, para obter-se a-conclusdo esperada.

Problema 4)

Estratégia:

Utilizar a férmula de Moivre para a potenciacgdo, atri-

buindo-se a n um valor conveniente que permita relacionar o valor

de cos-éE (desconhecido)”qom o valor de cos %ﬂ (conhecido).
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TNUAL L Reselucdor— >

Devemos provar que 2:cos %E € raiz da equacao

x°- 3x + 1l =0, ou seja, mostrar que a igualdade

2:cos 2%° - 3(2-cos 2% + 1 = ¢
3 °S g

€ verdadeira.

Para isso, consideremos a férmula de Moivre:

8
(Cos 6 + i-sen 6)" = cos ne + i-sen ne, onde n < z

Fazendo-se 6 = 5 € n =3, temos
cos 3 - éﬂ + i-sen 3 - %E = (cos %E + i-sen gg)a =
=3 COS %ﬂ + i-.sen %E = cos’ éﬂ + 3(cos éﬂ)z i-sen ;ﬁ +
+ 3 cos éﬁ (i-sen éﬂ)z + (i-sen 53)3 —
== - % + i - Kg = cos’ gﬂ - 3 cos %E sen® éﬂ +
~+ i(3 cos? %E sen.éz - sena'gﬁj.

% S L Da défihicéb dé iguaidadé de numeros complexos obtém-se

é - % = Cos3§E - 3 cos gﬂ sen® %E ==
VE — - % = cos® %E - 3 cos %E (1 - cos?® %ﬂ) —
— - % = 4 cos’ %ﬂ -3 coé'%z'==$
—> 8 cos’ gﬁ - 6 cos éﬂ +1=0=—
.. — (2_cos %ﬂ)é - 3(2 éqs éﬂ)i+ 1=
2n

ou seja, 2 cos 5 é raiz da equacéo‘x3— 3x +-1 =0

.-
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Na demonstragdo apresentada fez-se uso apenas de um qua-

dro algébrico, com as seguintes representagdes:

trigonométrico: (cos 8 + i.sen 6)
m registros
cartesiano: a + bi

s formula de Moivre para a potenciagédo

m conceido de igualdade: a+bi = c+di < a = c e b =d

Convém observar que o exercicio poderia ter sido provado
mediante a resolugdo da equagédo x°- 3x + 1 = 0. Este problema es-
ta resolvido no capitulo II, onde as raizes da equacdo foram obti-

das pelo método da trisseccdo de arcos.

) - Consideragoes finais

Ao final desta aula, todos se mostraram surpresos, dada
a diversidade de aplicag¢des dos nuimeros complexos apresentadas. To
! - dos acharam que, sob certas condigdes, o uso dos nimeros complexos

“facilita a resolugdo de problemas, mas que no nosso atual sistema

de ensino, no qual os numeros complexos sdo ensinados ao final do

32 colegial, torna-se impraticdvel mostrar aos alunos as novas téc

nicas de resolugdo aprendidas.
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C AP I TULO VI I

Ao término da aula anterior, ficou determinado que os
; professores, em grupos de trés, desenvolveriam uma atividade no de
correr da semana seguinte, cujos resultados deveriam ser expostos

oralmente na aula a que se refere esta unidade.

O objetivo dessa atividade era verificar até que ponto

haviam sido assimiladas as técnicas de resolucdo de problemas es-

4 tudadas.

As questles propostas. eram as seqguintes:

1) Achar a equacdo da circunferéncia de centro no ponto

(-2; -1) e raio 4.

2) Mostrar que se dois inteiros s&do tais que cada um

o deles é a soma dos quadrados de dois inteiros, entdo

O seu produto é também a soma dos qﬁadrados de dois

inteiros.




1‘ \“a&~\d”muwu3) _(Olimpiadas - -Paris - 1987).

Sejam dois quadrados ABCD e

CEFG tendo um vértice comum, ,/ o~

conforme a figura ao lado, e , C
sejam M, N, O e P os pontos J
‘'médios dos lados BD, DG, GE T ,
e EB, respectivamente. Qual D
é a natureza do quadrilatero

N
MNOP?

4) Constroem-se na parte externa
4 de um quadrildtero convexo Al
ABCD, triangulos retangulos
isésceles ABA’, BCB’, CDC’ e

DAD’, conforme a figura ao

lado. Mostrar que as diago-
nais do quadrildtero A’B‘C’D’
sdo ortogonais e de mesmo com c'

primento.

VII.1. ANALISE A PRIORI DAS QUESTOES .PROPOSTAS

Questao 1)

Como a resolucdo desta questdo envolvia bdsicamente os
mesmos conceitos utilizados nos exemplos resolvidos na aula ante-
rior, esperava-se que os professores apresentassem a seguinte so- .

lucgédo:
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nscracegla:

a .

Y . —— T

Construir no plano complexo a circunferéncia, de acordo
com os dados do problema, para visualizar as condigdes a serem im-
postas para a sua resolugdo. Considerar os pontos C(-2; -1) e
P(x; vy) (gener1co) como imagens de numeros complexos e entio impor

as condigodes do problema.

Resolucio:

L
Sejam os numeros complexos 2,=-2-1iez=x+ yi repre

sentantes dos vetores OC e 6?, respectivamente.

Devemos ter: |CB| = 4.
Im(z)
Como C? + P8 + ¢ = 8 — CB = OB - o ﬁ
temos \\\\ '
. i . _
@ = X + Yl + 2 + i ‘ C:l I, Rev(z)
CP = (x + 2) + (y + 1)i vt -
e ‘!
) P

ITBI = V(x + 2)2 + (y + 1)% =
Portanto, a equac&do da Circunferéncia é

(x +2)% + (y + 1)% = 16

Andlise da resolucio:

Quadro Algébrico utilizado:

® registro cartesiano: a + bj
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1 e S N icdo: (a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i-
m conceitos

2

médulo: va® + b?

Quadro Geométrico utilizado:

‘ pontual: C e P, imagens de numeros complexos
m registros

vetorial: construcdo dos vetores OC e OB

m conceito de soma vetorial

L)
A resolugdo do problema teve inicio dentro de um quadro

geométrico, ao serem impostas as condic®es do problema. Em segui-
da, passamos ao quadro algébrico (ao substituirmos, nas condig&es
impostas, os vetores pelos seus respectivos representantes), den-

tro do qual chegamos ao resultado procurado.

b
§
i
£
H

Questao 2)

Estratégia:

Lembrando que "o'pfoduto de um ﬁﬁmero‘comblexo pelo seu
P - conjugado é igual & soma dos quadrados de dois ntmeros reais", va-
; mos considerar dois numeros complexos'cujés partes réais e imagi-
narias sejam numeros inteiros, para entdo fazer uso dessa proprie-

| dade.

Resolucgdo:

Por hipdtese, temos dois inteiros x e Yy, tais que

2 2 . 2 2 : ' .
Xx=a +b"ey=c"°+d°, coma, b, ¢, dez
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. ... Devemes—mostrar-que x:y = w + v, com w, V € «..

Sejam os numeros complexos z = a + bi ez =c¢c+ di, com

a, b, ¢, d e Z, e temos

2 2

21521 = (a + bi)(a - bi) = a +b =X
| 22, = (c + di)j(c - di) =c®+d =y
| Logo,

‘ — —
Xy = (21'21)(22'22) = (21'22)(21 22)

Como z°2z, = ac - bd + (ad + bc)i
fazendo-se ac - bd =weZ e ad + bc =V € y/A

2 2
tem-se que xy = w + V

Andlise da resolucgdo:

O problema teve sua resolucdo feita exclusivamente den-

_tro de um quadro algébrico.
A Quadro,Algébrico~utilizado:

m registro cartesiano: a + bi

] conjugado: z = a + bl => z =a - bi
(ac-bd) +

s conceitos {multiplicagdao: (a+bi)(c+di)
+ (ad+bc)i

. propriedades {
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Questao 3)

T e - e L

Estratégia:

Representar, de modo conveniente, a figura dada no plano
complexo, a fim de facilitar os cdlculos envolvidos na resolucéo.
Representar os lados por vetores associados a nuimeros complexos e
entdo analisar os lados do quadrildtero (comprimento e condigdes
de ortogonalidade ou de paralelismo).

LY

Resolugdo:
Sejam
AIm(2Z)
CG=1; CE=1; CF =1+ i
B P
.3 N A e i
TB=pe & =p-L 4122 : R
2 2 ! >O
| N
4 = - ———‘/gp +—‘/§pl A MI ; \G >
' el Re(2)
. .-"N
Ck = pvZe'™ = - pv2 :/," ,
Y
B - el(”zn);__@'_ﬁpi
~ P 2 T Tz
e temos
@:@—_—_}@:l-{-ll
2 2 2

Determinemos os vetores associados aos lados do quadrilateros
MNOP:

-6
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NB+&+E§=3=>W)’=€6-6} M(l.)b
OB + PC + C8 = 8 —» OB = CB - CO (2)
VB + PC + CM = 8 — PM = CM - CB (3)
N + MC + CN = 80 —» NM = CM - CN (4)
calculo de CN:
CN + N@ + G = 8 — CN = @ - NG
Como
NG = g@ e D6 =C3-CB =1+ 3%2 + E%z i
temos:
_ 1 pv2 | pvV2 .
NG =5+ B B
Logo,
oR-1-3-e2 ey - 2o pv2 o ev2 (1)
Calculo de CB:
B+ PE B0 -8 —CB-c8- BB
Como
-3 o m-wm-c2--22.22;
temos:
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| NN e -
1 - _ pPV2 | pV2 . pv2 _ pv2 i
cP - Ry el el S
@=—p‘4/§+ ("‘/54+ 2y 4 (11)

Substituindo-se (I) em (1), temos:

&
I
N =

LY

Substituindo-se (I) em (4), temos:

Substituindo-se (ITI) em (2), temos:

_ _ V2 pvz + 2. . 1 _
OF = - 272 4 ¢ 7 )13

N =

i OB = - PV2 + 2_+ pv2

f Substituindo-se (II) em (3), temos:

i = - pV_ + pV_ (pV— + 2) i , B = - pi _ (pV§4+ 2

"Fazendo 3%2 —a e P2 +2

5 ) = b, temos
% NO = a+bi; Nl =- b+ ai; OB = - b+ ai; PM = - a - bi
Logo,
INGI = |NM| = (0Bl = |BM| = va® + p?, | (a)
ou séja, A

© quadrildtero MNOP tem os quatro lados de medidas iguais
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“wve~_ . Calculemos o _produto escalar NO . OP

NG - OB = a-(-b) + b-a = 0 —» NG . OB (B)

De (A) e (B) conclui-se que MNOP é um quadrado.

Andlise da resolucgédo:

Quadro Algébrico utilizado:

L

. ie
exponencial: pe

m registros {trigonométrico: p(cos 6 + i-sen 8)

cartesiano: a + bi

adigdo: (atbi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i

2

. . 2
m conceitos {mddulo: va“ + b

produto escalar: z ez, = Re(z_ +z_)

Quadro Geométrico utilizado:

pontual
s registros .
: vetorial

soma vetorial

s conceitos {igualdade de comprimentos

condigdo de perpendicularismo

Iniciou-se a resblugéo dentro de um quadro-geométrico[
ao serem associados vetores aos lados dos quadrados dados e do qua
drilatero MNOP construido; a sequir passou-se a um quadro algebri-
‘co, ao serem usados hﬁmeros complexos como representantes daqueles

vetores e efetuarem-se as operagbes para determinar os vetores as-
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'V»?_K--o-\. o _ e a. - .
quadrilatero em questdo é determinada dentro de um quadro geométri

ﬂ ~.. Sl lauud aud s1uuvo o B i T T T,

CoO.

Questao 4)

Estratégia:

g Representar, de modo conveniente, a figura dada no plano

complexo, a fim de facilitar os cdlculos envolvidos na resolugédo;
usar numeros compleXos como representantes de vetores associados
aos lados do quadrildtero e aplicar as condicdes de ortogonalidade

e igualdade de comprimentos para os vetores associados a B'D’ e

AIC,.

_ 4Im(z)
. _ Resolugdo:
§ Sejam

=1

i-3

B = ae = Ai Al
i A = pel®
§ e temos: , A \
? BB’ = % - % i D'
S
;;i A A 2
| ﬁ=ﬁ—_§=>§a=pele—li

CB =33 - 3 — B = 1 - pel®

Determinemos os vetores B'D’ e BA'C’

E . A+ BE+ BB+ R -0 — 5B- A~ A - BB (1).
R+ KT+ TB 4 bR = 0 — WC= BB - BA- OB (2).
1 . 116
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Como o triangulo BB’C é retdngulo em B’: B'C = i:B‘B mas

ﬁ’+ﬁ+ﬁ=a=‘=¢§§’+ i+B'B = BC —=

n

: i(- 3) .

| —- (1-1)BB'= BC —» vZe ! -BB'= pe'® - a1 —>

| . L . 31

| i(e + ) oo

‘ 7 == B ’=&/__§e 4 - A_‘/__z_e 4 [r—

A 2 2

| == BB’'= pv2 !gicos e - v2 sen 6 + i(Zz cos 6 + v2 cos 8)| -
| 2 2 2 2 2

S WI VI VI

2 et =

—. BB'= P(cos 6 —2sen e) +a, [p(sen e +2cos e) - A] i (1)

' Célculo de C'B:

Como o tridngulo CC'D € retadngulo em C’: cC =- i-CB

mas,

C'B.+ DC + E@'=-3 — TB - T¢ = T8 —»

CB == (1+i)TB = 1 - pel® —,

I , i-% . ie

—s vZe 1 .TB =1 - pel? —

H . :

‘ ' ‘ . m . n

: i(- 7) i(e - 7)

—TB-Fe Togfen T

= VI VI VI .,

—#ﬁ——z(-—z-—jl)

’é —»B%z [Zg Cos 6 + !% sen -6 + i(zg sen 6 - !% cos 8)] =

e, &3 = 1 plcos & + sen 8) _ [1 * p(sen o - cosve)] i (I1)
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-‘1 N .

AC= 1 + % _ A% 1 - p(cos26 + sen 8) +

+ [l + p(sen 6 - cos 6)] i =1+ A+ p(cos 6 + sen 9)

2 2 *
1l - A - p(cos 6 - sen 6)] .

. : ]
3 Substitu{pdo-se (I) em (1), temos:
é BR= L - 1 _ i - P(cos 6 - sen 8) + A _
; 2 2 2
; [p(sen 6 + cos 06) - A] i =1 -2 - p(cos 6 - sen @)
R 2 2
| [1 + A + p(sen 6 + cos 9)] .
3 i
| 2
§
: Fazendo-se

l - A - p(cos & - sen 68) _ "l + A + p(sen @ + cos 6) _ b

2
temos B'B’= a - bi e AG'= b + ai.
Como IB'B’| = IAC | = va? + b?,
conclui-se as diagonais B'D’ e A'C’ tém mesmo comprimento.
. Calculando-se o produto escalar B’B’- A’C’, temos

BB’ AC'= a-b + (-b):a =0

ou seja, B'D'L A'C’.
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Quadro Algébrico utilizado:

. ie
exponencial: pe

m registros {cartesiano: a + bi

trigonométrico: p(cos 6 + i-sen 6)

“; (adigdo: (a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i
. z p, 1i(e -86)
: divisédo: Ei =le 1oz

m conceitos { 2 P,

E , médulo: va® + b?

(produto escalar: z ez, = Re(z -z_)

Quadro Geométrico utilizado:

pontual
m registros A ,
vetorial

soma vetorial

igualdade de comprimentos
s conceitos {
|operador de perpendicularidade (i)

condigdo de perpendicularismo

:% : : A resolucdo dd problema teve inicio dentro de um qﬁadro
geométrico, quando associamos vetores aos lados do quadrilatero e
tridngulos dados e, em.seguida, efetuémOs as operacéés dentro de
um quédro aigébrico. Finalmente, péra obtermos as conclusbes espe
radas passamos novamente a um quadro geométrico, ao ser imposta a

condigdo de ortbgonalidade para B'D’ e A'C’.
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A realizacdo desta atividade exigiu um grande esforco de
todos os professores, jd que os problemas propostos eram de difi-
Cil resolugdo e exigiram que fossemos procurados durante toda a se

mana que antecedeu esta aula para esclarecimento de dividas.

Como ja& mencionamos no inicio desta unidade, a atividade
deveria ser desenvolvida em grupos de trés professores e seu resul
tado exposto oralmente por um elemento de cada grupo. Entretanto,
como a maior parte dos professores{'ihdependentemente de seus gru-
pos, esteve discutindo as solugées'dos'problemas em conjunto, foi
por eles sugerido que apenas quatro grupos apresentassem seus re-
sultados e os demais apenas destacassem quaisquer diferengas entre

ds suas resolugdes e aquelas expostas.

Para a execugdo do trabalho, foram mantidos os mesmos
grupos reunidos no capitulo 1V, por sugestdo dos proprios profes-

sores, ou sejam,

Grupo T: NTW, RSS, VSC Grupo  VI: EAT, VMZ, MCR
Grupo II: KSY, MB, WSR - . Grupo - VII: SM, AMR, MAS
| Grupo III: FAM, LRL, MMB Grupo VIII: IMB, ARS, AMP
Grupo IV: CSB, RR, LTS . . Grupo  IX: SCT, SMZ, USD
| Grupo V: RCA, ACB, ASS Grupo X: EPZ, ACS, JF

Os grupos escolhidos para a exposigdo dos problemas fo-
ram X, VII, III e V, que apresentaram as questées 1), 2), 3) e 4),

respectivamente.
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EEEratéd;é:

Desenhar a circunferéncia dada no plano para visualizar

O problema e impor as condicdes para sua resolucgjo.

Resolucgdo:

Seja P(x; y) um ponto qualquer da circunferéncia dada (A)

€ X + yi o numero complexo representante do vetor OB (OB =
8

PC + T8+ 0B =0 — B0 = 00 - OB

X + yi).
; Dado C(-2; -1), seja -2 -i o nimero
§ ' 4Im(z)
L complexo representante do vetor OC (5@-= -2 -i)
| P
? Se P € A, devemos ter dPC = 4 ou Sﬁ-/////’——\\\\\\
ja, IPC| = a. a =2 No \
! Re (z)
; -1
; Calculemos |BC|:

—» BC = - 2 -1i-x-yi=- (x+2) - (y+1)i

S : CIRI = x#2)? 4 (y41)2

Como |BQ| = 4, entdo

V(x+2)% + (y+1)2 = 4

Portanto, (x+2)% + (y+1)? = 16, que € a equagdo procura-.
da.
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Resolucio:

2 2 : .
c +d, comc, d ez

Anallse da resolucgédo:

Quadro Algébrico utilizado:
® registro cartesiano: a + bj

. » 2
® conceito de médulo: va® + b?

Quadro Geométrico utilizado:

®m registro pontual
LY
® registro vetorial

®m conceito de soma vetorial -

Observaqges feitas pelos grupos III, V e VI:

» deve ser acrescentado no quadro algébrico utilizado o

conceito de adigdo na forma algébrica.

Observacao feita por nés:

® na andlise da resolucdo nio foi evidenciado o jogo de

quadros envolvido.

Questao 2) - Grupo VIT

Estratégia:

Considerar a definicdo de norma de um numero complexo

2

2 =a+ bi, quando a e b sdo numeros inteiros (N(z) = a° + b? ).

e ..\..s—..a.,.

CATOUCA BESA0 PAULO
S,

2,
g e g P
T{x-y =r°+s° comr, sez

2 2
a + b, coma, bez




".kﬁ-—-\ B i B —

Demonstragao.

Dados 2, =a+biez =c+di, nos quais a,b,c,d « z,

temos por hipétese que:

x
n

N(z ) = a + b

<
1l
1l
9]
+
[oF}
N

N(zz)
Como N(zi-zz) = N(z\)-N(zz), entdo

Xy = N(zi)~N(22)v=_N(21-22)

mas,
2,2, = (a + bi)(c +di) = (ac - bd) + (ad + bc)i
Logo,
X*y = (ac - bd)2 + (aa + bc)2 = r? ; éz
Andlise da resolugédo:
A resolucdo do problema efetuou-se dentro ‘de um quadro
algébrico. | | o

Foram utilizadas:

m expressbes do tipo: a + bi (registro cartesiano)
m conceitos de conjﬁgado e norma

m definigdo de multiplicagéo

= propriedade da norma de um complexo
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Questao 3) - Grupo III

Estratégia:

Construir a figura no plano para facilitar a resolugédo e

impor as condigdes do problema.

% . . BMR E .
; NS F
| . 0
] Resoluggo: //yiyj .
‘; . AN\  M! 6
Consideremos AR
D

| CC=1; CE=3i; CFR=1+i
»3 ‘Cg = p(cos 3_" + i+.sen EE) = - & + ﬂ i
| 3 2 2 2
; _CF _ 1+ i CR _ pvV2

co = 2 T2 e CH I I

Determinemos os vetores associados aos lados do quadri-

ldtero MNOP:
I. MN = 2

m+m+m=m%mgm-m=w;%2

mas,
Hems@-3—W-0-M - - %
e como
B¢+ G+ CB -8 — B2 - @ - B
§ temos ' B
W W imoer e,




‘R;w-\‘ L e —————
Logo,
Weloe2_ev2 el g 243 pvs
2 4 4 2 4 4
II. NG = 2
NGO + 0C + €N = 3 — N3 = &3 - &R
Logo, *
_ 1 i _ 1, pv¥2 | pv2 pvV2 | 2 + pv2
NG =3+ 3 2t YT i —> WO = 2 2 eV
III. OB = ?
OB + PC + @0 = 3 —, OB = CB - T3
mas,
PP -0 —B-cE-pR- e BE
e como 4
BE + EC + CB = 0 —» BR = CF - o8
temos
CB = ©F - CE - CB _ CE + CB =1 _p2  p/2 i
2 2 2 4 4
Logo,
i _pvVZ | pvZ . 1 i = _pPY2 + 2  pvZ
OF -zt eed - 7— 0P - T ' 77



|
i
7
wA
&
1
|
i
i

Logo,

+ Y2 Y2y pil - - RYZ 2% pV2

P = - PV2 _ i A 4 2 + pV2
BH 2 2 1 1 ;| a 1

Cdlculo do comprimento dos lados:
L

IMN| =‘/(2+P‘/—) + (p4), |OB|

2
.‘/(_ p\/_+ 2) +(pZ_)

2 2 2 2
- ) 2t ey B - - ) 21 V2,
Logo, IMN| = |NG| = IOB| = |PM|, isto é, o quadrildtero MNOP tem
Os quatro lados iguais. ‘
Calculando-se i-NO, tem-se
i-NQ = i.[ﬂ‘f + (2 +4P‘/5') i] = - 2-+4p‘/5 + p‘f i=-MN=T0 " -
ou seja, NG 1 WM.
Calculando-se i-0OB, tem-se
; 1.0—13:i(_p\/f4+2+p\4/71)=_p\4/5_p/54+2.iy:-»—o‘zm

i ou seja, OB 1 ON,
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'»""‘“”"\-»---»——w-—-—Po‘rtanto, "S5 0 quadrildtero MNOP tem os quatto lados

iguais e ainda NG . NM e OB . ON, entdo ele é um quadrado.

Andlise da resolucgédo:

Quadro Algébrico utilizado:

cartesiano: a + bi
m registros
e trigonométrico: p(cos 6 + i:sen 8)

adicédo

subtracéao
m conceitos {
multiplicagdo por i

(moédulo

Quadro Geométrico utilizado:

® registro: pontual e vetorial

soma vetorial
- m conceitos {igualdade de comprimentos

operador de perpendicularidade (i)

Observacao dos grupos II, IV, VI e X:

Esses grupos apenas acrescentaram que, assim como ndés na
andlise a pr10r1 da questao, usaram os conceltos de produto esca-
lar e produto vetorlal para verificar as condig®es de perpendicu-

larismo e paralelismo dos lados.
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Estratégia:

Representar a figura no plano de modo a facilitar a re-
solucdo do problema. Usar numeros complexos como representantes

dos vetores que serao associados aos lados do quadriléatero.

Considerando-se AB = 1; BB = ki, com k > 0, e AC = pele,

| temos: R
ol iss ko k

ﬁ—j ilﬁ- 5"‘71

B“é=‘B—A’+T\T:‘=A_C’—T\§=pe19—k1

. A'
(‘:B=EZ+E‘=KB—A—C3=1—pe16
1) Cdlculo de B'B':
B'D'= B + B’
como B’R = B'B + BR, tem-se que
B'D'= B'B + BR + BB _ (1)

Determinemos BB

FB =50+ T8 e BT - 1.5




L .
5§ -"\-".'\-v-—\j,_‘ogo_lm_______ — i e T -
BB = i+B’B + CB —» (1 - i)BB = CB —
. n
i(- 3)
== V2e 4 BB = ki - pe18 _—
3n . n
1 = i(e + 5)
kv2S v2 V2, _ pv2 [V2 _ V2
g —T(——f+-—§l) T—2COSQ —2581'18'4‘
g ; + i (Zg sen 6 + Kg cos e)] =
ii - _ kK + p(cos 8 - sen 6) , k - p(sen 8 + cos 6)
2 2
§ e temos, em (I):
! BB = - k + p(00528 - sen 6) + k - p(senze + Cos 8)-i - ki + % + %
|
|
i é BB'= - k -1+ p(cos 6 - sen 8) _k+1+ p(sen 8 + cos 6)‘i
: 2 ' -2
i Cdlculo de A"C':
] 0= AR + Q= % - %_i + Be
| como AC’'= AD + DC'= 1 + CB’ tem-se que
AR = %,— % i+ 1 + be~ (I1)-




TN e petermMhencs DY

DC'= BC + TC" e TC'= - T = - (-i-CTD) = i-073

Logo,

DC'= DC + 1T B —> DC’+ 1+:DC’= BC —> (1+i)DC" = - T3 - »

m . 3m

ie— . ie
—- vZe %.B0'= -1+ pel® —, pe- Kg e 4 4
L
+ pY2 vz Cos 6 + v2 sen 6 + i(zg sen 8 - v2 COs 8)| ==
2 2 2 2 2
=0 DC'= - l - p(cos g + sen @) + 1l + p(sen g - CoOos 9)~i

e temos, em (II),

A C = % — % i +1 -1~ p(cos 8 + sen 0) + 1+ p(sen 8 - cos 8)'i
2 2
e = k + 1+ p(cos 6 + sen ) , 1 -k + p(sen 8 - cos 8)

2 2 "1
Como Re(ETB’) =-Im(KTa*) e Im(ETB‘) = - Re(KTa’), temos
ETB'é # ; yib e K78’; ;.y +”xi
Logo,
IBB’ | = BT = vx® 4y (%)
€ o produto escalar BB’ A7C’ & tal que

WI" -—Ie/=_x.(._y) + y*x = 0 . (**)

e, de.4*) e (**), concluiu-se que B’'D’ e A’C’ tém o mesmo . compri-

mento e sdo ortogonais. ’ -

-
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Anallse da resolucgdo:

e
i

Quadro Algébrico utilizado:

. ie
exponencial: pel
® notagdes {cartesiana: a + bi
trigonométrica: p(cos 6 + i-sen 9)

m conceitos: adicao, multiplicacdo, divisdo e mdédulo
LY

Yeo e

Quadro Geométrico utilizado:
® representagdes: pontual e vetorial

® conceitos: soma vetorial, igualdade de comprimentos,

operador de petpendicularidade e condigdo de perpendi-

cularismo.

Observaqgo.
== veyao

Ndo foram feitos quaisquer comentdrios pelos demais gru-

pos, com respeito 3 resolucéo deste problema.

1 VII.3.  RESULTADOS GLOBAIS

,f : ‘ Estes resultados n&o foram tabulados pelo fato de que,
no decorrer da semana, estivemos esclarecendo dividas de todos os
professores e isto fez com gue Os grupos resolvessem Os problemas
de maneira bastante 51m11ar. As pequenas diferencas foram desta-

cadas .nas observacoes feitas apés a apresentacdo de cada exerci-

cio.




i
|
i
|
|
|
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?M“““M-w-*mw*“"“tntfétaﬁf67_ébnvém destacar aqui alguns escl;}é;imén£os
que se fizeram necessarios para o desenvolvimento da atividade
proposta:

m as definigdes de produtos escalar e vetorial usadas pa
ra impor as condic®es de perpendicularismo e parale-
1iémo, respectivamente:

Sejam os complexos 2, =X +yi e z, = x  + Yy, i, com

X, X, Y, yzedR, representantes de dois vetores GHI e 5@2, res-
pectivamente.

Se 6, 0 =

6 < 2m, € o angulo entre 2 e z
Produto escalar de z ez

57 definem-se

,¢ por:
z, o z, = lz I+lz_| « cos @ = X x o+ vy, v, = Re(zl-zz)
Produto vetorial de z, €z, por:
z, xz, = Izll-lzzl * sen @ = X, ¥, - Xy, = Im(zl~22)
Logo, se 2,0 e z= 0, entdo
21 2 & 202z =0 (pois, 6 = E)'
% 2 1 2 P ! 2
e
zl//z2 = 2 x2, =0 (pois 8 = 0)
® O operador de perpendicularidade i, ou seja,
Dado z = pele, tem-se ' %
M' M
ig iz i(e + g)
2'1=A(pe_)~e = pe e, 5
ou seja, - ‘ '0' —~




'!\v*\. [ S CoA-
® a representagdo das figuras em posicoes convenientes,

de modo a n&o comprometer a generalidade do problema e

facilitar os cédlculos envolvidos na resolugéo.

Convém aqui ressaltar que, relativamente aos problemas 3
e 4, foram sugeridas representacdes graficas que permitissem uma

maior facilidade na imposigdo das condigdes de resolucdo. Para is-

SO, os dados dos professores foram particularizados conforme mos-
tram as figuras Eor nés apresentadas, na andlise a priori desta
unidade e pelos professores em sua exposigdo oral (Questdo 3: con-
siderar a diagonal AC, do quadrado ABCD, no eixo real; Quest&do 4:

considerar AB 1 AD).

Entretanto, apresentaremos a sequir as resolugdes dessas

questdes, de um modo mais geral:

i A
? B
; Questao 3) /‘\? E
A I/ \\ F
: Resolucgdo. M 4 \ 0
: N 4 \ O L .
Sejam | 7 , 1 ¢ —>
: o -\ L—=""""N
(CG = 1; CE = i; CFR =1 + i D
; CB = pel'® = p(cos a + i sen «)
| V 1(o + %) n . n
CR = pv2e = pv¥2 [cos (a + 7) + 1 sen (a + Z)] =
i _ V2 V2 . V2 V2 _
| : = pV?[ff Cos a - —5 sen « + 1§~7 sen a + =5 cos a)] =
: T P COS « - psena+ i(p sen o + p cos «a)
. T
' 1(a + 3) : .
CB = pe -2 p[cos(a +‘g) + i sen(a + g)] =
= p[(- sen_a) + i cos a]-= f p sen o + ip cos'a




8
4
ﬂ
d
Nf =
N =

2
cH - CA&

===,@]=pcosagpse““+i—“’se‘”*2+w

Determinemos os vetores associados aos lados do quadri-

latero MNOP:

NO+0C +CN=38— " -033 - (1)
6§+$6+68=6=>O?=C‘f3—€6 (2)
MP + PC + CM = 8 — 8 - OH - 3 (3)
BN + N¢+CH =8 — m - o8 - o (4)

Calculo de Eﬁ;
Wem -3l IO 2 -

Como

ﬁ+@+@=8=>ﬁé=c_é—?
temos:

LR -, @

on = 2C C + C -*% 8 = C : C
Logo,

EF}:l‘PsenaﬁLi‘.PCzM (1)

N




Cédlculo de CB:

CP + PB + 50 -0 — 8- 8- pE-cy- LB . 208 - 8

2
Como
EB + BC + CF = 8 —» EB = B - CF
temos: o
cB - 2CB - TB + CB cp - CB + CE
2 7 2
Logo,
- P(COs « + i sen o) + i
CP = 2
CB = P_COs « + i _~(1 + p sen «

5 5 ) (I1)

Substituindo-se (I) em (1), temos:

1,1, 1-psena . . P_COS «
NO=3z+31i 2 ! 2

— =psena . 1-pcosa,
—= NO = + 5

Subsﬁituindo—se (I) em (4), temos:

VN = 1 - g sen a i . P cgs X . pCOS ¢ - p sen o _

2

_ i(p sen o« + p cos o) VN = l - pcosa p sena
5 —

2 2 Tl




Subst1tulnao-se {ii) Cll {(£)/7 cuimew
R e .-

OB = P_COs «

2 + (1 + pzsen a)i _ % _ % 1
? — OB = - 1 - pzcos x . p sgn o« o,y
Substituindo-se (1I) em (3), temos:
PH = P_COSs « ; p sen a _ (P sen o ; p cos a)i _p cgs o
_ (l + p2se5 a)i P = - P sgn a 1 -p gos o, i
Fazendo-se Q_E%D_E —a e 1= p2cos ¥ - b, temos
NG = a + bi; M =b - ai; OB = - b + ai; PM = - a - bi
Logo, IN| = IMR| = |0B| = [PM| =

va®+ b%, ou seja, o
quadrildtero MNOP tem os quatro lados de medidas iguais. (A)
Calculemos o produto escalar NG o OB
’ N8016?=ao(-b)+b.a_
; .

=0— N3 .08 (B)

De (A) e (B) conclui-se que MNOP é um quadrado.

B'
T~ 4 v
: Questao 4) ' C
. - \
3 . o\ - c'
v \
\
]
\
\
A \l D g
\
1
\
. t
° |
i
.b'
»
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Resolucdo: Cas

R

Sejam a,b,c,d,a’,b’,c’ e d’ os afixos de A,B,C,D,A’,B’,

C’ e D', respectivamente.

Como por hipdtese, os tridngulos AA‘B, BB'C, CC'D e DD’A

sdo retangulos e isdsceles, temos

AB =1 &R% (b - a’ = i(a - a’) (1)
| BC=1i- BB e - b =1i(b - b") (2)
| 1 o = A

CTB=1i-C¢C d -c =1i(c-c) (3)

DR =1i-DB a-d =i(d-a) (4)

Subtraindo-se membro a membro (1) e (3), temos:
(b -4d) - (a’-c¢’") = i[(a - c).— (a’- ¢c')] =>
== (b -d) -i(a-c)=(a'-c) - i(a-c') —

—s (b -d) -i(a-c) = (a- c')(l - i) —>

]

== (b -d) - i(a - c) (c’- a)(i - 1) (1)

Subtraindo-se membro a membro (2) e (4), temos:

(c —a) - (b’-d") =il(b -d) - (b'- d@)] =

== (c - a) - i(b - 4d) (b’- d’) - i(b'—‘d’) ==

== (c - a) - i(b - 4) (b’- d’')(1 - i) =

== (c - a) - i(b - 4d) (d’- b’)(i - 1) : , (I1)

137




- —-Dividindo-se Témbro a membro (I) por (II), obtém-se

(b-d) - i(a - c) _c'- a’
(c - a) - 1(b - d) d’'- b’ 7

if(c - a) - i(b - d)] _ c'- a’
(c - a) - i(b =) d-b —
== Cc'-a’ =1i(d'- b’') == AC" = i-B'B —_—
| IA7C" | = BB |
‘; R
i = Je
§ A°C’'1 B'D
|

Consideragoes finais

A atividade proposta para esta aula exigiu um grande es-

forco de todos, ja que os problemas envolviam conceitos e técni-

cas de resolugdo com as quais os professores ndo estavam habitua-

dos a trabalhar. Contudo, foi muito gratificante para nés, perce-

ber que mesmo aqueles professores que, desde o inicio do - curso,

1 : ’ sentlam dlflculdades em acompanhar os trabalhos, nesta aula, conse

gulram Superar-se e atingir os obJetlvos propostos.

13R
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C AP I TULO VI 1 |
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Este capitulo € referente & andlise das respostas ao

questiondrio seguinte, aplicado ao término do curso:

1) Se vocé j4 ensina ou vai ensinar os numeros comple-
XO0s, O curso feito wvai alterar sua organizagdao

usual? E como?

2) Quais s&o, para vocé, as coisas verdadeiramente im-

portantes na teoria dos nudmeros complexos?
-3) O que foi ensinado mudou a sua visdo da Matematica?
-4). Que sugestdes vocé daria para melhorar este ensino?

A andlise das respostas a estas questdes, nos levaram a

concluir que:

= todos os professores alteraram sua postura em relagdo
ao ensino dos numeros complexos, ou seja, passaram a
ver a importéncia de se apresentar a historicidade de

tal -assunto como complemento da aprendizagem.




I ™""\. ..  —.s—todos enteidéran a importancia de se estender a utilij-
zagdo dos numeros complexos a outras &dreas de estudo,
tais como a Geometria Plana, a Geometria Analitica, a
Trigonometria, etc., como instrumento na resolugdo de

problemas.

®= embora todos fossem unanimes em admitir a real impdr—
tadncia de tal estudo no trabalho em sala de aula, to-
dos cQnsideram que as possibilidades de sua aplicacédo

! i sdo muito restritas, dada a situacdo precdria em que

Se encontra o ensino em nosso pais atualmente. Contu-
é f do, todos manifestaram um grande interesse em estender
O uso da epistemologia a outras areas de estudo, a ni-

vel do 22 grau.

; ® como sugestbes para a melhoria do ensino dos numeros

! , _ complexos, destacamos:

O que os numeros complexos deveriam ser introduzidos
' na primeira série do 2° grau, Como representantes de
: vetores. Isto estimularia a apllcagao desses nume-

ros em outros toplcos a serem desenvolvidos ao longo

do 2° grau.

0 que o desenvolvimento da teoria dos nuimeros comple-

Xos deveria ser feito paralelamente ao da trigonome-

! tria a fim de facilitar a deducdo de férmulas e re-

solugdo de problemas de um ou outro assunto.

Queremos,, ao término deste trabalho, deixar algumas qués
toes para que sejam objeto de reflexio para aqueles que se dedlcam

ao ensino, em partlcular, ao ensino da. matemétlca'




N e e e e e e

Considerando que a formulacdo dos objetivos educacionais

deve ser feita de modo consciente:

Como formular nossos objetivos envolvendo o que foi es-

tudado, diante da realidade do nosso processo educacional?

Como adequar esses objetivos a nossos alunos, em funcéao

das atividades que eles venham a desempenhar?

A gratYficacdo sentida pelos resultados obtidos ao final
deste curso nos faz crer que possamos ter contribuido para que os
professores envolvidos se empenhem em fazer uso da epistemologia

na diddtica da matemitica.




A

i
1




n"'_"\'v-*—\_. e e et m e+ e i e wen

P.U.C - SAO PAULO EDUCAGAO MATEMATICA

12 AULA

INTRODUGAO: "UM POUCO DE HISTORIA DA MATEMATICA"

(0] entrelacamento_da Algebra, da Analise e

da Geometria: Os numeros complexos.

Os numeros complexos s&do um objeto matemdtico simples,
presente nos vdrios dominios da matemdtica. Escolhemos detalhar a .

histéria, que tem levantado profundos problemas epistemoldgicos.

Com efeito, primeiro objeto de uma construgdo abstrata, os numeros

imagindrios colocaram aos gedmetras problemas de existéncia e de

constituigdo. Como justifiéér a éua.“réalidade"?

Da resposta a esta questdo nasceram novos objetos algé-

bricos, novas teorias, tanto em Algebra como em Andlise.

1. o teorema'fundamental da Algebra

Com a resolucgdo das equacgdes do 3% e do 4° graus, OS
numeros "impossiveis" (raizes quadradas de numeros negativos) ti-

nham fornecido métodos de cdlculo de natureza muito misteriosa,

mas que permitiam obter resultados coerentes.




ES W

e - vlete (1540 1603). Exprimiu as relagoes 1lgando os
coeficientes e as raizes de uma eéquagdo. Ele construyiy uma equa-
¢do do 52 grau tendo as cinco raizes e sabia que se podia cons-
truir do mesmo modo uma equacédo de grau n tendo n raizes, distin-

tas ou iguais.

Albert Girard (1590-1633). Foj quem, primeiramente,

eém 1629, em "1'inventions nouvelles en l'algébre", afirmouy que to-
da equacgdo de g;au n tem exatamente n raizes, com condigdo de con-
tar as raizes impossiveis, cada qual com sua ordem de multiplici-
dade. 1Isso era apenas uma afirmacdo e foi necessario esperar mais
de um século para que os matemdticos sentissem a necessidade de de

monstrar esse resultado.

René Descartes (1596-1662). Escreveu em 1637 em "la

Geometrie": "Afinal, tanto as raizes "verdadeiras" quanto as "fal-
sas" (isto é, positivas e negativas) ndo sio sempre reais, mas al-

gumas vezes, somente imagindrias..."

Notemos que o termo "imagindria" foi aqui usado pela

primeira vez: Descartes o entendla no sentido de raiz "ideal", ti-

po de adicdo formal que ele efetua, como impelido por uma sede de

‘generalizacéo do caso em que a equagcdo ¢é dada sob a forma

(x - xl)(x - xa)...(x - xn) = 0, isto é, o caso onde as raizes s&o

conhecidas a priori.

Desde sua origem, uma ambiguidade preside o aparec1mento
do termo- "1mag1nar1a"' de um lado, acepcdo ideal de Descartes ou

mesmo de Girard e, por outro lado, os nimeros da forma a + bv-1,

oo
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wCQM a e b reais, que interviram nas equacdes de pequeno grau des-
Cobertas por algebristas italianos e que se tem o hadbito de chamar
numeros imagindrios. Esta ambiguidade estard presente em todas
as tentativas de demonstracdes do século XVIII do teorema chamado
"teorema fundamental da dlgebra", ou seja, a decomposicdo de um
polinémio em fatores do 12 e 2° graus e, depois, a decomposicdo .de

um polindémio complexo de grau n em n fatores do 1° grau.

Para entsnder esta denominacdo de teorema "fundamental"
da dlgebra, é preciso lembrar que nada se sabia dele até meados do
século XIX e que a andlise das equagdes preocupava-se com OS méto-
dos de sua resolucdo explicita, métodos de aproximacdo e de enqua-
dramento das raizes quando ndo se sabia calculéa-las, regras para
determinar o nuimero de raizes reais, seu sinal, etc.. Compreende-
se melbor( nestas condigbes, a importancia de tal teorema. Além do

que, dois fatos ilustram o qualitativo de "fundamental":

® a quantidade de demonstracdes, as quais testemunham o

; _ interesse que lhe deram os matemiticos; entre os maio-

res: D'Alembert, Euler, Lagrange, Gauss, etc.;

@ a variedade de métodos, de teorias, de conceitos que

se desenvolveram dai e que produziu um grande desenvol

vimento na evolucdo das pesquisas matem&ticas.

As tentativas de demonstracao do século XVIII

Num primeiro momento, procurou-se antes estabelecer as

férmulas gerais que dariam as raizes, antes de demonstrar sua exis
téncia. As dificuldades eram evidentemente muito grandes, jad que
se sabia, apdés Abel e Galois, que uma equacdo de grau = 5 ndo era

145
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resoluvel por radicajs; assim sendo, o problema foi abﬁhddhado.
-wgw.“\‘ e —————— e = T
Mas, o sucesso da Geometria Analitica e do Cédlculo Infinitesimal
despertaram o interesse dos matemdticos. Com efeito, a integracsio

das fracées racionais, Segundo o método de Leibniz e Bernoulli,

poréneos.

Para Euler, o Cavaleiro de Foncinex e depois Lagrange,
este teorema erga um teorema da Algebra, exigindo um raciocinio tij-
rado da prépria naturezavdas equacées; Todos trés’propusefam‘de_
’monstragées de natureza algébrica, respectivamente; em 1749, 1759

e 1771. Todavia, era»impossiVel dar uma demonstracéao puramente al

reta real. Esta parte da demonstragéo, Chamada transcendente pe-
los matem4ticos do século XVIII, é,‘em gerél,‘esbogada. Ela pode
reduzir-se 3 proposigéé: "Toda equacao algébrica de coeficientes
reais e gfau impar admite a0 menos uma raiz real", que é tambem co

nhecida como umg evidéncia geométrica.

Gauss publicou, a partir de 1799, quatro demonstracses

distintas‘dO'teorema fundamental da dlgebra.

v
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... _Assim, o teorema ficouy conhecido como teoremg IUndahen_
tal da 4lgebra, porque ele concentrou todos os pProblemas que se
relacionavam, com a teoria das equacdes; as diferentes demonstra-
¢Oes fazem referéncia a todas as pPesquisas algébricas

do século

XVIII e se relacionavam com as mais diversas teorias. Vé-se ai

aflorarem os pPrimeiros elementos que formaram a base da teoria dos

grupos (com Lagrange) e da teoria dos corpos (com Gauss).

Ele geixou de aparecer como teorema fundamenta) quando
estas teorias se desenvolveram por si mesmas, independentemente da
teoria das equagdes. Assim, hoje ele ¢ substituido pela expres-
sdo: "cC & algebricamente fechado", ressaltando bem que ele se re-
fere a uma propriedade da estrutura de corpo dos complexos € e nao
4@ uma propriedade relevante do estudo de uma equacdo matemiticg.
Vé-se sobre este Caso particular, como uma formulacdo diferente de

um mesmo resultado revela uma problemdtica diferente, uma €poca

diferente.

2. O uso do simbolo V=1, nos séculos XVII e XVIII
A partir do décimo més do século XVII, os gedmetras
utilizavam-se cada ‘vez mais do simbolo v~I, nio apenas nas identi-
dades algébricas e nas pesquisas relativas as teorias das equa-

coes, como também nas diversas fungdes da andlise. As expressdes

da forma geral:

Va+vb+Va- /B

147




-

~que sdo-imaginmdrias ha aparéncia, mas que na verdade sdou

'lguaii-&"» a
nimeros reais, s&o objeto de pesquisas de Leibniz. Ele era bem su
cedido ao eliminar nelas os imagindrios, utilizando-se dos desen-

volvimentos em série.

Observagao.

O exemplo mais antigo que se conhece de uma expressdo

andloga aquela € o de Bombelli:

3/2 + vV-121 + 3/2 - v-121 = 4

Moivre (1667-1754). Mostrou em 1738, que

V/cos a + v-1+-sen a

admite n valores, todos da forma p + qv-1l, que se obtém dividindo

O arco a em n partes igquais.

As manipulagdes formais de séries e a substituicdo dos
nimeros imagindrios nas expressdes simbdlicas tornavam-se cada vez

mais da linguagem habitual. Mas, a hipétese admitida implicitamen

te de estender aos numeros complexos as operacdes dos numeros

reais € fortemente questionada pela controvérsia dos 1logaritmos
dos nimeros imagindrios. Contudo, esta controvérsia impulsionou o

estudo de outras fungdes transcendentes de um numero imaginédrio.

Euler, desde 1740, considerava as exponenciais da forma

x”, onde x é real e Y € imagindrio puro. Ele obteve a fdérmula:

. - cos x = 1.(exv—l " e—xv—l

7 )
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€, em 1748, aquela que traz seu nome:

eXV-1 cos x + v=I-sen x

que, para x = m, tem-se que e"V 1 = - 1.

Euler identificou entdo, de um certo ponto de vista, as

fungdes trigonométricas as fungBes exponenciais. Apds ele,
L

gonometria deixou de ser um ramo independente da matematica. To-

a tri-

bias Dantizg diria que a férmula de Euler continha: "os simbolos
mais importantes: unido misteriosa na qual a aritmética € represen

tada por 0 e 1, a &lgebra por v-1, a geometria por m e a andlise

por e.

Assim, o simbolo v-1, além de sua utilidade e importan-
cia j& reconhecidas em &lgebra, permitiu estabelecer uma unifica-

Gdo entre todas as funcdes da andlise.

O estatuto dos nimeros imaginérios»esté longe de ser elu
cidado e permite muitas'ambiguidades até aqui. Entretanto, vamos
acompanhar os dlferentes experlmentos de legltlmagao dos numeros
complexos que foram propostos no inicio do século XIX, e como algu
mas def1nig6es;interpretag6es desses nimeros fecundaram uma. nova e

poderosa teoria matemitica.

3. A representagao geométrica dos imagindrios

J. Wallis (1616-1703). Em seu "Tratado de Algebra"

publlcado em 1865, propde interpretar as raizes imagindrias de uma
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equagdo do 2° grau. Para isso, ele deu uma construgdo das solu-
¢oes das equagtes do 22 grau: as solugdes reais estavam sobre uma

reta e as imagindrias fora desta reta.

Stirling (1692-1770). Utiliza uma representacéio
mais grdfica que geométrica, da forma —zb para a + bv-1, mas sem
considerar o ponto extremo deste grafico. Foi preciso cerca de um

século para passar deste estagio a verdadeira representacéao geomé-
L)
trica.

Recordemos em que consiste a representagdo geométrica:

A cada numero complexo z = a + bi, com a e b reais, faz-
sé corresponder um ponto M do plano, plano este munido de dois ei-
XO0s retangulares. O ponto M é obtido pela intersecgdo de suas co-
ordenadas retangulares: éua abscissa g e sua ordenada b. Os nume-
roskreais a tém sua imagem sobre o eixo Ox e os nimeros imaginé-

rios puros bi tém sua imagem sobre o eixo Oy. Em particular, i tem

coordenadas 0 e 1.

Na representacao por coordenadas polares, M é caracterl—

:zado pelo comprimento do vetor OM, que se pode chamar plp =2 0), e

por uma das determinag®es do angulo 6, que OM faz com O%; p é cha-

mado médulo de z e 6 o argumento de z. Tem-se:

2 =a+ bi=p(cos 8 + i+sen o).

A soma de dois complexos z e z' & representada pela soma

vetorial dos dois vetores OM e OM" correspondentes (figura 1).

O produto de dois numeros complexos tem por modulo O pro

duto dos modulos e por argumento a soma dos argumentos (figura 2)

B
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Observagao.

Multiplicar um nimero complexo z por outro complexo z’ é
submeter o vetor OM correspondente a z & semelhanca direta de cen-
tro O, definida por p’ e 6’, isto &, p’ € a razdo da homotetia e
6’ o seu &ngulo de rotacdo. Em particular, multiplicar pelo nume-

. . . . . — ~ . 1
ro i1magindrio i, significa submeter OM a uma rotacdo de angulo e

2
a razdo da homotetia neste caso é igual a 1. Assim, o simbolo i

recebeu a interpretagdo de um operador de perpendicularidade.

yA M(pp',6+6")
Yy '
| k M(gj)_-— oA M(z+z"')
| /
H !
| /
‘i !
| M(z) M(p,8)
| >
j 0 X
(Figura 1)

(Figura 2)

Dois caracteres marcam a descoberta da representagdo geo

‘métrica dos imagin&rios:

1) As miltiplas tentativas independentes, mas simila-
res, e que sdo, em sua maior parte, feitos de mate-
miticos amadores, a margem da comunidade matemdtica;

2) A reserva com que certos matemdticos entre os maio-

res, acolheram estas tentativas.




"~ Caspar Wesseél — um matemdtico dinamarqués, apres&ntou em

1797 o primeiro Memorando sobre o assunto, mas ele sé seria conhe-

cido um século mais tarde.

Robert Argand — um genovés, publicou de maneira indepen-

dente em 1806 .um "Ensaio sobre uma maneira de representar as quan-
tidades imagindrias nas construc®es geométricas". Apenas em 1813-
1814 o livro de Argand foi conhecido, por ocasido do aparecimento
de um artigo de Fr2ngais em "les Annales" de Gergonne. Argand rei
vindicaria a péternidade e uma discussdo teve lugar em "les Anal-
les", entre Frangais, Servois e Gergonne e, embora esta discussio
fosse publicada em um jornal conhecido e lido por matemdticos,

tais idéias passaram desapercebidas.

warren, na Inglaterra, e Mourey, na Franga — em 1828, ca
da um por seu lado e sem ligagdo, em trabalhos semelhantes ao de
Argand, reinventaram o principio da representacdo sem despertar a

atengdo dos maiores matematicos.

Ndo antes qué Gauss, em-183l, e. Cauchy, em 1847, tais

ridéias foram verdadeiramente adotadas.

Como explicar que uma descoberta t&o nova e importante e
que fecundaria a nova teoria das funcdes de variavel complexa, de

que Cauchy €é o criador, pudesse passar tanto tempo desapercebida?

Observacao.

Cauchy, que dominou a escola matemdtica francesa da 12

metade do século XIX, ficou muito preocupado com a fundamentacgéo
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™ dds imagindrtos.” Ele adota uma representacédo extremamente formg-

lista destes numeros. Para ele, um nuimero imagindrio é uma expres-
sdo simbdlica que ndo tem sentido préprio, mas que esta sujeita a

regras fixas conforme convengdes estabelecidas.

Até 1847, Cauchy ndo se envolvera explicitamente com a
representacdo geométrica. Neste momento, ele 1ley particularmente
um trabalho de Barreé de Saint-Verrant que apresentava os princi-
pios do cédlculo vedorial e se convenceu que a "nogdo de quantida-
de imagindria — e up complexo € uma, de dimensio dois — compreen-

de, como caso particular, a nocdo de quantidade algébrica".

4, O verdadeiro iniciador: Gauss
- —————-— ~llclador: Gauss

Nés vimos, a propdésito do teorema fundamental da &1-
gebra, que Gauss foi O primeiro matemitico a ter uma idéia mais

clara do assunto dos imagindrios.

Parece que:GaussAtinha~idéia~da representagéé-gebmé—
trica desde‘l799 quando; num primeiro trabalho, ele tenta uma lin-
da demonstracdo de pura topologia aplicada § resolucdo do teorema
fundamental da élgebra. Partindo de um polinémio P, de varigvel

complexa z, ele quiz mostrar que hd ao menos uma raigz z, -

Ele escreveu P(z) = P(x + yi) = R(x, y) + i-S(x, Y),

"onde R e S s3o polindémios de duas varidveis x e Y, € observa que

Os pontos (xo, yo) do plano, tais que x,+ i-y0 seja raiz de P, s&o
as intersecgées das curvas R = 0 eS =0. por um estudo qualita-

tivo destas curvas, ele mostrou entdo que um arco continuo de uma
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delas llgam os pontos de duas regides distintas limitadas pela ou-
tra, e se conclui queé as curvas se encontram. Mas ele nio definiu
ainda explicitamente a correspondéncia entre pontos do plano e ng-

meros complexos.

Pelos estudos de sua correspondéncia e papéis postu-
Mos, sabe-se que Gauss era sensivel ao carater pedagdgico da re-
presentacdo geométrica e que pode-se inclui-lo entre os adeptos de
um certo realismo® geométrico. Gauss foi, incontestavelmente, o
primeiro a perceber o papel que podia ter a representacdo geométri
ca no dominio da andlise e as vantagens que os matemiticos do sécu

lo XIX podiam tirar dlSSO.

Ele faria uma exposigdo publica de suas idéias a par

tir de 1830 e, em particular, no memorando "Theoria Residuorum Bi-

quadraticorum", de 1831. L& ele estuda longamente os numeros da
forma a + bi, onde a e b sdo 1nte1ros relativos, que se chamam ho-
je de "inteiros de Gauss". Ele fez um tratamento puramente arit-
mético, mas sugerlu também uma figuracéo intuitiva por um te01do
de malhas quadrlculadas no plano.

Unlversalmente adotado ao fim de 1840, ele suscita-
ria o desenvolvimento prodigioso da teoria das funcgdes de uma va-

rigvel complexa, a 1ntegragao complexa, etc.

5. O ponto de vista aritmético gg Hamilton

A teoria geométrica dos numeros complexos parecia
apresentar o inconveniente de subordinar- todas as propriedades al-

gébricds destes numeros as consideracgdes geometrlcas que podLam pa

-

recer estranhas a questao.

[N
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O matematlco irlandés William R. Hamilton (1805- 1866)
que estudou estes pProblemas a propdsito dos fundamentos da aritmeé-
tica e da algebra, elaborou uma teoria aritmética dos numeros com-
Plexos em 1835. Ela consistia em considerar estes numeros como pa
res ordenados de nlmeros reais e em definir, explicitamente, a so-
ma e o produto de tais pares por

(a, b) + (a’, b’) = (a ta', b+ b

8

(a, b) x (a”, b")

(aa’- bb’, ab’'+ a'b)
Os reais sio identificados pelos pares (a, 0) e tem-se:

(@, b) = (a, 0) + (0, b) = (@&, 0) x (1, 0) + (b, 0) » (o0, 1)

(1, 0): unidade primiaria
Chamam-se .
{(0, 1): unidade secunddria

€ pode-se identificarlentéo (a, b) com a + bv~-T1.

A propésito da equa¢§o a duas incégnitas (x,y)2= (-1,0),

que tem_porvsolugéo.o par (0, 1), Hamilton eéscreveu: "Na teoria

dos numeros simples, o simbolo V=T & absurdo, mas na teoria dos pa

res de nimeros reais, o mesmo simbolo V=T tem um sentido e indica
uma'extragéo possivel, a saber a raiz quadrada principal do par
(-1, 0). Nesta udltima teoria, pode-se eémpregar o sinal v-1I, que

ndo poderia ser usado na primeira".

Assim, Hamilton ficou satlsfelto em ter contornado o Obs

taculo que const1tu1a a representacgéo. da raiz quadrada de um nime-

ro negatlvo e de se ter dispensado o mlsterloso =



e T VOCABULARIO -

Imagindrio: Descartes, 1637
| Médulo: Argand, 1806
Argumento: Cauchy, 1838
Nimero Complexo: Gauss, 1831
Norma de z: N(z) (quadrado do médulo): Gauss, 1831

Notac&o Iz| para o médulo: K. Weierstrass

Notacgado I: Euler, 1777, retomada por Gauss
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EDUCAGAO MATEMATICA FICHA I

1. Atividade preliminar

Responda as sequintes questodes:

l. Que métodos vocés conhecem que possibilitam re-

solver uma cubica?

2, JComo vocés colocam a seus alunos a importancia

do estudo dos ntmeros complexos?

3. Vocés acham importante a an&lise epistemolégica

no ensino da matematica?

3 4. Resolva os seguintes problemas:

S80 dados os numeros complexos v = 2 - 2i e

w = -vV3 + i,
a) Calcular v + w, v - W, Vewev . we;

b) determinar o menor numero natural n, tal que
w" seja um imaginario puro;
C) determinar os pontos M e M,, de afixos v e

W, respectivamente;

i
i
t
i
i
i

d) determinar a forma trigonométrica de v e w;

e) representar e interpretar geometricamente

V+twev: w,

2. Leitura do texto extraido do livro "Une histoire des

_mathematiques" de A. Dahan - Dalmedico/J. Peiffer.

. ‘ : - 1587




EDUCAGAO MATEMATICA FICHA II

Atividade preliminar

1) Mostrar que a resolucdo das equagbes do 32 grau se

reduz a das equacdes da forma x° + gx + r = 0.

2) Pelo estudo das fungdes da forma x — x° + ax + r,

. - . ~ 3
determinar o numerb de raizes da equagdo x° + gx + r = 0,

segundo
Os valores de q e r.
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P.U.c - sXo pauLo EDUCAGAO MATEMATICA

ALGUNS ARTIGOS DE p’

(Extrato de L'Encyclopédie de Diderot e D'Alembert

- texto do seé-
Cculo XVIII).

Caso irredutivel do 32 rau, ou sim lesmente, Caso irre-
— —————==== 90 3- grau, ou .__E____n____ ===0 1rre-

'dutivel, em Andlise.

2

- E aquele no qual uma €quagcdo do 3° grau tem suas tres
rajizes reais,.distintas e:incomensuréveis. Neste caso, se a equa-

cdo ¢ resolvida'pelo método ordindrio, @ raiz real qualquer se

uantidades imagindrias e

Seja x° + gx + r

0 uma equacdo do 32 grau, desprovida
do termo do .2° grau.




»‘-~._“R‘”\* ~ B : R

Para resolvé-la, ey fago x = Y + z e tenho

x> = y3 + 3y22 + 3yz2 + 23 = y3 + 3yzx + 23,

portanto, x* - 3yzx - y3 -z° = 0.

~ 3
Esta equacdo ¢ Ccomparada termo g termo com x3+ gx + r =
e tem-se:

_ = = - _9g.
3yz =q ou g 3y’
3 3
y o+ 2= ou y’+ = _9° ou y° + ryd -

2.7y3 27

Esta €quagdo, que se limita ao 2° grau (fazendo-se
3 —_

resolvida de modo ordinério, d4

Portanto, como z3 =

Logo,’
’ 3 2 3 2V
=a/_£ /9 4 I 9/_£— /9 4 I
¥ouy+ oz 2 V37t + 2"Vt
Tal. ¢ a forma do valor de x
1°) E evidente que se q € positivo, r sendo negat ivo ou
positivo,‘esta forma ¢ real, j& que ela contém apenas quantidades

reais.-* Ou neste caso, como se vé no artigo "Equatidn", duas das
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falzes sdo imagindrias. Assim a Unica raiz real S€ encontra ex-
Pressa por uma férmula que contém apenas quantidades reais. Este
Caso n&o cai portanto no caso irredutivel, e nio apresenta qual-

quer dificuldade.

2 3
22) se q é negativo e %— = 37, entdo a equacdo tem duas

raizes iguais e nao se tem ainda qualquer dificuldade.

1

2
32) Sesqg ¢ negativo e %— >

rias e a raiz real se encontra repres

=1 ha duas raizes imaging-

(LN

ntada por uma férmula toda

real; o que ndo tem ponto de dificuldade maior.

2 3 3 2
4%) Mas, se g € negativo e %— < %7, entdo - %7— + %— é

3 2
. . ~ . r < . .
uma quantidade negativa e, por consequéncia, /f 37-+ 7 € lmagi-

naria. Assim, a eéxpressdo de x limita-se entdo aos imaginarios.
Entretanto, demonstra-se em Algebra que neste caso as trés raizes
sdo reais e distintas. Pode-se ver a prova no fim deste artigo.

Como pode portanto acontecer que a raiz x Seé apresente sob uma for .

ma que contém os imagindrios?

M. Nicole foi O primeiro a resolver esta dificuldade
(1738). ‘Ele mostrou que a expressdo de x, ainda que contenha os

imagindrios ¢ com efeito real. Para prova-lo, seja

- 3 2
l - g_ _r_ = - - £ =
! / 37 + 7 bv-1 e- 2 a,

e tem-se

|
i
|
|
1
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Trata-se de mostrar que esta expressdo, ainda que limi-
te-se aos imagindrios, representa uma quantidade real. Para isso,

seja formada, entre as regras dadas no artigo "Binome", uma série

que exprima o valor de
va + bv=1 ou (a + bv—-1)'

1/3 . .
€ aquela de (a - bv-1I)""; encontrar-se-4, apds ter somado juntas
L
estas duas séries, que todos os termos imagindrios se cancelardo e

ndo restard sendo uma sequéncia infinita de termos compostos de

quantidades todas reais. Assim, o valor de x &, efetivamente,
real. A dificuldade é formar esta série; € o que ndo foi possivel
conseguir até o presente. Entretanto, M. Nicole a formou em al-

guns casos particulares, e como consequéncia eliminou, por assim

! dizer, o caso irredutivel.

Quando uma das trés raizes reais e desiguais €& comensu-

rével, entdo a equacdo ndo estd mais no caso irredutivel, porque

um dos d1v1sores do Ultimo termo d& a raiz comensuravel

Mas, quando a raiz é incomensurdvel, & preciso, para
| achar a expressio real da raiz, ou formar a série supramencionada,
L ou livrar de qualquer modo a expressao encontrada da férmula ima-

gindria que a altera por assim dizer. E para o que se tem traba-

lhado inutilmente nos dltimos anos.

Esta raiz do caso irredutivel, t&o dificil de se achar
através da Algebra, é facilmente encontrada através da Geometria.
Mas ainda que se tenha o valor linear, pouco se sabe de sua expre-

sdo algébrica.
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a.

" Esteé inconveniente do caso irredutivel vem do métédo-que
se tem empregado até aqui para resolver as equacdes do 32 grau;
método imperfeito, mas o dnico que se dispde até o presente. Eis
em que consiste a imperfeicdo deste método. Supunha-se x = Yy + z,
sendo y e z duas quantidades indeterminadas; em seguida obtinha-
se x7 - 3yzx - y3 - 2% = g e % 4 gx + r = 0. Comparavam-se estas
duas equacdes termo a termo e esta comparagdo termo a termo encer-
Ta uma suposicdq tdcita, que conduz a uma forma irredutivel sob a
qual x é expressa; a rigor, tem-se-gx + r = - 3yzx - y3 - 2°; eis
a unica consequéncia rigorosa que se pbde tirar da comparacdo das
duas equagbes; mais outra, seria supor que a primeira parte de
gx + r, isto é, gx, seja igual a -3yzx, primeira parte do segundo
membro. Esta supoéigéo ndo € um ponto absoluto nem rigorosamente
necessario, ndo tendo sido feita sendo para chegar mais facilmente
aos valores de y e z, que ndo podem ser encontrados sem ela; além
do que, como Y € z sdo, um e outro, indeterminados, pode-se supor
-3y2x = gx e -y3 - 27 = r. Mas esta suposicdo faz que as duas
quantidadésAy e z) ao>invés de serem reais como deveriam, sejaﬁ al
gumas &ezes imagindrias. E verdade que somando-se ambas, sua fpr—-

ma € real; mas o imagindrio que ai'sevencontra sempre, - e que néo

Sse pode desprezar, fornece a indtil expressdo de x que se obtém.

Em outras palavras, a equagdo x = y + z ndo tem mais ri-

gor que a equacao q# +r =-3yzx -y’ - 2%, ou

qy + gz + r = - 3yyz - 3yzz - y3 - 23




e todas as vezes que se deseja obter desta equacdo duas outras par
ticulares, far-se-& uma suposigdo tacita que podera ocasionar in-
convenientes impossiveis de se evitar, como chegou-se até aqui, y
€ z sdo imagindrios.

Seria preciso ver que, pPor qualquer modo,ndo se poderia
decompor a equac&do supramencionada em duas outras, que dessem a 3%

€ a z uma forma real e f4cil de se encontrar; mas esta operagdo pa

[ Y
rece muito dificil, senio impossivel.

Eu havia lido nas "Memoires de 1'Academie de Sciences de
Prusse de 1746", que sempre se podia achar pela trisseccdo de um
arco de circunferéncia, uma quantidade c¢ + ev-1, igual a raiz
Cibica de a + b/~I; e que se c + e/-T = Va + bv=I, tem-se
Va - bv~T = c --ev/-1. De onde se Ségue que nos casos onde um arco

f de circunferéncia pode ser dividido geometricamente, isto €&, por
‘ régua e compasso, em .trés partes iguais, pode-se determinar o va-
lor algébrico de ¢ e de €, 0 que poderia fornecer condigdes para
resolver em qualsquer oca516es, as_equagées do 32 grau que caissem
no caso irredutivel. |

Quélquernque seja a raiz incomensurdvel no caso irredu-
divel, a expressdo real desta raiz, quando encontrada, nio impedi-
rd de se recorrer as aproximagdées. Tem-se no artigo APROXIMATION

0 método geral para aproximar—se da raiz de uma equacdo, e nos ai

temos 1nd1cado os autores que deram métodos part1culares de apro-

ximagdo para o caso 1rredut1ve1

Ja que ndés estamos no assunto‘das equacgdes do 33 grau,

acreditamos que ndo far4 mal fazer aqui algumas novas observacées

que a1 se relac1onam e das quais nossos leitores poderao tirar con

-

clusées.
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Sabe-se que toda equacdo do 3° grau tem trés raizes. F

preciso portanto, para resolver de uma maneira completa uma equa-
¢do do 3° grau, achar um método que permita achar ao mesmo tempo
as trés raizes, como se acham ao mesmo tempo as duas raizes de uma
j equagdo do 22 grau. Até que se tenha achado este método, ha a im-
j pressdo que a teoria das equagdes do 32 grau permanecerd incomple-
‘5 ta: mas, encontraremos este método? .E 0 que n6s ndo podemos negar
i

; nem prever. h

Examinemos agora o mais préximo método do qual nos ser-
vimos para achar as raizes de uma equacdo do 32 grau. Tem-se pri-

: = 6 . . . :
meiro uma equacdo do 62 grau em Y » que foi vista aqui anterior-

mente, e que tem por consequéncia seis raizes, e se pode facilmen-

te provar serem todas distintas; em seguida, uma equacdo do 32

3 3 3 : . .
grau, z° = - y” - r; e como y’ tem dois valores diferentes devido

%

& ‘equagdo y°+ ry’- = 0, e z estd elevado ao 3° grau, resulta

N
~

que esta equagao deve dar também seis valores diferentes para z,

trés pafa cada valorAde y3;bou~algun5”dos seis valores de z estdo
-combinados com alguns dos seis valores de y, ou ter-se-& trinta e

' _ | seis valores diferehtes‘para-z + yi; portanto x parece ter trinta e
| seis valores distintos. Entretanto, a equagéo era do 32 grau,'x

ndo deveria ter mais que trés valores: como admitir aquilo?

Eu respondo primeiro que os trinta e seis valores preten

didos de y + z devem se reduzir a dezoito. Com efeito, ndo & pre-
ciso combinar indiferentemente cada valor de z com todos os valo-

res de y, mas apenas com todos os valores de y que correspondem ao

‘valor suposto de y°.
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de onde se tira
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3 " 0 sinal + que precede o radical no valor de y3, corresponde ao si-
nal - que precede‘o radical no valor de z°; o que € evidente, j&
que z> = - r - y3: portanto, para cada trés valores de y que cor-
respondem ao sinal + colocado antes do radical, ha trés valores de
2 que correspondem ao sinal - colocado antes do radical: o que faz

nove valores de y + z; e, juntando-se ai os nove outros valores pa

! ra o caso do sinal -, colocado antes do radical na expressao’ de

3 s R . . .
Y + tem-se 18 ao invés de 36, que se obtém combinando-se indiferen

temente os sinais. Mas isto ndo é tudo.

Quaisquer que sejam os valores de y e de z, empregados e

combinados como se viu do prescrito, parecem dar um valor de y + z;

€ preciso ainda‘rejeitar aqueles'nos quais o produto zy n&do serd
; N ' iguéi a - %; porque é uma das condigbes da soldcéo, coﬁo vimos
| mais -acima, que -3zy = q; € verdade que os dezoito valores de
;f Yy e 2z satisfazem a condigdo —27y3z3 = q3. Mas esta.condiééo,
—27y323 = q3, € muito mais ampla que -3yz = g, ainda que parega a
mesma. Por exemplo, u = b ndo d4 sendo que um valor de u, mas
TR b® d4 trés vaibres de u. Paré prdvé—lo, seja ul - b =0, e

dividamos por u - b e temos uu + bu + bb = 0, o que da

v . : ST 166




_ _ b _ 3bb
u = Ei 4—1
. 3 3

assim, u- = b” resulta

1 /_ 3 _ 1 /3

u=>b, u= b (- 5 + - Z) € u = be(- 5 - -3

Portanto, ainda que, nos dezoito valores de Y + 2, se tenha
27y3z3 = - qa,'é preciso escolher aqueles onde 3yz = - g. Isto pro

vado, sejam estas quatro

equagodes:

/3 2
S - 9 r
I. y = 5 + 37 + 7
3 r gi r?
‘ L. 28 =-5-/-35+¢
st S
II;. y = - 5 - 37 + T
s x < .
Iv., z° = - 5 + -3t

oo - . : : -3 l_'z )

% E seja a + bv-1 = 3 raiz cubica de - % + /- 37 + g1 tem-se
' ' r r? ) '
a - bv¥-1 = 4 raiz cibica de - 5 - - g7 + 7-» 0 que dara:

1 Raizes da primeira equagéo

1. y =a + bv/-1
2.y =(a+ b/ Dy Y3 V-3,
3. y = (a +'bV:Tx:1—%¥!E§)




 Raizes da segunda equacéo

4 y = a - bvV-1
5.y = (a - bAI)(E LV
6. v = (a - b/ 2555

Raizes da terceira equacdo: sdo as mesmas da segunda.

. ,
Raizes da quarta equacdo: sdo as mesmas da primeira.

Portanto,

1°) a combinacdo das raizes da 32 equagdo com aquelas

da 4%, dard o mesmo resultado que aquela das raizes das duas pri-

meiras.

22) ndo se poderd combinar juntos sendo os valores de y

a—%,

r /a3 2
porque <a + bv-1 era igual a. -z ¥ %7 + e
v a/r,/gli rz /-9 g
a - b -l=y- 2 V37 t7 € ter-se-4 aa + bb = y/- 5= = - 3.

De onde se segque.

e de 2z, e cujo produto serd igual isto €, aa + bb;

~

32) poder-se-4 combinar a raiz assinalada (1) com a

raiz assinalada (4), o que daréd x = 2a.

42) poder-se-4 combinar a raiz assinalada (2) com a

raiz assinalada (6), o que

52) poder-se-4

raiz assinalada {5), O que

dard -a + bv3.

combinar ‘a raiz assinalada

dard -a - bv3.

(3)

com a




Eis aqui as trés raizes da equacdo, e é visivel pelas
regras que estabelecemos, que todos os outros valores de y + z da-

riam expressdes falsas da raiz x, e que todas as raizes aqui s&o

reais.

Pode-se achar facilmente pelo mesmo método os trés valo-
res de x em qualquer outro caso como o caso irredutivel. Por exem

< . < 2 = <
plo, se q é posit$vo, ou se g € negativo e < ou = r/4, entdo sera

3 2
_r - 9 r
3/2" 27 Y- =a+ b,

necessario supor

€ se achard neste caso, uma raiz real e duas imagindrias, ou uma
raiz real e duas outras reais e iguais entre si. O que é indtil

explicar mais em detalhe: nio é necessdrio para convencer-se, fa-

zer um cdlculo semelhante aquele que ndés fizemos para achar as

- trés raizes no caso irredutivel.

|
i
|
1
|
|
|
|
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EDUCAC,XO MATEMATICA FICHA III
Atividade:
‘f Ler o texto do artigo "Caso irredutivel", tentando res-

ponder & medida que for lendo, as questdes seguintes:

1 1) Qual é o método de resolucdo da equacdo do 3° grau
proposto ao inicio do texto? A que expressdo chegou- se para as
raizes?

2) D’Alembert faz uma referéncia a uma demonstracdo de
M. Nicole, mostrando que a expressdo encontrada para x, ainda que

seja expressa por imagindrios no caso irredutivel, corresponde a

um numero real. Tente reconstituir esta demonstracdo, apds as in-

dicacgdes que figuram no texto. O que vocé acha? Como vocés estuy-

} . _ dariam a natureza desta expressdo?

3) D'Alembert escreveu: "quando uma das trés raizes
reais e distintas é comensuravel (racional, na linguagem moderna),
| entdo a equacdo ndo estd mais no caso irredutivel, porque um dos

divisores do primeiro termo d& a raiz comensurdvel",

Reconstitua o argumento de divisibilidade usado aqui por

D’'Alembert (supondo QUe g e r sdo ndmeros inteiros).

4 4) D’'Alembert escreveu em seguida: "Esta raiz do caso

irredutivel, t&o dificil de se encontrar pela Algebra, se encontra

facilmente pela'Geometria".

Mostre que a resolugdo da equa¢éo do 32 grau,'no caso ir
redutivel, se reduz efetivamente ao problema geométrico da trissec

¢do do angulo, exprimindo-se cos 36 em funcdo de cos s.

.



S5) A que D’'Alembert atribui a imperfeicdo do método de

resolugdo proposto?

6) Identificar as diferentes partes do raciocinio de

D'Alembert visando, ao fim do texto, obter em cada caso uma expres
sdo das trés raizes da equagdo. Como vocés exprimiriam estas rai-

5 zes na linguagem matemdtica atual?

L
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: 4% AULA

DE LA CHAPELLE: "TRAITE DES SECTIONS CONIQUES'" - 1765

AS CURVAS.

§ o 23. Raiz de um grau qualquer, nem inteiro nem fracioné-

rio; isto significa que ndo se pode eliminar com rigor o seu ra-

dical. Tais s&o V5, V7, etc, que chamamos incomensuraveis, isto

€, que ndo tém nada em comum com a unidade, ou com qualquer fracao

da unidade; de modo que n&do hi nenhum nﬁmero, seja inteiro ou fra-
ciondrio, que seja a raiz quadrada de 5, assim como j& demonstrei
anterlormente. Entretanto, aqullo que foi dito das quantidades
~das quais ndo se pode obter a raiz com todo rigor, eu mostrei em

meus "Institutions", que se podia aproximar do infinito; e que as-

sim tinha-se em consideragdo um suplemento que se adequava bem as

. necessidades da sociedade.

24. Encontram-se algumas vezes quantidades radicais, cu

Ja aproximagdo da raiz é impossivel e cuja busca seria absurda. As

- 2 . . : '
sim, V-a® ndo é, nem talvez Seja, +a ou -a; porque +a ou -a eleva-




NELVIAIAN

a—

do ao quadrado, jamais resultaria -a?. Da mesma forma, v=9 pnjg é
3 e nem -3; ja que 3X3 ou -3X-3 resultam 9 e ndo -9. g por isso
que estes tipos de grandezas Chamam-se imagindrias, e se conside-
rara que uma quantidade é imagindria todas as vezes que se tem yp
negativo sob um radical Cujo expoente for um numero par; por exem-
plo, 9622, 3627, etc, sdo grandezas imagindrias; porque qualquer

grandeza positiva ou negativa, multiplicada por ela mesma um nume-

S ~ . . .
ro par de vezes, nio pode jamais dar um produto negativo.

25. Mas o que significa um grandeza imagindria, por que
admiti-la no célculo? Quando se propde a resolugdo de um proble-
ma, aquele que a tenta néo sabe ainda se o que foi proposto é uma
coisa possivel ou absurda; ele ¢ pois obrigado a exprimir todas as

condigdes da questao, quaisquer que elas sejam e pode ser que elas

_se contradlgam sem que se aperceba, e se, depois de ter comparado

tudo o que podia conduzir a resolugdo que ele busca, ele chega a
um resultado expresso imaginariamente; é certo que ele pode demons
trar que lhe flzeram uma pergunta absurda e que por consequéncia o

problema foi resolvido. Como eu mostrei em meus "Institutions".

26.  As grandezas imagindrias podem e devem entrar no
cdlculo; elas podem mesmo se tornar reais, destruindo-se a impos-
sibilidade que as 1mpede de assim o ser. -4 é uma grandeza real e '

muito possivel, J& que pode ser 4 abaixo de 0 ou de nada; tal é o

-estado do homem que ndo tendo nada, deve 100"; ele tem 100" menos

que nada, j& que ele pagando 100", fica ainda sem nada. Se a gen-
te se propée pois a extrair a ralz quadrada de -4, cuja expressdo
sera V-4, estarlamos pedindo uma coisa absurda, e V-1 sera um ima-

gindrio, que podera tornar-se real se multlpllcado por ele mesmo,




isto é, destruindo-se o absurdo que o impede de ser real; de modo
que V-4 x V=4 = -4, Ent&o, como é o radical que provoca unicamen-
te o absurdo da expressdo v-4, a simples supressdo deste radical
tornara real a grandeza que estd sob ele. Nao nos devemos chocar
a seguir, se virmos que se calculam os imagindrios e mesmo que

eles podem se tornar reais.

27. Repgre bem que hd uma enorme diferenca entre uma
grandeza imagindria e uma grandeza igual a nada ou a zero; porque
uma grandeza igual a nada nédo é absurda; € possivel que uma quan-
tidade seja destruida por uma outra, por outro lado, uma grandeza
imagindria €é uma. quantidade absurda, ou que importa em contradi-
Gédo. Vocé ndo deve dizer que um imagindrio pode ser considerado
como o zero, € uma coisa pior; da mesma forma, uma grandeza  igual
a@ zero ndo pode ser tomada por um imagindrio, pois ndo é absurdo

que uma dgrandeza se torne zero.

/7 N ’
EULER: "ELEMENTS D’ALGEBRE" - 1760

CAPITULO XIII.

AS QUANTIDADES IMPOSSIVEIS OU IMAGINARI-
AS '

AS QUE DERIVAM DA MESMA FONTE

No6s ja& vimos anteriormente que os quadrados dos numeros,
- tanto positivos como negativos, sdo sempre positivos. ou tomados

com o sdnal +; observemos que -a multiplicado por -a resulta +aa,




. e el

assim como o produto de +a por +a. Isto porque, no capftulo ante-

rior, tinhamos suposto que todos os numeros dos quais se pretendia

extrair as raizes quadradas eram positivos.

140

Quando se chega pois na questédo de extrair-se a raiz de

um ndmero negafivo, pode-se ter muita dificuldade, ndo se tendo al

gum numero determinavel cujo quadrado seja um numero negativo. Su-

ponha pois, por exemplo, que se queira extrair a raiz de -4; isto

seria procurar um numero tal que, multiplicado por ele mesmo, da-

ria -4; ora, este numero procurado nd@o € +2 € nem -2, )4 que o qua

drado, tanto de +2 como de -2, é +4 e ndo -4.

E preciso pois concluir que a raiz quadrada de um numero

negativo n&o pode ser nem um nimero positivo, nem um numero nega-

tivo, porque também os quadrados dos numeros negativos tomam o si-

nal mais.. Por consequéncia, € preciso que a raiz em questao per-

tenca a uma espécie inteiraménte particular de nimeros: porque ela

ndo pode estar compreendida entre os numeros positivos. nemn entre

os numeros negativos.

Oora, nés distinguimos acima que 0S nameros pouit i¥Os S80
todos maiores que nada ou 0 e que OS ndmeros negativos sS40 todos

L
:

’ 3 TO T e
‘menores que nada ou 0; de modo que, aquele qu€ ¢ maior aue 0 se

.
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exprime pelos numeros positivos, e aquele que é menor que 0 se ex-
prime pelos nimeros negativos. N&s vimos pois que as raizes qua-
dradas de numeros negativos n&o s&o nem maiores e nem menores que
nada. Entretanto, pode-se dizer que elas podem ser O0; porque 0
multiplicado por 0 resulta 0 e, por consequéncia, nao dd um nimero

negativo.

Ora, j4dsque todos os nimeros que sdo possiveis de se ima
ginar sdo maiores ou menores que 0, ou o proprio 0, estd claro que
ndo se pode mesmo calcular a raiz quadrada de um nudmero negativo
através dos numeros positivos e é preciso portanto dizer que ela ¢
uma quantidade 1mp0551vel E deste modo que nos somos conduzidos
a idéia de numeros que pela sua natureza sio impossiveis. Chama-se-

ordinariamente estes nimeros de quantidades imagindrias, porque

eles existem puramente na imaginacdo.

Todas as expressdes como v-1, v=2, v-3, V-4, etc., sdo
por consequenc1a numeros impossiveis ou 1maglnérlos, ja que eles
indicam raizes de quantidades negatlvas. -E € de numeros semelhan-
tes a estes, que se afirmam com razdo que ndo sdo nada, nem mais

que nada, nem menos que nada; o que principalmente nos obrigou a

declaréd-los impossiveis.




Com tudo isto, entretanto, estes numeros tém lugar em
nossa imaginagdo e ndés ndo deixamos de ter uma idéia pretenciosa;
J& que nds sabemos que por V-4, por exemplo, entende-se um numero
que, multiplicado por ele mesmo, resulta -4. E também porque nada
nos impede de aplicar o célculo aqueles nimeros imagindrios e de

usd-los.

Nossa primeira nog¢do do assuntd que nés tratamos, é que
© quadrado de V-3, por exemplo, ou o produto de v-3 por V-3, é -3;
que o produto de v-I por V-1 é -1; e que, em geral, multiplicando-
se v-a por v-a, obtém-se -a.

Agora, como -a significa o mesmo que +a multiplicado por
-1 e que a raiz quadrada de um proddto se obtém multipiicando as
raizes dos fatores, segue que a raiz de a_multiplicadaApor -1, ou
v-a, é o mesmo que va multiplicada por Vv-T. ,Ora,-VE é um nﬁﬁero
positivo ou rea;, por consequéncia) o que hd de impossivel numa
quéntidade imagindria, pode sempre se reduzir a v=I. Por esta ra-

280, V-4 é o mesmo que V4 multiplicado por v-1 e o mesmo que 2-:vV-1

jd que V4 ¢é igual a 2. Pela mesma razdo, V-9 se reduz a v9-v=1 ou
a 3-v-1; e v-16 significa 4-v-1I.




Além disso, como v3 multiplicada por vB resulta vap,
ter-se-a v6 para o valor de v=3 multiplicada por v=3 e Vi ou 2, pa
fa o valor do produto de V-1 por v-7. Vé-se pois que dois imagi-
narios, multiplicados um pelo outro, produzem um reaj Ou possive],
Mas, por outro lado, um nimero possivel, multiplicado POr um niime-

ro impossivel, resulta sempre um imagindrio: v=3 Por v+5 resulta

v-15,

O mesmo ocorre em relacgdo a divisgo, porque va dividida

pPor vb resulta V/g € € claro que v=3 dividida por v~T gj V+4; que

V+3 dividida por v-3 da v-1; e que 1 dividido por v-1 da ‘/EI ou
v-1l, porque 1 ¢ igual a v+71.

“vo; que ?’} por exemplo, ¢ igualmente 2 e -2, que, em geral,
pode-se adotar -va ou +Va para a raiz quadrada de a. Esta notacéo_
‘tem também lugar, quando trata-se de ndmeros imagindrios: g raiz
quadrada de -3 ¢ igualmente +v/~3 e ~V-a; mas é preciso lembrar-se

de relacionar OsS sinais + e - que estdo antes do radical v~ com o

sinal que estj apos o simbolo v,




Nos resta portanto levantar a divida que se poderia ter

utilizando-se os nudmeros dos quais estamos a falar; pPois, com efei

to, estes numeros eram impossiveis e ndo seria Surpreendente acre-

ditar-se que eles seriam inteiramente indteis e Somente objeto de
uma vad especulacio. Entretanto, isto ¢ um eéngano; o calculo dos

imagindrios é da maior importéncia; frequentemente ele aparece nos

problemas, dos quais ndo se sabe o dominio, se eles contém algo de

real ou de possivel ou ndo. Ou quando a solugdo de uma questdo se
L)

melhante nos conduz aos ntmeros imagindrios, estamos certos que o

que se procura € impossivel.

A fim de esclarecer o que nos dissemos com um exemplo,
suponhamos que se proponha o problema: dividir o numero 12 em duas
partes tais que o produto destas partes seja 40. Resolvendo-se eg
te problema pelos métodos ordindrios, encontra-se para as partes
procuradas, 6 + V=4 e 6 - V-7; mas estes nuimeros sdo imagindrios:

conclui-se portanto que é impossivel resolver-se o problema.

Percebe-se facilmente a dlferenga, supondo-se que o pro-
blema fosse dividir 12 em duas partes que, multiplicadas entre si,

resultassem 35; porque € evidente que estas partes seriam 7 e 5.

D’ ALEMBERT: "IMAGINAIRE" -,(1751-1772)'

IMAGINARIO - Adjetivo; chama-se assim em Algebra, as’

raizes pares de quantldades negatlvas. A raz8o dessa denominacdo

€ que toda poténcia par de uma quantidade qualquer, positiva ou
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que toda raiz

reduzir a e + fv-1,

por outro lado, nas Memoires de 1749,
posi¢éo!

. Simples.

negativa, tem necessariamente o sinal +, porque + por +, ou - por

» resultam igualmente +. De onde S€ segue que toda poténcia par,
todo quadrado, por exemplo, que tem o sinal -, ndo tem de modo al-
gum raiz possivel e que assim, a raiz de tal poténcia é impossivel

Ou imagindria. As quantidades imagindrias s&o Oopostas as quanti-

dades reais.

N&o apenas toda raiz par de uma quantidade negativa, co-
LY

mo 5—aa, € imagindria, mas se ai juntarmos uma quantidade real b,

O resultado ser4d imagindrio; assim, b + ¥=aa € imagindrio, o que €
evidente; porque se b + V-aa fosse igual a uma quantidade real c,

ter-se-ia ¥=aa = ¢ - b, o que é impossivel.

As quantidades compostas de real e imagindrio chamam-se

imagindrios mistos, e as outras, imagindrios simples.

Eu demonstrei primeiramente, nas "Memoires de 1'Academie

de Berlin", no ano de 1746, que toda quantidade imagindria qual-

quer, pode sempre se reduzir & forma e + fv~=1, onde e e £ sdo quan
tidades reais. Euler -demonstrou depois esta mesma proposigédo, nas

"Memoires de 1’Academie de Berlin", em. 1749; mas é fac1l de ver

que sua demonstracao ndo difere de modo algum da mlnha.  Para se

convencer dlsto, pode-se comparar a pagina 173 das Mem01res de Ber

lin de 1749, com o artigo 79 de minha dissertagdo sobre o assunto.

Eu demonstrei em seguida, nas mesmas Memoires de 1746,
imagindria de uma equacgédo qualquef pbdia sempre se
onde e e f sido quantidades reais. Euler fez,
uma demonstracdo. desta pro-
que difere 1nte1ramente da mlnha e que ndo me pareceu t&o

Pode-se ver as demonstragées das duas proposicdes menc1o

nadas no Traité de M. Bouga1nv1lle, sobre o célculo integral.

. »
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Soa.

que € demonstrado muito
de Berlin, 1746,

Um coroldrio desta proposicéo,

simplesmente nas Memoires € que, se e + fv-1 e
uma das raizes de uma €quagdo, e - fv~1 sers uma outra; e eis por-

que as raizes imagindrias das equacgdes

aparecem sempre em numero
par.

Duas quantidades imagindrias somadas podem formar uma

quantidade real, por exemplo, Va + bv=1 + ¥a - bv-1

€ uma quantida
de real (Ver:

caso~irredutivel).




EDUCACXO MATEMATICA FICHA IV

O estatuto dos nimeros complexos do século XVIII

Partindo-se dos trés textos seguintes:

® um extrato do "Traité des sections coniques", de De La

g Chapq}le (1765)

| = um extrato dos "Eléments d'Algébre", de Euler (1760)

0 artigo "Imaginaire", de D'Alembert, na Encyclopédie

Méthodique (1751-1772)

pretende-se analisar o estatuto dos numeros complexos no século

{ XVIII.

As questOes seguintes podem guiar sua leitura:

1. Nestes trés textos, os numeros complexos sdo defini-.
dos? Se sim, como? Quais sdo as notacgdes utiliza-

das para esse propésito?

2. Quais s&o as propriedades dos nimeros complexos enun

ciadas? Demonstradas? Utilizadas implicitamente?

3. Que utilidade tém os ntmeros complexos- para os auto-

res?

4. Os trés textos apresentam pontos de. vista comparé- .

veis sobre os numeros complexos?
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ENSAIO SOBRE UMA MANEIRA DE REPRESENTAR AS QUANTIDADES IMAGINARIAS

NAS CONSTRUGOES GEOMETRICAS: por M. Argand (1813)

Ao Redator dos "Annales" (Annales de Mathématiques)

Senhor

0] artigo,-de M. J; Francais, que apareceu na pdgina 61
do 4° volume dos "Annales" tem por ObjethO mostrar alguns novos
‘-prlnc1plos da Geometrla de Posigdo, cujas consequenc1as tendem par

ticularmente a modificar as nog¢Oes admitidas ate aqui sobre a na-

tureza das quantidades imagindrias.

Ao terminar seu artlgo, ‘Francais anuncia que encon-
trou a base destas novas idéias numa carta de M. Legendre, que fa-
la sobre o assunto como de alguma coisa que lhe fora comunicada e
ele mostra o desejo de que o autor destas idéias torne publico seu
trabalho sobre este assunto. Cremos que a vontade de M. Francais

-

fOl,SatISfelta ha muito tempo. Eu publiquei em 1806 um opﬁsculo'

.
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sob o titulo de "Ensaios sobre uma maneira de representar as quan-
tidades imagindrias nas construgdes geométricas", cujos principios
sdo inteiramente andlogos aqueles de M. Francais, como vocé poder4
julgar pelo exemplar que eu tenho a honra de lhe enviar. M. Legen
dre teve, anteriormente, a gentileza de examinar meu manuscrito e
de me dar seu parecer e deve estar 14, se eu ndo me engano, a fon-

te da comunicacdo de que fala M. Francais.
LY

O escrito ao qual nos referimos foi divulgado a uma mino
ria de pessoas e é muito provavel que nenhum de seus leitores o co
nhega; e eu posso aproveitar a ocasido para lhe apresentar um ex-
trato, presumindo que este assunto poderd lhe interessar, ao menos
pela sua novidade, e fazer nascer em alguma pessoa as reflexdes

necessarias para aperfeicoar e estender uma teoria da gqual minha

obra somente apresenta as primeiras bases.

1. Se nés considerarmos a sequéncia de grandezas
a, 2a, 3a, 4a, ...

poderemos conceber cada um de seus termos como tendo origem naque—
le que o precede, em v1rtude de uma operagdo constante para todos,

€ que pode ser repetida indefinidamente,

Na sequéncia inversa

««., 4a, 3a, 2a, a, 0

pode-se igualmente conceber cada termo como tendo origem no prece-

dente; Mas a sequéncia ngo pode ser prolongada além do zero, pois -

ndo serd possivel operar sobre este ultlmo termo como sobre Os pre

'cedentes.

-

L
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Ora, se a designa, por exemplo, unm objeto material, como
"um franco", "uma grama", os termos que, na segunda Sequéncia de-

veriam suceder o 2€ro, nao podem Iépresentar nads de real. Deve-

S€ pois qualific4d-los de imagindrios.

Se a, ao contrdario, designa um certo grau de peso,

agin-
do sobre o prato A de uma balanca contendo

A, quer acrescesmtando ao prato B, a Sequéncia en questdao poder4

Ser prolongada além do 2ero, e -a, -2a, -3a, ... serio quantidades

tdo reais quanto +a, +2g, +3a,

LY .

Esta distincdo das grandezas em reais e imagindrias é
mais fisica que analitica; além do mais ela nio é completamente in

sélita na linguagem da Ciéncia. a eéxpressdo "foco imagindrio" e

usada em Otica,

analiticamente falando, s80 negativos.

2. Quando nds comparamos, sob o ponto de vista chamado

relacao geométrica, duas quantidadesAde um tipo susceptivel de for

necer valores negativos,‘a idéia desta relagio ¢ evidentemente com

plexa. Ela se compse: 1° da idéia de relacido numérica, dependendo
p .

. . o
de suas respectivas grandezas, consideradas absolutamente; 2° da

idéia de relagdo de direcoes oy sentidos aos quais elas pertencem,

relacdo que, neste caso, ndo seja talvez senso a identidade ou a

Oposicao. Assim, quando nds dizemos *a : -b :: -ma : +mb, nés

€nunciamos n&o apenas que a : b ::

.
.

-+ Ma : mb, mas afirmamos ainda

que a diregdo da quantidade +a esta, relativamente para a direcg&o

da. quantidade -b,

assim como a direcdo de “ma estd relativamente
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para a diregcdo de +mb; e nés podemos mesmo exprimir esta udltima

concepgdo de uma maneira absoluta, escrevendo
(A) +1 : -1 :: -1 : +1

3. Seja proposto agora determinar a média proporcional
entre +1 e -1, isto &, determinar a quantidade x que satisfaz a

proporgao +1 : x :: x : -1,

Ndo se “poderd igualar x a nenhum nimero positivo ou ne-

gativo, de onde parece que se deve concluir que a quantidade pro-

! curada € imagindria.

Mas, uma vez que achamos acima que as quantidades nega-

tivas, que pareciam & primeira vista n&o poder existir sendo na
imaginagdo, adquirem uma existéncia real, quando nés combinamos a

idéia de grandeza absoluta com a de direcao, a analogia deve nos

|
;
;
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levar a procurar se ndo se poderia obter um resultado andlogo, re-

lativamente a quantidade proposta.
Ora, se existe uma direcgédo Q,»tal que a dirégéo.positiva
esteja em relagcdo a d e que esta estd em relacdo a diregéo negati—

va, chamando-se 1  a unidade tomada na direcdo d, a proporcéo

(By +1 : 1 ::1 =+ -1
d d

apresentard: 12 uma proporgao puramente mecénica 1 : 1 :: 1 : 1;

22 uma proporgcdo ou relacdo de diregdo, andloga a da proporgao
(A); e desde que admite-se a verdade desta tiltima, ndo se podéria

recusar a admitir igualmente a legitimidade da proporgédo (B).

4. N6s vamos ainda estabelecer aqui uma distinc¢do fisi-.

Ca entre as quantidades reais e imaginarias. Seja a unidade a qual

.
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se refere, como acima, um certo grau de peso, agindo sobre um dog
bracos de uma balanca. Nés tinhamos achado que este génerg de

grandeza pode ser realmente Positivo ou negativo, mas nao Se sabig

ir mais além, e ndo se pode de modo algum conceber um género de me

dida tal que 1, represente qualquer coisa real. Assim, nesse ca-

SO, 1 € uma quantidade imagindria.

Tomemds agora como unidade positiva uma linha KA (fiqu-
ra 1), considerada como tendo sua direcdo de K para A; conforme a5

nogcées universalmente recebidas, a unidade negativa serd KI, igual

a KA, mas tomada num sentido oposto.
Tracemos KE perpendicular a IKA; nés teremos a relacgéao
seguinte: a direcdo de Ka esta para a direcdo de KE assim como es-

ta estd para a direcdo de KI.

f 7 A condigdo necessaria para realizar a proporcdo (B) se
‘ encontrard portanto completamente satisfeita, tomando-se para d a
direcdo de KE, e ter-se-4

1 = KE,

d

quantidade t&o real quanto KA e KI. Vé-se assim que a mesma con-

dicdo é igualmente satisfeita por KN, oposta a KE, estas duas quan
tidades est&do entre si:: +1 : -1. Assim deveria ser.

E

(Figura 1)




Da mesma forma que se determinou uma média proporciona]
real KE entre +1 e -1, ou entre KA e KI, poder-se-4& construir ag

médias KG, KC, ..., entre KA e KE, KE e KI, ... .

Disto, e por uma sequéncia de raciocinios que suprimi-

§ mos, chegar-se-4& 3 consequéncia geral que, se (figura 2)

g ang AKB = ang A‘K’B’,
; .

tem-se, abstracdo feita das grandezas absolutas,
KA : KB :: K'A’ : K'B’.

2

E este o principio fundamental da teoria a qual nds te-
mos tentado estabelecer as primeiras bases, nos escritos que nos
damos aqui um extrato. Este principio, no fundo néovtem nada de
diferente daquele sobre o qual est4 fundamentada a concepgao da re

lagdo geométrica entre duas linhas de sinais dlferentes, e é nada

mais que uma generalizacdo.

(Figura 2)

5. Como, no que se seguird, ndés teremos que repetir

frequentemente g frase: "linhas "consideradas como tracadas numa

certa diregdo", nés empregaremos a expressdo abreviada: "linhas em
diregdo" ou "linhas dirigidas"; e nés indicaremos por AB & linha
f ‘ AB dirigida de a para B, e por AB simplesmente, esta mesma linha

.

»
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considerada em sua grandeza absoluta. Preferimos a palavra "dire-
gado" ao invés de "posigdo", porque a primeira indica, entre as
duas extremidades de uma linha, uma diferenca essencial em nossa
teoria, o que ndo assinala a Ultima. N&s poderemos reservar aque-
la para designar coletivamente duas diregdes opostas, e diremos

que BB e BA tém a mesma posicéao.

6. Vamos agora examinar como as linhas dirigidas combi-
nam-se entre si pela adigdo e multiplicacdo e construir as somas e
os produtos.

A multiplicacdo ndo apresenta qualquer dificuldade. Um
produto A x B ndo é outra coisa sendo que o quarto termo da propor
gdo 1: A :: B : X, tratando-se somente de apiicar as 1inhasrdadas

o principio do niumero 4.

Quanto a adigdo, a regra que vamos dar pode ser demons-
trada facilmente pelos teoremas que ddo o seno e o cosseno da soma

de dois arcos; mas parece que seria mais elegante tira-la a priori

dos principios considerados. Raciocinando por analogia, pode-se

‘Observar que, quando se trata de somar duas linhas, positivas ou

~negativas, a, b, tem-se como regra geral, quaisquer que sejam os

sinais, de tracar primeiro AB = uma'das linhas, a por exemplo; de
tomar o ponto de chegada B desta linha como ponto de origem da 1li-
nha b; tracar em seguida BC = b; e a linha AC, cujos pontos de ori
gem e chegada A, C, sdo respectivamente, o ponto de origem.da pri-
meira linha a e o ponto de chegada da segunda linha b, sera
= a + b.

Generalizémos;este principio, e concluiremos que’ sendo

A, B,.C, ..., F, G, H pontos quaisquer, tem-se

. " BB+ BC+C.. + ...+ ..F+TFG+ CGH=BH
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7. Pode-se decompor uma linha em direcdo dada Kp (figu-
ra 3) em duas partes pertencentes as posicoes dadas KA e KB. Para
isto, basta tracar, sobre KB, KA, as linhas PM, PN, paralelas g

KA, KB, e teremos

e
I
2]
=
+
3l
e}
1l
2
2
+
2|
ol

g mas, como tem-se s

2]
g

e KN = Mp

(Figura 3)

€, como por outro lado, h4 apenas dois modos de operar a decompo-

‘ sicdo proposta, conclui-se, em geral, que se,

A+B=3 +78,

g A, A’ tém a mesma diregcdo a, e B, B’ a mesma diregdo b, a e b nio

pertencem & mesma posicdo, deve-se ter também

Esta particdo acontece frequentemente, quando uma das po
si¢des é aquela de +1 € a outra a posigéo. perpendicular; o que re-

torna & separacdo do real e do imagindrio.

8. Passemos 3s aplicagdes e estabelecamos primeiro al-

gumas consequéncias Cujo emprego é mais frequente.

" Sejam (figura 4) AB, BC, -«+.s EN, AB’, B’C’,..., E'N’, n

arcos.iguais, de cada lado do ponto A; KA sendo tomado para unida-
de; e seja KB = u; ter-se-4

.




L Y
KA = 1; KB =u; KC =u’; KD =u?; KN = 4"
m = l, RE’: l, R(_j':' .1_, ﬁ': l_' RN': 1’_
u 2 3 n
u u u
KA KB’ KC”’ KD’ KN’

E, se tomarmos, sobre os raios correspondentes KB‘'= KB, Ky'= Ky,

Ké’= K&, ..., os comprimentos KB, Ky, K8, ... quaisquer, ter-se-a

: ainda
KB’ Ky’ K&’
E se sobre os raios KA, KM, KN, ..., tomados como bases,
constroem-se figuras semelhantes, tais que a, m, n, ... sejam lif

3 ' nhas homélogas destas figuras, ter-se-4

(C) m=asxKM, n=axK&N, .

* e




LY
(Figura 5)
i N\
9. Sejam (figura 5) arc AB = CD = a, arc AC = b; ter-se
a (5, 6, 7)
Cos (a + b) + v=I-sen (a + b) = K§ + 3D = KD = KB « KC =
= (KB + BB) x (K7 + 7C) = (cos a + v~I-sen a)(cos b + vV=1I-sen b) =

= (cos a*cos b - sen arsen b) + V-1 (sen a-cos b + cos a-sen b)

Portanto,

Cos (a + b) = cos a*cos b - sen a-sen b
sen (a'+ b) = sen a:cos b + COs a+*sen b
N\
. . v 0 o N _ BC _ a-b,
- Sejam (figura 6) AC = a, AB = b, BD = 7 T 5 tomemos .

~N N
AE = BD, e tracemos KD € BC interceptando-se em d; teremos:




(cos a -

Portanto,

Cos b) + V=1 (sen a - sen b)

(cos a + V=I-sen a) -

(cos b + V~1+sen b) =

(K + 32C) - (KB + BB) = KC -

RC + BR = BC = 2.3C = (n® g,

2-FX_D=2-EEX(TS+*D)

2v-1-sen E%E - (cos 2%9 + v-1.

- 2 + sen é%— - sen 3%9 + 2v~1:.sen
COSs a - cos b = - 2 sen E%E
Ssén a - sen b = 2 sen.—%g .

a-b a+b
T2 " COs ——
a+b
Ccos T



EDUCAGAO MATEMATICA FICHA V
Atividade

Apés a leitura e anédlise do texto de M. Argand, responda

as seguintes questdes:

1)

2)

3)

4)

35)

Quafs fatos indicam o cuidado da legitimacdo?

Reconstituir o argumento de Argand. Sobre qual(is)

quadro(s) se apéia este argumento?

Como € interpretada a analogia com os ntmeros negati

vos?

"Como sdo definidas as operacgdes?

Na figura abaixo, sdo dados: AD = a, AC = b e
AB = CD = a - b.

Determine os valores de Cos (a - b) e sen (a - b).
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EDUCACR0 MATEMATICA : FICHA vy

traducsgo dos quadros algébrico e geométrico e explorar este pai-

nel para g5 resolugsdo de Problemas ndo formulados diretamente em

80S numerogg Complexos. Por €xemplo:

Expressges algébricag: {

Nocéo:>médulo de um ndmero complexo

ISR . 5,172
Expressso intrinsica; (z-2)!

va? + ba,lse 2 = a + pj

Pr se z = p.glb

d(0,M), se M € 0 afixo de 5
Expressgeg geométricag:

M?M, S€ o vetor 9 é associado g z

Em Particular, far-se-4 figurar traducseg algébricag das transfor-

lagBes geométricas,seguintes: translacéo.do vetor 3,

tte.

.

rotacdo de

‘entro A e dngulo 8, produtos €scalar e vetorial de dois vetores,



II.

- a.

Explorar o que foi exposto, na resolugdo dos pProble-

mas seguintes:

1. Achar a equacdo da Circunferéncia de centro no

ponto (-2; -1) e raio 4.

2. Mostrar que se dois inteiros sdo tais que cada
um deles é a soma dos quadrados de dois inteij-
ros, entdo o seu produto é também a soma dos qua

drados de dois inteiros.

3. (Olimpiadas - Paris - 1987)
Sejam dois quadrados ABCD e CEFG tendo um vérti-
ce comum, conforme a figura seguihte, e sejam M,
N, O e P os pontos médios dos lados BD, DG, CE e
EB,

respectivamente. Qual é 3 natureza do qua-

drildtero MNOP?




Constroem-se na parte externa de um quadrilédte-
ro convexo ABCD, tridngulos retdngulos isdsceles
ABA’, BCB’, CDC’ e DAD’, conforme a figura se-
guinte. Mostrar que as diagonais do quadrila-
tero A’B’C'D’ sé&o ortogonais e de mesmo compri-

mento.
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EDUCAGAO MATEMATICA FICHA VII

Atividade Final

Responda as seguintes, questdes:

1. Se vQcé j& ensina ou vai ensinar Os numeros comple-
XO0s, O curso feito vai alterar sua organizacgio

atual?

2. Quais s&o, para vocé, as coisas verdadeiramente im-

portantes na teoria dos ntmeros complexos?
3. O que foi ensinado mudou a sua visdo da Matematica?

4. Que sugestdes vocé daria para melhorar este ensino?
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Quelques articles de
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D*ALEMBERT relatifs aux

. s
3

nombres imaginaires

(Extrait de 1'ENCYCLOPEDIE::

sdea

de Dideret

»

et DAl mbett) .

Cas 1mngouct
7 r~al=3ent

cciwt ou une

IBLR du troifieme. deere
n

b nalvfe ,
¢ c?umon du uvotlicme degrd a
fes trois racines réclles, indgales & incommen(y-
rables. Dan, ¢e cas, fi on réfour Féyuation par -

la nracine quoique réulré,

la méthode ordinaire”,
fc préleate fous une forme qui renferme des quan-
i Fon na pu jufqu’d préfent

tités imaginaires , &
réduire cené expreflion A une forme rulle . en
chaflant fes imaginaires. qu'clle contient. 'Vayr(
Rier, Iuaoinains, &¢. Enuoos fir ce fujuc
dans quelque déail, "t .
Soit xV 4 g x 4 r=o0une équation du troi-
Gane degré, dan; laquelle fe fecond cerme ol
¢vanoui. Voyeg Evanoutsseanent, Equatioy
f Trana onuna:m ‘t'rc.'Puur la réfoudre, jo
s s=y 47, & jal sV=yt 43 ryi+
Jtyy+ =y +é.ﬂ‘+('i dunc xV —
3yl x — y?=o, Cute &quation éant com-
parée wrme 2 wrme avee xY + y9r 4 r=o0,

on aun, L —3y{=gou i1=— -1

. "

Vytt=—r,ouy fr= ;;L;T)"“J"
'=-l|-
+ry'=1s.

Cette &quation, qu'on raméne au Sxcond clcgré,
(en faifant y'==1t, ) ¢tant réfolue & la mamcre
erdinaite ( Veyeg EQuation, ) doone y!

—
—
R

~ = a .

na point de dificulté non plus.-

Cis
——:'i‘ v (%4"7‘) Donc; i c:\;fc de
= ety (242 )

————

V("+'{)‘

'
donc:ouy-}-(:‘/—-::t =
« Telleefila forme

T a—
V-3 —f-V-.(:’;; +3 )
de la valeiie de.x. Cela pofe, .
1. 1 el évident que fi g eft pofiif , 7 &rane
pofitif ou nézarif , certe forme cff réelle, puilqu’elle
ne contient que des quantitds réelles, Or dans e
cas, comme on le vena & Pavticle Fguation
deux des racines font imaginaires. Ainti, la feule
racine réclle fe wouve cxprimee par unc formule
qui ne conticnt que des quantitds réclles. Ce: cus
ne tombe donc point dans le cas imdduGible » &

T n'a aucune difficulid,

< . __— ) 3

¢ 2* Si g efl ndgaiif, & que - = 1-7-’ alors
4 . 2

l'équation a deux racines égales, & il n'y a‘encore

aucune difficuled, .
§ s . L q3 .
3.° Si greft négarif & - > 5o ily a deux
racines imaginaires, & la racinc réelle fe trouve
repréfentée par unc formule toute réelle ; ce qui

4° Mais, fi g et néguif ,. &
el :
confiquent. V-‘(>—
Amfi, l'cx
ginaires. . ,
Cependant oh démontre en Algthre, que dans -
ce cas les trois racines font réclles & indgales,
On peut en voir la preuve 4 12 fin de cet anicle.
Commem donc peut-il fe faire que la racine »
fz prefinic fous une forme qui conticnnc des
imaginaires ? - : o o
M. Nicolc a Ie premier réfolu ceise difficnlié
( Mem academ. 1738, 11 a (ait voir (e Vexpre=
fion de x, quoiqu'cllc conticnne des imiaginures
al en ellct réclle, Pour le proaver , foit

V("%+L‘")=5V"”§‘-i=" on auwa

om0’ — ) — .-
s=Y a4 e by S
s'agic de montrer que cetie evpreffion, quoigqu’clle
renfame des imaginaires | repréfzate une quantied
rélle, Pour cela ) foit formee, fuivant ley régles

donndes 2 Varticle Binosie | une firic qui exprime
la valour de Ve £ by 1, 0ua 3/ <1 1

& clle de(e =8/ — ';); on tronvera,

1 3 ] =
que E <l'—7 yalors

Lo" efl m.n:_ quhmité négative,, & pas

e

27 4

efl imaginaire,
preflion de = eenferme alors des ima-
oot ' )

aprés avoir ajourd enfemble coy deux faics, que

‘-:__ . - -
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CAS

tous les termes imaginaires fe dérruiront » & quiil
ne reflera qu'unc fuite infinie de tcnnes compali
de quantitds toures réelles, Ainfi, lavaleur de x
e en ofler reelle, La difficulie’ el ge tommer
cetie féric ; c'efl 3 quoi ug n'a pu parvenir july’y
prddent. Cependant M. Nicole % fommee dans
uclques cas particulicrs, qu'il a par Confiquent
ouflraits , pour ainfi dire, au cas trredudible,
Voyez les Mem academ. 1738, & fuiy.

Lorfque I'unc des trois racitics rdelles &
incgales eft commenfurable, alors I'quation n'efl
plus dans le cas imedudiblg, parce que l'un des
divifeurs du dernier terme donne la racine com-
menfurable. Voyep Divisgun & Racing,

Mais quand . racine oft incommenfurable, il
faut, pour trouver Vexprellion rédlle de la racine,
ou lomnicr la férie fuidite, ou dégager de quel-
qu'autre smanitre Pexpretlion trouvee de la fornule
y imaginaire qui la défigure pour ainfi dire. C'eft

quoi oa uavaille inutilenicnt depuis deux cens
ans, Cot .

Cette racine du cas imcdudible » fi difficile 3

trouver par I'Algibre, fe trouve aifément par Ia |

r

Geéoméirie, Voyeq Cons‘mucnon.Mai;qucnqu‘on
ait la valeur linndaire, on n'cn efl pas plus avance

pour fon expreflion algdbrique.  Voyeg Incom-.

MENSURABLE. - . :
Cct inconvénienr du éas irredudible vient de la
méthude qu'on a cmPIO(éc jufqu'ici pour réfoudre
Ies équations .du troifid
parfaite, nnisla feule qu'on ait pu trouver jufqu’
préfeni. Voici en quoi confifle g’impcl'ftﬂion de
cetie méthode. On fuppole r=y+4 ‘;, y &g
¢iane deux quantinds indéterminées’y enfuite on a

+ tout-3-la-fois z¢ —3yix—y'=o, &a' 4"
: — '

L el . ..
§x<+r==0. On compare ccs dquations tenine 3
tame, & ceue comparaifon serme & terme enlerme
une fuppofition facitc, qui aménc une forme ir-
rédudlible fous laquelle x e exprimée; 4 la rigucur
MMAgrtr=—3ytxr—yl—qt; voili I
feule conllguence ngoureufe qu'on puitle sirer de

t1a comparaifon des - deux équations ; mais ouire

‘cela, on veur encore fuppofer que la premidre
putic de g x f 7, c'cfl-3 - dire 1: fois égale 3
o3 ¥ t 2 premiére partie du fecond membre, Cerge
fuppofition n'efl point abfofuc nj rigourculement

néceflaire, - on ne I'a faig que pous parvenir plus .

aifémens A trouver 12 valeur de y & de ¢, qu'on
‘nc pourroit pas trouver fans ccla; dailleurs comme
¥ & g font l'une & l'aurre indétcrmindes, on peut
fuppofcr —. 3 JIT=gdr & —y) — g1y,
Alai; cenre fuppofition méme fair que les deus quan-
tHes y & ¢, au licu d'bore réclles conimg ofes
devraicent, (¢ trousemt chacune inagindires. 31 |
viai quen Jos ajoutant cnfemble, leur fuimin, ot
réclle ; wnais Vimaginaire qui 5'v trouve ouguns ,
&qa'onne peut cn chaffer, rend inutile Pexpicifiva
de x qul s'cn tire,

E_n.‘t_m_mox Fequaion 5=y . g oc donnch Ja
[LEEY X PR .

AL gL "f.j

me dcgré; méthode im- .

l‘

. CAS

figueur que cete équation §r+r=—3j 11y
=t ougy + Ht."-‘—?,yn—nu
—y'— " & toutes les tois que Ton voudra de
cette équation cn faire deux aurres particulitres,
on fera une fuppofition acite qui pouria entrainer
des inconyenicns impoflibles & éviter, comme il
arriveici, o y & qlv trouvent imaginaires,

pourroit pas couper I'tquation fufditc ¢n deux
auues , qui donnaflent d y & 4 gune forme réclle
& facile 3 trouver : mis cerre opération paroit
devoir &qre forr difficile, fi clle n'ch pa, in-
poflible. o

J'ak Qe volr dans los Memoires de P Academie

"N fandrait voir i, rnr' qucique moyen ; on he

des Sciences de Pruffe de 1746, que l'on pouvoir

toujours trouver par la trife@ion d'un arc de cerele,
une quaniitd ¢ 4~ ¢ i/ — 1, ¢gale } 12 racine
cubedc a4 b)Y —1; & guetlict e/ —g

) v
SV atbV —1, ona) a—by — =
— ¢}/ —1. Voy. IMAGINAIRE. Dloiril s'enfuit
uc dans les eas olt un arc de cercle peut étre
ivils glomérriquement, ¢'efl-A-dire par la régle

& le compas, en trois partics ¢gales, on peurafe -
figner la valeur algébriquc de ¢ & de €, cc qui* <
pourrvit feurnir des vues pour réfoudre en quel- 7
ques occafions des équations du troifidme degréd -

ui tomberoient dans le cas indudible, Yoyez /&
Memoire gue jlai citd. * -

noi qu'il en foit, la racine éuant incommen-.
q ’

furable dans le cas irvedudible Fexpreflion réelle
de cutte racine, quand on fa trouveroit, n'vm-
ptcherois pas de  recourir aux approximations,
On a donné 3 l'anticle ArrroximaTion I3 -
thode générale pour approcher de la racine d'une
équation,, & nousy avons indiqué fes auteurs qui

ont donoé des méthodes particulibres d'approxi-  *

mation pour le cas imcdu ible. Yoyez augfi Cas-
cape. :

Puifque nous en fommes fur certe mariére des
€quations du troifiéme dcgré, nous croycos qu'on
ne nous fawra pas mauvais gré de faire ici quciques

remarques nouvelles qui y ont rapporr, & dont
q qui y ﬁ°& X :

0os lecleurs pourront sirer -de Furilis

On fait que toute équation du troificme d ré
a trois rsacines. 1) faudroiy donc, pour n‘.foa:}rc
d'une manitre complise, une ¢quation du troilienie
degré, trouver unc méthode qui fi trouver 4-1a.
fois les trois racines ».COMmMe on trouve A-la-fojs
les deux racines d'uné équarion du fecond degre,
Julqu'a ce qu'on ait trouvé cone méthode, il y 5
bicn de I'apparence Huc La 1hdorie des &quarions
dusroifitme degré seflera imparfaite : mais 13 (roy.
\erton, cere méthode ! c'efl ce que nous n'ofons
£i nier np peddire, - .

Examinons préfenment de plus prés la méthode
dont on fi fert pour trouer les racines d'une

¢quation du aroifignic 'defré. Oao a dabord wne

éqaariqn du fisicme dupidy ¥ Ee, wdlc qu'on I'7
vue ci-dellias, & yui a pas confiyuent fix racincs;
e [ B AP <

?-‘1-4;'», O




Aigne ~, placd avant le figne radical dans Fexprel.
gNC ==, p g p

CAS .

" peut aifdment prouver btre toutes indgales:
Y2 enflute une ¢quation du troifidme dear¢
! ==y'—r; & comme %! adeux valeurs dif-
[¢rentes 3 caule de léquation’y ¢ o ry 1, Se. =c,
que g el dleréd au trolidme degré, il s'enluir
:(EIC. €clte dquation doit donner aulli fix valcurs
tdrences de ¢, trois pour chaque valeur dcy';
or chacune des fix valeurs de { éant combinée
avec chacunc des fix valeurs de Y» On aura trenie-
fix valeurs différentes pour { <+ y; donc x parolt
-4voir trencesfix valcurs différcntes. Cependant 1%-
quation érant du troiliéme degré, x ne doit ayvoir
que trois.valeurs : comment accorder tout cela?
, Je réponds d'abord que les wrente-fix valeurs
rétenducs dey 4 ¢ doivent fe riduire i fix-hui,
En_efrel » il ne faur pas combincr indifléremment
chaque valeur de { avec toutes les valeurs de o
0uis feulement & routes les valeurs de y qui cor.
refpondent & I3 valeur quon a fuppofce 2 .

Par exemple , on 1yl=— 4L =

74 ( - %‘; + -:—‘ )‘;d'oiav lfgr'_gf lirt:.(' :—'; b
74 ( - ;f’- + '7‘ ) slefigne -j;x]ui -précévdc le figne

radical dans la valeur de y's répond au figne
— qui précdde le figne radical dans la valeur de
' &lefigne — figne -+ ; cc quich dvident,
puifgue ' =— — ! :donc pour chacune des
trois valeurs de y qui répondent au figne 4 place
devant le figne radical, jl Y a-trois valeurs de g
qui_répondent aq fignc — placé devant e ligne
radical : ce qui fait neuf valeurs dey 415 & en
¥ ajoutant les neuf autres valeurs ur le cas du

fion de y !, ccla fajc 18 au ljen de 36 qu'on auroir
en ‘combinant indiférenument les fignes. Mais ce
n'dl pas tour, - CoL ‘
Quoique chacune des valeurs de y & deg, em-
ployées & combinédes comme on vient de lc pref-
crire, paroille donner wne valeur de y 4 ¢, il
faut encore rejerter celles dans lefquclles Te produi

1y ne ferapas ¢gal 3 — 1 3 c.i? cefl une des con.

ditions de Ia folurion s comme on Iy vu plus haut,
e —3 ty=y; il efl vrai que les dis-huit va-
leurs de y"& ¢ fatisfont A la_condition que —
27y8 1) = ¢, Mais certe condition - 27 y'u'=¢t
e beaucoup plus drendue ue Ja condition —
Yiy=y, quoiquc d'ahord cﬂc aroifle L1 méme.,
Par exciple, w =4 npe donue quune valeur de v -
mais ' = b donne wois valeurs de w. Pour e
prouser foitut — b1 = -0, & divifon, raru—>b,
il viendra y 4 +bu+bb=o, cc qui donnc

— b 1% TS -
f‘-—‘;i‘V(-——‘-);amﬁ,u'=b'donnc

uéb;u:bX(-_—%-}--‘L:-ﬁ)&u:bX'
(.._ ;'_.. -‘/_.:'.! ), Donc, Quigque, duy Ic,

.

CAS

dix-huit valeurs de Y+, onait 17y U=—gts
il ne faue prendre q

ae celles og -
Celn poft. e celles od 3y 1= 9
Soicnt ces quatre ¢quarions ¢
Pt N A
L fr=—iftv(-g+2).
) ’ 1 (]
le=—i-y(-£4+2),
===t
S L
— ’ ' ”
- "*_'—I+V(—T+T)'
Et foita 4 b Y —1=1 h rcine cubique
de—-{-}-t/ (~ﬂ+?), voauraa—b) <

27
. 1 [
=14 la racinc de¢— ! — M _)
. nc de 3 74 5 k)
¢c qun donncra; Tz
Racines de Le premitre dquation,

_;'1.. s.;{.‘b.y_,',\ o
B r=(tby ) =y

| )._ X
3 y..—_(af}-bl/—-,x);(—:';@).' ‘

. Racines de la feconde, *; .
+ A‘x=¢.—5V—I?;‘ Lo B ,
5 '(=(¢—V—l)~(;i.f:! )-'
6 i=lemtym) =y )-

3
“* . Racines de La troifiéme, .
Sont les mdmes que de Ia feconde,
= Racines de la quatriéme, !

. te 3 -y
Sont les ménes que de la premidre, - o

Done, 1.° la cembimifon des racines de Ia
troifiéme {quation avee celles de 13 uatridme ,
donncra le mtme - réfuleag que cclle des racines
de; deux premitres,

1* )l nc faudra combiner enfemble que les
valeurs de y & de ¢, & dont e produit fera =

= ——: » Culd-dirc aa 4 bb;cara + ¢ V-‘.{
1 - ——
Gt = AV —: +V({7—--‘-) &a—b

V—xzt./—{—v (':-;—-'-: onauraas 4

4 ’
C Y ——

bb=y — {-;:— f. D'oi il s'enfuit,

O faudia conliner g 1acing marquéy

e
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(1) avec If racine manguée (4), ce qui donnera
Y=1a.

* Quil Budra combiner la racine marqude

( :.3 avee la racine marquée (6), ce qui donnera
—at b3,

5° Quil faudra combiner la racine marquée

(3) 2\:} la racine marquée (5), ce qui donnera
; !

—ga .

Voila les trofs racines de Iéquation, & eft
vifible par leg régles que nous avons ¢uablies, quo
towtes les autres valeyr; dey + ¢ donneroient deg
exprellions faufles de la racine <, & que toutcs

& trois racines font jj réelles, *
R peut trouver aifénien Par la méme méthode

Jes srots valeurs de dans tour autre cas yue le

¢as _ir(r?u&‘bl:._"l’u excmple, fi ¢ ef poliuf, oy
] ; e hdga‘(‘i_f& <ouz ?, “a'lo.;.s ilwfaudm fuppefer
) . ., N

Tit v (=L
K%xl ’iiw (‘$ 5t Iy =,~‘ +657-' -
Dot ’ N S -
Vei=vi(=2+2 =d—b & on
Irouvera en ce ces yne racine féelle & deux jnyg. -

. ginaires, oy une racine réclle & deux e 1éelles

éfalcs cnir'elles, C'eflop qu'il efl inurile d'cxpliqucr,
P

us en déail ; il pe fag, Pour s'en convaincre N

“que faire un calcy) femblable § cely; quc noyg
avons fait pour trouver Jes t0is racines dang e
cas imédudible, ( O I D

e
.




“:{koit en l;‘l‘procher 3 linfiniy & qu'ainfi I'on avoit
u

.‘D'f oo C"\O—P&Q& . " T\:;‘JI’. Au

P

g (A O"\‘ Q fuqm”

i 5 1 5

. BEs CoyRwadg . - Bl
ncine d'uidegré quelcorique,, ni en entier nj en'partie 5
'éft-2-dire que l'on ne peut pasd la rigucur déliveer de leur

-8 g .
adical, Telles fone Vs, \/7 », &e. que Ton appelle in:
“Ymmenfirables, c'elt-3-dire qui n'ont aucune commune
efure avee I'unitd, on avec quelgue pareie de Lunitd § de
orte qul n'y a3 aucun nombre, foit riricr on fration;
jri foit la Racine quarrde de §. ainfi que je Iai démontcd
un% 73, Mgcb. es Infl. T. 4. Cepindant, quoiqu'il y

-Jit des quantids dont on ne puille avoir la Racine 4 touté

! Jigueur, j'ai faiv voir dans mes Iuflitntivus qus lon rdu-
cct

tieard un ldinent qui alloic bien ay-deld des befoins
‘f:h fmiét£P . 1 ' X '

424« On touve mime quelquefois des quantités radi-
ales, dont Fapproximation de la Racine eft impoffible,

3% done Ia recherche feroit abfurde. “Ainfi Vg n'eft ni

{ije peut &tre ~4-« ou ——a;car ~t-4 ou —a élevd au quared,
‘,gtc produlra jamais —4* De mtine /' —g n'ell ni 3
spi —33 puifRue 3X3 ou ——3x—; donnent 9, & norj
‘ru «—9. Ceelt pourquoi ces fortes de grandeurs s'appel.
{lént imaginaires, & l'ori jngera qu'une |

l,m’rc. toutes les fois qu'étant néeative, efle 6 trouvera fous
‘un figne Radical done l'Expoént fera un nonibre pairy

L " éxemple ‘V —&, {/-—7, 8c. font des grandeurs:
Vaginaires ; rarcc qu'aucune grandeur [:oﬂcivc ou néga-
‘rive, mulkiplide pac.elle-mtme en nofibre pair, ne peut
‘jamais donner un produit négarif, B e

2§« Maisque fignific lmegrandcutinnginaht, ourquoi
Aadmeure dans le Calculr Quand on propofe E réfolu-
tion d'un Probléme, celui qui la tente ne fair pas d'a-
bord fion lui a ropofé unc chofe poflible owr abfurde; il
clt donc obligé J?cxprimcr toutes les conditions de la quef=
do‘n » quoiqu'il y en ale £cut-3uc qui fe contredifent fans
qn'on s'cn.appcrgbive‘g ! ;
Jqu pouvqig le conduisg 4 la séfolucion qu'il chezche, il

uanrité eft fmagic

fi, apeds avoir comparé rourco

P e, Tor T e
S LR S R L Y SR
arrive 4 un réfulra expeimé fmaginsirement 3 il cft sl
<il peut démontrer qu'on lui a fakt une queltion abfurc
& x}:e par conféquent le Problime eft réfolu. Gomme
*Xai hait voir dans mes Inflir, . RS
v a6. Les grandeurs imaginaires peuvent donc & doive
centrer dans lo Caleul ; clles peuvent méme Jevenir rée/
 en-détruifant limpoflibilitd . qui les em dchoit d'¢rre tell
v e=—4 elt une.grandeur réelle & tt&s—Pol ible - puifque 1
réut ture 4 au-deffous de o ou do ricn § fel € l'él.at d'
lomme qui n'ayant rien doit 100"} ila 100% moing qi
ticn, utfqu'en fui donnant 100, il feroic encore da
- Pérae cre.ﬁcn. Si I'on propofois donc d'exuraire la Racis
quarcéo de —y, done l'expreflion fesoit Y—14y, on d
“'manderoit une chofe abfisrde , & y—¢ feroit nne"“im
ginaire, qui roun‘éit'dcvenir réelle en lq mu!npllapt ]
Jelle-mbme, c'eft-d-dire, en décruifant 'abluedité quilen
“plche déwre sélles de forre que —4 XY —y =
. =4+ Car, comme c'eft le Radical V/ qui faic uniquemes
Fabfurdied de Fexpreflion /' —4, la feule fupprefMion ¢
ce Radical rendra r/itle la grandeur qui et defous. Ong.
doir donc-point s'étonner dans La fuice fi Ton voic
des imaginaires fe calcalent, & méme qu'clles devienne; -
Flilles. . T S
' 27. Remarquez bien qu'il y a une fort graride diﬂ?thc:
~entee une grandeur imaginaire & une grandeur épale 4 rie
“ou 4 zéro} parce qu'une grandeur égale 4 rien n'eft pas ak
furde; il eft poflible qu'une quantité foit décruice par un -
antre,, au lieu qu'une grandeuc imaginaire eft une quantiy

1

. abfurde, ou qui emporte contradition. Vous ne paurre]

 pas.dire qu'uno iyuaginaire puille Ee confidécte comm, -
zéro, c'eft quelque chofe‘dc pisi de mé¢me une gm-nd‘cn.
. égale 3 2ér0 ne peut pas éure prile-pour une dmagizaire
g’_'fuifqu'il n'clt pas ablurde qu'une grandeur dey:e'nqe._z.éto
~* '18, Moyennant les confidéracions précédentes »'on‘peu

quelquefois fimplifiec ou réuire:d fa plus fimple-exprefion
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CHAPITRE XIIL

Des Quantités impoffibles ou imagtnaires ,
qui dénvent de ls méme fource.

130.

ous avons déjA vu pius haue que les

quarrés des nombres , tane pofiufs que né-

gatili, funt toujours pafitifs ou affefiés du

figns - ; ayant fait obferver que —a mul-

N tiplid par —a fair-{-u‘, tout comme le

produit de - u par 4= a. Ceft pourquoi,

dans le chapitre précédent, nous avons

fuppofé que tous les nombres dont il s'agif

foit d'extraire les racines quarcées , étoient
pofiif, . oo
140.

Quand il arrive done quil foir queflion
dextraire la racine d'un nombee régatif ,
on n¢ peut que fe rrouver fort embaceraflé,
8’y ayant aucus nombre afiznable done le

' .
R Erduzsws. Ddiczrsraz sog
qnenmw.O.&que!ammbrenégadﬁ impofibles. On nomme ordinairement ceg

fontvous plus perits querimouojdefigon  gombees des gquenticss imaginaires , parce

que tout ce qui furpafle o s'exprime ‘el H
b p par qn.um&mmtdm!"magi-

pofitifs, & que tout ¢2 qui  parioq

D'Arczxz arz 10}
quarré Gir un nombre négarif. Car (uppo-
fez, par exemple,, qu'on voulit extrsire
I3 racine de — 4, ce feroit demander un
nombre tel que, multivlié par lui-méme,
il donndt — 4 ; or ce nombre cherché n'eit

ni— & ni—1, parce que le quarré, tmnt

de - 2quede—2a, eft 4- ¢ & non pis
— 4
141,

N faut done conclure que 1a racine quar-
rée d'un nombre nigasif ne p=ut .btre ni
un nombre pofitif, ni un nombre nigadf,
puifquaulli les quarrés des nombrss néga-
tifs prenneat le figne plus, Par coaféquent
il faue que ba racinz en queition appartienns
4 une efpece tour-2- faic particuliere de
nombres; puifqu'elle ne peut dzre comprés
pi parmi les nombrcs potitifs , ni parmi les
nombres ndgarifs, o

142,

Or nous avens remarqué plus haut que

les nombres pofitifs font 1ous plus grands

G .

s06 Etduzwvs
, De nous empéche d'appliquer le calcul :
-€es nombres imaginaires, & de les e
146.

£l moindre que o, s'exprime par des noen-
bres nézarife Nous voyons done que les

facincs quarrées de pombres négails ne .

foat i plus grandes ni plus petites que ien.
Ceperdant 0n ne peut pas dire quelles

it o, crro muldplié par o it o, &
}a conlquent ne donne pas un nombee

eigail .
- - . .‘43.

Or puifque toui’les nombees quil et
oflible de simaginer, (ont ou plus grands

“ou plus petits que o, ou font o méme, il
- ef'cldic qu'on ne pet ;s méme compeee -

K racine quarrée d'un nombre négadif pa.nu
las nombres poflibles , & il fur done dire
qoe c'eft ure quaneee impoflible. Cell de
ccue fagon que nous fommes conduirs 3
Idée de nombies qui pae leur nature fone

» .

'imagimaires, puilqa'ilsindiqueat des racines

e prélentent 3 l'efpric, ils one licu dans

‘evend un_nombre qui , mulripli¢ par lni-.

.. 144 Notre premiere notion dans la maties
que Bous wraions, eft qre le quard &
—j,puexelﬁple,onleprac'ui:'e:'
V=3pry/—;y, et —3; que eria
de\/-—lpa.r —1,fnt—1;& enge
4 nénl,qu'enml&plhnr\/—apr\/—-o,

ou en prenane le quucé de \/—-a, o

—4, &c. fone par
conféquent des nombres impollibles ou

de quancités négacives. Et c'efl de pareils
sombres qu'on foutent avee railon qu'ils
B¢ Zont i new , oi plus que rien, i mois

ieny ce aui £i e 3 obdent —g¢,
que neny ce qui fit principalement qu'on .
€4 obligé de kes déclares inpuolEbles. 147 )
Mainrenant, comme —a fignifie guzst
145. . que e maldiplié par —1 , & gue b =~

Avec tout cela cependane ces nombres - cine quarrée d'un produit fe trouve eam~
tipliane enfemble les racines des £Qeu,
~atre imagination, & nous pe LaifTons ps il s’enfuit que la racine de o mulrisiide =2
J'en avoir une idée fuffiGnre puifquenous | ==y , ou \/—g' eft autant que \/‘ [ P
favons que par y— 4, pir exemple, on ~tiplide par v/— 1. Or y/a ¢} un nom= 2
* poffible ou réel, par coniéquent ce qu'<
Y 8 d'impoffible dans’une quantid imsc+-

méme, Lit — 4. Celt aulli pourquoi tien.

.
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naire , peut toujours o réduire A \/—- 1.

" Par ceue nifon done, y/— 4 eft autant

que Vs multipliée par y/'— 1, & aveane

que 2 V—1, A caule de /4 égal & 2.

Par b méme raifon y/ — 9 fc réduic A

Vov—=1, oud 3y/—1; & V—16
fignifie 4y/— 1.

148. .

De plus, comme /e multipliée par
\/l taic \/d. Fonauna v/ 6 pour la va-
leur de /— 2 multipliée par / — 3, &
V4 ou 3, pour la vzleur du produic de

= 1 pr /' = 4. Onvoitdonc que deus
nombres imaginaires , multipliés I'un pac
Fautre, en produifenc un réel on pafible.

Moais au contraire un nombrc poflible,

muldiplié par un nombre impoflible, doures
»/P =3P Yy

toujours de limaginaire ;

fait \/7—1,.
149.

Il en eft de méme 3 Pégard de t3 divi-
fion; ar y/a divife par ‘/5 faifane y’g‘-,

DAdrczraars 109
il
llaauueﬂeenﬁn&leverledwtequ'on

pourroit avoir fur l'utilizé des nombres dont
Bous venons de parler ; car en effet ces

frombres éuant impoffibles , il ne feroir pas

¢ronnant qu'on les crilt cout-d-fait inuciles
& Fobjet fenlement d'une vaine fpécula.
tion. On (e tromperoit cependant; te caleul
des imaginaires eft de Ly plus grande im.
porance ; uvent il e préfenze des quel-
tions, dxfquelles on ne furcit dire fur le
<bamp i elles renferment quelque chofe da
réel & de poffible ou non. Or quind ba -
lution d'une pareille quettion nous conduit
4 des nombres imaginires , nous foinmes

ceruing que ce qulon demande eft jn.

poffible.

Afin d'¥claircic e que nous venons de
dire par un " exemple , fuppotons  qu'on
Propole Lu queftion : de diriler le nombre
aen deux panies, telles que le produic

ug cos parcies Qfle 4. Si Yo ritow corzs

tos Etdamazys

il eft claiz que /—4 divifé par \/—.
&ra;/-}-4 ou 1; que ‘/+3 divifé par
\/—] fea V' —1; & que 1 divife par

~ 1 me donne /2! ou — 1 ; parce
que 1 eft auant que /4.
A £ 1

Nous avens obfervé ;;l.us'!uu: que Ia
facine quarrée d'un nombre quelconque

- toujours deux’ valenrs 5 Vune pofidve’ &

Fautre néga:ivc';' que v/ 4, par exemple,

el également - 3 & — 2, & qu'en giaé. .
* gl on peut adopter — /a comine - /s

pour 3 racine quarrde de . Cette remarque
3 liew auffi, quand il s'agit de nombres
imaginaires : la racine quarrée de —a eit
tgalemeat + v/~ 6 & — /—a ; mais
il But fe garder de confondre les fignes
4 & — qui font devzne le figae radical ~/.
& le Ggne qui oe vien: qu'aprés cezre
marque /.

310 Erduenws )
queltion par les regles ordinaires, on trocve
poar xap;m cherchées §f/—4 &
6 \/—43 mais ces nombres font ima-
ginaires: on conciue donc par cela méme

qu'il eft impoffible de réfoudre la queflion.
On faifim facilement la différence , en
fuppofant que la queftion edt ét¢ de divifer
" 82 en deux parties qui, mulripliées en-
femble, fillent 3§ car il eft évidene que

© ©es panies ferdient 7 & §.
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IMAGINAIRE )] adj.

Algebie , les racines paires de quantités négatives,
La naifon de e denomination o, que toure
puillance paire dune quantid quelconque, pofirive
ou nézaive, a nécetlaitement le tigne 4, parce
que 4 par -, ou — par — y donnent éuale-
ment 4. Voyeg Quaxai, Puissancn , Ni-
aaTir & MuLtirLication, D'on jf s‘enfuit
que toute puiffance paire out quaird, par
excmple, qui a le figne— | '3 point de racine
potlible fwyc( Racine), & quainfi 1a ra inc
d'une telle puitlance cft impofible ou imagriuire.
Les quantités imaginaires (on oppolies aux quan-
ties reelles. V. Reer € Equatiun,
Non-feulement toute racine paire d'unc_quantira
s .
négative, comme V— agy cft i'nml;inair:, majs
encoic, fion y joint une quantit¢ réclic b, le

o . Y
tout devient imaginaire ; .infi, b4 V —aa

D
b4y —a. -
va awo

t!myp‘nairr, ce qui el évident;car, fi
ot €4l 3 une quaniicé géclle ¢ P

.

on appelle ainfi , cn-

4

It

IMA-

| R '
V —aa=c—}, e qui eft impoflille.
, Les Yuantitds compofies de séel & d'imaginaire

sappellent mixtes imaginaires , & les autres ima-
giaatres fimples,

de FAcadémic (e Berlin, pour Fannée 1746, &
witinc dans un ouvrage antdricar, envoyé A I'Aca-
démic de Berlin au commencement de 1746, que
toiite quantitd imaginaire donnde 4 volonté, & de

Yeds 1, e & f fant des quantitds réclles.
M -IL.-ulc‘t/a demontrd depuis ceie méme propo-
fition , dans les Mémoires de I'Académic de Berlin
17493 mais il cft ail¢ de voir que (a démonfiration

convaincre, on peut comparer la page 173 des
Mémoires de Berlin de 1749, avee Varicle 79
de ma Diflertation fur les venrs.

J'ai démontré de plus, dans les mémes Mémoires
de 1746, qire toure racipe imaginaire d'unc équa-

tion quclconque pouvoir tonjours fe réduire 4

¢4 [V —1, ¢ & f éam des quantinds séelics,
M. Lulce a donné, de fon co1é, dans les Mémoires
de 1749, unc démonfleation de ceue propofition
qui diflere emi¢rement de la micnne, & qui ne
e paroit pas aufli funple. On peut voir les dé-
monllzations des deux propolitions dont je viens
de parler, dans le Traitd de M. de Bougainville ,
fur le calenl indgral. . »
Un corollaire de cene propofition , qui cft
démontré fore fimplement dans les Mémoires de

Berlin 1746, c'el que, fi ¢ +/Y —1 ellune
des racines d'unc dquarion e~f{/ ~1enlera
unc autre; & voild pourquoi les racines imaginaires’
des dquations vont toujours en nombre pair. Voyeg
Licine,
Deux quantitds imaginaires jointes enfemble
peuvent furmer une quaniité reelle ; par exemple,

a—

V'n-{-b(/-—-;--}-}{:a—-b‘/:l—eﬂ une quan<

titd réelle. V. Cas Innkpuctisee. (0)

telle fornic qu'on-voudra, peut toujours fe réduice -
.

J'ai ddinonrrd Ie premizr, dans les Mémnires.

ne diflire en ancune fagon de la mienne. Pour sen
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Lisai sur une maniére de représenter les qUARLLés imaginaires

duns les constructions géomc'triqucr: Par M. Arcaxp (*).

-

—

Au Rédacteur des Annales.
Munsicur,
Le Mewoive de w1, J .F, Francais,

e Jos “Ariales, a pour ol
LAty prineipes it

qui a paru i Iy page Gy
ijet d'u,\'puSt-r quelgune
jeomeétrie Jo Prositiog
tendent particulicreme
ur la nature des "qu

dua
s nou-
» dont leg Conséquences
les notions admise
autités imaginaires.

Lo terminang son Memaoipe,
I tund de ees nouvelles ideée
i en parlait comme
Uil témoigne 1o Jd¢

nta modifier s jusiqu’ici
M. Francais annonce qu'il
> dans une lettre de M. L
d'une chase qui lui avait éte
sir que le premier atene dJe

A trouve
rendre,
commuuiyude,
ces idées, mettn

- —— — - -

e ————— .

‘: dnnales de .11&(/1::'umiiqucs, IV, p.lys-

147 .
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au jour son travail sur co sujet. 1y a tout lien o eroire que I -

vaeu de M. Frangais est depuis longtenps rempli. Iai publie on
1806 un opuscule sous le titre d"Essai sur yme manilr de repre-
senter les quantieds il'c_ugl'nmru, dans [l CONSLLNCtions giéome -
triyues’ dont les priucipes sont enticrement analogues i ceux de
M. Fraugais, ainsi quae vous pourrez ép juger par Fexewplaire que
J'ai Ihouneur de vous ndrcssur(‘). M. Legendin a eu, dans e
temps, la Loy d'examiner mon.manuscrit ot de pye donuer ses
avis, et ce doit etre la, si jo ne m'abuse, la source ¢ la conumu-
uication dont parle M. Fraueais. '

L'éerit dont j) s'agit n'ayant é1é répandu qu'a trés-petit nom-
bre, il est extrémement probable qu'aucun de vos lecteurs n'en
A connaissance; et je crois Pouvoir prendre cette necusion de leur
€n préscnter un extrait, présumant que cetle matiére pourra Jos
intéresser, ay moins par-.sa nouveauté, et faire naitre ¢hez quel-
‘lucs-uns d'entre eux des réllexions propres & pertectivnner of »
¢tendre une théorie dont mon Ouvrage ne preseute encore que
les premiéres bases,

1. Si nous considérons la suite des grandeurs
oy 24, Ja. Geyoo,

hous pouvons concevoir chacun de ses termes comnmie naissant e
celui qui le précéde, en vertu d'une opcration la meme pour tous, -

- et qui peut étre répétée indéfiniment,

Dans la suite inverse

eeey fa, 3a. 1, a, o,

"0l peut également concevoip chaque terme cone Provenynt Jdu

Précédent; mais la sujge e peut étre prolongee an 11, de eonn,
Qautant qu'il serg Possible d’opérer sur o destiier tesme comme
sur les précédents,

.- ‘- © e —

(*) L'Ourraze se trouve a Paris, chez i'auteur, fauboury Suint-Vr.
€eau, rue du chemin do Geutilly, ne ju (1)

(%) Cluat d'aprids cot exemplaire, orpartenang aujuurd i IR TS
€1¢ (alte la Présonte éditian, {Notede 1 aneys

.
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Or, si a désigne, par exemple, un objet matéricl, comme un
Srane, un gramne, les ‘termes qui, dans la scconde suite, de-
vraient suivre zéro, ne peuvent rien représenter de récl. On doit
donc les qualifier d'iinaginaires.

Si a, au Lontraire, désigne un certain degré de pesanteur, agis-
sant sur le bassin A d'une balance contenant des poids dans ges
deux bassins, comme il est possible de diminuer @ soi¢ en enle-
vant des poids au bassin A, soit en en ajoutant ay bassin B, Ia
suite en question pourra étre prolongée au dela de zéro, et — a,
—2a, —3a..,. seront des quantités aussi réelles que - a,
~t-2a, —:—3:1,.... 4

Cette distinction des grandeurs en réelles et imaginaires cst
plutét physique qu'analytique; elle n'est pas d'ailleurs tout & fajt
insolite dans le langage de la Science. Le nom de foyer tinagi-
naire est usité en .optique, pour désigner le point de concours
des rayons qui, analytiquement parlant, sont négatifs,

2. Lorsque nous comparons entre elles, sous le point do vue
appelé rappore géométrigue, deux quantités d’un genre suscepli-
ble de fournir des valeurs négatives, I'idée do ce rapport est évi-
demment complexe. Elle so compose ¢ 1° de I'idée du rapport
numérique, dépendant de leurs grandeurs respectives, consideé-
rées absolument; 29 deo I'idée du_rapport des directions
auxquels elles appartiennent, rapport qui, dans ce cas-ci, ne
beut &tre que 1'identité ou Vopposition, Ainsi, quand nous dj-
s0NS +~at—b&: — a4 mb, nous “énongons non-seulement
que @ :b it ma :mb, mais nous affirmons de plus que la direc.-
tion de la quantité +a est, relativement & Ia direction de ]a
quantité — &, cc que la direction de — mq est relativement 3 15
direction de -+ mb; et nous pouvons méme exprimer cette der-
nic¢re conception d’une manijére absolue, en écrivant

ou sens

(A) ARl IHE BTSN

3. Soit proposé maintenant de détermin
tionnelle entre -1 et -1,
qui satisfait a la proportion

er la moyenne propor-
c’est-a-dire d'assigner la quantité x

+r1lxiixr:—g,

On ne pourra égaler = & aucun nombre Positif ou négatir, d'oy )

. ——————

TOTT e s eI I T - ——— e _ .
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il semble qu'on doit conclure que la quantité cherchée est ima-
ginaire,
Mais, puisque nous avons trouvé plus haut que les quantilcs

négatives, qui paraissajent d'abord ne pouvoir esister que dans
Vimagination, acquitrent une existence réelle, lorsque nous com-

binons I'idée de Ia grandeur absolue avee celle de la direction,

Fanalogic doit nous porter a chercher si 1'on ne pourrait pas
obtenir un résultat analogue, relativement a la quantité pro-.
poscée. Ka

Or, s'il existe une direction d, telle que la direction positive
s0it & d ce que celle-cf est & la direction négative, en désignant
par 1, 'unité prise dans 1a direction d, 1a proportion
(B) Rab R PREE PRI ‘ .
Présentera.: 10 ype proportion purement mécanique 13122 '
2% une proportion ou similitude de rapports de dircction. ana-
logue a celle de 1a proportion (A); et, puisqu’on admct la vérjté
de cette derniére, on ne saurait se refuser a reconnaftre €cale-
ment la légitimité de la proportion (B).

4. Nous allons encore établir ici une distinction physique entre
les quantités réclles ot imaginaires. Que I'unite dont’il s'agit soit,
comme plus haut, un certajn degré de pesanteur, agissant sur
un des bras d'une balance, Nous avons trouve que cc genre de

- grandeur peut réellemient gtre pdsi'lif\;ou négatif; mais on ne

saurait aller plus loin, et on ho peut en aucune maniére conce-
voir un genre de poids tel que 14 quireprésente quelque chose de

véel. Donc, dans ce cas, 14 ¢st une quantité imaginaire.
Prenons maintenant pour unité positive une ligne KA (fig. .

considérée comme ayant sa direction de K a A. Suivant les no-

tions universellement regues, I'nd(é négative sera KI, égaleak,,
mais prisc dans un sens opposd., '

"Tirons KE perpendiculaire a IKA; nous aurons la relation suj--

yante

La direction de KA est a la direction de KE commae celle-ef st
a la direction de KI.

La condition nécessaire pour réaliser la proportion (B ) se troy.
vera donc ‘complétement salisfaite, on prenant pour d la dj-
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rection de KE, ot on aura
'u= KF"

quantité tout aussi réelle que KA et K1,

On voit aussi que la .
méme “condition est également remplic

par KN, opposce i KL,

Fig. 1.
, L

ces deux dernidres qu
que cela doit btre.

De méme qu'on a assigné une mo
; - “Eentre -~ gt -- youe
o V les moyennes KC, KG,..., entre KA ot KE, KE et K1
4 . . De lu, et par une suite de raisonneme
o arrivera i ce

antités élant entre elles «: + 12 —1,ainsi -

yenne proportionnelle réclle
ntre KA et KI, on pourra construire
1eeee

nts que nous supprimons,
lte conscéquence géncérale, que, si (fig. 2)

ang. ARB —ang. A’ K'Y,
on g, absteaction faite des grandeurs absolucs,
| KAt KD 2 KA Koy,

Clest 1 1o principe fondamental

coayéde poser Loy premicres Laacs, dans éerit dont pous don-
nons iei un exteait, Ce principe u'a rien aw Tund de |
que celui sur lequel est fundee 1 cunce

de la théarie dont nous avons

Jus étrango
plioh du rapport péonig-

212
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trique entre deux lignes de signes diflérents, et il n'en ost pro-
prement qu'une généralisation.

« " Fig. a.

KIL/ . AI

5. Comme, dans ce qui suivra, nous aurions i répéter fréquem-
ment la phrase : lignes considérées comme tirées dans une certaine
direction, nous emploierons l'expression abrégée : lignes en di-

rection ou lignes dirigées ; et nous dénoterons par AB la ligne AB
dirigée de A cn.B, et par AB simplement cette méme ligne con-
sidérée- dans sa grandeur absolue. Nous préférons le mot de
direction a cclui de position, parce que le premier indique, entre
les deux extrémités de la ligne, une différence, cssentielle dans
notre théorie, que ne marque pasledernier. Nous pourrons réscrver
celui-ei pour désigner collectivement deux directions opposccs, et

nous dirons que AL et A ont Ia méme position.

6. Nous allons maintenant examiner comment les lignes diri-
Cées se combinent entre elles par addition et wultiplication, et
en construire les scmmes et les produits. '

La multiplication ne préseute aucune difficulté. Un produit
AZIB n’éant aatre chose que le quatriéme terme de |a propor-
tion t:A By, ilue s'agit qued'appliquer aux lignes donnees
le principo du no 4, .

Quant & Vaddition, Iy regle que nous allons donner prut se
démontrer fucilement par les théorémes qui donnent fes sinus




Plus élégant de |a tirer a
raisonnant pay analogie,

on peut remarquer
d’ajoister deux lignes,

Positives ou négatives,

féncrale, quels que soient les signes, de tirer

des lignes, a par exemple
8

que, lorsqu'j] s'apit
a, 4, 0n a pour régle

d'abord AR — I'une
; de prendre le point d'arrivée B de celte

=aq —=- 6.
neipe, et nous conclurons que, A; B, C
nts quelconques, on a

Généralisons ce pri
F, G, I étant des poi

90y

—

:\-ﬁw- EE-’-C-..-’--..-}- -.J"-'*Fa—r-.(m=m.

7. On peut décomposer upe ligne en direction donnée Kp
(/g 3) en deux Parties appartenant 3 des positions données KA

1 ' Fig. 3.
1
|

1\7. .......... P

‘ -..

Kk N A
_ et KB. Il sumt pour cela de tirer, syr KB, KA, lcs ligoes PM, PN,
: baralléles a K4, KB; et on aura
i ﬁ:nmw‘m_-w.r*p;

mais; comme on a

KM= NP o KN = fp

eteomme ddilieyrg il n'y a que ces deux maniéres d’opérer 13
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décomposition proposée, il faut en conclure, en géneéral, que i,

ayant

. A b A -

A, A’ ontla méme direction a, et B, ¥’ la méme direction b,acth
n'appartenant pas itla méme position, on doit avoir aussi
. .

A A et H = .

Cette partition a fréquemment lieu, lorsque I'une des positions
est celle de 2=t et l'autre I position perpendiculaire; ce qni re-
vient a la séparation du réel et de l'imaginaire.

-

8. Passons aux applications, et étublissons d'abord quelques
conséquences dont I'emploi est le plus fréquent.

Soient (fig. {) AL, BC,.. -y EN,AB', B'C',..., E'N' de» arcs

Fig. 4.

O OW
\'§7>l“/, ‘ .\,}"
4

(3

égaux, au nombre do n, de chaque c01é du point A KA etant
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prisc pour unité; et soit KBl = u; on aura

KA =1, KB = u, KC =ut, KD=u,..., Rﬁ:u',
e Sy 1 o] ] oy 1 —
KA =|,.hB’=;, h(‘=u—‘, 1\1)::‘,..., KN'=U_'.,
— =l == =0 —=U) —=u',.., ——=ut,
KAS Kb’ K¢’ KD’ KN’

Et, si 'on prend, sur les rayon-s-vébr‘rqspondanu Kg'=Kpga,
Ky'=Ky, Ké'=KJd,..., les longueurs K@, Ky Kd,... étant a
volonté, on aura encore o

al

—_ .
p 0

-I(-:T-= u?, __/__' = u*, o =u'. ...
A 7 o

Si sur des rayons KA, KM, KN,.. .y Ppris pour bases, on con-
struit des figures semblables, et que g, m, 7,... solent des ligues
homologues de ces figures, on aura

<

N

cececcccococamee)

BN
)

x
9. Soient (fig. 5) :u:cAB::CD::d, arcAC = 4; on aura

216




— 85 .
(5 6, 7)
cos(« +8) 4=t sin (a--6) =Ko +-3D = hD-_ ki 2 KC
=(K@ + 3B) =< (K7 +7C)
| ::(cosa+v':75il|a)(cosb+\ ~tsind) _
i = (cosa cosb —sinasinb) -y —i (sina cosd +cosasinb);
done, en séparant,
i:os(a-t—b):cosa cosb —sinasinéd,

sin(a -+ &) = sina cosd + cosasins.

Soient (/fig. 6)AC_a, AB =5, BD_-BC_""’

prenqns

A

AE = BD, et tirons KD et BC se coupant en d; nous aurons

(cosa-—cosb)-i—\/—-—l(sina—sinb)

- ..(cosa-i-V—nsma)-—(cosb-i-y/—Tsmb)

~ 1 =(Ky+7C) — (K3 +7B) =KC — KB

: =KC+BK =BC=2dC =(n°8,C)27E. . KD
=ack < (Ko + o)

——,a—-b( a-+b —-- l-—b)
=2¢—1 81N —— | €08 ——— -} {/ — ¢ 5in — —-
: 2 2 2

w — N

| . a— . a+b -, an--b
: = — 3 sin $in— — -~ 2 {/— ¢ sin— .- cos = —
‘ ; 4 2

_. 86 —

" Done, en séparant,

‘ L hylcbsa-—cotb:-—nina_é a+ 6

— sin —_—

- . - .- A o= .
sina —sind = -+ 28in -—-.6 cos T b.
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