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RESUMO

Esse trabalho teve por objetivo contribuir com o ensino de trigonometria, em
especial, na transigdo das razdes trigonométricas no tridngulo retédngulo para o
circulo trigonométrico. Foi elaborada uma sequéncia com 12 atividades, das quais
dez foram criadas com a preocupacdo de conduzir o aluno a compreender as
razdes trigonomeétricas do triangulo retangulo para o circulo trigonométrico
utilizando, o software de geometria dindmica Geogebra. Uma atividade foi criada
com o intuito de trabalhar com a definigdo de radianos e a conversédo da unidade
de arcos (radianos) para unidade de angulos (graus) e, por fim, uma atividade que
tinha por objetivo construir um dispositivo para ser utilizado em sala de aula
quando néo fosse possivel utilizar a calculadora, ou o computador. As atividades
foram aplicadas para oito alunos do 2° ano do Ensino Médio de uma escola da
cidade de Francisco Morato, Grande Sao Paulo. Para tal foram usados quatro
encontros para realizar a aplicagéo; os alunos fizeram as atividades em duplas e
fora do horario de aula. A Teoria das Situa¢des Didaticas e alguns pressupostos
da Engenharia Didatica foram usados na elaboragéo, analise, aplicacéo e coleta
de dados da sequéncia de ensino. A experimentagdo aponta que os alunos nao
mobilizaram alguns conhecimentos prévios necessarios e apresentam algumas
dificuldades para exporem suas observagdes por escrito. Mas também mostrou
que houve avancos na aprendizagem dos alunos, pois ao executarem as

atividades utilizando a geometria dindmica, mostraram interesse e concentracéo.

Palavras-Chave: Trigonometria. Tridngulo Retangulo. Circulo Trigonométrico.

Geometria Dinamica.



ABSTRACT

The purpose of this essay was to contribute to Trigonometry teaching,
specially, to the transition of the trigonometric reasons in the rectangle triangle for
the trigonometric circle. A sequence was elaborated with 12 activities, from which
ten were created worrying about guiding the student to understand the
trigonometric reasons of the rectangle triangle to the trigonometric circle using the
dynamic geometry software Geogebra. An activity was made with the objective of
working with the radian definition and the conversion of the unit circle (radians) to
the angle unit (degrees) and, at last, an activity which had as purpose to create a
tool to be used in the classroom when it was not possible to use the calculator, or
the computer. The activities were applied to 12t graders in a school from the city
of Francisco Morato, Great Sdo Paulo. For such, 4 meetings were used to do the
application; the students did the activities in pairs and were not done during the
lessons. The Theory of the Didactic Situations and other basis of the Didactic
Engineering were used in the elaboration, analysis, application and data survey of
the teaching sequence. The experimentation pointed that the students did not
make use of some necessary previous knowledge and presented some difficulties
to expose their written observations. However, it also showed that there was
improvement in the students’ learning, because while doing the activities using the

dynamic geometry, they showed interest and focus.

Keywords: Trigonometry; Rectangle triangle; Trigonometric Circle; Dynamic

Geometry.
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INTRODUCAO'

O interesse por pesquisar a respeito de Trigonometria comegou ao fazer
um minicurso no Encontro Nacional de Educagdo Matematica (IX ENEM)

realizado em Belo Horizonte em 2007.

No ano seguinte, comecei a participar do grupo de estudos PEA-MAT
(Pensamento Matematico) do Programa de Estudos Po6s-Graduados em
Educacdo Matematica da Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo. Em uma
reunido do grupo, o professor coordenador explicava sobre como formular uma
questado de pesquisa e deu um exemplo de “quais s&o os problemas que podem
ocorrer na aprendizagem dos alunos na transicdo do seno como razao entre 0s
lados de um tridngulo para o seno de um numero real em um ciclo
trigonométrico”. Assim, a partir dessa reunido, comegamos a buscar nos livros de
Histéria da Matematica a evolugédo da Trigonometria para tentar entender como foi
essa evolugdo. Pesquisamos em propostas curriculares, como tratam e sugerem
0 ensino de trigonometria e durante os encontros ouvimos sugestdes de colegas

que nos auxiliaram a direcionar nosso trabalho.

Pesquisamos em trabalhos correlatos e artigos sobre trigonometria como
outros pesquisadores abordaram o tema em suas pesquisas e a partir desses
estudos elaboramos uma sequéncia de ensino com 12 atividades; dez atividades
foram pensando em levar o aluno a compreender a transicdo das razbes
trigonométricas no triangulo retédngulo para o circulo trigonométrico utilizando o
software de geometria dinAmica Geogebra, uma atividade teve o objetivo de
ensinar a definicdo de radianos e a conversao de unidades de arcos para
unidades de angulos e vice-versa, por fim, uma atividade com o objetivo de
construir um dispositivo para ser utilizado em sala de aula quando nao for

possivel usar o computador.

Para fundamentar o trabalho, Utilizamos a Teoria das Situagbes Didaticas e
alguns pressupostos da Engenharia Didatica que serviram na elaboragéo, na

analise, na aplicagéo e na coleta de dados da sequéncia de ensino.

! Esta dissertagdo esta conforme as regras do acordo ortografico
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O trabalho foi dividido em trés capitulos. No primeiro, apontamos alguns
aspectos histéricos da evolugdo da trigopnometria e apresentamos nossa reviséo
bibliografica. Verificamos como o ensino de trigonometria é tratado em
documentos curriculares oficiais e apresentamos o software de geometria

dindmica que usamos em nossa sequéncia de ensino.

No segundo capitulo delimitamos o problema e nossa questdo de pesquisa
com as hipbteses para respondé-la, o referencial teérico e os procedimentos

metodoldgicos.

No terceiro capitulo, descrevemos a escola onde foi realizada a pesquisa,
os sujeitos e como esta foi feita. Também apresentamos a sequéncia ensino com
suas respectivas analises a priori € a posteriori. Por fim, apresentamos nossas

consideracgdes finais.
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CAPITULO 1

ESTUDOS INICIAIS

Este capitulo tem o objetivo de apontar alguns aspectos histéricos da
evolugao da trigonometria, apresentar nossa reviséo bibliografica, verificar como o
ensino de trigonometria é tratado em documentos curriculares oficiais e

apresentar o software de geometria dindmica que utilizaremos em nosso trabalho.

1.1 Breve estudo histérico da Trigonometria

De acordo com Kennedy (1992), os primérdios do desenvolvimento da
trigonometria perderam-se no tempo, restando algumas sequéncias numéricas
que relacionam comprimentos de sombras com horas do dia em documentos
deixados por algumas civilizagdes antigas. De acordo com Boyer (1974), existe
uma tabula do periodo babilénio antigo (1900 a 1600 a.C.) chamada de Plimpton
322, em que uma de suas colunas representa valores para o quadrado da

secante.

Um importante documento que nos traz um pouco do conhecimento
matematico dos antigos egipcios é o papiro de Rhind que, segundo Boyer (1974),
foi escrito por um escriba chamado Ahmes, por volta de 1650 a.C e apresenta
varios problemas. Dentre eles, o problema 56 contém rudimentos de
trigonometria. De acordo com Boyer (1996), na construgdo de pirdmides era
importante uma inclinagdo constante de suas faces e pode ter sido essa
preocupagdo que levou os egipcios antigos a introduzirem um conceito

equivalente ao de cotangente de um angulo.
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O problema 56 fornece as dimensdes de uma piramide de base quadrada e
pede o seqt’ (inclinagdo da face da piramide). Por exemplo, conforme Kennedy
(1992, p. 41), se o lado da base de uma piramide tem 360 cubitos® e a altura da
piramide 250 cubitos, calcula-se a medida x que é a metade do lado da base da
piramide e divide-se este resultado por y, que é a medida da altura da piramide
como mostra a Figura 1. Multiplica-se este resultado por 7 que é a quantidade de
maos que tem um cubito ai temos que:

)
2 . | .

seqt = ———<—xTmdos = 5— maos por cubito .

250 cubitos 25

y3250

A 360 5

Figura 1. Representagcido de uma piramide
Fonte: adaptado de COSTA, (1997, p. 9)

Nesse caso, o0 seqt &€ exatamente 7 vezes o valor da cotangente do &ngulo
MNL, que é igual a 0,72.

De acordo com Boyer (1974), na Grécia por volta de 180-125 a.C. foi
compilada por Hiparco de Niceia a primeira tabela trigonométrica, por isso,
Hiparco ganhou direito de ser chamado “o pai da trigonometria”. Esse matematico
e astrbnomo grego foi uma figura da transi¢ao entre a astronomia babilénica para
a obra de Ptolomeu. Como quase nenhum dos escritos de Hiparco chegou até

nds, 0 que sabemos sobre suas realizagbes sédo de fontes indiretas.

Segundo Eves (2004), uma tadbua de cordas que, posteriormente, foi

creditada a Claudio Ptolomeu e fornece os comprimentos dos angulos centrais de

? Seqt - “afastamento horizontal de uma reta obliqua em relagdo ao eixo vertical para cada variagdo de
unidade na altura”, (BOYER, 1996, p. 13).
? “Ciibito: distancia do cotovelo & ponta do dedo médio”, (MACHADO, 1998, p. 17).
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um circulo dado de 1/2° a 180°, com incremento de 1/2° foi possivelmente

baseada na de Hiparco. Assim o autor descreve como construi-la:

Divide-se o raio do circulo em 60 partes e se expressam 0s
comprimentos das cordas sexagesimalmente em termos dessas
partes. Assim, usando o simbolo cdra para representar o
comprimento da corda do angulo central a, encontram-se registros

como cdr36°=3774'55", o que significa, obviamente, que a
corda do angulo central de 36° é igual a 37/60 (ou trinta e sete
partes pequenas) do raio, mais 4/60 de uma dessas partes
pequenas € mais 55/3600 de uma dessas partes pequenas. Pela
Figura 2 (niUmero nosso) se nota que uma tabua de cordas é
equivalente a uma tabua de senos trigonométricos, pois

AM _ 45 _cdr2a (EvES, 2004, p. 203)
OA  didmetro do circulo 120

sen o =

Figura 2. Equivaléncia entre cordas e senos trigonométricos
Fonte: EVES, (2004, p. 202)

Para Boyer (1996), um dos maiores documentos sobre astronomia foram
os livros escritos por Claudio Ptolomeu por volta de 150 d.C, baseado nos
trabalhos de Hiparco, o Syntaxis matematica que mais tarde foi chamado pelos
arabes de Almagesto (o maior). No livrd , esta descrito como foram construidas
as tabuas de cordas, utilizando a proposigcdo geométrica conhecida por teorema

de Ptolomeu, assim enunciada:

Se ABCD é um quadrilatero (convexo) inscrito num circulo, Figura
3 (numero nosso) entdo AB.CD+ BC.DA= AC.BD; isto é, a
soma dos produtos de lados opostos de um quadrilatero inscritivel
€ igual ao produto das diagonais. A prova disto se faz facilmente
tracando BE de modo que o angulo ABE seja igual ao angulo DBC
e observando a semelhancga dos tridngulos ABE e BCD. (BOYER,
1974, p. 120)
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Figura 3. Quadrilatero inscrito representando o teorema de Ptolomeu
Fonte: adaptado de BOYER, (1974, p. 120)

Um caso particular e muito util do teorema de Ptolomeu é quando um dos

lados do quadrilatero coincide com o didmetro de um circulo, supondo que esse

lado seja 4D, (Figura 3) temos:

2r.BC+ AB.CD = AC.BD. Se fizermos arco BD=2a € arco
CD=2p, entédo BC =2rsen(a - f), AB =2rsen (90°-a),
BD =2rsena, CD=2rsenf, e AC =2rsen(90°- ). O teorema de

Ptolomeu, portanto, leva ao resultado
sen (a - f)=sen a cos f -cosa senf. Raciocinio semelhante leva a

formula sen (a + ) =sen a cosf +cosa senf3, e ao par analogo
cos(ax+ f)=cosacosfftsenasenff. Por isso essas quatro

férmulas de soma e diferenca sao freqlentemente chamadas
formulas de Ptolomeu. (BOYER, 1974, p. 120)

O autor afirma que Ptolomeu construiu uma tdbua de senos para angulos
de 0° a 90°, com incrementos de 15 minutos explicando elegantemente como fez

e que, possivelmente ja era do conhecimento de Hiparco.

Conforme Kennedy (1992), a mais antiga tabua de senos foi descoberta na
india, onde elas, sem davida, tiveram origem. O surya siddhanta (século IV ou V
d.C.) € um compéndio de astronomia com regras em versos escritos em sanscrito
com poucas explicagbes e nenhuma prova. Como quase todas as fung¢des seno
primitivas sdo definidas em termos de um circulo cujo raio ndo é unitario. Outra
contribuicdo dos hindus, de acordo com Boyer (1974) para a trigonometria foi a
introducdo do equivalente da fungdo seno para substituir a tabela grega de

cordas.

Segundo Kennedy (1992) os hindus ao introduzirem a semicorda ou o

conceito de seno em sua trigonometria tornaram as identidades pitagoéricas mais
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Obvias, e por volta de 505 d.C., Varahamihira descreve o equivalente verbal de

sen’0+cos’0=1 e Cajori (2007) acrescenta ainda que, 7=+10, sen 30°=%,

sen 60° = 1/1-% , sen’y =[{sen2y}* + {1 —sen {90°-2y}*1/4.

Cajori (2007) afirma que esses dados sao seguidos por uma lista de 24
senos com os angulos em intervalos de 3°45’, certamente, tomados das tabelas
de Ptolomeu, s6 que em vez de dividir o raio em 60 partes como fez Ptolomeu os
astrobnomos hindus dividiam-no em 120 partes. Com esse procedimento, eles
converteram as tabelas de Ptolomeu em uma de senos sem alterar os valores
numeéricos. Os indianos também adotaram dos gregos e babilénios a pratica de
dividir o circulo em quadrantes de 90° graus ou 5400 minutos. Desse modo, o
circulo ficava dividido em 21600 minutos. Cada quadrante foi dividido em 24

partes iguais, de tal forma que cada parte abrangesse 225 unidades da

. N 3
circunferéncia e correspondesse a 32 graus.

Interessante é o fato de que os hindus ndo contavam como os gregos, com
a corda toda do arco duplo, mas sempre com o seno e o seno-verso?. O modo
dos hindus calcularem tabelas era, teoricamente, muito simples, o seno de 90°
era igual ao raio de 3438, o seno de 30° era a metade desse raio, ou seja, 1719.
Aryabhata (século VI) utilizou o valor para o raio de 3438, obtido talvez pela
relagdo 2x3,1416r =21600.

Com os valores dos senos dos angulos de 90°, 60°, 45° e 30° eles

calcularam os senos da metade dos angulos utilizando a férmula para seno-

Verso2a =2sen’a e, pelo mesmo procedimento, calcularam também o seno de
seus complementos. Repetindo sucessivamente esse procedimento, eles

obtiveram os senos dos angulos com intervalos de 3°45’.

Assim como os gregos, os hindus consideravam a trigonometria uma
ferramenta para a astronomia, ja utilizavam graus, minutos e segundos nas
tabuas de seno que construiam e empregavam o equivalente de seno, cosseno e

Seno-verso.

* Seno-verso ¢ a diferenca entre a unidade e a fungio cosseno (NOVO AURELIO, 1999. p. 1837).
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Do periodo arabe, ha varios trabalhos a respeito da Trigonometria.
Destacaremos os de Al Battani, Abu’l Wefa e Nasir Eddin. De acordo com Cajori
(2007), Al Battani estava entre os mais notaveis astrénomos do nono século e
suas observacgdes astrondmicas eram notaveis pelas exatidées. Seu trabalho De
scientia stellarun foi traduzido para o latim no século Xll por Platédo Tiburcio. As
nossas fontes ndo sdo unénimes quanto ao autor desta tradugéo, Boyer (1974)
atribui essa traducdo a Robert de Chester, Kennedy (1992) e Eves (2004),
atribuem-na a Gerardo de Cremona, embora haja consenso de que houve erro de
traducao. Desta tradugéo, espalhou-se a palavra “sinus” como o nome da fungao
trigonométrica. O vocabulo arabe para seno é jiba que foi derivado do sanscrito
jJiva (corda, para os hindus) que se assemelha a palavra arabe jaib que significa
recorte ou golfo, dai a raz&o da palavra latina “sinus”. Al Battani foi um estudioso
das obras de Ptolomeu, preferiu utilizar a metade da corda (seno indiano), em vez
da corda inteira usada por Ptolomeu. Foi o primeiro a preparar uma tabua de
cotangente. Construiu relégios de sol horizontal e vertical (Figura 4), considerando
a sombra horizontal como umbra extensa (traducao latina) e a vertical umbra

versa que sao respectivamente, a cotangente e a tangente.

Sol Sol

wvara

sombra

wara

sombra

relagio de Sol horizontal relogio de Sof vertical

Figura 4. Relégios de sol
Fonte: adaptado de KENNEDY, (1992, p. 42)

Abu’l Wefa (940-998) criou um método para construir tdbuas de seno com
valores corretos até a nona casa decimal, introduziu a fungéo tangente, fez uma

tabua de senos e tangentes com incremento de 15’ e, ao considerar o tridngulo
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sombra dos reldgios de sol, introduziu a secante e a cossecante (EVES, 2004;
CAJORI, 2007).

Para Kennedy (1992) alguns matematicos perceberam o inconveniente do
parametro R (raio) ser diferente de 1 e creditam a Abu’l Wefa e a Al Biruni o passo
final de fazer o parametro R =1, embora esta medida n&do tenha despertado
interesse por seus contemporaneos e sucessores. Também credita a Abu’l Wefa

1gx _ senx 1gx 1

0 equivalente as formulas sen2x=2senx.cosx,

secx =+/1+1g%x.

De acordo com Eves (2004) e Cajori (2007), Nasir Eddin (1201-1274) em

seu livro Tratado sobre os Quadrilateros é o primeiro que trata a trigonometria

1 cosx’ 1 cotgx’

independente da astronomia e com tal perfeicdo que poupou os europeus do

século XV de maiores encargos.

Os significados dos nomes atuais das fun¢des trigonométricas ficam claros
com sua interpretacdo geométrica quando o raio do circulo é igual a 1 e coloca-se
0 angulo no centro do circulo como mostra a Figura 5. Desta forma, os valores da

tgaa € seca sao dados pelos comprimentos dos segmentos CD e OD,

respectivamente. Cotangente é a tangente do complemento e cossecante é a

secante do complemento.

Figura 5. Representacdao geométrica da tangente e da secante
Fonte: EVES, (2004, p.266)
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As funcgbes, tangente, cotangente, secante e cossecante tiveram varios

nomes e os nomes atuais surgiram, no maximo, no final do século XVI.

Lorenzoni (2003) afirma que a trigonometria chinesa foi estudada por Guo
Shoujing (1231-1316) em que os principais elementos dessa trigonometria n&o
sdo os angulos e as formulas exatas, mas o estudo por aproximacao de arcos,
cordas e sagitta® de segmentos circulares (Figura 6). Também a trigonometria
esférica chinesa nao utilizava tridngulos com trés lados circulares, como na

trigonometria esférica classica, mas, triangulos planos com no maximo um lado

circular. Na Figura 6, OB e 04, s&o raios do circulo; AB é uma corda e DC é

sagitta do segmento de circulo ADB.

(K

el

JONE
|

k 5
\___/

Figura 6. Corda e sagitta de segmentos circulares
Fonte: LORENZONI, (2003, p.55)

—

Lorenzoni (2003) refere que, para Guo Shoujing, o circulo ou a “periferia
celestial” possuia 365,25 graus que € o mesmo numero de dias de um ano, dai

um grau chinés equivale a 360/365,25 graus sexagesimais, do mesmo modo o

comprimento do circulo trigonométrico era medido em graus.

Conforme relata Eves (2004), o mais capaz e influente matematico da
Europa do século XV foi John Mueller, mais conhecido como Regiomontanus

(1436-1476). Regiomontanus estudou astronomia e trigonometria em Viena com

>Segundo Eves (2004), sagitta ¢ altura.
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George Peurbach (1423-1463), este verificara que as traducgbes latinas do
Almagesto estavam crivadas de erros e tomou para si a tarefa de fazer a tradugao
direta dos manuscritos gregos, mas néo viveu o tempo necessario para terminar o
projeto, ficando para Regiomontanus o trabalho comecgado por seu mestre.
Regiomontanus e Peurbach adotaram o seno indiano no lugar da corda do arco

duplo dos gregos.

De acordo com Eves (2004), o tratado De triangulis omnimodis é a mais
importante das obras de Regiomontanus, pois contém a primeira exposi¢céo
sistematica de trigonometria plana e esférica com um tratamento independente da

astronomia.

O De triangulis omnimodis de Regiomontanus se divide em cinco
livros, os dois primeiros dedicados a trigonometria plana e os
outros trés a trigonometria esférica. Nessa obra o autor revela
particular interesse na determinacdo de um tridngulo, satisfeita
trés condigbes dadas [...]. As unicas fung¢des trigonométricas
empregadas sdo o seno e 0 co-seno. Mais tarde, porém,
Regiomontanus calculou uma tabela de tangentes (EVES, 2004,
p. 297).

Segundo Boyer (1996), George Joachim Rheticus (ou Rhaeticus 1514-
1576), discipulo de Copérnico (1473-1543), combinou as ideias de
Regiomontanus e Copérnico com as suas e fez o mais elaborado tratado de
trigonometria escrito, até entdo, o Opus palatinum de triangulis. Nele, a
trigonometria atingiu a maioridade. Segundo Cajori (2007), até a época de
Rhaeticus as fungbes trigonométricas estavam sempre relacionadas com arcos,
foi ele o primeiro a construir o tridngulo retangulo e fazé-las depender diretamente

de seus angulos.

Ainda de acordo com Cajori (2007), Bartholomaus Pitiscus (1561-1613) foi
o primeiro a utilizar a palavra trigonometria e suas tabuas astrondmicas tinham

um alto grau de preciséao.

Outra contribuicdo importante para a trigonometria foi o Canom
mathematicus seu ad triangula, escrito por Viéte (1540-1603), trata-se do primeiro
livro na Europa Ocidental a desenvolver sistematicamente métodos para resolver
triangulos planos e esféricos com o auxilio das seis fungdes trigonométricas,
Viete:
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Dedicou especial atencdo, também, & goniometria®, desenvolveu
relacoes como a sena =sen (60° +a)-sen (60° - a),

a a :
coseca+cotga=cotg§, —cotga+coseca=tg§ com a ajuda das

quais ele poderia calcular as fungdes de angulos abaixo de 30° ou
45°, e as fungbes dos angulos restantes abaixo de 90°,
essencialmente, por adicdo e subtragcdo apenas. Viéte foi o
primeiro a aplicar transformagdes algébricas a trigonometria, em
particular, na multissecao de angulos. (CAJORI, 2007, p. 201)

Para Lima et al. (1996), com o desenvolvimento da Analise Matematica no
século XVII, surgiu a necessidade de atribuir as nogdes de seno, cosseno e
outras relagdes trigonométricas o status de funcao real de variavel real. Assim,
por exemplo, ao lado do seno A, tem se também o senx, 0o seno do nimero real

X, OU seja, a fungdo senx: R —R.

Segundo Kennedy (1992), com o avango da Analise desencadeado pela
invencao do calculo infinitesimal, a trigonometria foi logo absorvida por esta teoria.
O processo de transigdo comegou com a representagdo das funcgdes

trigonométricas por meio de séries infinitas no século XVII por Isaac Newton. Ele

3 5
X X )C7 X2 x4 6

sabia que: senx=x-—+—-"—+..., qU€ cosx=1-—+"——-"——+... €, ainda, que
357 21 41 6!

2 3

N x° x
e =l+x+—+—+...
21 3

n—>o0

Em 1740, Leonhard Euler mostrou que ezzlim(1+£j que,

iz —iz
e —e iz —iz
S e’ +e . - . .
senz 2i @ cosz=———— com i=+J-1. Com essas relagdes, foi possivel

conceber a trigonometria como um conjunto de relagdes entre numeros

complexos, sem necessidade de recorrer a arcos ou angulos.

Ao terminar este estudo, notamos que a trigonometria, durante muito tempo
foi ferramenta para a Astronomia, que em seus primordios alguns povos a
utilizavam em triangulos para resolver situagdes praticas (como o calculo do seqt

de uma piramide pelos antigos egipcios); outros povos (hindus e chineses) a

% Goniometria “A técnica de medir angulos” (NOVO AURELIO, 1999, p. 997).
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utilizavam como razéo entre arcos e cordas num circulo, para depois de muito
tempo na Europa Ocidental passar a ser a razdo entre os lados de um triangulo
retdngulo e seus angulos agudos, com os estudos de Georg Joachim Rhaeticus
(1514-1567).

Como nosso objetivo € ensinar a transigdo das razdes trigonométricas no
tridngulo retangulo para o circulo trigonométrico, este estudo foi importante para
elaborarmos a sequéncia de ensino. Faremos a abordagem como os europeus do
século XVI que calculavam a razdo entre as medidas dos lados de triangulos

retangulos, para depois relacionar estas razées no circulo trigopnométrico.

1.2 Revisao bibliografica

O objetivo desta revisao bibliografica foi analisar algumas pesquisas que

tratam de trigonometria e de sugestdes para seu ensino.

Para realizar esta revisao bibliografica, alguns critérios foram adotados e
um deles foi a facilidade para consegui-los, a maioria foi retirada do site do
Programa de Estudos Pés-Graduados em Educagdo Matematica da Pontificia
Universidade Catolica de Sdo Paulo e da biblioteca do campus. Os trabalhos
teriam de contemplar a trigonometria e conter, na parte empirica, atividades
manipulativas (entendemos por atividades manipulativas aquelas em que os
alunos manipulam instrumentos de medidas, constroem dispositivos para auxilio
de sua aprendizagem, desenham utilizando compasso, transferidor e esquadros)
ou uso de tecnologias para auxiliar na aprendizagem (software de geometria
dinamica).

Lindegger (2000) depois de perceber em sua pratica pedagogica algumas
dificuldades dos alunos na compreensao de conhecimentos basicos de
Trigonometria e, também, de alguns erros cometidos por esses alunos por nao
terem esses conhecimentos, iniciou uma pesquisa para entender o porqué dessas
dificuldades e criou uma sequéncia de ensino baseada no modelo
socioconstrutivista com o intuito de colaborar, para que os alunos pudessem ter

uma melhor compreenséo desses conhecimentos.

Sua pesquisa embasou-se na Teoria das Situagbes Didaticas de

Brousseau, na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud e no pensamento
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socioconstrutivista de Vygotsky, e teve como objetivo de pesquisa investigar uma
abordagem para o ensino da trigonometria no tridngulo retdngulo de maneira

significativa para o aluno.

Para isso, o autor fez um breve histérico do desenvolvimento da
trigonometria, de sua ligagdo com a astronomia, como era estudada voltada mais
para a trigonometria esférica e sua ligacdo com numeros complexos até os dias
atuais, em que a mesma esta presente em varias areas do conhecimento. O
pesquisador analisou seis livros didaticos e percebeu que quase todos abordam o
tema Trigonometria na 82 série. Somente um dos livros analisados “Matematica

Atual” ndo inclui a Trigonometria.

O experimento de Lindegger (2000) foi aplicado em dois grupos de alunos,
um grupo de referéncia que teve uma abordagem tradicional, inclusive, apoiando-
se na proposta de um livro didatico e um grupo experimental em que trabalhou
com atividades diferenciadas, com situa¢gdes mais proximas do cotidiano e com
objetos para representacdes concretas (maquetes, triangulos em madeira e
dispositivos). O pesquisador chamou de modelos a estas representagbes

concretas.

Em suas analises finais, o autor comparou os resultados obtidos em um
pré-teste e um pds-teste aplicado aos dois grupos e depois fez uma analise
quantitativa e qualitativa do desempenho dos grupos. Comprovou que 0 grupo
experimental apresentou melhor rendimento em sua aprendizagem ao verificar
que este grupo desenvolveu substancialmente a competéncia na resolucado de

problemas.

A principal contribuicdo deste trabalho foi a ideia de representacdes

concretas para auxiliar na compreenséao e aprendizagem dos alunos.

Nascimento (2005) fez um levantamento com 652 alunos da rede publica

(estadual, municipal) e particular do Estado de Sao Paulo e verificou que a
maioria dos alunos n&o sabe porque sen30° € igual a % Com este

levantamento, a pesquisadora desenvolveu um trabalho com o intuito de levar o

aluno a construir os conhecimentos elementares da Trigonometria.
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Depois de buscar alguns conhecimentos na Historia da Matematica nos
trabalhos de Aristarco de Samos, (como ele calculou as distancias da Terra a Lua,
da Terra ao Sol e do Sol a Lua), de Erastéstenes de Cirene (como este calculou a
circunferéncia e o raio da Terra), das contribuicbes de Hiparco de Niceia para a
Astronomia, dos trabalhos de Ptolomeu e de seu livro (0 Almagesto) e como este
construiu uma tabua trigonométrica de cordas em um circulo, a pesquisadora
desenvolveu uma sequéncia didatica com quatro atividades no contexto na
Historia da Matematica além de ensinar a construir um teodolito e um astrolabio
com material simples e de facil obtengédo. Sua quarta atividade foi a proposta de
construcao de uma tabua trigonométrica pelo método utilizado por Ptolomeu. Na
quinta atividade chamada de situac&o de reinvestimento, a autora desenvolveu
atividades fora do contexto da Histéria da Matematica para verificar se sua
sequéncia didatica possibilitou a aprendizagem dos conhecimentos basicos de

Trigonometria.

Sua sequéncia de ensino foi aplicada em um grupo de 14 alunos do 1° ano
do Ensino Médio separados em duplas. Apds analisar os resultados apresentados
pelos alunos, a pesquisadora observou que esse grupo de alunos tinha
defasagem nos conteudos de geometria do Ensino Fundamental e Médio,
também, pouca familiaridade com instrumentos de medida e de construcao
(compasso, transferidor e esquadro), dificuldades estruturais em relacdo ao
calculo algébrico e que os alunos lidavam com a Matematica como se estivessem
em um jogo de azar, tentando de tudo sem saber o porqué. A pesquisadora
apontou que, ap6s finalizar as atividades, o grupo teve avangos cognitivos e o

trabalho em duplas foi eficiente.

Em sua conclusao, a pesquisadora fez uma sintese dos resultados obtidos
que, de forma geral, apontam para uma defasagem em relagéo aos conteudos e
sugeriu que o professor mude sua pratica em sala de aula, busque utilizar
instrumentos construidos pelos alunos, além de outros espacgos para suas aulas

(biblioteca, patio, quadra,...).

Consideramos importante este trabalho por utilizar recursos construidos
pelos alunos (teodolito) para auxiliar na aprendizagem e por utilizar a Histéria da

Matematica para contextualizar as atividades.
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Em seu trabalho, Martins (2003) fez um breve relato do contexto
educacional brasileiro sobre o ensino de Trigonometria do inicio do século XX até
a atualidade. Comentou alguns erros cometidos por seus alunos que mostraram

que nao construiram os conceitos de seno, cosseno e tangente.

A autora mencionou os pesquisadores que utilizaram o computador no
ensino de Trigonometria e acredita que esta ferramenta possa ajudar na
construgcado dos conceitos trigonométricos. Com estes pressupostos e com base
na Teoria da Dialética Ferramenta-Objeto, a pesquisadora elaborou uma
sequéncia didatica com sete atividades, (a maioria utilizando o software Cabri-

géometre).

O objetivo da pesquisa de Martins (2003) foi construir o conceito de seno e
cosseno, partindo do triangulo retangulo, passando pelo circulo trigonométrico e
finalizou com os graficos destas fungbes, tentando propiciar aos alunos condigbes

para que eles atribuissem significados a estes conceitos.

Sua pesquisa foi realizada com um grupo de 16 alunos e as atividades
foram executadas em duplas. A autora analisou todas as respostas das duplas e
acompanhou a evolucdo de duas duplas escolhidas aleatoriamente. Em suas
consideragdes finais, Martins (2003) relatou que os alunos construiram os
conceitos de seno e cosseno e que o software Cabri-géometre possibilitou a

construgéo da sendide e da cossenoide.

Costa (1997) fez um levantamento com alunos e professores sobre a
aprendizagem de Trigonometria e com ele fez alguns questionamentos e uma
pesquisa sobre o assunto, cujo objetivo foi construir uma sequéncia de ensino que
pudesse introduzir as fungbes seno, cosseno e suas transformacbes de forma
significativas para alunos, além de investigar a influéncia de dois contextos

(Computador e Mundo Experimental) na aprendizagem da Trigonometria.

A autora realizou um estudo historico a respeito de Trigonometria e um
levantamento dos obstaculos didaticos e epistemologicos. Desenvolveu sua
pesquisa pensando em trés contextos, sala de aula, experimental e

computacional.
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Ao criar estes contextos, Costa (1997) pretendeu analisar qual era o mais
significativo para a aprendizagem do aluno. A pesquisa foi aplicada em 32 alunos
divididos em trés grupos (A, B, C). O grupo A composto por 16 alunos que
cursavam o 2° ano colegial teve apenas aulas tradicionais realizadas por seu
professor; o grupo B, com 8 alunos que estavam cursando os 1° e 2° colegial
(hoje Ensino Médio) ,fez experimentos em um laboratério e depois foram para o
computador e o grupo C, com alunos que cursavam o 2° colegial fez o inverso do
grupo B. Todos os grupos passaram por um pré-teste, um teste intermediario e

um poés-teste que serviram para coleta de dados.

Costa (1997) fez uma analise geral do desempenho dos alunos e apontou
que houve um progresso na constru¢do de conhecimentos sobre trigonometria
para os dois grupos experimentais, evidenciado pelo numero de acertos no pos-
teste realizado ao término da sequéncia didatica e que os dois contextos
(computacional e mundo experimental) sdo complementares para sequéncias

didaticas semelhantes a sua.

Pelos resultados apresentados, consideramos a importancia do trabalho de
Costa (1997) ao afirmar que os alunos que passaram pelo contexto experimental

e computacional tiveram melhor compreens&o da Trigonometria.

Oliveira (2006) realizou um estudo de algumas dissertacbes e artigos.
Dentre as dissertagdes, o autor destacou a de Mendes (2001) que utiliza recursos
da Historia da Matematica para elaborar as atividades de seu trabalho, também
citou o trabalho de Nacarato (2003) que analisou as diferentes abordagens para a
definicdo de seno presentes nos livros didaticos do século XX no Brasil. O
objetivo da pesquisa foi analisar as dificuldades que os professores do Ensino

Médio enfrentam no processo de ensino da Trigonometria com atividades.

Outro trabalho analisado por Oliveira (2006) foi o de Brito e Morey (2004)
que, ao ministrarem um curso de formagéo continuada para 50 professores de
escolas estaduais do Rio Grande do Norte, perceberam algumas dificuldades
apresentadas pelos professores, em relagdo ao estudo de Trigonometria. Dentre
estas dificuldades, estdo a manipulagcéo de instrumentos geométricos (compasso
e transferidor) e a dificuldade em localizar o cateto oposto ou adjacente a um

angulo agudo em um triangulo retangulo.
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A sequéncia didatica foi aplicada em um grupo de 52 alunos matriculados
na 22 série do Ensino Médio da rede publica do Estado do Rio Grande do Norte.
Oliveira (2006) deixou claro que suas atividades baseavam-se no trabalho feito
por Brito e Morey (2004) com adaptacdes a sua realidade. O pesquisador
relaciona as dificuldades sentidas pelos professores e alunos no processo de
ensino de Trigonometria por atividades e separa-as em dificuldades relacionadas
ao ambiente fisico e aos materiais; dificuldades decorrentes da estrutura
organizacional da escola; dificuldades relacionadas aos paradigmas do ensino
tradicional; dificuldades relacionadas aos paradigmas da profissdo docente e

dificuldades decorrentes das competéncias e habilidades dos alunos.

Oliveira (2006) relatou que ensinar trigonometria com atividades pode ser
um caminho positivo. O autor afirma isso apds comparar os resultados obtidos
com uma turma de mesmo perfil, mas que teve aulas de Trigonometria pelo

método tradicional.

A importancia deste trabalho estd no levantamento das dificuldades

encontradas, quando se deseja trabalhar com atividades.

Gannam (2004) apos verificar algumas hipoteses de que as dificuldades do
ensino de Trigonometria estédo relacionadas aos inumeros elementos que devem
ser observados concomitantemente (circulo orientado, origem e extremidade de
arcos, eixos cartesianos, ordenadas, abscissas, etc.), desenvolveu um dispositivo
com transparéncias que fixam algumas variaveis para que o aluno direcione a
atengcdo em uma ou duas outras variaveis. Com este dispositivo, o pesquisador
obteve resultados positivos no ensino da Trigonometria. O dispositivo permite ao
aluno ver as projecdes do seno e cosseno quando as transparéncias giram.
Desse modo, em nosso trabalho pretendemos utilizar atividades parecidas com
aquelas desenvolvidas por Gannam (2004), pois acreditamos que atividades

manipulativas podem auxiliar na aprendizagem das razdes trigonométricas.

1.3 O ensino de trigonometria em documentos oficiais

Analisaremos as Propostas Curriculares para o Ensino de Matematica do
Estado de S&o Paulo do Primeiro Grau (SAO PAULO, 1997), a do Segundo Grau
(SAO PAULO, 1992) e a Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo de
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Matematica (SAO PAULO, 2008), os Parametros Curriculares Nacionais do
Ensino Fundamental (BRASIL, 1998) e Parédmetros Curriculares Nacionais do
Ensino Médio (BRASIL, 1999) e Orientacdes Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (BRASIL, 2006) para verificar quais sao as recomendacdes para o

ensino de Trigonometria nesses documentos oficiais.

O primeiro documento analisado é a Proposta Curricular para o Ensino de
Matematica do Estado de Sao Paulo para o 1° grau (SAO PAULO, 1997) com os
conteudos para os alunos da 12 a 82 série (atual Ensino Fundamental). Neste
documento, ndo ha mengéo ao ensino da Trigonometria para esta fase do ensino,
mas somente semelhangca de tridangulos, os teoremas de Pitagoras e Tales

relacionados com situagdes-problema, como calculo de distancias inacessiveis.

A Proposta Curricular para o Ensino de Matematica do Estado de Sao
Paulo do 2° grau (SAO PAULO, 1992) (atual Ensino Médio) propde atividades
para o calculo de distancias inacessiveis, utilizando a tangente. Sugere uma
atividade cujo objetivo & a constru¢do de uma tabela com os valores das
tangentes de angulos, variando de 5 em 5 graus e com aproximac&o de duas
casas decimais. Apds o estudo da tangente, sugere atividades para o ensino de
seno e cosseno no triangulo retangulo e ainda, propde a constru¢do de uma
tabela com os valores de seno, cosseno e tangente para angulos, variando de 5

em 5 graus e com valor maximo de 85 graus.

Depois de definir seno e cosseno para angulos 0°<a <90°, é proposta
uma atividade para defini-los para qualquer angulo a compreendido entre
0°<a <360°. A atividade sugere a construcdo de quatro tridngulos retangulos
OBA, ODC, OFE, OHG, cuja hipotenusa € igual a 5 centimetros, um dos angulos
agudos iguais a 20°, 40°, 60°e 80°, respectivamente, com vértice em O. Estes
tridngulos sédo sobrepostos, de modo que o vértice O é o centro de uma
circunferéncia de raio igual a 5 centimetros e os pontos B, D, F, H pertencem a

esta circunferéncia, como mostra a Figura 7.
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Figura 7. Representacdo geométrica do seno de zero a trezentos e sessenta graus
Fonte: Adaptado de Sao Paulo, (1992, p. 95)

Desse modo os senos dos respectivos angulos serdao as medidas dos

segmentos AB, CD, EF, GH divididas por cinco, e:

Invertendo o processo, podemos comecar desenhando a
circunferéncia; a seguir marcamos os angulos (a partir da
horizontal) no sentido anti-horario; depois, medimos os catetos
verticais e dividimos essas medidas pela medida do raio da
circunferéncia. Finalmente, para ndo ter de efetuar as divisbes,
basta considerar uma circunferéncia de raio unitario. Chegamos
assim ao ciclo trigonométrico [...] e com o ciclo, hum primeiro
momento, podemos chegar aos senos dos angulos de 0°a
360°(SAO PAULO, 1992, p. 95).

Depois esta ideia foi ampliada ao cosseno e a tangente. De forma geral, o
documento propde o trabalho com atividades diferenciadas, tais como: atividades
em que os alunos precisam medir angulos, utilizando transferidor; construir
teodolitos simples com canudinho de refrigerantes; construir tridngulos retangulos;
medir seus lados e construir tabelas com os valores de seno, cosseno e tangente;
calcular distancias inacessiveis como a altura de um poste, de um edificio ou um
morro, para que os alunos compreendam com mais facilidade as razdes

trigonométricas.

Os Parémetros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental (PCN)
(BRASIL, 1998) da mesma forma que a Proposta Curricular para o Ensino de

Matematica do Estado de S&o Paulo do 1° grau ndo propdem o ensino de
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Trigonometria para a 82 série, mas dao énfase ao ensino de semelhanca de
tridngulos, teorema de Tales e de Pitagoras que s&o conhecimentos necessarios

para se estudar Trigonometria.

Em 1999, o Ministério da Educacdo (MEC) langou os Parametros
Curriculares do Ensino Médio (PCNEM), (BRASIL, 1999) com a proposta de
mudan¢a no Ensino Médio que, com a nova Lei de Diretrizes e Bases da
Educacao (LDB N°. 9394/96), tornou esta modalidade de ensino como etapa final
da Educacdo Basica, completando o aprendizado iniciado no Ensino
Fundamental. Segundo os PCNEM (BRASIL, 1999) as disciplinas estao divididas
em trés areas de conhecimento, (Linguagens e Codigos, Ciéncias Humanas,

Ciéncias da Natureza e Matematica) todas acompanhadas de suas Tecnologias.

Segundo este documento, a area Ciéncias da Natureza e Matematica e
suas Tecnologias tem o objetivo de com as outras areas do conhecimento
desenvolver nos educandos habilidades e competéncias que os tornarao
cidaddos capazes de compreender e contribuir para o conhecimento técnico;
desenvolver meios para interpretar fatos naturais; compreender a dindmica de
nossa vida e o convivio harménico com o mundo da informagdo. Também deve
propiciar: “Entendimento histoérico da vida social e produtiva, de percepc¢éo
evolutiva da vida, do planeta e do cosmos, enfim, um aprendizado com carater
pratico e critico e uma participagdo no romance da cultura cientifica”. (PCNEN)
(BRASIL, 1999, p. 17)

Esse documento apresenta uma proposta interdisciplinar com uma
relevancia muito grande em relagdo a Matematica, em razdo de seu carater
universal, esta disciplina esta presente em quase todas as atividades da vida na

sociedade atual:

Possivelmente, nao existe nenhuma atividade da vida
contemporanea, da musica a informatica, do comércio a
meteorologia, da medicina a cartografia, das engenharias as
comunicagdes, em que a Matematica ndo compareca de maneira
insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar
compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensdes, freqiuéncias
e quantas outras variaveis houver (BRASIL, 1999, p. 21).
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O documento sugere como critério central a contextualizagdo, ou seja, o
potencial de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos matematicos e
entre diferentes formas de pensamento matematico, ou a relevancia cultural do

tema e cita como exemplo as fungdes pelo seu carater integrador:

Outro tema que exemplifica a relagdo da aprendizagem de
Matematica com o desenvolvimento de habilidades e
competéncias € a Trigonometria, desde que seu estudo esteja
ligado as aplicagdes, evitando-se o investimento excessivo no
calculo algébrico das identidades e equagbes para enfatizar os
aspectos importantes das fungdes trigonométricas e da analise de
seus graficos. Especialmente para o individuo que nao
prosseguira seus estudos nas carreiras ditas exatas, o que deve
ser assegurado s&o as aplicacbes da Trigonometria na solugéo de
problemas que envolvem medigbes, em especial o calculo de
distdncias inacessiveis, e na construcdo de modelos que
correspondem a fendbmenos perioddicos. (BRASIL, 1999, p.89)

O documento descreve ainda as habilidades e competéncias que devem

ser desenvolvidas pela disciplina. Dentre elas,

Ler e interpretar textos de matematica.

Ler, interpretar e utilizar representagdes matematicas (tabelas,
graficos, expressdes, etc.).

Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para
a linguagem simbdlica (equacgdes, grafico, diagramas, férmulas,
tabelas, etc.) e vice-versa.

Exprimir com correcdo e clareza, tanto na lingua materna, como
na linguagem matematica, usando a terminologia correta.

Produzir textos matematicos adequados.

Utilizar corretamente instrumentos de medicao e desenho.
Identificar o problema (compreender enunciados formular
questoes, etc.).

Formular hipéteses e prever resultados.

Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a
modelos, esbocgos, fatos conhecidos, relagdes e propriedades.
Discutir idéias e produzir argumentos convincentes.

Desenvolver a capacidade de utilizar a matematica na
interpretacao e intervencéo no real.

Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situacdes
reais, em especial em outras areas do conhecimento.

Relacionar etapas da histéria da matematica com a evolu¢ao da
humanidade. (BRASIL, 1999, p.93)
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Na aprendizagem de matematica, € importante que os alunos conhegam
essas habilidades, para que possam desempenha-las sempre que precisarem

tanto na vida escolar como no exercicio de sua cidadania.

Em 2006, o Ministério da Educagédo langou um documento intitulado
Orientacbes Curriculares Para o Ensino Médio (doravante OCNEM), que vem
completar os Parametros Curriculares Nacionais langados anteriormente. Neste
documento, os conteudos estdo mais explicitos, pois propde ideias para trabalhar

os temas e relaciona-los com outras areas e com a prépria Matematica.

Assim, divide a Matematica em quatro blocos, a saber. Numeros e
Operagdes; Funcgdes; Geometria; Andlise de Dados e Probabilidade. Dai nosso

objeto de estudo encontra-se no bloco fungbes:

No que se refere ao estudo das fungdes trigonométricas, destaca-
se um trabalho com a trigonometria, o qual deve anteceder a
abordagem das fungdes seno, co-seno e tangente, priorizando as
relacbes métricas no tridngulo retangulo e as leis do seno e do co-
seno como ferramentas essenciais a serem adquiridas pelos
alunos do ensino médio. Na introdugao das razdes trigonométricas
seno e co-seno, inicialmente para angulos com medida entre 0° e
90°, deve-se ressaltar que séo as propriedades de semelhanga de
triangulos que dao sentido a essas definicdes; segue-se, entéo,
com a definicdo das razbes para angulos de medida entre 90° e
180°. (BRASIL, 2006, p. 73)

As OCNEM, recomendam a determinacédo de elementos de um tridngulo,
utilizando as leis do seno e do cosseno, também sugerem para que alguns

tépicos de Trigonometria sejam dispensados, como as formulas para sen(a+b) e
cos(a+b), além das outras trés razbes trigonomeétricas cotangente, cossecante,

secante.(BRASIL, 2006)

No documento, ha um paragrafo que chama a atencdo, pois mostra a
importancia de compreender a transicdo das relagdes trigonométricas no triangulo
retdngulo para o circulo trigopnométrico, a fim de que os alunos entendam as

funcdes trigopnométricas, como extensdes dessas razoes.

O ultimo documento a ser analisado é a Proposta Curricular do Estado de
Sao0 Paulo de Matematica, (PCESPM), (SAO PAULO, 2008). Na Proposta
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Curricular do Estado de Sao Paulo de 2008, a Matematica é desvinculada do
bloco das disciplinas Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, pois €

considerada como area especifica por trés razdes principais:

A Matematica compde com a Lingua Materna um par
fundamental, mas de carater complementar: é impossivel reduzir
um dos sistemas simbolicos ao outro. Se lingua se aproximar
demasiadamente do modo de operar da Matematica resultara
empobrecida, € o mesmo poderia ocorrer com um texto
matematico que assumisse a ambivaléncia, apropriada apenas a
expressao linguistica.

A incorporagédo da Matematica a area de Ciéncias pode distorcer o
fato de que a matematica, mesmo oferecendo uma linguagem
especialmente importante e adequada para a expressao cientifica,
constitui um conhecimento especifico da educacao basica.

O tratamento da Matematica como area especifica pode facilitar a
incorporacéo critica dos inumeros recursos tecnolégicos de que
dispomos para a representagdo de dados e o tratamento das
informacgbes, na busca da transformacdo de informacdo em
conhecimento (SAO PAULO, 2008, p.38-39).

Neste documento, os conteudos de todas as disciplinas estdo organizados
em séries e nosso objeto de estudo, a trigonometria, estd proposta da seguinte
forma: na 82 série do Ensino Fundamental com proporcionalidade e geometria,
semelhanga de triangulo e razdes trigonométricas no 3° bimestre desta série; ja
no 4° bimestre da 12 série do Ensino Médio, os conteldos sdo razoes
trigonométricas no tridngulo retédngulo, resolugcéo de triangulos nao retangulos: lei
dos senos e lei dos cossenos; para a 22 série do Ensino Médio, a trigonometria
esta proposta para ser trabalhada no 1° bimestre, e apresentada como importante
caracteristica para estabelecer a ligacéo entre o eixo Geometria e Medidas e o
eixo Numero e Fungdes. Nesta série, os conteudos da trigonometria estao, assim,
distribuidos: fendmenos periddicos, fungbes trigonométricas, equacgbes e

inequacdes trigonométricas e adi¢cao de arcos.

Outra caracteristica da Proposta Curricular do Estado de S&do Paulo de
2008, é que com ela foram elaborados cadernos dirigidos aos professores com

orientagdes para sua implantagéo e cadernos de atividades aos alunos.
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Este estudo foi importante, pois ao elaborar a sequéncia de ensino foi
necessario saber para qual série estava proposta a trigonometria no triangulo
retdngulo e no circulo trigopnométrico e saber como abordar esse tema para que
os alunos possam compreender as razdes trigonométricas no tridngulo retangulo

e no circulo trigonométrico.

1.4 Escolha do software de geometria dinamica

Dentre os soffwares de geometria dindmica disponiveis gratuitamente na
rede mundial de computadores, escolhemos o Geogebra, que foi desenvolvido
por Markus Hohenwarter, trata-se de um software de matematica dindmica e

reune recursos de geometria, algebra e calculo.

O Geogebra possui todas as ferramentas tradicionais de um software de
geometria dindmica: pontos, retas, segmentos, circunferéncias, arcos, secg¢des
cbnicas, além de uma janela de algebra que mostra as equacbes e as
coordenadas de um ponto. Por isso apresentam a vantagem didatica de mostrar
ao mesmo tempo a conversdo entre duas representacbes diferentes de um

mesmo objeto, as representacdes graficas e algébricas.

O software encontra-se disponivel em varios idiomas, dentre eles, o
Portugués; dispde de uma ajuda com exemplos que descrevem todas as fungdes
e comandos, além de um férum de usuarios que o utilizam para a realizagcéo de

discussodes e esclarecer duvidas.

O Geogebra distingue trés tipos de ponto, como podemos ver na Figura 8:
pontos livres, A e B; ponto sobre um objeto, D; e ponto de intersec¢éo entre dois

objetos, G.

e Ponto livre: movimenta-se livremente na tela, pois ndo depende de

nenhum objeto para sua existéncia;
e Ponto sobre objeto movimenta-se somente no objeto a que pertence;

e Ponto de interseccdo é o ponto de intersecgdo de dois ou mais

objetos.
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Figura 8. Algumas representa¢ées de pontos no Geogebra

O software tem um menu principal com icones que representam os objetos
que podem ser construidos ao serem acionados. O Geogebra permite ao usuario
construir e manipular objetos geométricos, construir graficos de funcbes e
observar seus comportamentos pela movimentagédo que o programa permite na
janela grafica a direita da tela e, também, a possibilidade de acompanhar
algebricamente o que esta ocorrendo na janela algébrica a esquerda da tela. Na
Figura 9 temos a tela grafica e a tela algébrica do Geogebra com alguns
exemplos de representacéo grafica e algébrica de algumas fungdes.

[ GeoGebra o [
Amuivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

A . ~ e » sfll .- Deslocar eixos =)
%-7 . /( —T | “""q O—, é-—v x " Arraste a area de trabalho ou eixos (Shift + Arraste] /
) Objetos livres X
i@ f{x) = abs{x)
> g(x) = Ig(x) % 5 7.
=@ h(x) = sin{x) LS
-3 pix) = round{x) \ 44 -
) Objetos dependentes "~\ P
i 3 :
2] =
1 — e
0 =
& 5 4 5 2 1 0/1 2 3 4 5 & 7 8
g
2
- 3]
— 44
— 5
@ Entrada: || |round(><) LI o V”Comando % L!\

Figura 9. Janela algébrica e geométrica no Geogebra
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O Geogebra apresenta algumas limitagdes, por exemplo, ao executar um
calculo com variaveis (ao dividir a medida do comprimento de dois segmentos) o
resultado do calculo n&o aparece na janela grafica e se precisarmos acompanhar
esse resultado € necessario abrir a janela algébrica. Por essa limitagdo nas

atividades que precisarmos deixaremos a janela algébrica aberta.
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CAPITULO 2

PROBLEMATICA

Neste capitulo, apresentaremos nossa questao de pesquisa e as hipoteses

para valida-la, nosso referencial te6rico e os procedimentos metodolégicos.

2.1 Delimitacao do problema e questao de pesquisa

Apbés os estudos iniciais, observamos que o0 ensino de trigonometria
apresenta varias dificuldades e obstaculos para a aprendizagem dos alunos. No
estudo a respeito da evolugdo da trigonometria, percebemos que o seno
inicialmente estava relacionado com a corda de um angulo central de uma
circunferéncia. Depois os hindus usaram a semicorda do angulo central de uma
circunferéncia e, na Europa Ocidental, ap6s o Renascimento passa a ser a razédo

entre as medidas dos lados de um tridngulo retangulo.

Ao elaborar as atividades, procuramos desenvolvé-las de modo que o
aluno utilize instrumentos de construcdo geométrica ou o software de geometria
dindmica, pois uma das habilidades que o aluno precisa desenvolver ao estudar
matematica é “fazer validar conjecturas experimentando, recorrendo a modelos,
esbocgos, fatos conhecidos, relagbes e propriedades” (BRASIL, 1999, p. 93).
Assim recorreremos ao recurso da construgdo geométrica para que o aluno
aprenda a manipular instrumentos de constru¢cdo (compasso, régua, transferidor)
em conformidade com a habilidade que precisa ser desenvolvida no aluno que é
“utilizar corretamente instrumentos de medigéo e desenho” (BRASIL, 1999, p. 93).
Devemos levar o aluno a compreender o significado de seno, cosseno e tangente

de angulos maiores que 90°, e que ele perceba que os valores sdo os mesmos (a
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menos do sinal) que os encontrados para os angulos agudos (angulos menores
que 90°).

Acreditamos que levar o aluno a descobrir com atividades experimentais
em ambiente computacional ou com atividades com as quais ele manipule
instrumentos de medida ou outros materiais didaticos, possa despertar nele o

interesse por estudar trigonometria.

Diante desta realidade e das dificuldades apresentadas pelos alunos na

aprendizagem de trigonometria veio o seguinte questionamento:

Atividades com material manipulativo e com o computador podem
favorecer a aprendizagem de alunos na transicao das razdes

trigonométricas no tridngulo retangulo para o circulo trigonométrico?
Para responder nossa questao de pesquisa, levantamos trés hipdteses:

1. Acreditamos que atividades manipulativas bem orientadas podem
auxiliar na aprendizagem da transigao das razdes trigopnométricas no

tridngulo retangulo para o circulo trigopnométrico.

2. A interacdo entre o aluno e um software de geometria dinamica faz
com que ele aprenda as razbes trigonométricas no tridngulo

retdngulo e o circulo trigonométrico.

3. Acreditamos que a constru¢ao do circulo trigopnométrico pelos alunos
possa dar significado aos valores numéricos do seno, cosseno e

tangente para angulos maiores que 90°.

O objetivo de nossa pesquisa é verificar se atividades manipulativas e o
computador contribuem para a aprendizagem da transicdo das razdes

trigonométricas do tridngulo retdngulo para o circulo trigonométrico.

2.2 Referencial teodrico

Para fundamentar nossa pesquisa e no intuito de que os alunos possam
melhor compreender as razdes trigonométricas e sua transicdo para o circulo
trigonométrico, utilizaremos a Teoria das Situa¢des Didaticas de Guy Brousseau

para a elaboracgéo, aplicagcédo e analise da sequéncia didatica.
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2.2.1 A Teoria das Situagoes Didaticas

Segundo Almouloud (2007) o objetivo da Teoria das Situagdes Didaticas &
caracterizar um processo de aprendizagem por uma série de situacdes
reprodutiveis, que conduzam, com certa frequéncia, modificagcbes de um conjunto
de comportamentos dos aprendizes. Estas modificagcbes decorrem da aquisigédo
de um conjunto de conhecimentos e da ocorréncia de uma aprendizagem

significativa.

De acordo com o autor, como mostra a Figura 10, o objeto central do
estudo desta teoria ndo é o aluno, mas a situacéo didatica nas quais sao

identificadas as interagbes firmadas entre professor, aluno e o saber.

& A refagio do aluno|
COMm O saber

Epistemalogia ———>

do professor

r

Q PROFESSOR_MN T

Relaglo pedagigica

Esquema 3 - Tridngulo diddtico

Figura 10. Triangulo didatico
Fonte: Almouloud, (2007, p 32)

De acordo com Almouloud (2007), a Teoria das Situagbes Didaticas apoia-
se em trés hipoteses: a aprendizagem do aluno acontece quando este se adapta
ao milieu (meio), que é um fator de dificuldades, de contradigdes, de desequilibrio,
como € a sociedade humana. O milieu (meio) que ndo estd com intencdes
didaticas é insuficiente para permitir a apreensao de conhecimentos matematicos
pelo aluno. Por isso, o professor deve criar e organizar o meio para que este
possa suscitar e provocar a aprendizagem. O meio e as situagbes devem engajar
fortemente os conhecimentos matematicos envolvidos no processo de ensino e

aprendizagem.
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Almouloud (2007) afirma que, na Teoria das Situagdes Didaticas a situagao

didatica é definida por Brousseau como:

O conjunto de relagbes estabelecidas explicitamente e/ou
implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos, num certo
milieu (contendo eventualmente instrumentos ou objetos), e um
sistema educativo (o professor) para que esses alunos adquiram
um saber constituido ou em constituigdo. (BROUSSEAU, 1978
apud ALMOULOUD, 2007, p. 33)

Segundo Almouloud (2007), uma situacéo adidatica € uma situacao em que
a intencdo de ensinar ndo é dita ao aluno, mas foi imaginada, planejada e
construida pelo professor para dar condi¢cdes favoraveis aos alunos de se
apropriarem do novo saber que deseja ensinar. Segundo o autor, uma situagéo

adidatica tem as seguintes caracteristicas:

O problema matematico é escolhido de modo que possa fazer o
aluno agir, falar, refletir, e evoluir por iniciativa propria;

O problema é escolhido para que o aluno adquira novos
conhecimentos que sejam inteiramente justificados pela logica
interna da situacao [...].

O professor, assumindo o papel de mediador, cria condigbes para
o aluno ser o principal ator da construgdo de seus conhecimentos
a partir da(s) atividade(s) proposta(s). (ALMOULOUD, 2007, p.33)

A situacdo adidatica possui quatro fases que podem ser de acao,
formulagéo, validacao e institucionalizagdo. Estas se entrelagcam fortemente umas

em relagao as outras. De acordo com Freitas (2002) a:

Situagdo de agdo: em um contexto de aprendizagem, quando o aluno esta
envolvido ativamente na busca da solucdo de um problema e realiza ag¢des
imediatas que produzem um conhecimento de natureza operacional. Assim, o
aluno fornece uma solugdo, mas ndo explicita os mecanismos utilizados para
chegar a tal solugdo. Numa situacdo de acdo, ha sempre predominancia quase
exclusiva do aspecto experimental do conhecimento, por exemplo, quando o
aluno em um problema de construgdo geométrica apresenta uma figura
construida com régua e compasso sem a preocupacgao de justificar a validade de

sua construgéo.
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Situagdo de formulagdo: na solugdo do problema, o aluno apresenta
modelos ou esquemas teoricos explicitos, além de mostrar informagdes tedricas
de uma forma bem mais elaborada, também, utiliza uma linguagem mais

apropriada.

Segundo Almouloud (2007) nesta fase o aluno troca informagbes com uma
OuU mais pessoas, em mensagens escritas ou orais que podem estar na lingua
natural ou matematica, € o momento em que o aluno explicita as ferramentas que

utilizou e a solugdo encontrada.

Situagdo de validagdo: o aluno utiliza mecanismos de provas, nessa
situacdo, seu trabalho ndo se refere apenas as informagdes em torno do
conhecimento, mas a certas afirmacdes, elaboracbes e declaragcdes a respeito
desse conhecimento. De acordo com Almouloud (2007), nesta fase o aluno deve
mostrar a validade do modelo que criou, submetendo-o ao julgamento de outra

pessoa;

Situagao de institucionalizagdo visa a estabelecer o carater de objetividade
e universalidade do conhecimento. O conhecimento passa a ter um status mais
universal do que aquele limitado e imposto pela particularidade do problema

estudado.

Em nosso trabalho, mostraremos as situagbes de acado, formulagéo e
validacado realizadas pelos alunos e a situacdo de institucionalizacdo sera

realizada pelo pesquisador ao término das atividades.

2.3 Procedimentos metodolégicos

Para aplicacdo e elaboracdo da sequéncia didatica, utilizamos alguns
pressupostos da Engenharia Didatica que € caracterizada por um esquema
experimental com base em realizagbes didaticas. Aborda situagdes de aplicagc&o
de sequéncia em sala de aula e os fenbmenos didaticos. As analises a priori das
situacbes didaticas e a experimentacdo e analise a posteriori, a confrontagéo
entre a analise a priori e a analise a posteriori serao usadas para responder nossa

questao de pesquisa e validar as nossas hipoteses.

Em nossa anadlise a priori das atividades faremos a analise didatica e

matematica, como as definem Almouloud (2007). Na analise matematica,
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procuraremos identificar as estratégias de resolucdo de cada situagcédo e

evidenciaremos os conhecimentos e saberes matematicos envolvidos.

Na analise didatica, consideraremos os seguintes aspectos:

[...] pertinéncia das situacbes propostas, em relagcdo ao saber
matematico visado e em relagdo aos saberes anteriormente
adquiridos.

Identificar as varidaveis de comando da situacdo e escolher
aquelas necessarias para o estudo.

Estudar a consisténcia das situacbes, isto é, verificar se as
variaveis escolhidas nao possibilitam que os alunos construam
conhecimentos incompativeis, mesmo que de modo provisorio.
Prever e analisar as dificuldades que os alunos podem enfrentar
na resolugéo de cada atividade.

Identificar os novos conhecimentos e/ou métodos de resolugéo
que os alunos podem adquirir.

Prever os saberes/conhecimentos e/ou métodos de resolugéo de
problemas que devem ser institucionalizados. (ALMOULOUD,
2007, p.176-177)

Na analise a priori, consideraremos as possiveis solugbes além das
dificuldades que os sujeitos poderéo encontrar na resolugcao das atividades, onde
e quando o professor devera intervir para institucionalizagédo do saber esperado

na atividade.

Ao confrontarmos a analise a priori com a posteriori, verificaremos se
nossa questao de pesquisa foi respondida ou ndo. A analise a posteriori mostrara
se nossas analises a priori foram correspondidas ou nao, se ocorrerem problemas

nao previstos, procuraremos entender o ocorrido com base na teoria escolhida.

Em nossas atividades adaptamos, alguns arquivos cedidos pela professora
doutora Maria José Ferreira da Silva, que os utilizavam em suas aulas da
disciplina Fundamentos da Matematica Elementar, curso de Fisica da PUC/SP.
Tivemos de adaptar os arquivos cedidos, pois ela utiliza outro software de
geometria dindmica, que ndo € o Geogebra e, também, ndo estad disponivel

gratuitamente na rede mundial de computadores.

Em nossa sequéncia de ensino, utilizaremos a geometria dindmica como
recurso didatico, pois os arquivos ja estdo prontos e os alunos terdo de

movimentar as construgcdes e observar seus comportamentos. Usaremos também



46

atividades em que os alunos terdo que manipular instrumentos de construcéo e

de medidas, pois queremos que ele desenvolva essa habilidade prevista nos
PCNEM. (BRASIL, 1999)

A coleta de dados sera feita ao analisarmos os protocolos dos alunos, os

relatorios dos observadores e da gravacao em audio da aplicagéo das atividades.
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CAPITULO 3

A SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo discorreremos sobre o local de aplicagdo da sequéncia
didatica, os sujeitos da pesquisa, o tempo estimado, a aplicagéo e as analises a

priori e a posteriori das atividades.

3.1 A escola e os sujeitos da pesquisa

Nossa pesquisa foi realizada na escola Estadual Professor Rogério Levorin
da periferia do municipio de Francisco Morato, na Grande Sao Paulo, unidade
escolar do pesquisador. Conta com 1410 alunos matriculados no Ensino
Fundamental e 878 no Ensino Médio. A comunidade no entorno escolar é, em sua
maioria, composta de pais que trabalham em outros municipios e grande parte é

atuante na escola.

O prédio é bem estruturado, conta com 22 salas de aula, uma biblioteca em
funcionamento diario com a prestagdo de servicos de uma funcionaria
readaptada, laboratério de ciéncias fisicas e bioloégicas, laboratério de informatica
com dez computadores ligados em rede com a Internet. A escola possui uma sala
de video com um datashow, um laptop e diversos materiais didaticos para todas

as disciplinas.

Os Horarios de Trabalho Pedagogico Coletivo (HTPC) sdo programados e
estruturados para acontecerem em 2 dias por semana, sempre contando com

material para a formagéao continuada do professor e aprendizagem do aluno.

Este horario € um dos pontos fortes e marcantes na Escola que procura

sempre fazer com que seus professores cresgam profissionalmente. Os
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conselhos de classes sao realizados com a participagdo do corpo docente, corpo
discente e pais. Pedimos autorizagdo a Diregcdo da Escola que se prontificou a

nos dar todo o apoio necessario para realizar a pesquisa em suas dependéncias.

Os sujeitos da pesquisa sao alunos da Escola que estudam na 22 série do
Ensino Médio, do periodo noturno que estdo na faixa etaria de 14 a 16 anos.
Realizamos a pesquisa na 1 semana do més de junho de 2009, com oito alunos
que trabalharam em duplas na execucgao das atividades, fora de seu horario de

aula.

3.2 Aplicacao da sequéncia de ensino

Desenvolvemos uma sequéncia com 12 atividades que se encontra na
integra no anexo A, e fizemos a aplicacdo de um piloto em dois sujeitos para
realizar os ajustes necessarios nas atividades. A aplicacdo do piloto n&o foi no
horario de aula e utilizamos um /aptop para que a dupla executasse as
investigacées, manipulando os arquivos do software de geometria dinamica,
depois dos ajustes prontos, aplicamos a sequéncia de ensino para oito alunos que

nao eram alunos do pesquisador.

Foram necessarios quatro encontros para a aplicagdo das atividades com
aulas duplas, cada aula com duragcdo de 50 minutos. No primeiro encontro, as
duplas executaram as atividades 1, 2, 3 e 4, e na 4?2 atividade fizemos a
institucionalizacdo, pois nesta atividade encerrava-se a investigacéo no triangulo
retdngulo. No segundo encontro as duplas realizaram as atividades 5, 6, 7 e 8. Ao
finalizar a 82 atividade, foi institucionalizado o que pretendiamos com estas
atividades. No terceiro encontro, foram realizadas as atividades 9 e 10 e, no
ultimo encontro, as atividades 11 e 12.

Nas atividades em que foram utilizados os computadores com o software
de geometria dindmica (Geogebra), o pesquisador mostrou aos alunos os
comandos principais do software, a janela algébrica, grafica e, também, os
procedimentos para a movimentagao da figura.

Antes de iniciarmos a aplicagédo das atividades, reunimos os oito alunos e
conversamos sobre que esperavamos deles, como seria nossa atuagdo no
decorrer das atividades. Explicamos que eles participavam de uma pesquisa e
que seus comportamentos e dialogos seriam observados. Comentamos a
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necessidade de se envolverem na resolugéo das atividades, que poderiam discutir
os métodos que usariam para resolver as atividades com o parceiro e perguntar
caso ndo entendessem o que era proposto na atividade. Para n&o identificarmos
os alunos, estes seriam chamados de A, B, C, D, E, F, G e H quando nos

referirmos aos registros de seus protocolos.

3.3 Analise a priori e a posteriori das atividades

Atividade 1:

1. Abra o arquivo tridngulo ret.ggb.

a) Movimente o ponto B e observe a medida do angulo a.

b) O que vocé observou?

c) O que aconteceu com as medidas dos lados do triangulo?

d) Movimente os pontos A e C, registre suas observagoes.

A atividade 1 é uma proposta de investigagdo com base em um arquivo de
geometria dinamica, cujo objetivo € mostrar que ao movimentar o ponto A ou
ponto B (Figura 11), o angulo a ndo varia e que o movimento dos vértices da

figura ndo altera a forma do tridngulo retangulo.

Eﬁeoﬁehra-triangulo ret.ggh.ggh o =13}
Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda
A . . || Mover
s /-; L) (s b Gq '{'w xq N T| ‘%’q Arrastar ou selecionar objetos (Esc) :l
—y=90° _— 40.030/\\.
A a=1768 B
® Enrada || [ ¥ ||o =] |comanco . =]

Figura 11. Tela do Geogebra com a figura da atividade 1
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Ao abrir o arquivo tridngulo ret.ggb, o aluno deveria ver na tela do
computador a figura de um tridngulo retdngulo com vértices A, B, C e as medidas
dos segmentos que representam os lados do tridngulo como mostra a Figura 11.
A construgcédo permite a movimentagcdo dos vértices do tridngulo e as mudangas
ocorridas, estas movimentagcdes deveriam ser observadas pelos alunos. Ao mover
os vértices, as medidas dos lados eram alteradas e estas alteragbes poderiam ser
observadas pelos alunos na figura. A construgao foi feita de modo a permitir que,
ao movimentar os vértices A ou B, se obtém uma infinidade de tridngulos
semelhantes ao triangulo ABC dado inicialmente e, ao movimentar o vértice C, os
angulos agudos do triangulo inicial variariam e seriam obtidos triangulos nao

semelhantes ao triangulo inicial.

Esta atividade foi introdutoria, pois as observacdes feitas pelos alunos
serviriam para prosseguir nas atividades seguintes. Na atividade era necessario
que os integrantes das duplas discutissem, formulassem suas hipoteses, tentando

valida-las como previmos em nosso aporte teorico.

No item (a) esperava-se que os alunos nao sentissem nenhuma dificuldade
para realiza-lo. No item (b) esperava-se que os alunos notassem que ao mover o
ponto B o angulo a nao variaria, e no item (c) esperava-se que os alunos
observassem que as medidas dos lados do tridngulo variassem conforme se

movimenta o ponto B.

Para o item (d) esperava-se que os alunos observassem que ao
movimentar o ponto A o angulo a rdo variaria e que ao mover o vértice C o

angulo a variasse e que em ambos 0s casos, as medidas dos lados iriam variar.

Para executarem a atividade, esperava-se que os alunos vivenciassem a
situacdo de agdo na leitura da atividade, ao movimentarem os vértices do
tridangulo; ao se empenharem na resolucdo da atividade, de formulagdo ao
conversar um com o outro integrante da dupla sobre suas hipdteses e na
validagcao escreveriam suas conclusdes, apés convencer o colega de que elas

estavam corretas.
Aplicagdo e andlise a posteriori da atividade 1

Durante a aplicagdo, houve o envolvimento esperado pelo pesquisador. Os

alunos mostravam preocupacado em acertar e deixar claro que entenderam o que
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estava sendo pedido na atividade. Os alunos E e F ndo estavam conversando ao
realizarem a atividade, porém o pesquisador disse-lhes que era necessario que
trocassem ideias, pois a atividade era para ser discutida pelas duplas. Os alunos
C e D interagiram bem entre si, mas mostraram grandes dificuldades de
interpretacédo. Os alunos G e H ndo conheciam o simbolo da letra grega alfa e ao
lerem a atividade a chamaram-na de “a@”. O pesquisador ao perceber o ocorrido
perguntou aos demais alunos se conheciam o simbolo a (apontando-o na a tela
do computador), e os alunos disseram que era um “a@”. Assim, foi necessaria uma
intervencao para lhes apresentar os simbolos das letras gregas utilizados nas

atividades.

No item (a) da atividade as duplas executaram o que lhes foi solicitado e
seus integrantes revezavam-se para movimentar a figura apresentada pelo

software.

No item (b), as alunas A e D deram as seguintes respostas em seus

protocolos, como mostra nas Figuras 12 e 13:

s L T e e VoML, w1 M am L T wedie & et lhine 2

v, ool L b AP e i ML K B L o Lt

Figura 13. Registro da aluna D para o mesmo item

Com esta resposta, entendemos que a aluna A ao observar a figura nédo se
limitou a olhar s6 o angulo a, mas também observou que o angulo reto contido na
figura ndo muda como mostra a Figura 12. A aluna D, ao relatar “s6 as medidas
das linhas”, referia-se as medidas dos lados do tridngulo. Os outros alunos

perceberam que a medida do angulo a ndo muda ao movimentarem o ponto B.

No item (c), as alunas A e C escreveram em seus protocolos (Figuras 14 e
15):
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Figura 14. Registro da aluna A para item c atividade 1
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Figura 15. Registro da aluna C para o mesmo item

Entendemos que a aluna A atingiu o que era solicitado na atividade,
embora seu registro ndo fosse objetivo, como o da aluna C. Ao analisar os
protocolos, notamos que ela apresentou dificuldade para expressar por escrito as
suas ideias, mesmo assim percebeu que, ao mover o ponto B, as medidas dos

lados alteraram-se.

No item (d), a aluna B escreveu em seu protocolo representado pela Figura
16:

d) Mowrnente os pDniusA eC, regisire suas obsewagoes'?
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Figura 16. Registro da aluna B para item d da atividade 1

Compreendemos que a aluna ao escrever “ndo se movimenta o alfa’,
queria dizer que a medida do angulo alfa ndo muda ao movimentar o vértice A, e
a resposta foi redundante, pois escreveu “dngulo reto de 90°”. A aluna B também

percebeu que, ao mover o ponto C, a medida do lado a do tridngulo ndo variava.

Para este mesmo item, o aluno G deu a seguinte resposta em seu

protocolo, representado pela Figura 17:



53

d) Movimente os pontos A e C, registre suas observagdes.
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Figura 17. Registro do aluno G para o item d da atividade 1

Ao escrever “os angulos ndo sofrem alteragbes” o aluno referia-se as
medidas dos angulos que n&o variavam ao mover os pontos A ou B, por meio
dessa resposta, entendemos que este aluno atingiu o que propusemos nesta
atividade. Salientamos também que, embora n&do tenhamos registrado todas as
respostas dos alunos, todos perceberam que ao movimentar os pontos A e B, as
medidas dos angulos n&o variavam, e ao movimentar o ponto C, as medidas dos

angulos agudos variavam.

Ao realizar esta atividade os alunos vivenciaram a situagdo de acgéo ao
abrirem o arquivo triangulo ret.ggb, ao lerem a atividade (os alunos leram a
atividade um para o outro antes de abrir e movimentar o arquivo), ao moverem o0s
vértices do tridngulo; a situacado de formulagdo ao conversarem com o colega (a
aluna H perguntou para o aluno G “.. o que significa o esse asinho aqui? Sera

“ £

que isso € um a? Parece um simbolo sei la...”). E ele respondeu... “é um a, é o

angulo a...” e apontou para a figura da tela do computador. A aluna A ao
movimentar o ponto B disse a aluna B “... ao movimentar o ponto B o angulo reto
e o angulo alfa ndo varia...” e moveu o ponto B em varias dire¢des para que a
aluna A observasse e, em situacédo de validagcdo, ao convencerem o colega de
que suas hipdteses estavam corretas (mesmo nao estando). Todos perceberam
que, ao mover os pontos A e B, a medida do angulo a ndo variava e ao mover o

ponto C a medida do angulo a variava.
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Atividade 2

Na parte inferior da tela ha uma janela onde esta escrito enfrada. Aperte o botédo
esquerdo do mouse dentro dela e digite c¢/d, depois dé “enter” e observe na janela
algébrica que aparece a letra f com o resultado da divisdo da medida do lado ¢ pela

medida do lado 4.

a) Arraste o ponto B e observe o resultado da razéo c¢/d representada pela letra £ O que
vocé observou?

b) A medida do angulo a alterou?

c) Movimente o ponto A observe o resultado da razéo c¢/d. O que vocé observou?

d) A medida do angulo a alterou?

e) Movimente o ponto C observe o resultado da razdo c¢/d. O que vocé observou?

f) A medida do angulo a alterou?

A atividade 2 é uma proposta de investigagcdo em um arquivo de geometria
dindmica cujo o objetivo € que os alunos percebam que, em tridngulos retangulos
semelhantes, para cada angulo agudo, a razdo entre a medida do cateto oposto a

ele e a medida da hipotenusa s&o constantes.

&, GeoGebra - tridngulo ret.ggh.ggh - 1o x|
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Figura 18. Tela da atividade 2 com a janela algébrica e janela de entrada

Na atividade foi utilizado o mesmo arquivo da atividade 1, (porém com a
janela algébrica aberta como mostra a Figura 18), foi entregue aos alunos uma
folha com o enunciado para que executassem a atividade. Ao abrirem o arquivo,
os alunos veriam na tela do computador um tridngulo retdngulo e a janela

algébrica. Na parte inferior da tela havia uma janela, que era um campo de
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entrada; nela, os alunos deveriam digitar os comandos pedidos na atividade para

que o programa executasse-os.

Ao realizarem os procedimentos para que o programa executasse a razao
da medida do lado c pela medida do lado d apareceria na janela algébrica a letra

f, representando o resultado da razao.

Nos itens (a) e (b), os alunos deveriam movimentar o ponto B e
observariam que a razéo representada pela letra f ndo variaria e que a medida do

angulo a n&do mudaria.

Nos itens (c) e (d), ap6s movimentarem o ponto A, os alunos observariam

que o valor da raz&o c¢/d nao variaria e que a medida do angulo a n&o alteraria.

Para os itens (e), e (f), ao movimentarem o ponto C os alunos observariam
que o valor da razdo c¢/d mudou e que a medida do angulo a alterou. Ao mover o

ponto C, havia uma infinidade de tridngulos que ndo eram semelhantes ao

triangulo ABC dado inicialmente ao abrir o arquivo.

Ao realizar a atividade, esperava-se que os alunos vivenciassem situacao
de acéo, ao ler a atividade, na execugédo dos comandos, na manipulacéo para que
os vértices do tridngulo se movimentassem; situagdo de formulagdo quando
observassem os resultados na janela algébrica, quando observassem o angulo a
e, ao conversarem com o outro integrante da dupla sobre suas hipdteses, e

situagdo de validagédo, ao convencerem o colega que dependendo do ponto

movimentado o angulo n&o iria variar nem a razao c¢/d.

Analise a posteriori da atividade 2

Apés lerem a atividade, os alunos comecaram a digitar os comandos
pedidos. A aluna D mostrou para a aluna C na janela algébrica a letra f e mostrou-
Ihe o resultado da raz&do apresentada pelo computador. Nessa dupla, a aluna D
parecia liderar e a aluna C era mais passiva. Todos os alunos, ap6s digitarem os

comandos c/d, conseguiram localizar a letra f na janela algébrica.

No item (a), escolhemos as respostas dos protocolos dos alunos A, C, E H
representados pelas Figuras 19, 20, 21 e 22, para contemplar um integrante de

cada dupla, pois as respostas das duplas foram muito parecidas:
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Figura 19. Registro da aluna A para o item a atividade 2

G e A O

Figura 20. Registro da aluna C para o mesmo item
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Figura 21. Registro do aluno E para mesmo item
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Figura 22. Registro da aluna H para o item a da atividade 2

Embora os alunos escrevessem de forma diferente o que observaram
como mostram as Figuras 19, 20, 21 e 22 todos perceberam que, ao mover o
ponto B, a razdo f ndo mudou. Para essas respostas, os alunos vivenciaram
situacdo de acdo, ao digitarem os comandos na janela de entrada, ao
movimentarem o ponto B e ao observarem o movimento causado pelo
deslocamento do ponto B; de formulacao, a aluna A ao conversar com a aluna B,
”"vocé esta vendo o que esta acontecendo com a razéo f...” e os demais alunos ao
mostrarem um ao outro o que acontecia ao movimentarem o ponto B e
observarem na janela algébrica o que ocorria com a razéo f e, por situacao de
validacdo, ao registrarem em seus protocolos que a razdo f ndo mudou, apos

convencerem o colega a fazerem os registros iguais aos seus.

No item (b), todos os alunos apresentaram respostas parecidas,
mostraremos o que as alunas A e D escreveram em seus protocolos,

representados pelas Figuras 23 e 24:
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Figura 24. Registro da aluna D para o mesmo item

Nesse mesmo item, o aluno E perguntou “... na b coloca s6 sim ou ndo?...”.
O pesquisador respondeu-lhe com outra pergunta se ele achava que sé “sim” ou

s6 “ndo” responderia o que estava pedindo.

Para estas respostas, os alunos vivenciaram situacdo de acdo, ao
movimentar o ponto B; formulagéo, ao observarem e conversarem com o colega
que o angulo a ndo varia va e, de validagao ao e registrarem que a medida do

angulo a nao variava.

Ao realizar o item (c), todos os alunos apresentaram respostas parecidas

com os registros das alunas A e B, representados pela Figura 25:
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Figura 25. Registro das alunas A e B para o item c da atividade 2

Pelas respostas apresentadas nos protocolos, todos os alunos perceberam
que a razdo f ndo variava ao mover o ponto A. Para esta resposta, os alunos
vivenciaram situagado de agdo ao movimentarem o ponto A e ao observarem a
figura; formulagao, a aluna A ao conversar com a aluna B “.. vocé esta vendo, eu
mexo com o ponto A e o numero em frente ao f ndo muda...” (apontando para a
janela algébrica na tela do computador) e de validagdo, ao convencerem um ao
outro a apresentarem o mesmo registro em seus protocolos de que a razéo f ndo

se alterava.
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No item (d), os alunos apresentaram respostas parecidas com os registros
dos protocolos da aluna D ou com os registros das alunas A e B, como mostram

as Figuras 26 e 27:

d) A medida do &ngulo a alterou?
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Figura 26. Registro da aluna D para a item d da atividade 2

d) A medida do angulo a alterou?

Figura 27. Registro das alunas A e B para o mesmo item

A maioria dos alunos apresentou respostas sucintas, como as alunas Ae B
como mostra a Figura 27. Para estas respostas, os alunos vivenciaram situagéo
de acdo ao movimentarem o ponto A e observarem a medida do anguloa;
formulagéo, ao conversarem com o colega sobre suas observagdes e, validagao,

ao escreverem e convencerem os colegas a darem respostas iguais as suas.

Ao movimentarem o ponto C, as alunas A, C, D e H apresentaram os
seguintes registros para o item (e) em seus protocolos representados pelas
Figuras 28, 29, 30 e 31:

ey LTI LA b e 1T Far G A MO =Lt

Figura 28. Registro da aluna A para o item e da atividade 2
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Figura 29. Registro da aluna C para o mesmo item
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Figura 30. Registro da aluna D para o item e da atividade 2
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Figura 31. Registro da aluna H para o mesmo item

Ao analisar os registros, percebemos que mesmo escrevendo de modos
diferentes suas observacdes, todos os alunos perceberam que, ao mover o ponto
C, arazao f muda. Para as respostas, as duplas vivenciaram situacao de acéo, ao
movimentarem o ponto C, ao observarem o valor da razéo f; formulagdo, a aluna
A ao conversar com a aluna B que a razédo f esta variava conforme ela mexeu
com o ponto C, do mesmo modo quando os outros alunos conversavam um com
0 outro ao observarem o ocorrido, ao movimentarem o ponto C; validagéo, ao
registrarem em seus protocolos suas respostas por terem certeza de que estavam

corretas.

Da mesma maneira as alunas perceberam que a medida do angulo a
mudava de valor ao movimentarem o ponto C, conforme seus registros em seus

protocolos para o item (f) Figuras 31, 32, 33 e 34:
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Figura 32. Registro da aluna A para o item f da atividade 2
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Figura 33. Registro da aluna C para o mesmo item

f
) i # ! A e L gl o )
J A v Lr CRCs SO LA VS ﬂ Y weol WA AD ,

Figura 34. Registro da aluna D para o item f da atividade 2
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Figura 35. Registro da aluna H para o mesmo item da atividade 2
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No protocolo da aluna D, como mostra a Figura 34, ela registrou 0 nome do
angulo com a letra A por ndo conseguir fazer o simbolo da letra alfa (a) conforme
nos relatou depois. Embora os registros fossem diferentes os alunos perceberam
que a medida do angulo mudava ao mover o ponto C e para estas respostas as
duplas vivenciaram situacdo de acédo ao movimentarem e observarem o que
ocorreu com a figura; formulacdo ao tentarem entender porque a medida do
angulo a variava ao movimentarem o ponto C e, validacdo ao afirmarem e

registrarem em seus protocolos que a medida do angulo alfa mudava.

Nesta atividade, ocorreu 0 que esperavamos em nossas analises prévias,
pois 0s alunos observaram que a raz&o c¢/d e o dngulo a ndo mudaram de valor ao
movimentarem o ponto A ou B e que a razédo c¢/d e o angulo a mudaram de valor

ao movimentarem o ponto C.

Atividade 3

Na janela de entrada, digite a/d e depois de “enter’ aparecera na janela algébrica
a letra g que representa a razao da medida do lado a pela medida do lado d.

a) Arraste o ponto B, observe o resultado da razéo a/d representada pela letra g.
O que vocé observou?

b) A medida do angulo a alterou?
c) Movimente o ponto A, observe o resultado da razao a/d. O que vocé observou?
d) A medida do angulo a alterou?
e) Movimente o ponto C, observe o resultado da razao a/d. O que vocé observou?

f) A medida do angulo a alterou?

A atividade 3 é uma proposta de investigacdo em um arquivo de geometria
dindmica. Seu objetivo é que os alunos percebam que, em tridngulos retangulos
semelhantes, para cada angulo agudo a razdo entre o cateto adjacente e a

hipotenusa é constante.

Para esta atividade, foi utilizado o mesmo arquivo da atividade 1. Os alunos
receberam uma folha com espaco para registrarem suas observagdes e com o

enunciado para que executassem a atividade.
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Os alunos, ao executarem os comandos para que o programa calculasse a
razdo entre a medida do lado a e a medida do lado d veriam na janela algébrica
que o programa chamou esta razdo de g. Ao movimentarem os pontos A, B, C os
alunos deveriam observar o que acontecia com os valores da razao a/d e com o
angulo a para que respondessem aos questionamentos propostos na atividade.
Ao movimentar os pontos A ou B haveria infinitos triangulos ABC semelhantes ao
triangulo inicial. Nesse caso, os alunos deveriam observar que os valores da
razao a/d ndo mudariam e ao mover o ponto C a razdo a/d mudaria de valor
porque ao mové-lo seriam obtidos infinitos triangulos ABC com os angulos agudos

variariam para cada posi¢ao do ponto C.

Nos itens (a) e (b), esperava-se que os alunos apds suas observacdes
respondessem que a medida do &ngulo a no alteraria e que o valor da razéo a/d
nao variaria. Para os itens (c) e (d), ao movimentarem o ponto A esperava-se que
os alunos observassem que a medida do angulo a ndo se alteraria e que o valor

da razao a/d nao variaria.

Nos itens (e),e (f), quando movessem o ponto C esperava-se que 0S
alunos notassem que a medida do anguloa varia ria e que a razdo a/d mudaria

seu valor para cada movimento do ponto C.

Durante a realizagdo da atividade, os alunos vivenciariam a situacdo de
acdo na execucdo dos comandos, ao moverem os vértices do tridngulo e na
leitura da atividade; formulagéo, ao observarem os resultados na janela algébrica,
ao observarem o angulo a e ao tentarem convencer o outro integrante da dupla de

suas hipoteses, validacdo ao convencer o colega que dependendo do veértice

movimentado n&o variaria a medida do angulo e também n&o variaria a razao a/d.

Analise a posteriori da atividade 3

Quando os alunos realizaram esta atividade ja estavam familiarizados com
os comandos do software. Apds lerem atividade e executarem os comandos a/d
todos verificaram que apareceu na janela algébrica a letra g: em seguida, apds
movimentarem o ponto B comecaram a conversar um com outro enquanto

apontavam para a tela do computador, mostrando na janela algébrica que a razéo
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g ndo mudou de valor. No item (a), todos apresentaram registros parecidos com

os registros dos alunos A, D, e F mostrados nas Figuras 36,37 e 38.
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Figura 36.Registro da aluna A para o item a atividade 3
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Figura 37. Registro da aluna D para o mesmo item
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Figura 38. Registro do aluno F para o item a da atividade 3

Mesmo escrevendo de forma diferente em seus protocolos, todos os alunos
perceberam que, ao mover o ponto B, os valores da razdo g nao mudaram. Com
estas respostas, os alunos atingiram o que queriamos nesse item e 0s mesmos
vivenciaram situagao de acéo, ao digitarem os comandos, ao movimentarem o
ponto B e observarem a janela algébrica; formulagcdo, ao conversarem com o
outro integrante da dupla sobre o que estava ocorrendo com o valor da razédo g
que nao variava, conforme a movimentacdo do ponto B e de validagdo, ao

registrarem em seu protocolo sua resposta.

No item (b), todos apresentaram respostas parecidas com as dos

protocolos das alunas A ou C, mostrados nas Figuras 39 e 40:
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Figura 39. Registro da aluna A para o item b da atividade 3
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Figura 40. Registro da aluna C para o mesmo item
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Ao relatar “ndo altera a medida do alfa” a aluna omitiu o termo angulo,
mesmo assim percebeu que a medida do angulo ndo variou ao mover o ponto B.
A maioria dos alunos apresentou respostas mais sucintas, como a da aluna C
mostrada na Figura 40. Para estas respostas os alunos vivenciaram situacao de
acdo, ao movimentarem o ponto B; formulagdo, ao observarem o angulo a
enquanto moviam o ponto B e quando conversavam com o colega da dupla sobre
suas observacgodes; validacdo ao registrar suas observagbes em seu protocolo e

convencerem os colegas a darem respostas iguais as suas.

Para o item (c), os alunos apresentaram registros em seus protocolos

como as alunas A, C, D, e H mostrados pelas Figuras 41, 42, 43 e 44.

LA

Figura 41. Registro da aluna A para o item c da atividade 3

Figura 42. Registro da aluna C para o mesmo da atividade 3

Figura 43. Registro da aluna D para o item c da atividade 3
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Figura 44. Registro da aluna H para o mesmo item

Embora suas respostas ndo foram iguais todos os alunos observaram que,

ao mover o ponto A, os valores da razdo a/d ndo mudaram e, para estas
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respostas, os alunos vivenciaram a situacado de agdo, ao movimentarem o ponto
A; formulacdo, ao observarem na janela algébrica o valor da razédo g e ao
conversarem com o colega da dupla dizendo que o valor da raz&o g ndo mudou e

de validacéo, ao registrarem suas observac¢des em seus protocolos.

No item (d), todos os alunos deram respostas préximas as respostas das

alunas B e C mostradas pelas Figuras 45 e 46:
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Figura 45. Registro da aluna B para o item d da atividade 3
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Figura 46. Registro da aluna C para o mesmo item da atividade 3

Cinco alunos deram respostas mais completas como a aluna B como
mostra a Figura 45 e os outros, respostas mais sucintas como a aluna C como
mostra a Figura 46. Para estas respostas, os alunos vivenciaram situagao de
acao, ao moverem o ponto A; formulacao, ao observarem a medida do angulo a e
conversar com o0 colega que a medida do mesmo ndao mudou e validagéo, ao
registrarem em seu protocolo a resposta para a questdo depois de convencerem

os colegas de que elas estavam corretas.

Para o item (e), todos os alunos escreveram em seus protocolos registros

como os da aluna B ou da aluna D mostrados nas Figuras 47 e 48:
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Figura 47. Registro da aluna B para o item e da atividade 3
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Figura 48. Registro da aluna D para o mesmo item da atividade 3
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Neste item, a maioria dos alunos deu respostas mais curtas e objetivas
como a aluna D, e todos perceberam que, ao moverem o ponto C, os valores da

razao a/d mudaram para cada posi¢cao do ponto C.

No item (e), a maioria dos alunos deu resposta sucinta como a do protocolo
da aluna H, como mostra a Figura 49, s6 as alunas A e B escreveram respostas
diferentes em seus protocolos como mostra a Figura 50. Com estas respostas os
alunos perceberam que, ao moverem o ponto C a medida do angulo a mudaria

para cada posigao do ponto C.

pﬁzﬁl»uﬂhw.

Figura 49. Registro da aluna H para o item e da atividade 3
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Figura 50. Registro da aluna A e B para o mesmo item da atividade 3

As alunas A e B ao relatarem, “movimentando o ponto C se altera a me
medida de alfa de acordo com a posigéo do triangulo”, entendemos que as alunas
referiam-se que, ao movimentar o ponto C, a medida do angulo a mudaria de

valor, conforme a posig¢ao do ponto C.

Por terem acabado a atividade os alunos G e H ficaram movimentando o
ponto C e observaram que, ao mové-lo, as razdes f e g aumentavam ou
diminuiam seus valores, conforme o ponto C, aproxima-se ou afastava-se do
ponto A. Percebemos isto ao ouvir a gravagao das atividades, nela o aluno G
disse a aluna H “... olha, quando vocé desce o ponto C a razéo f diminui e a g

aumenta...”.

Atividade 4

Digite na janela de entrada c/a. Dé enter. Aparecera na janela algébrica, a letra A
que representa a razdo da medida lado ¢ pela medida do lado a.
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a) Arraste o ponto B e observe o resultado da razio c/a representada pela letra
h.0 que vocé observou?

b) A medida do angulo a alterou?
c) Movimente o ponto A, observe o resultado da razéo c/a. O que vocé observou?
d) A medida do angulo a alterou?
e) Movimente o ponto C, observe o resultado da razdo c/a. O que vocé observou?

f) A medida do angulo a alterou?

A atividade 4 é uma proposta de investigacdo em um arquivo de geometria
dindmica. Seu objetivo é que os alunos percebam que, em triangulos retangulos
semelhantes, a razdo entre a medida do cateto oposto a um angulo agudo e a

medida do cateto adjacente ao mesmo angulo agudo sao constantes.

Os alunos receberam uma folha com o enunciado para executarem a
atividade com espaco para registrarem suas observagdes. O arquivo utilizado era
o tridngulo ret.ggb o mesmo da atividade 1. Os alunos deveriam digitar c/a para
que o programa calcule a razdo da medida do cateto oposto pela medida do
cateto adjacente e mostre na janela algébrica a letra h, como apresenta a Figura
51.
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Figura 51. Janela algébrica com as razbes c/a, a/d, c/d.
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Depois de digitarem a razdo c/a os alunos veriam na tela do computador
um tridngulo retédngulo e a janela algébrica como mostra a Figura 51 com os
valores das razbes “c/d”, “a/d” e “c/a” representados pelas letras f, g e h
respectivamente, deveriam movimentar os pontos A, B e C, observar o que
acontecia com os resultados das razbes e com a medida do angulo a para que

depois pudessem registrar suas observagdes na folha com os enunciados.

Para o item (a) esperava-se que os alunos apds a execugdo desse
procedimento e observassem a janela algébrica e respondessem que a razdo c/a

nao mudou.

No item (b), esperava-se que os alunos, apds observagdo do angulo q,

respondessem que a sua medida nao se alterou.

Para o item (c) esperava-se que os alunos depois de movimentarem o
ponto A e observarem os valores da razio c/a na janela algébrica escrevessem

que nao houve mudanca.

Quando realizassem o item (d), esperava-se que os alunos respondessem

que a medida do angulo a ndo sofreu alteragdo ao movimentar o ponto A.

No item (e), esperava-se que os alunos ap6s movimentarem o ponto C e
terem observado a razdo c/a respondessem que os valores dela mudaram

quando movimentaram o ponto C.

No item (f), esperava-se que os alunos respondessem que a medida do

angulo a sofreu alteracdo ao movimentar o ponto C.

Para a realizac&o da atividade, os alunos vivenciariam a situagao de acgao,
ao lerem a atividade, todas as vezes que tivessem de digitar os comandos no
teclado, quando tivessem de movimentar os pontos A, B ou C, e ao se
empenharem na resolucdo da atividade; formulagcdo, ao buscarem em seus
conhecimentos prévios um modo de resolugdo aos problemas, ao trocar
informagdes com o outro integrante da dupla sobre suas hipéteses, quando
tivessem de observar o resultado das razbes na janela algébrica, quando
tivessem de observar se o angulo a estaria variando e validagao, ao convencer o
outro integrante da dupla de que suas hipoteses eram verdadeiras, que o método

que utilizaram para fazer era verdadeiro.
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Anadlise a posteriori da atividade 4

Logo que receberam a atividade, os alunos leram-na e ja foram digitando
os comandos c/a. Verificaram na janela algébrica que apareceu a letra h e
comegaram a realizar o item (a). Enquanto um movimentava o ponto B, o outro
observava o que ocorria com a razao na janela algébrica e com o angulo na
janela grafica. O aluno E disse ao aluno F: “isso esta muito facil, o que sera que
esse professor quer?” A aluna C disse a aluna D: “é parecido com as outras
atividades temos que fazer praticamente a mesma coisa”. Por conhecerem o
software e devido a semelhanca das atividades os alunos resolveram esta
atividade num pequeno intervalo de tempo (15 minutos) e também deram
respostas mais curtas e objetivas. Nessa parte, da atividade, fizemos a analise
dos itens de dois em dois, pois ao mover os pontos A, B, e C é solicitado que os

alunos observem a razao e o angulo para cada ponto movimentado.

Para os itens (a) e (b), todos os alunos apresentaram em seus protocolos

respostas muito proximas as da aluna B, representadas pelas Figuras 52 e 53:
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Figura 52. Registro da aluna B para o item a da atividade 4

Figura 53. Registro da aluna B para o mesmo item b atividade 4

Os alunos comecgaram a serem mais objetivos nas respostas, como mostra
a Figura 53, somente as alunas A e B deram respostas mais longas como mostra
a Figura 52. Com as respostas, os alunos perceberam que ao movimentar o ponto
B a razdo c/a ndo mudou e a medida do angulo a também n&o variou como
esperavamos em nossas analises prévias. Ao darem as respostas, os alunos
vivenciaram situagcéo de agao, ao arrastar o ponto B; formulagdo ao observarem o
valor da razdo h e a medida do angulo na janela algébrica, e ao conversarem um
com o outro que esses valores nao mudaram com movimento o ponto B e

validagéo, a aluna A ao convencer a aluna B de que suas afirmacgbes estavam
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corretas e ambas fazem o mesmo registro em seus protocolos (nesse momento, a
aluna A movimentou o ponto B e mostrou a aluna B os valores da razdo e do

angulo na janela algébrica).

Para os itens (c) e (d), todos os alunos apresentaram respostas parecidas

com as da aluna B, representadas nas Figuras 54 e 55:

Figura 54. Registro da aluna B para o item ¢ da atividade 4

Figura 55. Registro da aluna B para o item d da atividade 4

Ao apresentar as respostas parecidas com as da aluna B, todos os alunos
perceberam que, ao movimentar o ponto A do tridngulo a razado c¢/a nao variou
nem a medida do angulo a ndo mudou. Para as respostas os alunos vivenciaram
situagdo de ac¢ao, ao movimentarem o ponto A, ao se empenharem na tentativa
de resolugéo da atividade; formulagdo, ao observarem na janela algébrica os
valores da razdo h e a medida do &ngulo a e ao conversarem um com 0O outro
sobre suas observagbes e validagdo ao registrarem suas respostas nos

protocolos depois de um aluno convencer o outro de que ele estava certo.

Nos itens (e), e (f), os alunos apresentaram registros em seus protocolos

parecidos com os da aluna B, representados pelas Figuras 56 e 57:
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Figura 56. Registro da aluna B para o item e da atividade 4
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Figura 57. Registro da aluna B para o item f da atividade 4
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Todos os alunos perceberam que, ao mover o ponto C, os valores da razao
h mudaram e que a medida do angulo a variou. Para estas respostas os alunos
vivenciaram situacdo de agdo, ao movimentarem o ponto C; formulagdo, ao
observarem na janela algébrica e na figura os valores da razdo h e a medida do
angulo a e ao conversarem um com o outro sobre suas observades e validacgao,
ao convencerem o colega que ao mover o ponto C os valores da razéo e a

medida do angulo mudaram.

A aluna H apresentou registro diferente para o item (e), como mostra a
Figura 58:
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Figura 58. Registro da aluna H para o item e da atividade 4

Quando lemos esta resposta a principio ndo entendemos o que a aluna
quis dizer, mas ao movimentar o ponto C do arquivo tridangulo ret.ggb

entendemos a resposta da aluna e acreditamos que ela queria escrever:

“Quando se movimenta o ponto C e a medida do angulo a diminui, os
valores das razbes f e h diminuem, e os valores da razdo g aumentam, quando
aumenta a medida do anguloa , ao movimentar o ponto C, as razbes f e h

aumentam seus valores e os valores, da razdo g diminuem?’.

Embora seus registros fossem diferentes os alunos G e H foram além do
esperavamos em nossas analises prévias, pois nhao percebemos o que relataram

quando fizemos a analise a priori.

Nesta atividade, omitimos o item (g) “escreva o que vocé concluiu com as
observacgoes feitas da atividade 1 até a atividade 4 que havia no piloto, achamos
melhor que o aluno expusesse suas conclusdes ao grupo. Quando terminaram as
atividades, o pesquisador reuniu os alunos e perguntou-lhes o que concluiram
com as observacgdes feitas da atividade 1 até a 4. O aluno E disse:* quando mexe
o ponto A ou B ndo muda nem o angulo nem a razdo”. O aluno G disse que

percebeu o que o aluno E disse e acrescentou: "se mexer no ponto C ai muda
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tudo, as razbes e o angulo’. Os demais alunos também manifestaram ter
percebido o que esses dois disseram, mas nenhum relacionou as razdes c/d, a/d
e c/a com as razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente. O pesquisador
disse-lhes quais eram os objetivos das atividades e depois desenhou na lousa um
triangulo retangulo parecido com o da figura da tela do computador com as

mesmas letras em seus lados e vértices.

O pesquisador escreveu na lousa a razao c/d e perguntou o que as letras ¢
e d representavam no tridngulo da figura. A aluna A disse que a letra d era o
cateto e a letra ¢, a hipotenusa. Ao observar o equivoco o pesquisador perguntou
se a mesma tinha certeza do que estava falando, e a aluna respondeu que sua
professora havia lhe ensinado que a hipotenusa é junto do angulo de 90°. A aluna

B disse que o c representava o cateto oposto e o d representa a hipotenusa.

O pesquisador perguntou aos alunos qual o nome da raz&o trigonométrica
que é a razao entre a medida do cateto oposto ao angulo a pela a medida da

hipotenusa. A resposta n&o foi imediata, mas a aluna A disse que era o seno.

Em seguida, o pesquisador escreveu na lousa a razao a/d e fez a mesma
pergunta, o que as letras a e d representavam no tridngulo da figura. Os alunos
responderam que a letra a era o cateto adjacente ao angulo a e que a letra d a
hipotenusa. Foi perguntado qual o nome da razao trigonométrica que era a razéo
entre a medida do cateto adjacente ao angulo a e a medida da hipotenusa, os

alunos responderam o cosseno.

O pesquisador escreveu na lousa a razéo c/a e perguntou o que estas
letras representavam no triangulo. Os alunos responderam que c¢ era o cateto
oposto ao angulo a e a era o cateto adjacente ao angulo a. Foi perguntado o
nome dessa razdo e os alunos responderam que era tangente. Em seguida, o
pesquisador fez a institucionalizagdo dos objetos matematicos e disse aos alunos
que eles precisariam desses conhecimentos para prosseguir nas atividades
seguintes. Depois foi entregue a cada integrante da dupla uma folha com o
fechamento das atividades, que foi lida pela aluna H enquanto os demais
acompanhavam a leitura. Terminada a leitura, o pesquisador perguntou se havia

alguma duvida e ninguém se manifestou.
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Institucionalizac&o das atividades 1 a 4

Vocé deve ter observado que ao movimentar os pontos A ou B o angulax ndo
variou. Embora os comprimentos dos lados dos tridangulos ABC tenham mudado,
as razoes entre as medidas dos lados mantiveram-se constantes. Isso vale para
todos os triangulos da geometria euclidiana que tém um de seus angulos reto, ou
seja, para todo tridngulo retangulo.

As razdes entre as medidas dos lados de triangulo retangulo recebem nomes. Em
nosso caso, chamaremos de seno do angulo alfa, a razdo entre o cateto oposto
ao angulo a pela hipotenusa e escreveremos assim:

sen :2, onde aé o um dos angulos agudo s do triangulo retangulo ABC, com
vértice em B;

¢ € a medida do cateto oposto ao angulo q;

d € a medida da hipotenusa do triangulo ABC;

Cosseno do anguloa é razdo da medida do cateto ad jacente ao angulo a pela

. . a
medida da hipotenusa e escreveremos: cosa = 3;

a € a medida do cateto adjacente ao angulo q;

Tangente do angulo a é a raz&o entre a medida do cateto oposto ao é&ngulo a e a

. . a C
medida do cateto adjacente ao angulo a e escreveremos; g o = —
a
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Atividade 5

1.Abra o arquivo ciclotrigo.ggb e movimente o ponto P no primeiro quadrante.
Pare num anguloa qualquer , calcule o sena e 0 cosa (utilize as medidas do
triangulo PAH).
a) Depois observe as coordenadas dos pontos H e | que sdo as projegcbes do

ponto P nos eixos x e y. O que vocé observou?
b) Escolha outras trés posicbes para o ponto P e para cada uma observe o

angulo e determine seu seno e o0 cosseno.

c) Quais suas conclusdes? Justifique.

d) Qual o valor maximo para o seno e o cosseno de um angulo do primeiro

quadrante? Para quais angulos temos esses valores maximos?

A atividade 5 é uma proposta de investigacédo em um arquivo de geometria

dindmica,cujo objetivo € conduzir os alunos a perceberem que no primeiro

quadrante de um circulo trigopnométrico de raio unitario, os valores do seno e do

cosseno de um triangulo retangulo qualquer, que tem um de seus vértices sobre o

circulo, (o outro vértice com angulo agudo no centro do circulo e o vértice com

angulo reto sobre o eixo das abscissas) sdo as coordenadas do ponto que

representam esse vértice, como mostra a Figura 59, isto &, P (cos a,sena) quando

o raio da circunferéncia for igual a 1.

1%, GeoGebra - ciclotrigo.ggb.ggh
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Figura 59.Seno e cosseno no circulo trigonométrico.
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Ao abrirem o arquivo ciclotrigo.ggb, os alunos deveriam ver na tela do
computador um circulo trigonométrico com o triangulo retadngulo PAH como
mostrava a Figura 59. Os alunos receberiam uma folha com o enunciado para a

resolugéo da atividade.

Para a resolucdo da atividade, seriam necessarios conhecimentos prévios
sobre coordenadas cartesianas e as razdes trigonométricas do triangulo
retangulo. O envolvimento dos alunos com a atividade seria muito importante em
razao de suas caracteristicas que prevéem os alunos como atores de sua
aprendizagem e o pesquisador como mediador. O pesquisador faria a
institucionalizacdo do objeto de ensino quando os alunos terminassem a
atividade. Ap6s o levantamento das respostas dos alunos e ouvir seus
argumentos, ele deveria fazer as corre¢cdes necessarias e institucionalizaria o

conhecimento matematico.

Ao executarem o procedimento 1 e pararem em um angulo a qualquer
esperava-se que alunos ao calculassem o sena dividindo a medida do
segmento e pela medida do segmento a. Para calcular o cosa, dividam a medida
do segmento d pela medida do segmento a e perceberiam que como a medida de
a era 1, o cosseno seria a medida do segmento d e o seno a medida do segmento

e.

Depois da execucgéo desses calculos pelos alunos esperava-se que no item
(@) observassem as coordenadas dos pontos H e | e respondessem que
observaram que o valor obtido para o seno era igual a coordenada y do ponto | e

o valor do cosseno era igual a coordenada x do ponto H.

Apés executarem o item (b), que era a escolha de outras trés posigcdes
para o ponto P e o calculo do seno e do cosseno para estas posi¢des, esperava-
se que os alunos respondessem no item (¢) que perceberam que os valores do
cosseno e do seno de um angulo a qualquer eram iguais as coordenadas do
ponto P ou iguais as proje¢des do ponto P no eixo x (cosa,0) € no eixo y
(0,sena). Ao justificarem as suas respostas esperava-se que o0s alunos
escrevessem que chegaram a estas conclusdes, porque perceberam que a

hipotenusa do tridngulo PAH era igual ao raio da circunferéncia que era igual a 1.
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Para o item (d), esperava-se que os alunos respondessem que o valor
maximo para o sena era 1 que, para este valor, a medida do angula era
proxima de 90°, e que o valor maximo para o cosa também era 1 e que nesse
caso a medida do angulax era poxima de 0°. Isso se deve a configuragdo do
software que para angulos menores que 5° graus, mostra na figura o valor do

cosseno igual a 1 e aos angulos acima de 85°, mostra o valor do seno igual a 1.
Anadlise a posteriori da atividade 5

Assim que foi entregue a atividade, os alunos leram-na e comecaram a
executa-la. Apds abrirem o arquivo, os alunos ndo sentiram dificuldades para
localizar as medidas dos catetos do tridngulo. O aluno G perguntou qual o valor
da medida da hipotenusa por ndo a encontrar na figura. O pesquisador fez a
mediacdo, perguntando-lhe o que a hipotenusa da figura representava na
circunferéncia. Depois de observar na tela do computador o aluno respondeu que
a hipotenusa representava o raio da circunferéncia. O pesquisador perguntou-lhe
qual era a medida do raio da circunferéncia e depois de observar a figura o aluno
respondeu que a medida do raio era igual a 1. Ao perceber que alguns alunos néo
sabiam identificar os quadrantes no circulo trigonométrico, o pesquisador fez uma
intervencgao e explicou lhes que por convencao os quadrantes sdo nomeados em
sentido anti-horario em primeiro, segundo, terceiro e quarto quadrante e mostrou-
lhes na circunferéncia trigonométrica da tela do computador os quadrantes

nomeados com algarismos romanos.

Todos os alunos conseguiram realizar os calculos e apresentaram registros
como o aluno E que fixou o dngulo a em 51,27°, como mostra a Figura 60 e ele
percebeu que a medida da hipotenusa era 1 como podemos observar nos

calculos feitos em seu protocolo, representado pela Figura 60.
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Figura 60. Registro dos calculos do item a da atividade 5 do aluno E
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Depois de movimentar o ponto P no primeiro quadrante do circulo
trigonométrico, a aluna A parou no angulo de 23,53° realizou os seguintes

registros de seus célculos como mostra a Figura 61.

Figura 61. Registro dos calculos da aluna A para o mesmo item da atividade 5

Em seu protocolo, escreveu "seno de 23,63°” e “cos de 23,63°". O
pesquisador ao perceber disse-lhe que ndo era necessario escrever dessa forma,
bastava usar, por exemplo, “sen 20°” e “cos 20°” e ao lermos esses simbolos

falamos seno de vinte graus e cosseno de vinte graus.

Embora ndo tenhamos apresentado todas as respostas dos alunos, para
realizar esses calculos todos vivenciaram a situacdo de agdo ao movimentar o
ponto P e escolher um angulo qualquer, ao identificarem, na figura, a hipotenusa
e os catetos com seus respectivos valores; formulagcdo, ao buscarem em seus
conhecimentos prévios a férmula para calcularem o seno e o cosseno e ao
conversarem com 0S Seus parceiros se concordavam que 0 seno era a razido da
medida do cateto oposto ao angulo a pela medida da hipotenusa e, de validacéo,
ao registrarem em seus protocolos os resultados por terem certeza de que

estavam certos depois de convencerem o parceiro da dupla.

Para o item (a) os alunos apresentaram registros parecidos com os da
aluna A ou do aluno E, como mostram as Figuras 62 e 63 que representam seus

protocolos.
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Figura 62. Registro da aluna A para o item a da atividade 5

Olgeryen que O séne é 'ﬂczl 28 t.ﬁ:—fdfz’r"nﬁtlﬁ% F € que

- 1
(0SS gy € \c}q;\[ A8 (,5{:1&%0!?*5 H’

Figura 63. Registro do aluno E para o mesmo item

A aluna A simplesmente disse que observou que os resultados eram iguais
e o0 aluno E deu mais detalhes em sua resposta como podemos observar na
Figura 63. Embora este tenha sido mais detalhista, para sua resposta ficar correta
deveria ter escrito que o seno € igual a coordenada y do ponto | e o cosseno &
igual a coordenada x do ponto H.

Para o item (b) cada dupla escolheu angulos diferentes, mas seus registros
foram parecidos com os do aluno E, como mostra a Figura 64 que representa seu
protocolo. Sé6 as alunas A e B fizeram arredondamentos em seus calculos, como
mostra a Figura 65 e nos dois protocolos os alunos nao deixam o trago da fragéo
na frente do sinal de igual. Para o angulo de 52° a dupla calculou corretamente os
valores de seno e do cosseno; para o angulo de 9,23° a dupla arredondou o valor
do seno para 0,2 e o cosseno para 0,9. Para o angulo de 37,71°, a dupla

arredondou o seno para 0,6 e o cosseno para 0,7, como mostra a Figura 65.
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Figura 64. Registro do aluno E para o item b da atividade 5
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Figura 65. Calculos apresentados pela aluna B em seu protocolo

Como comentamos anteriormente a aluna B escreveu por extenso como a
aluna A fez em seu protocolo, apresentado na Figura 61. Quando o pesquisador
conversou com a aluna A elas ja haviam terminado a atividade e n&o quiseram

apagar seus registros.

Ao realizar estes calculos os alunos vivenciaram situacdo de acado, ao
moverem o ponto P e escolherem os angulos; formulagcdo, ao conversarem e
buscarem na figura as medidas dos lados do triangulo e, validagédo, ao

registrarem a mesma resposta depois de um aluno convencer o outro.

No item (c), a aluna B escreveu em seu protocolo representado pela Figura
66 que percebeu que a hipotenusa do tridngulo da figura era 1, mas nao notou
que o seno era a medida do segmento e,e o cosseno, a medida do segmento d ou
que as coordenadas do ponto P eram, respectivamente, o cosseno e seno do
angulo a. Neste item, as respostas foram diferentes, cada dupla apresentou
respostas conforme as suas observagdes, uma dupla observou os sinais do seno
e do cosseno em todos os quadrantes e perceberam que o raio do circulo era
igual a 1; outra dupla relatou que percebeu que as coordenadas dos pontos | e H
sdo os valores do seno e do cosseno, como mostra a Figura 67; outra dupla
relatou que se movimentasse o ponto P, os valores do seno e do cosseno

mudariam.
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Figura 66. Registro das alunas B para o item ¢ da atividade 5
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Figura 67. Registro do aluno E para o item c da atividade 5
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No item (d), todos alunos apresentaram registros parecidos com o

protocolo da aluna B representado pela Figura 68. Os alunos perceberam que o

valor maximo para o seno era 1, e isto ocorreu quando o angulo era 90° e o

cosseno era 1 quando o angulo é 0°.

Figura 68. Registro da aluna B para o item d da atividade 5

Antes de prosseguir para a atividade 6, foi necessario conversar com o0s

alunos sobre seus registros simbolicos, as dificuldades de compreenséao

apresentadas em seus registros (item c). Fizemos uma intervencao para que os

alunos avangassem e percebessem que as coordenadas (X, y) de um ponto sobre

o circulo trigonométrico eram os valores do cosseno e do seno do angulo

determinados por esse ponto.
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Atividade 6

Vimos na atividade 5 que as coordenadas do ponto P que esta sobre o ciclo

trigonométrico, representam os valores do cosseno e do seno do amgulo

determinado por este ponto. Podemos definir que as coordenadas de P sdo o

cosseno e o0 seno de um angulo a qualquer (0°< a < 360°) no ciclo trigopnométrico.

Dessa forma abra o arquivo ciclotrigo1.ggb, movimente o ponto P no primeiro

quadrante observe e responda.

a) O que acontece com o ponto Q ao movimentar o ponto P? Justifique sua
resposta.

b) O que vocé pode afirmar a respeito das coordenadas dos pontos P e Q?

c) Qual a medida do anguloB (BAQ)? Qual o valor do cosseno e do seno desse
angulo?

d) Movimente o ponto P para trés posi¢cbes diferentes, determine o cosseno e o
seno do angulo 3 para cada uma delas.

e) Qual a soma das medidas dos angulos a e 3?

f) Sabendo os valores do cosseno e do seno do anguloa , € possivel determinar
0 cosseno e o seno do angulo B? Justifique sua resposta.

A atividade 6 € um proposta de investigacdo em um circulo trigonométrico
construido em um software de geometria dindmica, cujo o objetivo € ampliar para
0 segundo quadrante, o que foi desenvolvido na atividade 5, utilizando o simétrico
do ponto P no segundo quadrante. Queremos que os alunos percebam que, no
segundo quadrante, as coordenadas do ponto Q simétrico do ponto P sdo os
valores do cosseno e do seno do angulo determinado pelo ponto Q, que a
coordenada que representa o seno é positiva, e a coordenada do cosseno é
negativa. Também, que os alunos aprendam como calcular o seno e o cosseno
de um angulo determinado pelo ponto simétrico de um ponto do primeiro
quadrante, sabendo o valor do seno e do cosseno do angulo determinado por

esse ponto do primeiro quadrante.

Nesta atividade o arquivo seria o ciclotrigo1.ggb. Ao abrirem, o arquivo
deveriam executar o procedimento 1, assim, os alunos veriam na tela do
computador um circulo trigopnomeétrico, como mostra a Figura 69. Esperava-se que
os alunos ndo sentissem dificuldades para executar tais procedimentos, pois no
inicio destas atividades fizemos um trabalho de familiarizagdo dos principais

comandos do software.
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Figura 69. Simétrico de um ponto

No item (a), depois de executar a acdao de movimentar o ponto P,
esperava-se que os alunos respondessem que, ao movimenta-lo, o ponto Q se
movimentar-se-ia simetricamente em relagcdo ao ponto P. Quando o angulo
determinado por P aproximava-se de 0° o angulo determinado por Q aproximar-
se-ia de 180°, ao aproximar o ponto P de 90° o ponto Q também se aproximaria

de 90° como mostra a Figura 70.
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Figura 70. Ponto P proximo 0° e de 90°

No item (b), depois de observarem as coordenadas do ponto P e do ponto

Q esperava-se que os alunos escrevessem que os valores absolutos das
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abscissas e das ordenadas eram iguais, e que as abscissas tinham sinais

opostos.

Para o item (c), esperava-se que os alunos depois de parar o ponto P em
um angulo a qualquer, verificassem na tela do computador a medida do angulo 3
e depois determinassem o valor do seno e do cosseno de (3 observando as

coordenadas do ponto Q.

No item (d), esperava-se que os alunos procedessem do mesmo modo do

item anterior para determinar os valores do seno e do cosseno do angulo B.

No item (e), esperava-se que os alunos percebessem que a soma das

medidas dos éngulos a e (3 era igual a 180°.

Para o item (f), esperava-se que os alunos percebessem que seria possivel
calcular o seno e o cosseno de 3, sabendo os valores do seno e do cosseno de q,
pois a+ [ =180°, logo p=180°-«a. Dai, sen (180° — ) = sena e

cos (180°—a)=—cosx .

Como ja descrevemos em todos os momentos da atividade os alunos
vivenciariam situagao de acédo, formulagéo e validagdo. Quando os alunos agiram
sobre os comandos do software, quando observaram o que aconteceria com a
movimentacdo dos pontos P e Q, ao buscarem em seus conhecimentos prévios
uma maneira para tentar resolver a atividade e quando estavam envolvidos
ativamente na resolucdo da atividade os alunos vivenciavam situagcdo de acéao.
Quando conversassem com o parceiro da dupla sobre suas hipbteses de
resolugdo ou quando observassem o que acontecia com as coordenadas de P e
Q e ao compararem os resultados do seno e do cosseno de a com os resultados
do seno e do cosseno de [, os alunos estariam vivenciando a situacdo de

formulacao.

Quando convencessem o colega que as coordenadas de ponto Q eram os
valores do seno e do cosseno ou que as coordenadas Q eram negativas para o

cosseno e positivas para o seno, os alunos estariam em situagao de validagao.
Analise a posteriori da atividade 6

No item (a), esperdvamos que o0s alunos percebessem que os pontos P e

Q eram simétricos, mas alguns ndo perceberam, embora tenham observado que
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o ponto Q s6 se mexia ao mover o P; ndo associaram isso a simetria dos pontos e
pelo que analisamos em seus registros, observaram que P e Q tinham seno e
cosseno iguais e os valores do cosseno no segundo quadrante eram negativos,
conforme estava escrito no protocolo da aluna A representado pela Figura 71. S6

dois alunos afirmaram em seus protocolos que os pontos P e Q eram simétricos.
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Figura 71. Registro da aluna A para o item a da atividade 6

A aluna ao escrever “as medidas do seno” em seu protocolo, referia-se aos

valores do seno observados na tela do computador.

Mesmo que néo tivessem percebido que os pontos P e Q eram simétricos
eles vivenciaram a situagado de acédo ao se dedicarem ativamente na busca de
uma resolugdo a atividade, ao moverem o ponto P; formulagédo, ao conversarem
um com o outro sobre o que observaram ao mover o ponto P e, validagéo, ao
convencerem o colega que os valores do cosseno do segundo quadrante eram

negativos.

No item (b) a aluna A escreveu em seu protocolo que percebeu que 0 seno
e 0 cosseno eram positivos para o ponto P como mostra a Figura 72 e, também,
percebeu que os valores do cosseno eram iguais em valores absolutos, mas nao
relatou se notou que os valores do seno eram as ordenadas dos pontos P e Q e
que os valores do cosseno eram suas abscissas. O aluno E escreveu algo muito
préximo ao que relatamos sobre a aluna A em seu protocolo com mostra a Figura
73.
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Figura 72. Registro da aluna A para o item b da atividade 6
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Figura 73. Registro do aluno E para o mesmo item

O aluno E, embora tenha escrito “cordenada”, percebeu a relagéo entre os
sinais das coordenadas dos dois pontos como relatou em seu protocolo
representado pela Figura 73. Os demais alunos escreveram respostas parecidas

com essas das Figuras 72 e 73 em seus protocolos.

Com estas respostas, acreditamos que os alunos perceberam que as
ordenadas de P eram iguais as ordenadas de Q e que as abscissas dos dois
pontos eram iguais em valor absoluto. Para estas respostas, os alunos
vivenciaram a situacdo de acdo, ao moverem o ponto P; formulacdo, ao
compararem as coordenadas dos dois pontos e validacdo, ao escreverem em
seus protocolos suas respostas por estarem certos de que estas estavam

corretas, apds convencerem o colega a darem respostas idénticas as suas.

No item (c), para o angulo B igual a 130,16°, a aluna B escreveu por
extenso seno e cosseno como mostra a Figura 74, embora sua resposta estivesse
correta e a aluna preferisse escrever por extenso as razbes seno e cosseno o

pesquisador disse-lhes que os simbolos eram mais simples para utilizar.
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Figura 74. Registro da aluna B para o item c da atividade 6

Para o mesmo item, os alunos D e E apresentaram os seguintes registros
em seus protocolos representados pelas Figuras 75 e 76. Observando estes
registros, notamos que eles atingiram o que queriamos nesse item da atividade e

apresentaram registros mais sucintos que a aluna B.
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Figura 75. Registro do aluno D para o item c da atividade 6
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Figura 76. Registro do aluno E para item c atividade 6

Os demais alunos apresentaram registros parecidos com os dos alunos D
ou do aluno E. Para estas respostas, os alunos vivenciaram situacéo de acéo, ao
fixar um angulo qualquer movendo o ponto P; formulagdo ao observarem na tela
do computador o valor do angulo3 e conversarem com o colega sobre suas
observagbes e validagdo, ao convencerem o colega que os valores das

coordenadas dos pontos P e Q eram os valores do cosseno e do seno.

Para o item (d), todos os alunos apresentaram registros parecidos com o
registro da aluna B, mostrado na Figura 77 ou do aluno E mostrado na Figura 78,
mudando apenas os valores dos angulos. Ao realizar este item os alunos né&o
apresentaram dificuldades em localizar os valores do cosseno e do seno no
circulo trigonométrico e, também, apresentaram registros simbolicos corretos

como a Figura 77.
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Figura 77. Registro dos calculos da aluna B para o item d da atividade 6
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Figura 78. Registro do aluno E para o item ¢ da atividade 6

Seis alunos deram suas respostas parecidas com a resposta do aluno E,
como esta relatado em seu protocolo na Figura 78, escrevendo primeiro o angulo
B e depois os valores do cosseno e do seno do angulo B. Para tais respostas, os
alunos, vivenciaram situagao de agédo, ao movimentarem o ponto P e escolherem
os valores dos angulos; formulagdo, ao conversarem com o colega sobre os
valores do seno e do cosseno para cada angulo escolhido e validagdo, ao
convencer o colega de que suas observagdes eram corretas e ambos deram a

mesma resposta em seus protocolos.

No o item (e), todos os alunos apresentaram registros idénticos aos da

aluna B, mudando apenas os valores dos angulos a e B (Figura 79):

Figura 79. Registro dos calculos da aluna A para o item e da atividade 6

Todos os alunos perceberam que a soma dos angulos a e 3 era sempre
igual a 180°. Os alunos C e D fizeram o calculo com varios valores diferentes para
os angulos a e B e, por fim, concluiram que o resultado dessa soma era sempre
igual a 180°. Ao responderem a esse item os alunos vivenciaram situagao de
acao, ao observarem na figura e copiarem os valores dos angulos; formulagdo, ao

conversarem com o colega ”... sera que sempre da 180°...” (aluna C perguntou
para a aluna D) e validacéo, ao registrar em seu protocolo sua resposta, depois

de convencer o colega de que ela estava correta.



87

No item (f), a aluna B escreveu em seu protocolo “sim,afirmamos também
que seno de a e 8 So iguais...” como mostra a Figura 80, mas nao disse qual a

relacao entre os angulos a e B, ja que S =180°—-«a . Contudo a aluna B relatou em

seu protocolo que percebeu a relagao entre os valores do seno e do cosseno dos

dois angulos.

—5
Rgh
¥

Figura 80. Registro da aluna B para o item f da atividade 6

Para o mesmo item, os alunos apresentaram registros parecidos com o do
protocolo do aluno E, como mostra a Figura 81. Os alunos perceberam a relagéo

entre os dois angulos, conseguiram generalizar que f=180°-«a e, também,

perceberam a relagcdo entre o seno e cosseno dos dois angulos mas né&o

conseguiram escrever, utilizando somente a linguagem matematica.
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Figura 81. Registro do aluno para o item f da atividade 7

Para estas respostas, os alunos vivenciaram situagdo acdo, ao
movimentarem o ponto P e observarem a medida do anguloa e 3 e os valores
das coordenadas dos dois pontos; formulagcdo, ao perceberem que a soma das
medidas dos dois angulos € 180°, que os valores do seno sdo iguais para os dois

angulos e que os valores dos cossenos dos dois angulos séo iguais em valor
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absoluto e validagc&o, ao convencerem os colegas que suas respostas estavam

corretas e ao concluirem que f=180-«.

Com esta resposta acreditamos que os alunos perceberam que os valores
do seno eram iguais aos dois angulos e que os valores do cosseno sao iguais em

valores absolutos como previmos em nossas analises prévias.

Atividade 7

1. Abra o arquivo ciclotrigo2.ggb, movimente o ponto P no primeiro quadrante,
observe e responda:

a) O que acontece com o ponto R ao movimentar o ponto P? Justifique sua
resposta.

b) O que vocé pode afirmar a respeito das coordenadas dos pontos P e R?

c) Qual a medida do angulo » (BAR)? Qual o valor do cosseno e do seno desse
angulo?

d) Movimente o ponto P. Pare em trés posi¢des diferentes e determine o cosseno
e o0 seno do angulo y para cada uma delas.

e) Como encontrar a medida de y sabendo a medida de a?

f) Sabendo os valores do cosseno e do seno do &nguloa € possivel determinar o
cosseno e o seno do angulo y ?Justifique sua resposta.

A atividade 7 € uma proposta de investigacdo em um arquivo de geometria
dinamica. Seu objetivo € ampliar o que foi desenvolvido na atividade 5 e 6 para o

terceiro quadrante, utilizando o simétrico do ponto P no terceiro quadrante.

Quando os alunos abrirem o arquivo ciclotrigo2.ggb, aparecera na tela do
computador um circulo trigopnométrico como mostra a Figura 82 com o simétrico

do P no terceiro quadrante, o angulo y e o ponto I’ simétrico do ponto | e o ponto

H’ simétrico do ponto H.
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Figura 82. Representacao do ponto R simétrico do ponto P no terceiro quadrante

Ao realizarem o procedimento 1 esperdvamos que os alunos néo
apresentassem dificuldades, pois ja executaram procedimentos semelhantes nas

atividades anteriores.

No item (a) espera-se que o0s alunos respondessem, depois de
movimentar o ponto P e observarem que o ponto R era o seu simétrico, conforme

0 angulo a se aproximasse de 0°, o angulo y e aproximar-se-ia de 180°, e que a

abscissa do ponto P se aproximar-se-ia de 1, a abscissa de R se aproximar-se-ia
de -1, também, que as duas ordenadas dos dois pontos se aproximar-se-iam de
zero como mostra a Figura 83. Quando o ponto P se aproximar-se-ia de 90° o seu
simétrico se aproximar-se-ia de 270°, as abscissas dos dois pontos se aproximar-
se-iam de zero enquanto a ordenada de P se aproximar-se-ia de 1 a ordenada de

R se aproximar-se-ia de -1 como mostra a Figura 83.
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Figura 83. Ponto P se aproximando de 0° e de 90°

No item (b), esperava-se que os alunos percebessem que os valores

absolutos das coordenadas eram iguais, porém os sinais, opostos.

Para o item (c), esperava-se que os alunos, depois de fixarem o ponto P
em um angulo a qualquer, observassem na tela do computador a medida do

angulo y e depois determinassem o valor do seno e do cosseno de vy,

observando as coordenadas do ponto R.

No item (d), esperava-se que os alunos procedessem da mesma maneira

do item (c) para determinar os valores do seno e do cosseno do angulo y, apés

movimentarem o ponto P para trés posi¢des diferentes.

Para o item (e) esperava-se que os alunos percebessem que y =180°+ «

No item (f), esperava-se que os alunos afirmassem que era possivel

determinar o seno e o cosseno do angulo y, sabendo o seno e o cosseno do

angulo a. Se, y =180°+«a logo sen (180°+ a) = —sena € cos (180°+a) =—coscx .

Como ja descrevemos em todos os momentos da atividade os alunos
vivenciariam situacdes de acao, formulacdo e validacdo Quando agirem sobre os
comandos do software, quando observavam o0 que acontecia com a
movimentag&do dos pontos P e R, ao buscarem em seus conhecimentos prévios
uma maneira para tentar resolver a atividade e quando estavam envolvidos
ativamente na resolugao da atividade, os alunos estariam vivenciando situagao de

acdo. Quando os alunos conversassem com o parceiro da dupla sobre suas
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hipéteses de resolugdo, ou quando observassem 0 que acontece com as
coordenadas de P e R e ao quando comparassem os resultados do seno e do

cosseno de a com os resultados do seno e do cosseno de y, os alunos estariam

vivenciando a situagéo de formulacéo.

Quando convencessem o colega de que as coordenadas de ponto R eram
os valores do seno e do cosseno ou que as coordenadas R eram negativas para o

COSSeno € para o seno, os alunos estariam vivenciando situacéo de validacéao.
Analise a posteriori da atividade 7

Assim que leram a atividade, os alunos comegaram a realiza-la. No item
(@), depois mover o ponto P, os alunos ndo perceberam que os pontos P e R
eram simétricos. A aluna A percebeu que os valores do seno e do cosseno para
os angulos determinados pelo ponto R eram negativos no terceiro quadrante
como mostrou em seu protocolo, representado pela Figura 84. A aluna C embora
apresentasse em seu protocolo um registro confuso, como mostra a Figura 85,
percebeu que os valores das coordenadas dos dois pontos tinham o mesmo valor
absoluto. A aluna D relatou que “o ponto R tem os mesmos valores do ponto P, s
que os valores do ponto R sé&o negativos”, quando lhe perguntamos o que queria
dizer em seu protocolo representado pela Figura 86. S6 o aluno G percebeu que
os pontos P e R eram simétricos, mas ndo conseguiu expressar corretamente sua

observagdo como mostra o seu protocolo representado pela Figura 87.
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Figura 84. Registro da aluna A para o item a da atividade 7
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Figura 85. Registro da aluna C para o item a da atividade 7
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Figura 86. Registro da aluna D para o item a da atividade 7

i

R: Chy: Lo q -'_.').r:\.-'ﬁn{a\- o, o AL ‘ﬁmf_ ! it TR S A
b R i o 2l 4 7

P < avmn 1ty T, o] il oo fodls it/

Figura 87. Registro do aluno G para o mesmo item

Embora os alunos n&o tivessem percebido que os pontos P e R eram
simétricos, todos notaram que os valores do seno e do cosseno para os angulos
do terceiro quadrante eram negativos. Mesmo nao respondendo como
esperavamos, para essas respostas os alunos vivenciaram situacado de acdo ao
movimentarem o ponto P, ao dedicarem-se ativamente em busca de uma
resposta para a atividade; formulacdo, ao compararem os valores das
coordenadas dos pontos P e R e validag&do, ao convencerem o parceiro a dar a

mesma resposta que a sua.

No item (b), a aluna A percebeu que os valores do seno e do cosseno para
os dois pontos eram iguais em valores absolutos como mostrou em seu protocolo
representado pela Figura 88. O aluno G, ao observar as coordenadas dos dois
pontos, simplesmente escreveu em seu protocolo que “uma é oposto da a outra”
como mostra seu protocolo representado pela Figura 89. Quando perguntamos ao
aluno o que ele queria dizer ele nos respondeu que “ao movimentar o ponto P os
numeros das coordenadas do ponto P s&o iguais aos numeros das coordenadas

do ponto R s6 que as coordenadas Ponto R sdo negativas”.
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Figura 88. Registro da aluna A para o item b da atividade 7
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Figura 89 Registro do aluno G para o item b da atividade 7

Os demais alunos apresentaram registros parecidos com esses e, para as

respostas, vivenciaram situacéo acgéo, formulagao e validacéo.

No item (c), a aluna A apresentou o seguinte registro, seu protocolo foi
representado pela Figura 90. Nesse item, todos os alunos apresentaram registros
parecidos com o registro da aluna A, mudando apenas o valor das medidas dos

angulos.
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Figura 90. Registro da aluna A para o item c da atividade 7

Ao responderem esse item, os alunos vivenciaram situacdo de acgao, ao
moverem o ponto P, ao observarem na tela do computador o valor do angulo,
formulacdo, ao conversarem com o colega que os valores das coordenadas do
ponto R eram negativas e validacdo ao escreverem suas respostas por terem

certeza de que elas estavam corretas.

No item (d), os alunos A, D, F e H executaram os seguintes registros em
seus protocolos, representados pelas Figuras 91, 92, 93 e 94. A aluna A ao copiar
os angulos da tela do computador separou a parte decimal com um ponto, como
podemos observar em seu protocolo representado pela Figura 91. A aluna D, ao
copiar os valores do seno e do cosseno da tela do computador, copiou o par
ordenado, como esta apresentado na tela, como mostra o seu protocolo
representado pela Figura 92. O aluno F escreveu por extenso seno e cosseno,
quando poderia escrever simbolicamente como a aluna A, (Figura 91). A aluna H
escolheu os angulos de 90°, 180°, e 270°, determinou os valores do seno e do
cosseno para esses angulos e escreveu que estes angulos pertenciam aos

primeiro, segundo e terceiro quadrantes, como mostra seu protocolo representado
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pela Figura 94. Ao perceber estes equivocos o pesquisador fez uma intervencéo
explicando-lhes que, em outros paises, separam-se as casas decimais com um
ponto e ndo com a virgula, como fazemos. Disse que, ao copiar da tela do
computador os valores do seno e do cosseno ndo precisam copiar o par ordenado
como esta na tela, s6 a ordenada para os valores do seno e, somente, as
abscissas aos valores do cosseno. Disse-lhes, também, que os pontos sobre os

eixos nao pertenciam a nenhum dos quadrantes.

Figura 91. Registro da aluna A para o item d da atividade 7

Figura 92. Registro da aluna D para o mesmo item
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Figura 93. Registro do aluno F para o item d da atividade 7
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Figura 94. Registro da aluna H para o mesmo item

Para essas respostas, os alunos vivenciaram situacdo de acgdo, ao
movimentarem o ponto P e escolherem os valores dos angulos; formulagdo ao
conversarem com colega que os valores do seno e do cosseno eram sempre
negativos para os angulos do terceiro quadrante e validagdo, ao convencerem o0s

colegas a registrarem em seus protocolos suas respostas.

No item (e), a aluna B escreveu por extenso sua observagédo como mostra
0 registro em seu protocolo representado pela Figura 95, ja a aluna D escreveu a
sua observacao simbolicamente como mostra a Figura 96 e os demais alunos

perceberam a relagéo entre os angulosae y.

tnet WS- Vebow D Y baklec

Figura 96. Registro da aluna D para o item e da atividade 7

Ao apresentarem seus registros, trés dos alunos o fizeram por extenso
como a aluna B e os demais alunos fizeram os seus registros simbolicamente
como aluna D (Figura 96). Para estas respostas, os alunos vivenciaram situagéo
de agado, ao movimentarem o ponto P; formulagdo, ao conversarem um com o
outro sobre as observacbes feitas ao moverem o ponto P e validagdo, ao

registrarem em seus protocolos suas respostas depois de convencerem o colega
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que para todas as posi¢cdes do ponto P a medida do angulo y era igual a medida
do angulos a mais 180°.
No item (f), os alunos perceberam a relagéo entre o seno e o cosseno dos

dois angulos, como mostram as Figuras 97 e 98, mas nenhum deles escreveu

esta relacdo com simbolos.
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Figura 97. Registro da aluna B para o item f da atividade 7
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Figura 98. Registro da aluna D para o mesmo item

Para estas respostas os alunos vivenciaram a situagdo acgdo, ao
movimentarem o ponto P e observarem a medida do anguloa e y e os valores
das coordenadas dos dois pontos; formulagéo, ao perceberem que a medida do
angulo y era igual a medida do anguloa mais 180° e validagcdo ao registrar em
seus protocolos que os valores do seno e do cosseno sdo iguais para os dois

angulos, mas, com sinais opostos.

Atividade 8

1. Abra o arquivo ciclotrigo3.ggb, movimente o ponto P no primeiro quadrante, observe
e responda:

a) O que acontece com o ponto S ao movimentar o ponto P? Justifique sua resposta.

b) O que vocé pode afirmar a respeito das coordenadas do ponto P e S?

c) Qual a medida do angulo & (BAS)? Qual o valor do seno e do cosseno desse angulo?

d) Movimente o ponto P pare em trés posi¢cbes diferentes e determine o cosseno e o
seno do angulo d para cada uma delas.

e) Qual a soma do angulo a e 6?7

f) Sabendo os valores do cosseno e do seno do angulo a, é possivel determinar o
cosseno e o0 seno do angulo 87 Justifique sua resposta.
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A atividade 8 é uma proposta de investigacdo em um arquivo de geometria
dindmica. Seu objetivo é ampliar o que foi desenvolvido na atividade 5, 6 e 7 para

0 quarto quadrante pelo simétrico do ponto P no quarto quadrante.

Apds abrirem o arquivo ciclotrigo3.ggb, aparecera na tela do computador
um circulo trigonométrico como mostra a Figura 99, com o ponto S que é
simétrico do ponto P no quarto quadrante, o angulo &, e o ponto I' que é o
simétrico do ponto I. Depois destes procedimentos esperavamos que os alunos
movimentassem o ponto P e observassem o que aconteceria com o seu simétrico

no quarto quadrante, para em seguida respondessem aos questionamentos.

% GeoGebra - ciclotrigo3.ggb.ggh l-]ES)
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Figura 99. Simétrico do ponto P no quarto quadrante.

No item (a), depois que os alunos movimentassem o ponto P no primeiro
quadrante e observassem seu simétrico no quarto quadrante, esperava-se que 0s
alunos respondessem que ao aproximar o angulo a de 0° o angulo & aproximar-
se-ia de 360° e que as ordenadas dos dois pontos aproximar-se-iam de zero e as
abscissas dos dois pontos aproximar-se-iam de 1 como mostrou a Figura 100, e
quando o angulo a se aproximasse de 90° o angulo & aproximar-se-ia de 270°, as
abscissas dos dois pontos aproximar-se iam de zero, a ordenada de P aproximar-

se-ia de 1 e a ordenada de S aproximar-se-ia de -1 como mostrou a Figura 100.
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Figura 100. Ponto P se aproximando de 0° e de 90°.

Para responder ao item (b), esperava-se que os alunos escrevessem que
as abscissas dos dois pontos eram iguais e que as ordenadas dos dois pontos

eram iguais em valores absolutos.

Para o item (c), esperava-se que os alunos depois de fixarem o ponto P em
um angulo a qualquer, observassem na tela do computador a medida do angulo &
e depois determinassem o valor do seno e do cosseno de O, copiando as

coordenadas do ponto S.

Para o item (d) esperava-se que os alunos ap6s movimentarem o ponto P
para trés posi¢des diferentes procedessem da mesma maneira do item (c) para

determinar o seno e o cosseno de 0.

No item (e), esperava-se que 0s alunos escrevessem que a soma de a e d

era igual a 360°.

Para o item (f), esperava-se que os alunos afirmassem que era possivel
determinar o seno e o cosseno do angulo 6, sabendo o seno e o cosseno de q,
pois se d+a=360° logo o6 =360°—«. Dai, teria 0 sen(360°—a)=-sena €

cos (360°—a) =cosx .

Ao realizarem a atividade, os alunos estariam vivenciando situagdo de
acao, ao movimentar o ponto P e observar o que acontece com seu simétrico, ao
se envolver na realizagdo da atividade, querendo uma solugdo para os
questionamentos; situacdo de formulagédo, ao comparar os valores do seno e do

cosseno das medidas dos angulos a com o seno e o cosseno do angulo 6, ao



99

conversarem com o outro integrante da dupla sobre as suas hipéteses, ao
observarem o que acontece com o simétrico do ponto P ao movimenta-lo, ao
observarem o que acontece com os sinais das coordenadas do ponto P e de seu
simétrico e, em situagdo de validagcdo, ao mostrar para o colega que a sua
estratégia de resolucéo & correta, ao convencer o colega que as ordenadas do
simétrico do ponto P eram os valores do seno e que as abscissas eram os valores

do cosseno.

Ao término desta atividade, o pesquisador levantaria todas as respostas
dos alunos para discuti-las e depois de corrigi-las, faria a institucionalizagéo do
objeto matematico em estudo e, em seguida, daria uma folha aos alunos com a

institucionalizagao.
Analise a posteriori atividade 8

No item (a), alguns alunos ndo perceberam que os pontos P e S eram
simétricos, embora notassem a relagdo entre os valores do seno e do cosseno
para os dois angulos determinados por esses pontos. A aluna A relatou em seu
protocolo como mostra a Figura 101: “observamos que ao movimentar o ponto P
0 Seno e cosseno sdo positivos, no ponto S apenas o seno se torna negativo”. Ao
Ihe pedirmos para comentar sua resposta ela moveu o ponto P, mostrou-nos que
os valores do seno e do cosseno para os angulos determinados pelo ponto P
eram positivos e aos angulos determinados pelo ponto S, o cosseno era positivo e

0 seno, negativo.
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Figura 101. Registro da aluna A para o item a da atividade 8

Nesse mesmo item, o aluno G percebeu a simetria entre os pontos como
mostrou o registro de seu protocolo representado pela Figura 102, mas né&o

observou nada sobre as coordenadas dos dois pontos.
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Figura 102. Registro do Aluno G para o item para o mesmo item
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Nas respostas dadas, percebemos que a maioria dos alunos ndo observou
que os pontos P e S eram simétricos (s6 os alunos G e H), embora tenha
percebido que o seno e o cosseno dos angulos determinados pelo ponto P eram
positivos e que os valores do seno dos angulos determinados pelo ponto S eram
negativos. Para estas respostas, os alunos vivenciaram situagdo de agdo, ao
movimentar o ponto P e observar o que acontecia com S; formulagédo ao
conversar com o colega sobre os valores das coordenadas dos pontos P e S e,

validacdo, ao convencer o colega de que suas observagdes eram corretas.

No item (b), os alunos perceberam a relagédo entre as coordenadas dos
pontos P e S, como relatou a aluna A em seu protocolo, representado pela Figura
103, embora sua resposta nédo tenha sido tdo objetiva como a resposta dada pelo

aluno E em seu protocolo representado, pela Figura 104.
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Figura 103. Registro da aluna A para o item b da atividade 8
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Figura 104. Registro do aluno E para o item b da atividade 8

Como ja relatamos, alguns alunos sentiam dificuldade para expressar suas
observagbes por extenso, mas ao perguntarmos o que queriam dizer com as
respostas, expressaram-se muito bem oralmente. Ao perguntarmos para a aluna
A, 0 que acontecia com as coordenadas dos pontos P e S ao movimentar o ponto
P, ela relatou que as coordenadas do ponto P eram positivas e a abscissa do

ponto S era positiva enquanto a ordenada era negativa.

No item (c), os alunos ndo tiveram dificuldades para resolvé-lo, e
apresentaram registros os parecidos com o protocolo da aluna A, representado

pela Figura 105 ou do aluno E representado, pela Figura 106:
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Figura 106. Registro do aluno E para o item c da atividade 8

Ao observar os protocolos, notamos que a aluna A separou as casas

decimais com um ponto e alguns casos com a virgula como mostra a Figura 106.

No item (d), os alunos néo tiveram dificuldades para resolvé-los, a aluna A

em seu protocolo, em alguns casos, escreveu por extenso a palavra “seno” como

mostra a Figura 107 e em outros casos abreviou a mesma palavra (Figura 107).

Em seu protocolo, a aluna A separou os valores das casas decimais dos angulos

com um ponto; e os valores do seno e do cosseno separou as casas decimais

com virgula. O aluno E escreveu em seu protocolo representado pela Figura 108,

por extenso, as palavras “seno” e “cosseno” quando poderia abrevia-las.
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Figura 107. Registro dos calculos da aluna A para o item d atividade 8
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Figura 108. Registro dos calculos da aluna E atividade 8

Os demais alunos apresentaram respostas parecidas com as dos alunos A
e E em seus protocolos, embora tenham escolhidos angulos diferentes. Para
estas respostas, os alunos vivenciaram a situagcado de ac¢ao, ao movimentarem o
ponto P e escolherem os valores dos angulos; formulagdo ao conversarem com
colega na hora de escolherem o angulo e validagédo, ao registrarem em seus
protocolos suas repostas, apds convencerem os colegas a darem respostas

iguais as suas.

O item (e) todos os alunos conseguiram resolvé-lo corretamente. Em seu
protocolo, A aluna B separou as casas decimais com um ponto, mesmo depois da

intervencao feita pelo pesquisador anteriormente, como mostra a Figura 109.

Figura 109. Registro dos calculos da aluna B atividade 8

Nesse mesmo item, quatro alunos escreveram em seus protocolos que a
soma dos angulos era sempre igual a 360° e ndao apresentaram nenhum calculo.

O pesquisador perguntou como eles chegaram a esta conclusdo, e o aluno G
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disse “... foi facil, nds mexemos no ponto P e somamos o0s valores dos dois

k24

angulos, o resultado sempre dava 360°...".

No item (f), a aluna B percebeu que os valores do cosseno dos dois
angulos eram iguais e que os valores do send era oposto ao sena , COmo mostra
o registro de seu protocolo representado pela Figura 110, mas n&o percebeu a
relacéo entre os angulos a e & como o aluno E registrou em seu protocolo, como

mostra Figura 111.

Figura 110. Registro da aluna B para o item f da atividade 8
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Figura 111. Registro do aluno E para o mesmo item

Nesse mesmo item, os demais alunos perceberam a relagcdo entre os
angulos a e d e escreveram essa relagdo como o aluno E fez em seu protocolo
(Figura 111), também, notaram a relagao entre seno e cosseno dos dois angulos,
mas nenhum deles escreveu com simbolos matematicos e sim por extenso. Para
estas respostas os alunos vivenciaram situagao agéo, ao movimentarem o ponto
P, ao observarem a medida do angulo e do angulo & e os valores das
coordenadas dos dois pontos; formulagdo, ao conversar com o colega que a
medida do angulod era iguah medida do anguloa subtrada de 360° e de
validacdo, ao registrarem em seus protocolos depois de convencerem os colegas
que os valores do seno do angulo a eram opostos aos valores do seno do angulo

O e que os valores do cosseno eram iguais para os dois angulos.

Ao término das atividades, o pesquisador perguntou-lhes se haviam

entendido, o que foi proposto nas atividades 5, 6, 7, e 8, eles relataram que
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perceberam que as coordenadas de um ponto no circulo trigonométrico

representam os valores do cosseno e do seno.

O pesquisador mostrou aos alunos que os pontos Q, R e S eram os pontos
simétricos de P no segundo, terceiro e quarto quadrantes, respectivamente,
mostrou a relagcédo entre os angulos a e B, entre a e y, e entre a e 6. Depois,
mostrou a relagdo entre os valores do seno e do cosseno desses angulos. Apos
esta discussdo foi entregue a cada integrante da dupla uma folha com a

institucionalizacao das atividades 5, 6, 7, e 8.

Institucionalizagao das atividades 5, 6, 7 e 8.

Seja o ponto P a extremidade de um angulo de medida a sobre um circulo trigonométrico,
chama-se sena a ordenada de P e cosa a abscissa do ponto P.

Para o angulof determi nado pelo ponto simétrico do ponto P no segundo quadrante,
temos que o seno deste angulo é igual ao seno do anguld e o cosseno  deste angulo
tem valor absoluto igual ao cosseno do angulo a.

Para calcular a medida do &ngulo do ponto simétrico do ponto P no segundo quadrante
basta subtrair a medida do angulo determinado pelo P de 180° simbolicamente
P =180°-a . E sen(180°— ) = sena e cos (180°—a) =—cosa

C

1=(0,0.7)

Para o simétrico do ponto P no terceiro quadrante os valores do seno e do cosseno do
angulo ¥ s&o iguais ao seno e ao cosseno do angulo « em valores absolutos.

Para calcular a medida do angulo y no terceiro quadrante, basta somar a medida do
anguloa com 180° , com simbolos y =180°+a. E sen(180°+a)=-sena e o
cos (180°+ ) =—cosc .
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| =(0, 085

R =(-0.52,-0.85)

No quarto quadrante, o cosseno do angulo & determinado pelo ponto simétrico do ponto
P é igual ao cosseno do angulo o e o seno dos dois angulos s&o iguais em valores
absolutos.

Para calcular a medida do angulo & determinado pelo ponto sig trico de P no quarto
quadrante, basta subtrair a medida do anguloa de 360° simbolicamente 6 =360°—«a E
sen (360° —a) = —sena e 0 cos (360°—a) =cos .

[

7

e s T s e e




106

Atividade 9

a.

Abra o arquivo trigocirculo.ggb, e observe os tridangulos CBF e ZBA , utilize a
semelhanca de tridngulos para calcular a medida do segmento Z4 .

Calcule a tangente do angulo B no triangulo CBF.

Divida o valor do seno pelo valor do cosseno do tridngulo CBF, compare com a

medida do segmento ZA e com o valor da tangente obtida no item b. Os valores s&o
iguais?

Movimente o ponto C para um outro angulo qualquer do primeiro quadrante, depois
repita os procedimentos a, b e c. Novamente os valores sdo iguais? O que vocé
conclui com estes resultados? Os resultados sao iguais a tangente de 37 Existe outro
angulo que tenha o mesmo valor da tangente de 3? Qual a medida desse angulo?

Movimente o ponto C no segundo quadrante observe e responda. Existe outro angulo
que tenha o mesmo valor da tangente de 3? Qual a medida desse angulo?

A atividade 9 é uma proposta de investigagcdo em um arquivo de geometria

dindmica, seu objetivo é calcular a calcular a tangente e apresenta-la no circulo

trigonométrico.

Ao abrirem o arquivo trigocirculo.ggb, os alunos veriam na tela do

computador um circulo trigonométrico com uma reta tangente ao circulo no ponto

(1,0) que representaria os valores da tangente como mostra a Figura 112.

" GeoGebra - trigocirculo.ggb.ggh _18] x|
Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

5 . . Mover :
\ e - a ABC
><v /-vl = - ] O-J 4— N‘ —H ‘%., Arrastar ou selecionar objetos (Esc) j
sEno ¥ tangente
P {1 , 0.8
1A
18 16 4 12 T x 12 14 16 18 2 272 24
cosseno
M= (-0.76,-0.68)
42
b 4
@ Entrada | I° LI |c[ VI |Comando LU

Figura 112. Circulo trigonométrico
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Para executarem os primeiros itens da atividade os alunos precisariam
buscar em seus conhecimentos prévios a semelhanga de tridngulos para
calcularem o comprimento do segmento ZA . Caso os alunos n&o se lembrassem
como resolver a situag&o, o pesquisador no momento poderia lembra-los de como
proceder para resolvé-la, pois o objetivo da atividade ndo era ensinar a

semelhanca de tridngulos.

A atividade propunha aos alunos para verificar se o comprimento do

segmento ZA ou a ordenada do ponto Z era a tangente do angulo B, também que
os alunos percebessem que, para uma posi¢cao qualquer do ponto Z, existiam dois

angulos com mesmo valor de tangente.

Para o item (a), depois que abrissem o arquivo trigocirculo.ggb e

percebessem que os triangulos CBF e ZBA eram semelhantes seria proposto que

calculassem o comprimento do segmento 74 da seguinte forma:

Zj Z: dai, utilizando, por exemplo, as informacdes da Figura 112 concluiriam
que Z4=0,85

No item (b), utilizando as informagdes da Figura 112 esperava-se que 0s

S _ 065

alunos fizessem tgf3 = —— =0,85.
8h = =076

Para o item (c), esperava-se que o0s alunos escrevessem que O

senfs

5 =0,85 para os valores dados na Figura 112. Depois de efetuar os trés
COS

calculos e de compara-los, esperava-se que 0os alunos escrevessem que estes

valores eram iguais.

No item (d), esperava-se que os alunos, ap6s movimentarem o ponto C

para um angulo B qualquer e resolvessem os itens 1, 2 e 3 respondessem que 0s

f senf

valores eram iguais e com estes resultados concluiriam que Z4 == 5
1 COS

—tﬂ

Esperava-se que os alunos percebessem que existia outro &ngulo que tinha o

valor da tangente igual a tangente B e que este angulo era igual a 180°+ 3.
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Para o item (e), esperava-se que os alunos percebessem que existia outro
angulo com o valor da tangente igual a tangente def3 e que este angulo era igual
al80°+p.

Os alunos vivenciariam a situacdo de acdo ao abrirem o arquivo, ao

movimentarem o ponto C, ao copiarem as medidas dos segmentos na figura; em

situagdo de formulacdo, ao compararem a medida do segmento Z4 com a
tangente de B e com a divisdo do seno pelo cosseno e em situagao de validagao,
ao registrarem suas respostas depois de convencerem o colega de que elas

estavam corretas.

Anadlise a posteriori da atividade 9

Assim que leram o item (a), os integrantes das duplas relataram que nao
sabiam o que era semelhanga de tridngulos (a aluna A disse que aprendeu e a
aluna B afirmou nunca ter aprendido). Os demais alunos n&o se pronunciaram,

mas depois disseram que também nio sabiam.

Como o objetivo da atividade n&o era ensinar semelhanca de tridngulos e
para dar prosseguimento a atividade, o pesquisador fez uma figura na lousa como
mostra a Figura 113, parecida com a figura do arquivo trigocirculo.ggb para

demonstrar aos alunos, como realizar os calculos para determinar a medida do

segmento ZA . Mostrou que os triangulos CBF e ZBA eram semelhantes pelo

\ \ . . . BF CF
caso angulo, angulo, angulo (AAA) e escreveu a seguinte relagdo — =C:

ara
BA 74 P

determinar a medida do segmento ZA4 .
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i i
. M.

.\l
\ af

Figura 113. Figura para mostrar como determinar o segmentoﬂ ’

Apds esta explicacdo, os alunos conseguiram executar o item (a). A aluna

A, em seu protocolo registrou a resposta para o angulo 41,61°, como mostra a
Figura 114. Ela ndo fez os célculos na mesma linha, como o aluno F fez em seu

protocolo, como mostra Figura 115.

e |
- e & I \ X o N |

o) Dmepeis S Dy == RS L o ML
€ 1 1

! d

A e — g B

B =LE. ZA:E§

o A ZA

OFS=0i5

J _':.._‘* =

i

Figura 115. Calculo apresentado pelo aluno F para o item a da atividade 9

7 Ao construirmos esta figura na lousa estavamos preocupados em mostrar a semelhanga entre os tridngulos
CBF ¢ ZBA, por isso acabamos nos esquecendo de nomear os eixos x ¢ y ¢ de colocar a orientagdo nos

referidos eixos.
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Os demais alunos fizeram seus registros iguais ao do aluno F (Figura 115).
Para esta resposta os alunos vivenciaram situacdo de acédo ao observarem e
copiarem os valores dos segmentos da figura da tela do computador; de
formulagédo ao conversarem um com o outro, a aluno A disse a aluna B que
estava confusa na hora de encontrar as medidas dos segmentos na figura da tela

do computador; ao buscarem em seus conhecimentos prévios como calcular a

medida de Z4, utilizando a regra de trés e de validacéo ao convencerem o colega
de que o procedimento utilizado para efetuarem os calculos eram corretos e

convencerem os colegas a fazerem do mesmo modo.

No item (b), a aluna A realizou o calculo para o &ngulo de medida igual a
41,61° como mostra a Figura 116 e néo representou a tangente pela razao entre a
medida do segmento f e a medida do segmento / como fez o aluno E em seu

protocolo, representado pela Figura 117.

Figura 116. Calculo apresentado pela aluna A para atividade 9

Fo 0,457 @ dgs £ s 968 2 0d6.
03

Figura 117. Registro do aluno E do item c da atividade 9

Os demais alunos fizeram seus registros como o da aluna A (Figura 116).
Ao apresentar as respostas, os alunos vivenciaram a situagdo de acdo ao
buscarem na figura da tela do computador a medida do cateto oposto ao angulo 3
e a medida do cateto adjacente ao mesmo angulo; formulagdo ao buscarem em
seus conhecimentos prévios a féormula para calcular a tangente de um angulo e
ao conversarem com o parceiro se ele concordava que a formula da tangente era
a razéo entre a medida do cateto oposto ao angulo B e hipotenusa e validagao ao
convencerem o colega de que seus calculos estavam corretos e ambos

escreveriam em seus protocolos a mesma resposta.
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No item (c), a aluna A registrou a divisdo do seno pelo o cosseno para o
angulo de 41,61° como mostra a Figura 118 e o aluno G somente copiou os
valores da tela do computador e dividiu um numero pelo outro como mostra a
Figura 119.

&Y wmdtdl 0 6
"_:,{,f‘_;f'lll,'r,f-ff"— e "-I-',.‘

Figura 118. Registro da aluna A para o item c da atividade 9

fen
f?}' “
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Figura 119. Registro do aluno G para o item c da atividade 9

Os demais alunos fizeram seus protocolos como do aluno G, representado
pela Figura 119. Embora os alunos ndo tenham registrado como a aluna A (Figura
118). Todos perceberam que as respostas dos itens (a), (b) e (c) eram iguais.
Para estas respostas os alunos vivenciaram situacédo de agdo ao copiarem da
figura os valores do seno e do cosseno; formulagdo, ao comparar os valores
obtidos nos itens anteriores com o valor do item c e validagdo, ao comprovarem

que esses valores eram iguais.

Para o item (d), a aluna A apresentou os seguintes calculos em seu
protocolo como mostra Figura 120, no registro apresentado em seu protocolo a
aluna A escreveu o calculo da tangente def para o item (d), mas nao registrou

COMOo esperavamos em nossas analises prévias.
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do comprimento de Z4, e calcular a tangente do angulo de 48,4° e dividir o valor
do seno pelo cosseno do seno desse angulo que, em todos os casos 0s

resultados eram iguais como mostra a Figura 121; mas ao concluir ndo percebeu

Ll
[ = ’ Sa.n55" : . 11 -
Sy I Chu?q..h. b W B s T R
=59 Q.8 /"{":-'J .9 - :’/L'” : ;
—— S \eaw B 0.39 F‘,cg. L e |
-~ £ f
EA- 048 - pas ) s
_'0 f'ﬂl L
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e Gagert e b 3. ;3 O o e
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LB = = _‘_'"""Fe T 2-//".&.-.'.‘ LS
i s . v
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“Tyg S tJ"'j"l'-' Jf . ] A
. ook B '
0.&“"_ - g_:):;__ Py ] _j'?‘ 1"’ 2 x P e
.8 % I:" f—"-'-j.':' 0.8 % 1
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Figura 120. Registro da aluna A para o item d da atividade 9

Neste mesmo item, o aluno E relatou em seu protocolo ap6s fazer o calculo

que em todos os casos os valores obtidos eram a tangente do angulo de 48,4°.

nao escreveu o0 angulo ao calcular a tangente e ao dividir o seno pelo cosseno

B I " aqpz U3 L 3
7 g g gy gas - 03 S0P R o 103
12N T, }—': _3;#__ 'u,i:-'i'—
[l

Ny - B ;
S oos (dwl frgor 2. gude

by
V¥ ¢ Fera)
- _ A 150+ 6
ZH - (35S . S 'EI'ILI')YJ oty ,#'\1“':}""“ ':",Uf" < ) U ul ;
Oit .‘:&wﬂ-' (eng by que T vards  himes  de Chegor
Zif = 443 B Méme TR0

Figura 121. Calculos do aluno E para o item d da atividade 9

Nesse mesmo item, embora tenha feito corretamente os calculos a aluna D

como mostra a Figura 122.
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Figura 122. Protocolo da aluna D

Ainda no item (d), ap6s executar os calculos, a aluna A achou estranho e
perguntou se era possivel o valor da tangente dar um numero maior que 1, pois,

no seu calculo o valor da tangente deu 1,35. O pesquisador pediu para ela mover

o ponto C e observar o comprimento de Z4 . As alunas A e B ndo perceberam que
existia outro angulo com o mesmo valor da tangente de B. O pesquisador solicitou
que elas movimentassem o ponto C do circulo trigonométrico e observassem o
angulo determinado pelo ponto M (Figura 123). Apés esta intervencédo a dupla

percebeu que existia outro angulo e escreveu em seus protocolos:

“Sim existe, para determinar este angulo é s6 somar 180° com o 3”.

sena

tangente

Z=(1,085)

[VE:]

E=(0, 058 = ) C={
0.6

M =(-0.76,-0.65)

Figura 123. Angulo determinado pelo ponto M
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No item (e), ap6s movimentarem o ponto C no segundo quadrante e
observarem o ponto M, a aluna H percebeu que existia outro angulo e que para
encontra-lo bastava somar 180° ao a&ngulo B como mostra a Figura 124. Os
demais alunos escreveram em seus protocolos como o registro da aluna H
(Figura 124).

Figura 124. Registro da aluna H para o item e da atividade 9

Na execugdo da atividade, os alunos utilizaram a calculadora do
computador para efetuar os calculos. Ao término desta atividade, o pesquisador
depois de corrigir as conjecturas feitas pelos alunos, fez a institucionalizagdo do
objeto matematico. Em seguida, entregou para cada aluno uma folha com a

institucionalizacéo da atividade.

Institucionalizagao da atividade 9

Dado um circulo trigopnométrico como a figura seguinte a reta que tangencia o

circulo no ponto A (1,0) representa os valores da tangente para qualquer angulo

e ﬂziz senfp =1gf . E, também, a 1gf8 = 1g (180°+ f3).
i cospf

seno ll tangente

Z=(1,0885)
0.8

E=(0,0ffr e e mm==-
0.6

E 08 -06 -04 -02B0 02 04 06 08 i oy 12 14 1|
0) cosseno

M =(-0.76,-0.65)
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Atividade 10
1.Abra o arquivo trigociclo.ggb, observe os sinais das razdes trigonométricas ao
movimentar o ponto C no primeiro quadrante e responda:

a. O que acontece com o sinal dos valores do seno de qualquer angulo neste
quadrante?

b. O que acontece com o sinal dos valores do cosseno neste quadrante?
c. E com o sinal dos valores das tangentes?
2.Movimente o ponto C no segundo quadrante:

a) O que acontece com o sinal dos valores do seno de qualquer angulo neste
quadrante?

b) O que acontece com o sinal dos valores do cosseno neste quadrante?
c) E com o sinal dos valores das tangentes?
3.Agora mova o ponto C no terceiro quadrante, observe e responda:

a) O que acontece com o sinal dos valores do seno de qualquer angulo neste
quadrante?

b) O que acontece com o sinal dos valores do cosseno neste quadrante?
c) E com o sinal dos valores das tangentes?
4.Movimente o ponto C no quarto quadrante, observe e responda:

a) O que acontece com o sinal dos valores do seno de qualquer angulo neste
quadrante?

b) O que acontece com o sinal dos valores do cosseno neste quadrante?

c) E com o sinal dos valores das tangentes?
d) Represente os sinais dos valores do seno, do cosseno e da tangente para o primeiro,
segundo, terceiro e quarto quadrantes a partir das observacdes acima.

seno cosseno tangente

A atividade 10 € uma proposta de investigagdo em um arquivo de
geometria dindmica, seu objetivo € que os alunos aprendam os sinais das razdes
trigonométricas. Nesta atividade, sera utilizado o mesmo arquivo da atividade

anterior.

Nos itens 1a, 1b, e 1c esperava-se que os alunos depois de abrissem o

arquivo e movimentassem o ponto C, percebessem que os valores para o0 seno, 0
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cosseno e a tangente para qualquer angulo do primeiro quadrante sao positivos.
Estes valores estariam representados na figura pelas coordenadas do ponto C

(cosseno e seno) e pela ordenada de Z (tangente), como mostra a Figura 125.

% GeoGebra - trigocirculo.ggh.agh —18 x|
Arduiva Editar Bxibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda
- [ 8 L] Mover c:
Ml T &) 28T
X, "'.7 Ll Gv 1 N| v” ’%’., Arrastar ou selecionar objetos (Esc) :l
seno | tangente
Z=(1,085)
1A
TR T g 12 14 18 18 2 72 24
cosseno
M =(-0.76,-0.65)
A2
[ i
T
i@ Entraca: || !" LI 0w |C0mando L‘l

Figura 125. Circulo trigonométrico com os valores do seno, do cosseno e da tangente

Nos itens 2a, 2b e 2c, esperava-se que ao mover o ponto C no segundo
quadrante, como mostra a Figura 126, os alunos percebessem que o sinal dos
valores do seno para este quadrante eram positivos, que o sinal dos valores do

cosseno a da tangente para este quadrante eram negativos.

tangente

Seno

0.8
g

= 8 35 ek e B 6 6
; e

T % 12 1 e
COSSENO

M= (0.¢5,-0.66)

Z=(1,-0.88)

Figura 126. Ponto C no segundo quadrante
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Para os itens 3a, 3b e 3c esperava-se que, ao movimentar o ponto C no
terceiro quadrante, como mostra a Figura 127, os alunos percebessem que o sinal
dos valores do seno era negativo, o sinal dos valores do cosseno era negativo e o

sinal dos valores da tangente era positivo.

5eng

tangente

Z=(1,087)

-

5, 0.68)

>7220.98°

=

02 D04 06 08 x 12 14 1.
Cosseno

Figura 127. Ponto C no terceiro quadrante

Nos itens 4a, 4b e 4c, esperava-se que, a0 movimentar o ponto C no
quarto quadrante como mostra Figura 128, o aluno percebesse que o sinal dos
valores do seno neste quadrante era negativo, que o sinal dos valores do cosseno
para este quadrante era positivo e que o sinal dos valores da tangente para este

quadrante era negativo.

SEno tangente

M=(-0.79, 0.62) 0.6
Il

%\321.5:3“ A
12 - -0.8 -0.6 -04 -0.2 02 04 0.6 IJB 1 x 12 14 1
=079 F=(0.79.f) cosseno

i 044

T, R e

Z=(1,-079)

Figura 128. Ponto C no quarto quadrante



118

Para resolver o item 4d esperava-se que os alunos ap6s suas observagoes
pudessem colocar os sinais, como na Figura 129, ou que eles escrevessem por

extenso em cada quadrante positivo ou negativo.

aana COSSEN0
I '\ Fa
+ + f - + 0
| |. 1
] E 5 ]
= = W om = {-"-
., / S o
-
e g n
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II .I
& ]
o+ -
\ .
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tangente

Figura 129. Sinais dos valores do seno, do cosseno e da tangente.

Como relatamos nas atividades anteriores os alunos vivenciariam durante a
realizacdo da atividade situacdo de acado, formulacdo e validagdo. Os alunos
vivenciariam a situacéo de acdo ao lerem a atividade, ao abrirem o arquivo, ao
movimentarem o ponto C nos quadrantes, ao registrarem suas observacgdes, ao
se dedicarem ativamente na solucédo da atividade; situacdo de formulagéo,
quando conversassem com o0 colega da dupla sobre suas estratégias de
resolucao, ao confrontarem os resultados obtidos, ao levantarem alguma hipétese
depois de movimentar o ponto C e a situacédo de validagdo ao convencerem o

colega que sua estratégia era verdadeira.
Anadlise a posteriori da atividade 10

Ao realizarem esta atividade, os alunos nao apresentaram dificuldades e
nos itens 1a, 1b, e 1c todos escreveram que o sinal permaneceu positivo s6 0
aluno G foi mais enfatico em sua resposta, relatando que o sinal era positivo e
permaneceu positivo como registrou em seu protocolo representado pela Figura
130.
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a. O que acontece com o sinal dos valores do seno de qualquer &ngulo neste guadrante?
O ﬂ, STt 'C]L'Il '@ (:. l:-:ob 'L'\\/\.A\.l'(_js . & {'.'-"t o A T A 1?2-3 \‘l'('; V""}ﬂ

b. © que acontece com o sinal dos valores do cosseno neste quadrante?

. . . o ~
O Sna l[ 4 {b&ﬁ({wo il .:t’\ Ve ne il -\J-'b.v' Tivo
¢, E com sinal dos valores das tangentes? :
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Figura 130. Registro do aluno G para item 1 atividade 10

Para estas respostas, os alunos vivenciaram a situagdo de acgdo ao
movimentarem o ponto C, ao observarem os sinais dos valores das razdes
trigonométricas no primeiro quadrante; formulagdo ao conversarem com o colega
que os valores do seno, do cosseno e da tangente no primeiro quadrante séo
positivos e de validagao, ao registrarem as suas respostas depois de ter certeza

de que elas estavam corretas.

Nos itens 2a, 2b e 2c¢, todos os alunos perceberam que os sinais dos
valores do seno permaneciam positivos no segundo quadrante e que os sinais
dos valores do cosseno e da tangente ficaram negativos nesse mesmo quadrante.
O aluno G relatou em seu protocolo corretamente suas observagbes, sé que ao
escrever ‘o sinal da tangente € negativa’, como mostra o registro em seu
protocolo, representado pela Figura 131 deveria ter escrito que o sinal da

tangente era positivo.

&) O gue acontece com o sinal dos valores do seno de qualguer dngulo neste quadrante?
T o~
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Figura 131. Registro do aluno G para o item 2 atividade 10

Para estas respostas, os alunos vivenciaram a situagdo de acgdo ao
movimentarem o ponto C, ao observarem os sinais dos valores das razdes
trigonométricas no segundo quadrante; formulagéo ao conversarem com o colega
que os valores do cosseno e da tangente no segundo quadrante eram negativos e
que os valores do seno no segundo quadrante eram positivos e de validacdo ao
convencerem o colega a registrar respostas iguais as suas depois de terem

certeza de que elas estavam corretas.
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Nos itens 3a, 3b e 3c, a aluna B escreveu “torna-se negativo” nos dois
primeiros itens e “torna-se positivo” no terceiro item, como mostra a Figura 132
que representa seu protocolo (nesse item, a aluna B teve uma participacéo maior,
pois comegou a entender o que era proposto na atividade e comegou a manipular
0 software, e a observar os sinais das razdes trigonométricas) os demais alunos,
também, perceberam que os valores do seno, do cosseno eram positivos e o sinal

dos valores da tangente, era negativo no terceiro quadrante.

a) O gue acontece com o sinal dos valores do seno de gqualquer angulo neste
gquadrante? e ST L ey

U= Ak
ST - L

b) O que acontece com o sinal dos valores do cosseno neste quadrante?
¢) E com sinal dos valores das tangentes?
ffr P W ) S R
I - / EiRS i

Figura 132. Registro da aluna B para o item 3 da atividade 10

Para estas respostas, os alunos vivenciaram a situagdo de acado, ao
movimentarem o ponto C e ao observarem os sinais dos valores das razdes
trigonométricas no terceiro quadrante; formulagéo, ao conversarem com o colega
que os valores do seno e do cosseno no terceiro quadrante eram negativos e que
os valores da tangente no terceiro quadrante eram positivos e de validacao, ao
registrarem as suas respostas depois de terem certeza de que elas estavam

corretas.

Nos itens 4a, 4b e 4c, os alunos registraram em seus protocolos respostas
parecidas com as do protocolo da aluna B, representado pela Figura 133. Todos
perceberam que os sinais dos valores do seno e da tangente eram negativos e

que os sinais dos valores do cosseno eram positivos.

a) QO que acontece com o sinal dos valores do senc de qualguer dngulo neste
uadranta?

=] o
_f,_ ate /}"i'L- r.qr'\j_,Q.fﬂ e B

b) O que acontece com o sinal dos valores do cosseno neste quadrante?

7 i
e oy o R
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c) E com sinal dos valores das tangentes?

(o
AT

Figura 133. Registro da aluna B para o item 4 da atividade 10
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Para estas respostas, os alunos vivenciaram situacdo de acdo, ao
movimentarem o ponto C, ao observarem os sinais dos valores das razdes
trigonométricas no quarto quadrante; formulagdo, ao conversarem com o colega
que os valores do seno e da tangente no quarto quadrante eram negativos e que
os valores do cosseno no quarto quadrante eram positivos, validacdo ao
convencerem o colega a registrar respostas iguais as suas, depois de terem

certeza de que elas estavam corretas.

No item 4d, as alunas A e B apresentaram em seus protocolos a resposta
escrevendo por extenso no interior dos quadrantes “positivo”, “negativo”, como
mostra o protocolo da aluna A, representado pela Figura 134. Os demais alunos
fizeram o registro igual ao da aluna D, como mostra a Figura 135 que representa

seu protocolo.

d) Represente os singis dos valores do seno, cosseno, & da tangenle para o primeino,
segundo, lerceio & quano quadrants partir das cbservagbes acima.

Sano cogsanc

Tisngenie

Figura 134. Registro da aluna A para o item d da atividade 10

d) Represente os sinais dos valores do seno, do cosseno, e da tangente para ©
primeiro, segundo, terceiro e quarto quadrante a partir das observagbes acima.

Seno cosseno tangente
Iy P P
4 \\ ,/ I ™ ; \\
+ N\ /=N ol
! 1
| \

Figura 135. Registro da aluna D para o mesmo item
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Com estas respostas, os alunos vivenciaram a situacao de agéo ao terem
de movimentar a figura para observar os sinais das coordenadas; formulagao, ao
conversarem com O parceiro sobre suas observagbes e de validacdo, ao

convencerem o colega e ambos apresentarem a mesma resposta.

Ao término da atividade, o pesquisador fez a institucionalizagcdo da
atividade que tinha por objetivo determinar os sinais dos valores das razdes
trigonométricas em todos os quadrantes. Entregou aos alunos uma folha com um

esquema dos sinais das razdes trigopnométricas em todos os quadrantes.

Institucionalizagcéo da atividade 10

Sinais dos valores do seno,cosseno e da tangente em todos os quadrantes.

Seno COSSEno tangente
-’--.-___Lf_..__\_\_“ ._-____,4“;.___1_\ . e e ?— —
/ L\ V2 BN / | \“\
S + fF - [+ \ -+
.I: ¢ i -I. /! i -II
_.r . Ij- - Js‘ i : j , —— 1| : F
I'._ - _ i _ I + .I‘\ + | _ /
i ! i
\ ___.f/ A . - \\. | __,/
e . . » - ] "'\-\..____r I‘ i

Atividade 11

1. Abra o arquivo rad.ggb e observe na figura que CA4 é o raio da circunferéncia, d,
representa o comprimento do arco CD. Movimente o ponto C, observe o que
acontece com a medida do raio e do arco da circunferéncia. O que vocé observou?

Quando a medida do arco de uma circunferéncia for igual a medida do raio da
circunferéncia que o contém, dizemos que este arco mede 1 radiano ,(simbolo rad).

2. Qual o comprimento de uma circunferéncia qualquer?
Quantos radianos tém uma circunferéncia qualquer?
Quantos radianos tém a metade de uma circunferéncia?

Quantos radianos tém em um quarto de uma circunferéncia?

o o b~ ow

Quantos radianos equivalem a um arco que corresponde a 60°? E 45°equivalem a
quantos radianos?

. V4 V4 .
7. Quantos graus equivalem a um arco de grad? E Erad equivalem a quantos graus?
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A atividade 11 € uma proposta de investigagdo em um arquivo de
geometria dindmica, cujo objetivo € definir aos alunos o radiano e ensinar a
conversao de unidades de arcos em radianos para unidades de angulos em graus

e vice-versa.

Ao abrirem o arquivo rad.ggb, os alunos veréo na tela do computador uma

circunferéncia com um arco e com um angulo, como mostra a Figura 136, em que

d é a medida do comprimento do arco e AC € o raio da circunferéncia.

& GeoGebra - rad.gab.ggh -8 x]

Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
= ; . Mover
O 'd' \ ‘%’, Arrastar ou selecionar objetos (Esc) 3

i )

A
L]

. [N
/ | B
| gl =T ol

|@ entraca || [ |0 x| |comando Ll

Figura 136. Tela do Geogebra com a circunferéncia da atividade 11

Os alunos receberam uma folha com o roteiro de perguntas para resolver a
atividade. Optamos por dar a definicho de radianos na atividade para
prosseguirmos com o outro objetivo de fazer a conversao de unidades de angulos
e dos arcos (graus para radianos e de radianos para graus). Para resolver a
atividade é necessario que os alunos tenham em seus conhecimentos prévios a

férmula do perimetro de uma circunferéncia.

No item 1, esperava-se que os alunos depois de movimentar o ponto C
percebessem que a medida do raio da circunferéncia era igual ao comprimento do

arco, representado pela letra d.
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Para o item 2, esperava-se que o0s alunos buscassem em seus
conhecimentos prévios que o comprimento de uma circunferéncia era igual

C =2 rem que C era o comprimento da circunferéncia e r era o raio da mesma.

No item 3, esperava-se que os alunos, apds entenderem que um radiano
era a medida de um arco que seu comprimento era igual ao raio da circunferéncia
que o contém e, apds, perceberem que lrad=1r, que 2rad=2r e que
wrad = 7 r, escrevessem que em uma circunferéncia de raio qualquer tinhamos
C =2rrad.

No item 4, esperava-se que os alunos respondessem que metade de uma

circunferéncia tinha 7z rad.
Para o item 5, esperava-se que os alunos respondessem que um quarto de

. ~ . . T
circunferéncia tinha 3rad.

No item 6, esperava-se que 0Os alunos escrevessem que um arco que

corresponde a 60° era igual a %rad, pois se em 180° tem ~x radianos e
180°+60° =3, logo 60° equivale a %rad e com raciocinio semelhante esperava-se

T N
que os alunos chegassem ao valor de Zrad para o angulo de 45°.

Para o item 7, esperava-se que o0s alunos percebessem que para
. T , e g .
transformar a medida do arco de grad em graus era so dividir 180° por seis e
obter 30° como resposta, e com 0 mesmo raciocinio os alunos chegassem ao
° T

valor de 22,5° para o arco de —rad.

Os alunos vivenciariam situagdo de acdo ao abrirem o arquivo, ao
movimentarem o ponto C e ao observarem a figura; situacédo de formulacao, ao
conversarem com 0O colega sobre suas hipéteses de resolugdo, ao buscarem em

seus conhecimentos prévios uma estratégia de resolucéo e situacéo de validacgao,

ao convencerem o parceiro que sua hipétese era verdadeira.
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Analise a posteriori da atividade 11

No item 1, ap6s abrirem o arquivo rad.ggb, movimentaram o ponto e
observaram a figura. Os alunos perceberam que a medida do raio era sempre
igual ao valor da medida do arco. A aluna H relatou em seu protocolo que
percebeu que a medida do angulo a era igual a 57,4°, como mostra a Figura 137,

embora na atividade ndo pedisse para observar o valor da medida do angulo.

'E: ! @ -,,W{:J:L,—J‘._,{:-‘- (’tﬁ& o _QMQ’Y‘Y\-L“'\T?-‘*—‘ NP o SR PP
Qg Hom @ e Beleo O€ HOUE | Lagy

Figura 137. Registro da aluna H para o item 1 da atividade 11

Ao responderem a este item os alunos vivenciaram a situagcao de acao ao
abrirem o arquivo, ao movimentarem o ponto C e observarem as medidas do arco
e do raio; formulagdo, ao conversarem com o colega que a medida do arco e do
raio da circunferéncia variou, mas os mesmos eram sempre iguais e de validacéo,
ao registrarem em seus protocolos suas respostas, depois de convencerem o

colega a darem respostas idénticas as suas.

Apoés a resolugéo deste item, o pesquisador fez uma intervengédo com o
objetivo de dar aos alunos a definigdo de radiano. Apdés o entendimento dos
alunos sobre o que era um radiano, os alunos prosseguiram com a resolugao da

atividade.

No item 2, as alunas A e B nado responderam imediatamente a pergunta,
pois estavam confusas com as férmulas da area do circulo e com a férmula do
comprimento da circunferéncia. Depois de chegarem a um consenso, a dupla
apresentou os mesmos registros, como mostra a Figura 138. A dupla escreveu
primeiro “C =27 r”, o pesquisador perguntou o que significavam as letras C e r, e
a aluna A respondeu que C era o comprimento da circunferéncia e que r era o raio
da circunferéncia. Depois desta intervencéo a dupla indicou em suas respostas o

que respondeu ao pesquisador como mostra a Figura 138.



126

£
L ¢ S e cingenlinircio

Figura 138. Registro da dupla A e B para o item 2 da atividade 11

Apenas as alunas C e D apresentaram registros iguais ao das alunas A e
B. Os outros alunos apresentaram registros diferentes em seus protocolos, o
aluno G simplesmente escreveu “R: 2zr” como, mostra a Figura 139. O
pesquisador perguntou-lhe o que significava seu registro e o aluno G respondeu
que “o simbolo R: é a abreviatura de resposta e o simbolo 2 zr € a resposta da
pergunta’. O aluno E escreveu em seu protocolo “Circunferéncia = 2 zr” como
mostra a Figura 140, ao |he perguntarmos o que significava seu registro o mesmo

respondeu que “é a formula da circunferéncia’.

2. Qual o comprimento de uma circunferéncia qualquer?

ey T
| L

Figura 139. Registro do aluno G para o item 2 da atividade 11

2. Qual o comprimento de uma circunferéncia qualquer?

IL—-‘.-':.‘-r.«?'r"':ll."':'i e = :.-7 ﬁJ

Figura 140. Registro do aluno E para o mesmo item da atividade 11

Antes de prosseguirem com a resolucdo da atividade, o pesquisador fez
uma intervencdo, escreveu os registros dos alunos na lousa, comentou que
alguns tinham escrito a férmula incompleta e outros haviam escrito errado. Depois
Ihes mostrou que, ao apresentar uma férmula, como a do comprimento da
circunferéncia, é necessario escrever o significado de cada letra que compde a

formula.

No item 3, foi necessario uma intervencéo do pesquisador, pois os alunos

nao conseguiram associar que, em uma circunferéncia qualquer, tem-se 2 rad,
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isto porque temos um radiano quando um arco de circunferéncia tem o
comprimento igual ao raio da circunferéncia que o contém, ou seja, lrad =1r,
entdo, era sO substituir esta informagcdo na formula do comprimento da

circunferéncia.

Apds esta intervencdo, os alunos conseguiram realizar o item 4 e

responderam que na metade de uma circunferéncia tinha “1 z rad”.

No item 5, os alunos conseguiram resolver, alguns pensaram como a aluna
A que percebeu que, para encontrar a medida em radianos de um quarto da
circunferéncia, bastava dividir a medida em radianos da circunferéncia por quatro,
como mostra o registro em seu protocolo representado pela Figura 141. Outros
alunos fizeram como o aluno E que percebeu que se a metade da circunferéncia
equivale a 1 rad,um quarto é a metade desse valor, como relatou em seu

protocolo representado pela Figura 142.

Figura 141. Registro da aluna A para item 5 da atividade 11

5. Quantos radianos tém em um quarto de uma frc nferéncia? o |
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Figura 142. Registro do aluno E para o item 5 da atividade 11

Os alunos vivenciaram a situagdo de acdo, ao lerem a atividade,
formulacéo, ao conversarem com o colega (a aluna A falando com a aluna B “...
se em uma circunferéncia tem 2z rad um quarto tera esta quantidade dividida por
4...”, ou “..se a metade da circunferéncia é nrad um quarto é rrad dividido por
2...” o aluno E explicando para o aluno F e validagao, ao realizarem os registros

de seus calculos em seus protocolos por terem certeza que suas respostas
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estavam corretas apds, convencerem o parceiro a darem a mesma resposta que

as suas.

No item 6, as alunas B e G apresentaram os seguintes registros em seus

protocolos representados pelas Figuras 143 e 144.

& Quantos radianos equivalem um arco que comesponde a 80°7 E 45°equivalern a
quantos radianos?

Figura 143. Registro da resolugdo aluna B para o item 6 da atividade 11

8. Quantos radianos equivalem um arco que corresponde a 80°7 E 45°equivalem &
quantos radianos?
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Figura 144. Registro da resolugéo do aluno G

No primeiro caso, como mostra a Figura 143, a aluna B percebeu que 180°
dividido por 3 era igual a 60° e como 180° equivale 7z rad dividiu esta quantidade

por 3; no segundo caso, da Figura 143, a aluna B associou 45° a metade de 90° e

como 90° equivalem a %rad, dividiu esta quantidade por 2. O aluno G como

mostra a Figura 144 s6 registrou as respostas, porque fez os calculos na
calculadora do computador. Os demais alunos apresentaram registros iguais aos
das Figuras 143 ou 144.

Os alunos realizaram o item 7 e apresentaram em seus protocolos registros
parecidos com o registro da aluna B, como mostra a Figura 145, os mesmos
fizeram os calculos, mas ndo escreveram qual raciocinio utilizaram como fez o
aluno E, que, em seu protocolo, registrou os calculos e o raciocinio que utilizou,

como mostra a Figura 146.

Figura 145. Calculos apresentados pelas alunas Ae B
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Figura 146. Registro do aluno E para o item 7 da atividade 11

Para estas respostas os alunos vivenciaram situagéo de acgdo, ao lerem o
item da atividade; formulagdo, ao conversarem com o colega sobre suas
hipéteses de resolucdo e de validagdo, ao convencerem o0 colega que suas

hipéteses eram verdadeiras e ambos apresentaram registros idénticos.

Ao término da atividade, o pesquisador reuniu os alunos para fazer a
institucionalizacao, disse-lhes quais eram os objetivos da atividade, que era definir
0 que era um radiano e a conversao dessa unidade de medida em graus e vice-
versa. O pesquisador perguntou-lhes se tinham alguma duvida sobre como
converter unidades de arcos em unidades de angulos e todos disseram que
entenderam. O pesquisador perguntou-lhes se eles utilizaram a regra de trés para
resolver os itens 6 e 7, eles responderam que ndo. O pesquisador disse-lhes que
poderiam utilizar esta regra para angulos e arcos que n&o sao multiplos ou

submultiplos de 180°.

Atividade 12

a) Na folha de papel milimetrado trace duas retas perpendiculares entre si. A intersec¢éo
destas retas sera a origem do sistema de eixos coordenados, a reta na horizontal
sera o eixo x e a reta na vertical sera o eixo y. Faca marcas nos eixos de 10 em 10
milimetros, partindo do cruzamento dos eixos para cima, para baixo, para a direita, e
para a esquerda. Cada marca representara 0,1 decimetros, escreva em cada marca o
valor que elas representam nos eixos orientados.

b) Com o compasso, trace uma circunferéncia com centro em O (0,0) e raio igual a 1
decimetro (10 cm). Como consequéncia deste tragado, a circunferéncia ficou dividida
em quatro partes que chamaremos de quadrantes.

c) Faga marcas de 10° em 10° no sentido anti-horario, comeg¢ando a contar a partir do
ponto (1,0).

d) Trace uma reta paralela ao eixo y no ponto (1,0) e chame-a de t. Faga marcas iguais
as feitas no eixo y.
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e) Sobreponha a transparéncia no ciclo trigonométrico de modo que o ponto A da
transparéncia coincida com o centro da circunferéncia, fixe a tachinha no ponto A de
maneira que a transparéncia possa girar.

f) Para utilizar o dispositivo, mova a transparéncia, pare num ponto qualquer, e observe
a interseccao da circunferéncia da transparéncia com os eixos x e y. A distancia dos
pontos de intersecgdo da circunferéncia com os eixos y e x e a origem serao,
respectivamente, os valores do seno e do cosseno do angulo. A ordenada do ponto
de interseccgdo da reta da transparéncia com a reta t sera o valor da tangente.

g) Utilize o dispositivo e determine o seno, 0 cosseno e a tangente de 50°.

T
h) Encontre os valores do seno do cosseno e da tangente para os arcos de Zrad

e para %rad.

A atividade 12 € uma proposta de construgao de uma régua trigonométrica.
Seu objetivo é construir uma régua trigonométrica para ser utilizada em sala de

aula, quando néo for possivel usar o laboratério de informatica.

Nesta atividade, os alunos deveriam construir uma régua trigonométrica, foi
utilizada uma folha de papel milimetrado e uma transparéncia que contém o
desenho de uma reta, uma circunferéncia de raio 5 cm e dois pontos chamados

de A e P, como mostra Figura 147.

Figura 147. Transparéncia para construgio da régua trigonométrica
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Esperava-se que os alunos n&do encontrassem dificuldades na realizagéo
os itens (a,) (b), (c), (d) e (f). Caso os alunos nao soubessem utilizar o

transferidor, o pesquisador poderia ensina-los como usar o instrumento.

Para construir a régua trigonométrica, bastava sobrepor a transparéncia no
papel milimetrado com o circulo trigonométrico de modo que o ponto A da
transparéncia coincidisse com o centro da circunferéncia do papel milimetrado
como mostra a Figura 148. Para fixar a transparéncia no papel milimetrado foi
utilizado um percevejo (tachinha) para que fosse possivel que a transparéncia
girasse sobre o papel milimetrado. O percevejo seria fixado primeiro no ponto A e

depois no centro da circunferéncia do papel milimetrado (Figura 148).

Figura 148. Régua trigonométrica
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O que garante que as intersec¢des da circunferéncia da transparéncia com
0s eixos sdo as coordenadas do ponto P € que ao unir estas intersecgcdes com um
segmento, este segmento divide a circunferéncia em duas semicircunferéncias; o
tridangulo formado pelo ponto P e as intersecgbes da circunferéncia com os eixos é
retangulo em P, como mostra a Figura 149 e o triangulo formado pelo ponto A e

as interseccdes da circunferéncia com os eixos é retangulo em A.

Figura 149. Intersecgdes da circunferéncia menor com os eixos e os pontos Pe A

No item (g), para determinar o seno, o cosseno e a tangente de 40°
esperava-se que os alunos posicionassem a transparéncia sobre o angulo de 40°,
depois observassem a interseccdo da circunferéncia da transparéncia com os

eixos para determinar o seno e o cosseno e a interseccdo da reta da
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transparéncia com a reta t para determinar a tangente. No caso, 0 sen40°=0,64 e

0 cos40°=0,76 e 1g40°=0,83.

No item (h), para os arcos de % e % depois de transformar estas medidas

em graus esperava-se que os alunos utilizassem os mesmos procedimentos para

o angulo de 40° e respondessem que O Sen% =send45°=0,7 e que
cos% =co0s45°=0,7 ea tg% =1g45°=1.

Analise a posteriori da atividade 12

Nos itens (a) e (b) da atividade, os alunos ndo apresentaram dificuldades,
s6 a aluna H perguntou o que eram retas perpendiculares e o aluno G perguntou

se a interseccéo das retas teria de ser feita no meio da folha.

No item (c), o pesquisador teve de fazer uma intervengao, pois a aluna A
pegou o transferidor e comegou a usa-lo, como se fosse uma régua convencional.
A aluna achou que, para utilizar o transferidor bastava copiar os niumeros, apés
posicionar o zero do transferidor com o ponto (1,0) do circulo trigopnométrico.

Assim, como a aluna B o aluno F relatou que nunca usou um transferidor.

Apos esta intervencdo, os alunos continuaram executando a atividade e
nao apresentaram nenhuma dificuldade nos itens (d) e (e). No item (f) as alunas A
e B ap6s a leitura da questao perceberam que ja tinham feito algo semelhante na
atividade 9. Ao executarem estes itens os alunos vivenciaram situacao de acéo,
ao marcar no papel milimetrado os angulos de 10 em 10 graus, ao tragarem a reta
paralela ao eixo y no ponto (1,0), ao fixarem a transparéncia sobre o papel
milimetrado; formulagdo ao conversarem com o colega sobre a melhor posigcéo
para colocar o eixo y se no comprimento maior da folha ou no comprimento menor
e validacédo, ao convencerem o colega de que era melhor o comprimento maior
para colocarem o eixo y. Ao terminarem este item, as réguas trigonomeétricas dos
alunos ficaram iguais a Figura 148, apenas o aluno G fez sua régua igual a Figura
149, ele deixou o comprimento maior da folha para o eixo X, com isso perdeu

valores no eixo das tangentes.
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Figura 150. Régua trigonométrica do aluno G

No item (g), os alunos nédo apresentaram dificuldades para resolvé-lo. A
aluna A, ap6s posicionar a transparéncia no angulo de 40°, apresentou no registro
de seu protocolo um espaco entre os simbolos sen, cos e tg e o angulo de 40°
como mostra a Figura 151, pelo fato da a aluna ter apagado a palavra “de”, apos

o pesquisador dizer que nao havia a necessidade de escrever sen de 40°.

Figura 151. Registro da aluna A para o item g da atividade 12

No mesmo item, o pesquisador solicitou aos alunos que determinassem o
seno, o cosseno e a tangente do angulo de 50°. Todos os alunos realizaram e néo

precisaram fazer nenhum calculo, como o aluno G, que no registro em seu
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protocolo, representado pela Figura 152 fez o calculo para determinar a tangente
de 50°.

=
¢

:Ia: A

Figura 152. Calculos do aluno G para o dngulo de 50°

Em razéo do aluno G ter colocado o eixo y no comprimento menor da folha
em sua régua trigonométrica, como mostra a Figura 150, teve que calcular a
tangente de 50°, enquanto os demais tiveram apenas que observar o valor da

tangente de 50° em suas réguas.

Com estas respostas, acreditamos que os alunos tenham aprendido o
funcionamento da régua trigonométrica. Para as respostas, os alunos vivenciaram
situagdo de acao, ao posicionarem a transparéncia no angulo de 40° e, ao
observarem os valores do seno, do cosseno e da tangente nas intersecgdes da
transparéncia com os eixos x e y e com a reta t; formulagéo, ao conversarem com
0 colega se os valores estavam corretos e de validacdo, ao conferirem na
calculadora que os valores por eles observados na régua trigonomeétrica estavam

corretos.

No item h, os alunos apresentaram registros diferentes como mostra a
Figura 153 e 154.
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Figura 153. Registro da aluna B para o item h da atividade 12
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Figura 154. Registro da aluna A para o item h da atividade 12
A aluna B registrou por extenso as razdes trigonométricas como mostra a
Figura 153. Em seu registro a aluna B transformou os arcos em radianos para
seus equivalentes em graus e deu a resposta ao seno, cosseno e tangente em
graus, sem se preocupar em registrar que estava determinando o seno, o

cosseno e a tangente do arco em radianos. A aluna A registrou que estava

T T
calculando o seno, o cosseno e a tangente dos arcos 2 e o mostrou quanto

estes arcos equivalem em graus, para depois dar os resultados como mostra a
Figura 154. Importante ressaltar que ao responder que o seno de 45° é igual a 0,7
e nao utilizar o simbolo de aproximadamente, é devido a limitacdo da régua
trigonométrica, pois os alunos registram o que observam na mesma. Os demais

alunos fizeram seus registros como a aluna A.

Para estas respostas os alunos vivenciaram a situagcdo de acdo, ao
posicionarem a transparéncia nos angulos pedidos e ao observarem em suas
réguas trigonométricas os valores do seno, cosseno e tangente nas intersec¢des
da transparéncia com os eixos x € y e com a reta t; formulagdo ao conversarem
com o colega sobre suas hipoteses e de validagcdo ao conferirem os valores
obtidos na régua trigonométrica com os resultados apresentados na calculadora
cientifica. Ao término da atividade o pesquisador disse-lhes que poderiam levar as
réguas que construiram, explicou-lhes porque a régua da os resultados
aproximados e que, para melhorar os resultados, € preciso utilizar corretamente o
transferidor ao fazer as marcas no papel milimetrado, para que ao posicionar a

transparéncia, ela fique sobre o angulo desejado e nao préximo dele.

Apresentaremos alguns resultados importantes observados com base nas
analises dos protocolos dos alunos, das gravacgdes feitas durante a execugao das

atividades e dos relatérios dos nossos observadores.
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Os alunos ao realizarem as atividades 1, 2, 3 e 4 trabalharam livremente
sem intervencdo do pesquisador que estava observando se estavam com
dificuldades para manipular o software. Ao escreverem suas respostas, alguns
nao souberam expressar coerentemente suas ideias e as vezes, tivemos de
realizar o item que eles realizaram para entender o que queriam dizer, por
exemplo, a aluna G ao escrever o item (e) da atividade 4 em seu protocolo, “As
razées f e h quando se movimentam se alteram ao oposto de opera¢do da razdo
g, enquanto as duas aumentam a g diminui, assim ocorre o oposto também”. Ao
lermos a resposta, ndo entendemos o que ela queria dizer, mas, ao realizar o item

compreendemos sua resposta.

Ao executarem estas atividades os alunos estavam muito entusiasmados
por estarem utilizando o computador. Ao término delas alguns perguntaram por
que os professores deles nao utilizavam o computador, alegando nunca terem
feito atividades usando o computador e nem terem visto um software de

geometria dinémica.

As atividades nado explicitavam o que queriamos ensinar (atividades
adidaticas) e as observacgdes feitas pelos alunos durante as investigagdes foram
utilizadas na institucionalizacdo para mostrarmos as razées trigonométricas. E
importante ressaltar gragcas a movimentacao que o software permite e, também,
por poderem acompanhar os resultados na janela algébrica, eles puderam
verificar que em triangulos reténgulos, se o angulo agudo n&o variar as razdes

trigonométricas também n&o variavam.

Nas atividades 5, 6, 7 e 8 s6 dois alunos perceberam que os pontos dados
nos arquivos eram simétricos, tivemos de realizar algumas intervengdes, para que
os alunos prosseguissem na resolucéo dessas atividades sobretudo ao realizarem
seus registros simbdlicos. Embora ndo tenham percebido que os pontos eram
simétricos, conseguiram realizar as atividades e alcangaram o que esperavamos

em nossas analises prévias.

Na atividade 9, para que pudessem executa-la, houve a necessidade do

pesquisador ensinar o procedimento para calcular a medida do segmentoZA , a
partir da semelhanca de triangulos. Apods esta intervengcdo, os alunos

conseguiram realizar a atividade e n&o apresentaram problemas por entenderem
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a atividade, porém alguns ainda apresentavam erros de notagdo ao escreverem

as razdes trigonométricas simbolicamente.

Os alunos ao realizarem a atividade 10 nido apresentaram nenhuma
dificuldade, acreditamos que esta tenha sido relativamente facil, pois eles
precisavam apenas determinar os sinais dos valores das razdes trigonométricas
em todos os quadrantes e, para tanto, era s6 observa-los na figura da tela do

computador.

Na atividade 11 demos a definigdo de radiano, pois queriamos que o0s
alunos soubessem que ha outra unidade e que eles aprendessem a conversao de
uma unidade para outra. Na atividade 12, superadas as dificuldades da
construcdo geométrica da régua trigonométrica, os alunos nao apresentaram

dificuldades na utilizacdo da mesma.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa teve por objetivo verificar se atividades manipulativas e o
uso do computador contribuem para a aprendizagem da transicdo das razdes

trigonométricas do triangulo retdngulo para o circulo trigonométrico.

Para tanto, utilizamos a Teoria das Situagdes Didaticas e alguns
pressupostos da Engenharia Didatica que serviram para a elaboracéo, aplicagéo
e analise de nossa sequéncia de ensino, que nos auxiliou na hora de prever e dar
solucdes aos problemas que poderiam ocorrer durante aplicagao da atividade. Em
nosso estudo, o software de geometria dinamica que escolhemos, foi importante,
pois gragcas a movimentagcdo e a visualizagdo (da variacdao das medidas dos
segmentos, dos angulos, das coordenadas dos pontos), tanto na figura como na

janela algébrica, facilitou aos alunos a compreensao das razdes trigonométricas.

Apontaremos alguns problemas que ocorreram durante a aplicagdo das

atividades:

1. Quando a atividade exigia um conhecimento anterior, na maioria dos
casos, os alunos ndo tinham esse conhecimento ou nao se
lembravam de té-lo aprendido, por exemplo, (ndo se lembrar da
semelhancga de tridngulos, das coordenadas cartesianas, o que sao

retas perpendiculares, entre outros);

2. Quando a atividade exigia a construgdo geométrica, os alunos néo
sabiam utilizar corretamente os instrumentos de construcéo e de

medida (o compasso, a régua e o transferidor).

3. Alguns alunos ndo tinham autonomia para executar as atividades

como previmos em nosso aporte tedrico, pois estavam acostumados
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a terem as respostas de seus professores e a todo instante ficavam

pedindo explicagdes ao pesquisador.

Outro fato que deve ser considerado, a pesquisa foi realizada com um
grupo reduzido de alunos (8 alunos), se o numero de alunos fosse muito grande,
esbarrariamos em outro problema: a quantidade de maquinas necessarias para

executar as atividades.

Apoés confrontarmos o depoimento dos alunos (gravacao do experimento),
as analises a priori e a posteriori relatadas no capitulo 3, encontramos evidéncias
de que nossa questdo de pesquisa: “Atividades com material manipulativo e
com o computador podem favorecer a aprendizagem de alunos na transig¢ao
das razoes trigonométricas no triangulo retidngulo para o circulo
trigonométrico?” foi respondida e as hipoteses que levantamos foram validadas.
Pudemos perceber algumas contribuigcbes de nosso trabalho, como nas atividades
que usamos o soffware de geometria dindmica, os alunos demonstraram
interesse e mostraram-se concentrados na resolugdo das mesmas. Ainda a
ordem em que as atividades foram aplicadas favoreceu a aprendizagem das
razdes trigonométricas; pois primeiro, os alunos precisavam investigar as razdes
trigonométricas em um triangulo retangulo, depois no primeiro quadrante do
circulo trigopnométrico e, posteriormente, nos demais; assim uma atividade para
aprenderem e visualizarem a tangente no circulo trigonométrico, outra para
investigarem os sinais das razdes trigonométricas, uma atividade para
aprenderem a converter unidades de arcos (radianos) em unidades de angulos
(graus) e vice-versa e por fim uma atividade em que teriam que construir um

circulo trigonométrico utilizando régua, transferidor e compasso.

A movimentacdo do software de geometria dinamica favoreceu a
aprendizagem dos alunos das razdes trigonométricas, ao perceberem a diferencga
entre uma figura estatica na lousa e uma figura que se movimenta na tela do
computador. A visualizacdo que o software permite, tanto da parte grafica como
da algébrica favoreceu a aprendizagem dos alunos na hora em que colocamos
um triangulo retangulo no interior de um circulo trigonométrico e quando
mostramos a representagcdo da tangente no circulo trigonométrico eles
perceberam que o cosseno e o seno deste triangulo eram, respectivamente, as

coordenadas do ponto que era um dos vértices desse triangulo (vértice sobre o
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circulo trigonométrico) e a visualizagdo grafica da tangente possibilitou que os
alunos compreendessem porque a mesma era igual a razdo da medida do cateto
oposto a um angulo agudo pela medida do cateto adjacente ao mesmo angulo e,
também, é igual ao seno de um angulo agudo dividido pelo cosseno do mesmo

angulo.

Na atividade que os alunos tiveram de construir a régua trigonométrica,
eles perceberam a necessidade de utilizar corretamente os instrumentos de
medida ao precisarem verificar os valores das razbes trigonométricas em suas
réguas e compararem com os valores dos colegas e, também, ao confrontarem os
valores obtidos em suas réguas com os valores obtidos na calculadora cientifica

do computador.

De tudo que apresentamos um dos aspectos positivos deste trabalho € que
ao realizarem as ultimas atividades os alunos apresentaram um numero maior de

acertos em suas respostas, mostrando que tiveram progresso na aprendizagem.

Como sugestdes para trabalhos futuros, seria importante dar continuidade
a este trabalho, ja que ele ndo aborda a transicdo das razdes trigonométricas no
circulo trigonométrico para os graficos das fungdes trigonométricas. Sugerimos
uma questdo de pesquisa semelhante a nossa, “atividades com material
manipulativo juntamente com o computador podem favorecer na aprendizagem de
alunos das razdes trigonométricas no circulo trigopnométrico para os graficos das
fungdes trigonométricos?”, ou outro tipo de abordagem em que as atividades no
computador possam simular os problemas de astronomia (calculo do raio da

Terra, disténcia da Terra ao Sol, da Terra a Lua e da Lua ao Sol, dentre outros).
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ANEXO A: A sequéncia de ensino

Atividade 1

1. Abra o arquivo tridngulo ret.ggb.

a) Movimente o ponto B e observe a medida do angulo a.

b) O que vocé observou?

c) O que aconteceu com as medidas dos lados do tridangulo?

d) Movimente os pontos A e C, registre suas observagoes.

Atividade 2

Na parte inferior da tela ha uma janela onde esta escrito entrada. Aperte o botao
esquerdo do mouse dentro dela e digite ¢/d, depois dé “enter” e observe na janela
algébrica que aparece a letra f com o resultado da divisdo da medida do lado ¢

pela medida do lado d.

a) Arraste o ponto B e observe o resultado da razdo c/d representada pela letra f.
O que vocé observou?

b) A medida do &ngulo a alterou?

c) Movimente o ponto A observe o resultado da razdo c/d. O que vocé observou?
d) A medida do angulo a alterou?

e) Movimente o ponto C observe o resultado da razao c¢/d. O que vocé observou?

f) A medida do angulo a alterou?

Atividade 3

Na janela de entrada, digite a/d e depois de “enter” aparecera na janela algébrica

a letra g que representa a razado da medida do lado a pela medida do lado d.

a) Arraste o ponto B, observe o resultado da razdo a/d representada pela letra g.

O que vocé observou?

b) A medida do &ngulo a alterou?

c) Movimente o ponto A, observe o resultado da raz&o a/d. O que vocé observou?
d) A medida do angulo a alterou?

e) Movimente o ponto C, observe o resultado da razdo a/d. O que vocé observou?

f) A medida do angulo a alterou?
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Atividade 4

Digite na janela de entrada c/a. Dé enter. Aparecera na janela algébrica, a letra h

que representa a razdo da medida lado ¢ pela medida do lado a.

a) Arraste o ponto B e observe o resultado da raz&o c/a representada pela letra

h.O que vocé observou?

b) A medida do &ngulo a alterou?

c) Movimente o ponto A, observe o resultado da razéo c/a. O que vocé observou?
d) A medida do angulo a alterou?

e) Movimente o ponto C, observe o resultado da razdo c/a. O que vocé observou?

f) A medida do angulo a alterou?

Atividade 5

1. Abra o arquivo ciclotrigo.ggb e movimente o ponto P no primeiro quadrante.
Pare num anguloa qualquer, calcule o sena e o0 cosa (utilize as medidas do
triangulo PAH).

a) Depois observe as coordenadas dos pontos H e | que sao as proje¢cdes do
ponto P nos eixos x e y. O que vocé observou?

b) Escolha outras trés posicbes para o ponto P e para cada uma observe o angulo

e determine seu seno e o cosseno.
c) Quais suas conclusbes? Justifique.

d) Qual o valor maximo para o seno e o cosseno de um angulo do primeiro

quadrante? Para quais angulos temos esses valores maximos?
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Atividade 6

Vimos na atividade 5 que as coordenadas do ponto P que esta sobre o ciclo
trigonométrico, representam os valores do cosseno e do seno do angalo
determinado por este ponto. Podemos definir que as coordenadas de P sdo o
cosseno e o0 seno de um angulo a qualquer (0°< a < 360°) no ciclo trigopnométrico.
Dessa forma abra o arquivo ciclotrigo1.ggb, movimente o ponto P no primeiro
quadrante observe e responda.

a) O que acontece com o ponto Q ao movimentar o ponto P? Justifique sua
resposta.

b) O que vocé pode afirmar a respeito das coordenadas dos pontos P e Q?

c) Qual a medida do angulop (BAQ)? Qual o valor do cosseno e do seno de sse

angulo?

d) Movimente o ponto P para trés posi¢des diferentes, determine o cosseno e o

seno do angulo B para cada uma delas.
e) Qual a soma das medidas dos angulos a e 3?

f) Sabendo os valores do cosseno e do seno do angulo a, € possivel determinar o

cosseno e o seno do angulo B? Justifique sua resposta.

Atividade 7
1. Abra o arquivo ciclotrigo2.ggb, movimente o ponto P no primeiro quadrante,
observe e responda:

a) O que acontece com o ponto R ao movimentar o ponto P? Justifique sua
resposta.

b) O que vocé pode afirmar a respeito das coordenadas dos pontos P e R?

c) Qual a medida do angulo » (BAR)? Qual o valor do cosseno e do seno desse
angulo?

d) Movimente o ponto P. Pare em trés posigbes diferentes e determine o cosseno
e 0 seno do angulo y para cada uma delas.

e) Como encontrar a medida de y sabendo a medida de a?

f) Sabendo os valores do cosseno e do seno do anguloa é possivel determinar o
cosseno e o seno do angulo y ?Justifique sua resposta.
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Atividade 8

1. Abra o arquivo ciclotrigo3.ggb, movimente o ponto P no primeiro quadrante,
observe e responda:

a) O que acontece com o ponto S ao movimentar o ponto P? Justifique sua
resposta.

b) O que vocé pode afirmar a respeito das coordenadas do ponto P e S?

c) Qual a medida do angulod (BAS)? Qual o valor do seno e do cosseno desse
angulo?

d) Movimente o ponto P pare em trés posi¢des diferentes e determine o cosseno
e 0 seno do angulo & para cada uma delas.

e) Qual a soma do angulo a e 6?7

f) Sabendo os valores do cosseno e do seno do angulo a, é possivel determinar o

cosseno e o seno do angulo 6? Justifique sua resposta.

Atividade 9

a) Abra o arquivo trigocirculo.ggb, e observe os tridngulos CBF e ZBA , utilize a

semelhanca de tridngulos para calcular a medida do segmento ZA.
b) Calcule a tangente do angulo 3 no tridngulo CBF.

c) Divida o valor do seno pelo valor do cosseno do triangulo CBF, compare com a

medida do segmento ZA e com o valor da tangente obtida no item b. Os valores

sao iguais?

d) Movimente o ponto C para um outro angulo qualquer do primeiro quadrante,
depois repita os procedimentos a, b e c. Novamente os valores sao iguais? O que
vocé conclui com estes resultados? Os resultados séo iguais a tangente (8@

Existe outro dngulo que tenha o mesmo valor da tangente de B? Qual a medida

desse angulo?

e) Movimente o ponto C no segundo quadrante observe e responda. Existe outro

angulo que tenha o mesmo valor da tangente de 3?7 Qual a medida desse angulo?
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Atividade 10

1. Abra o arquivo trigociclo.ggb, observe os sinais das razdes trigopnométricas ao
movimentar o ponto C no primeiro quadrante e responda:

a) O que acontece com o sinal dos valores do seno de qualquer adngulo neste
quadrante?

b) O que acontece com o sinal dos valores do cosseno neste quadrante?
c) E com o sinal dos valores das tangentes?
2. Movimente o ponto C no segundo quadrante:

a) O que acontece com o sinal dos valores do seno de qualquer angulo neste
quadrante?

b) O que acontece com o sinal dos valores do cosseno neste quadrante?
c) E com o sinal dos valores das tangentes?
3.Agora mova o ponto C no terceiro quadrante, observe e responda:

a) O que acontece com o sinal dos valores do seno de qualquer angulo neste
quadrante?

b) O que acontece com o sinal dos valores do cosseno neste quadrante?
c) E com o sinal dos valores das tangentes?
4.Movimente o ponto C no quarto quadrante, observe e responda:

a) O que acontece com o sinal dos valores do seno de qualquer adngulo neste
quadrante?

b) O que acontece com o sinal dos valores do cosseno neste quadrante?

c) E com o sinal dos valores das tangentes?
d) Represente os sinais dos valores do seno, do cosseno e da tangente para o
primeiro, segundo, terceiro e quarto quadrantes a partir das observacdes acima.

Seno COSseno tangente
e =" . P = e e =" -
7 \\_ _f/ K\_ 7 \\
'} l'lI In': l'lI { l'lI
| ' [ | [ '
b n J b n i b n i
I'. llII I'. llII I'. llII
\ 4 ) A ) ¥
\\ ,/f \\ ,// \\‘ ,//
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Atividade 11

1) Abra o arquivo rad.ggb e observe na figura que CA é o raio da circunferéncia,
d, representa o comprimento do arco CD. Movimente o ponto C, observe o que
acontece com a medida do raio e do arco da circunferéncia. O que vocé

observou?

Quando a medida do arco de uma circunferéncia for igual a medida do raio
da circunferéncia que o contém, dizemos que este arco mede 1 radiano ,

(simbolo rad).

2) Qual o comprimento de uma circunferéncia qualquer?

3) Quantos radianos tém uma circunferéncia qualquer?

4) Quantos radianos tém a metade de uma circunferéncia?

5) Quantos radianos tém em um quarto de uma circunferéncia?

6) Quantos radianos equivalem a um arco que corresponde a 60°? E

45°equivalem a quantos radianos?

7) Quantos graus equivalem a um arco de %rad? E %rad equivalem a quantos

graus?
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Atividade 12

a) Na folha de papel milimetrado trace duas retas perpendiculares entre si. A
interseccéo destas retas sera a origem do sistema de eixos coordenados, a reta
na horizontal serd o eixo x e a reta na vertical sera o eixo y. Faga marcas nos
eixos de 10 em 10 milimetros, partindo do cruzamento dos eixos para cima, para
baixo, para a direita, e para a esquerda. Cada marca representara 0,1 decimetros,
escreva em cada marca o valor que elas representam nos eixos orientados.

b) Com o compasso, trace uma circunferéncia com centro em O (0,0) e raio igual
a 1 decimetro (10 cm). Como consequéncia deste tragado, a circunferéncia ficou
dividida em quatro partes que chamaremos de quadrantes.

c) Faca marcas de 10° em 10° no sentido anti-horario, comegando a contar a
partir do ponto (1,0).

d) Trace uma reta paralela ao eixo y no ponto (1,0) e chame-a de t. Faga marcas
iguais as feitas no eixo y.

e) Sobreponha a transparéncia no ciclo trigonométrico de modo que o ponto A
coincida com o centro da circunferéncia, fixe a tachinha no ponto A de maneira
que a transparéncia possa girar.

f) Para utilizar o dispositivo, mova a transparéncia, pare hum ponto qualquer, e
observe a intersecgéo da circunferéncia da transparéncia com os eixos x e y. A
distancia dos pontos de intersec¢do da circunferéncia com os eixos y € x e a
origem seréo, respectivamente, os valores do seno e do cosseno do angulo. A
ordenada do ponto de interseccao da reta da transparéncia com a reta t sera o
valor da tangente.

g) Utilize o dispositivo e determine o seno, o cosseno e a tangente de 50°.

T
h) Encontre os valores do seno do cosseno e da tangente para os arcos de Zrad

e para %rad.




