PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO

PUC/SP

GISLAINE CARVALHO RASI

ESTRUTURAS MULTIPLICATIVAS: CONCEPCOES DE ALUNOS
DE ENSINO FUNDAMENTAL

MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DE MATEMATICA

Sao Paulo
2009



GISLAINE CARVALHO RASI

ESTRUTURAS MULTIPLICATIVAS: CONCEPCOES DE ALUNOS
DE ENSINO FUNDAMENTAL

Dissertagdo apresentada a Banca Examinadora da Pontificia
Universidade Catdlica de S&o Paulo, como exigéncia parcial
para obtencdo do titulo de MESTRE PROFISSIONAL EM
ENSINO DE MATEMATICA, sob a orientagdo da Professora

Doutora Maria José Ferreira da Silva.

PUC
2009



Banca Examinadora




Autorizo, exclusivamente para fins académicos e cientificos, a reproducdo total ou parcial desta
Dissertacdo por processos de fotocopiadoras ou eletrénicos.

Assinatura: Local e Data:




Dedico este trabalho ao meu pai.



AGRADECIMENTOS

A minha orientadora Professora Doutora Maria José Ferreira da Silva, que
tanto contribuiu para a realizacao deste trabalho com sua dedicag&o, competéncia

e paciéncia.

Aos professores-doutores da Banca Examinadora Sandra Maria Pinto

Magina e Luzia Aparecida Palaro, pela atencédo, comentéarios e sugestdes.

A todos os professores, coordenadores, funcionarios e colegas do
Programa de Estudos Pdés-Graduados em Educacdo Matemética da PUC-SP,

pelo convivio, discussdes e incentivo.

A minha coordenadora Professora Ivone Domingues, pelos seus
questionamentos que tanto aperfeicoaram minhas observacdes e contribuiram

com a minha formagao.

A professora doutora Patricia Sadovsky pela oportunidade de conhecer o

seu trabalho.

Aos colegas e amigos da Escola da Vila, em particular, minha amiga
Carmo, que me fez acreditar na capacidade das criancas compreenderem a

Matematica.

A direcdo, coordenacéo e alunos da Escola da Vila, onde foi despertado

meu interesse e parte desta investigagéo executada.

A diregdo, coordenacdo e aos alunos da Escola Estadual Godofredo
Furtado, pela participagcéo nas atividades.

A direcdo, coordenacdo e aos alunos da Escola Estadual Professor

Emygdio de Barros pela participacédo nas atividades.

A Capes, pela concessio da bolsa de estudos sem a qual a realizacio
deste trabalho n&o seria possivel.

A minha familia, meu carinho especial, aos meus pais que sempre me

incentivaram e acreditaram em mim.



Ao Alexandre, meu amor e gratiddo, pela compreenséo e, sobretudo por

ter me apoiado neste estudo.

Aquelas pessoas que direta, ou indiretamente, contribuiram para a
realizac&o deste trabalho: Juli, Lara, Célia, Angela, Fernanda, Fabiana...

A meus avos, minha eterna saudade...



RASI, Gislaine Carvalho. Estruturas multiplicativas: concepcdes de alunos de
Ensino Fundamental. Dissertacdo (mestrado profissional em Ensino de
Matematica). PUC/SP, Sao Paulo, Brasil, 2009, 91f.

RESUMO

Esta pesquisa aborda as estruturas multiplicativas e tem como objetivo investigar
as concepcdes que os alunos do sétimo ano mobilizam quando estabelecem
relacbes ternarias e o calculo relacional. Procuramos, especialmente, verificar
como esses alunos tratam as relacbes multiplicativas que envolvem nocfes de
transformacdo e de composicdo binaria e como utilizam as propriedades da
multiplicacdo. Nossa fundamentacdo tedrica apodia-se nas contribuicbes de
Vergnaud (1991, 1996) apresentadas na Teoria dos Campos Conceituais e no
Campo Conceitual Multiplicativo, sobretudo, nas nocbes de relacdo e célculo
relacional que permitiram a elaboragcéo das atividades e a analise dos resultados.
Quanto a metodologia, escolhemos o estudo de caso que possibilitou uma melhor
compreensao das relacbes estabelecidas pelos alunos durante a resolucdo de
problemas multiplicativos, propiciando o alcance de nosso objetivo. Como
instrumentos de coleta de dados, fizemos observacdes durante a aplicacado das
atividades, em dois grupos de estudo e recolhemos o registro escrito pelas
criancas da resolucdo dessas atividades. Na analise dos dados constatamos que
os alunos apresentam alguma dificuldade ao compor duas transformacfes e uma
concentracdo no estabelecimento das relagcfes ternarias que envolvem a nocgéo
de transformacao. Estas constatacbes demonstraram a importancia da ampliacao
do trabalho com as estruturas multiplicativas, de modo a promover grande
variedade de situacdes e relacbes que dizem respeito ao Campo Conceitual
Multiplicativo, em especial, as rela¢gBes ternarias, como uma lei de composi¢ao

binaria com suas propriedades.

PALAVRAS-CHAVE: Estruturas multiplicativas. Rela¢des ternarias. Calculo relacional.



ABSTRACT

This research comprehends the multiplicative structures and its objective
is to investigate the conceptions the seventh grade students put in motion when
they establish ternary relations and the relational calculus. We especially search to
verify how these students deal with the multiplicative relations which involve
notions of transformation and binary composition, and how they make use of the
properties of multiplication. Our theoretical approach is based upon Vergnaud’s
contributions (1991, 1996) presented in the Conceptual Fields Theory and in the
Multiplicative Conceptual Field, mainly on the notions of relation and relational
calculus which allowed the elaboration of activities and the results analysis. As for
the methodology adopted, we chose the case study, which allowed a better
comprehension of the relations established by students during the resolution of
multiplicative problems, and thus contributing to the achievement of our objective.
With instruments of data collection, we made observations during the activities
accomplishment, in two study groups and we collected the children’s written
record of these activities resolution. We verified, in the data analysis, that students
have a certain difficulty in composing two transformations and a concentration in
the establishment of ternary relations which involve the transformation notion.
These observations demonstrated the importance of improving the work with
multiplicative structures in a way to promote a good variety of situations and
relations regarding the Multiplicative Conceptual Field, especially the ternary

relations, as a law of binary composition with its properties.

KEY-WORDS: Multiplicative structures. Ternary relations. Relational calculus.
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INTRODUCAO

A construcdo do Campo Multiplicativo com os alunos comeca nas séries
iniciais do Ensino Fundamental e deve ser ampliada no decorrer dessa fase da
escolaridade. No entanto, os Parametros Curriculares Nacionais (1998) apontam
que ha uma predisposi¢cao dos professores dos 6° e 7° anos no trabalho com
revisbes de conteudos anteriores e uma tendéncia muito forte no trabalho com a
multiplicagdo como um caso particular da adicdo ndo promovendo, dessa forma,

uma ampliacdo do conceito multiplicativo.

No entanto, um conceito ndo se refere apenas a um tipo de situacdo nem
uma simples situacdo pode ser analisada, tendo em vista apenas um Unico
conceito. Além disso, essa aprendizagem constitui-se pelo sentido que o aluno
adquire progressivamente, mediante a resolucdo de diferentes tarefas com
distintos niveis de complexidade. Neste sentido, na ampliacdo do Campo
Multiplicativo s&o necessarios o0 trabalho com as propriedades e o
estabelecimento de relagdes.

Diante da situacdo, nossa pesquisa trata das estruturas multiplicativas e
tem como objetivo investigar as concepcbes que os alunos do sétimo ano
mobilizam quando estabelecem relacdes ternarias e o calculo relacional,
conforme a Teoria dos Campos Conceituais apresentada por Vergnaud (1996).
Procuramos, especialmente, verificar como esses alunos lidam com as relagbes
multiplicativas, envolvendo as noc¢des de transformacdo e composicao binaria, e

como utilizam as propriedades multiplicativas.

No Capitulo 1, apresentamos nossa probleméatica e uma revisdo
bibliogréfica de pesquisas j& realizadas, com alunos e professores sobre as
estruturas multiplicativas. O leitor também encontrara no capitulo, a delimitacao
de nosso problema com o levantamento das primeiras hipoteses, além da

descri¢cdo dos procedimentos metodoldgicos utilizados neste estudo.

No Capitulo 2, apresentaremos o estudo tedrico fundamentado em
Vergnaud (1988; 1991; 1994; 1996), o objeto matematico, as estruturas

multiplicativas e a noc¢éo de relacdo. Neste capitulo, o leitor, também, encontrara
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a proposta oficial apontada pelos Parametros Curriculares Nacionais para o

desenvolvimento do trabalho com Numeros e Operacdes.

No capitulo 3, descrevemos o desenvolvimento e andalise do estudo.
Nesse momento, apresentaremos as etapas do trabalho com as andlises das

atividades a priori e a posteriori.

Por fim, submeteremos nossas consideracdes finais, procurando
responder as questbes de pesquisa que motivaram o desenvolvimento deste

estudo.
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CAPITULO 1: Problematica

O capitulo inicia-se apresentando a justificativa de nosso interesse pelo
estudo das Estruturas Multiplicativas. Na sequéncia, faremos um recorte das
pesquisas realizadas até o momento que tratam das estruturas multiplicativas e
do Campo Multiplicativo. Finalizamos, delimitando a pesquisa e exibindo as

primeiras hipoteses, questdo e metodologia.

1.1 Justificativa

Quando iniciei o mestrado, 0 meu desejo era aproximar a pesquisa
académica da sala de aula e buscar, nessa formacdo um aprofundamento nas
leituras de producdes cientificas e estudos tedricos relacionados ao processo de
ensino e aprendizagem da Algebra, em especial, o estudo das estruturas
multiplicativas e sua contribuicdo para a passagem da Aritmética para a Algebra.

Este desejo despontou, apos a participacdo, em um curso promovido por
uma escola da rede particular de ensino, situada na zona oeste de S&o Paulo,
ministrado pela Prof. Dra. Patricia Sadovsky, pesquisadora de Didatica da
Matemética, da Universidade de Buenos Aires. O curso, além de contribuir para
uma maior reflexdo das praticas aritméticas e algébricas em sala de aula,
colocou-nos sob a perspectiva de iniciar o ensino da Algebra com alunos de 6° e

7° anos, tendo como via de entrada a Aritmética.

Desta forma, como resultado das experiéncias vividas no trabalho com
alunos de sétimo ano de uma escola particular; fui convidada a organizar e
ministrar cursos de formacao continuada para um grupo de professores das redes
particular de ensino e publica do municipio de Barueri, tendo como proposta a

iniciacdo do estudo da Algebra, mediante o estudo das estruturas multiplicativas.

Durante esses cursos, com a andlise das estratégias de resolucao
mobilizadas pelos professores na resolucdo de problemas multiplicativos e sua
comparacdao com as producdes realizadas por alunos de sétimo ano, verifiquei,

uma ruptura na natureza dos procedimentos utilizados nos dois grupos. Com os
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alunos identifiguei em suas estratégias o0 apoio na Aritmética e com o0s
professores um foco algébrico. Por isso, envolvo-me e preocupo-me com 0 ensino
e a aprendizagem das estruturas multiplicativas e a passagem da Aritmética para
a Algebra.

Como o campo conceitual multiplicativo € motivo de preocupacéo e objeto
de investigacdo em varias pesquisas, nesta investigacdo, pretendo aprofundar o
estudo das estruturas multiplicativas, no que se referem ao estabelecimento de
relagbes, sobretudo, como os alunos de sétimo ano entendem tais acdes,
mediante a analise qualitativa das estratégias que mobilizam na resolucdo de
problemas, buscando identificar nesses registros quais as relacdes e nocdes
estabelecidas. As analises serdo realizadas sob o ponto de vista do calculo
relacional apresentado em Vergnaud (1991; 1996). No que segue, mostrarei 0

estudo da teoria que subsidiara esta pesquisa.

1.2 Reviséo Bibliografica

Para ampliar este estudo, procurei e selecionei algumas pesquisas em
Educagdo Matematica que foram realizadas com alunos e professores
multiplicativas abordando diferentes situagdes e envolvendo o Campo Conceitual

Multiplicativo.

Inicio com o estudo de Cunha (1997) que investigou as concepcoes de 32
alunos, na faixa etéria entre 11 e 14 anos, de 52 e 72 séries, da Rede Particular de
Séo Paulo, a respeito das operagdes de multiplicacdo e divisdo. Em sua pesquisa
algumas relacbes do Campo Conceitual Multiplicativo foram enfatizadas, entre
elas, a descontinuidade da relacdo entre adicdo e multiplicacdo e as possiveis
relacbes entre o dividendo, divisor, quociente e o resto no algoritmo da divisao.
Este estudo constituiu-se de trés partes: teste diagnostico, oficina e teste final.

No teste diagnostico realizado com 32 alunos, Cunha (1997) observou
duas dificuldades dos alunos: operar a multiplicagdo com o multiplicador menor do
que zero e estabelecer relacdes entre os termos da divisdo. Segundo esta
pesquisadora, a maioria das respostas dadas indicou uma auséncia de significado
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para o algoritmo da divisdo, com frases do tipo: “fizemos a prova real”, “quando
tenho o dividendo e o quociente, eu divido para saber qual € o divisor” e “quando
eu tenho o divisor e o quociente, eu multiplico para saber qual é o dividendo.”
Para a pesquisadora, os livros didaticos, muitas vezes, contribuem para esta
concepcao, pois apresentam o algoritmo da divisdo de forma desvinculada do
conceito de multiplicacédo, ndo propiciando o estabelecimento de relacdes entre as

duas operacdes.

Com o objetivo de superar tais dificuldades a pesquisadora desenvolveu
uma sequéncia de atividades com os alunos e, em seguida, aplicou um novo
teste. Com 0s novos resultados, Cunha (1997) verificou que todos os alunos da
sétima série ndo apresentavam dificuldades para reconhecer as relacdes entre 0s
termos da divisdo com numeros naturais. Embora tenham apresentado em suas
justificativas indicios de memorizacdo de regras, tais como: “se a conta € de
dividir, e o contrario da conta de dividir € multiplicar, entdo, devemos fazer o
contrario da conta.” No entanto, os alunos de quinta série ndo conseguiam
estabelecer todas as relacdes possiveis entre os termos da divisdo, sobretudo,
nas situacbes em que o valor do elemento desconhecido era solicitado, com a
necessidade da operacdo inversa. Além disso, Cunha (1997) verificou na
operacdo de multiplicacdo frases do tipo: “Multiplicagdo sempre aumenta, e
divisdo sempre diminui” que apontam uma continuidade do raciocinio aditivo no

multiplicativo.

Por outro lado, Canoas (1997) investigou as representacfes de
professores de primeira a quarta séries do Ensino Fundamental, licenciados em
Matematica e do Ultimo ano do curso de magistério a respeito do Campo
Conceitual das Estruturas Multiplicativas. Seu estudo procurou entender como
esse professor trabalha com a continuidade e descontinuidade do raciocinio
aditivo e multiplicativo e as relagbes estabelecidas por ele entre os termos
presentes nesse campo. Para isso, dois estudos foram elaborados com o objetivo

de levantar as concepcdes e competéncias desses professores.

O Estudo | foi desenvolvido em duas etapas: a primeira, com 28
professores consistia na resolucdo de um teste diagndstico para, em uma

segunda etapa com 44 professores, desenvolver uma oficina. No teste



17

diagnéstico, foram verificadas algumas situacdes que envolviam as estruturas
multiplicativas, dentre elas, a divisdo partitiva’, a divisdo quotitiva®, a divisdo com
resto diferente de zero, a definicdo algébrica da operacdo de multiplicacdo
(relacdo binéria) e a regra de trés.

A partir da analise do Estudo |, Canoas (1997) observou que os
professores apresentavam dificuldades para lidar com o conteddo de Matematica,
sendo levantadas novas hipéteses para o Estudo Il, dentre elas: “Sera que o
professor percebe que as relagdes entre os termos do campo multiplicativo sao
quaternarias e ndo somente ternarias?”. No Estudo II, participaram 18
professores. Ao final desse estudo, a pesquisadora constatou que os professores
nao compreendem o conceito de razdo, ndo mobilizam o fator funcional para
resolver relagBes quaternarias nem identificam a pertinéncia das variaveis em
uma situacao, apresentando dificuldades para trabalhar com os quatro termos de
uma situacdo multiplicativa. A pesquisadora aponta ainda que muito
provavelmente, tal fato, possa bloquear os alunos no estudo das fun¢des, no qual
eles poderao encontrar dificuldades para lidar com o conceito de relagéo.

Canoas (1997) percebeu, também, uma facilidade dos professores para
trabalhar com a operacéo inversa da multiplicacdo envolvendo nimeros inteiros e
a repeticdo memorizada de regras, tais como as apresentadas pelos alunos no
estudo de Cunha (1997) que, normalmente, aparecem nos livros didaticos.

Além disso, apontou uma deficiéncia dos professores com relacdo ao
Campo Conceitual das Estruturas Multiplicativas, sobretudo, no que se refere a
situagcOes de formulagcéo e interpretacdo de problemas ao expressar a operagéo
de divisdo, como uma distribuicdo de partes iguais e a operacao de multiplicacao,
como uma soma de partes iguais, revelando, assim, uma limitacdo dos

professores na ampliacdo do sentido multiplicativo.

Na mesma linha de Cunha (1997), Barreto (2001) analisou os procedimentos
mobilizados por 119 alunos, de quinta série, de duas escolas publicas de Séo

! Partitiva ou por particdo — quando séo dados a quantidade de inteiros e o nimero de partes em que se quer
dividir essa quantidade igualmente e pede-se o valor de cada parte.

2 Por cotas — quando séo dados a quantidade de inteiros e o valor de cada parte e pede-se a quantidade de
partes possiveis.
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Paulo, na resolucao de problemas multiplicativos de quarta - proporcional. Em sua
analise, a pesquisadora procurou evidenciar niveis de desenvolvimento cognitivo
com relacdo ao dominio do campo multiplicativo, com a intencéo de refletir sobre
como se constituem os procedimentos de resolugdo em uma relacdo de

proporcionalidade.

Na elaboracdo do instrumento, Barreto (2001) focou a escolha das
situagcbes em trés grandes fatores de complexidade cognitiva: as situacdes

interpretativas, os valores numéricos e o dominio de experiéncia.

Para a aplicacdo final, os problemas de proporcionalidade foram
separados em dois grupos. O primeiro envolveu apenas uma transformacéao,
foram propostos seis problemas que envolviam grandezas discretas e situacdes
de multiplicagdo, divisdo por quota e divisdo por particdo, em contextos de
revenda (quantidade de carrinhos e preco) e de empacotamento (quantidade de
objetos e de pacotes). E como o objetivo de diagnosticar quais os procedimentos
mobilizados pelos alunos, para depois, comparar com os adotados na resolucao

dos problemas do segundo grupo.

O segundo grupo compods-se de dez problemas, com outro grau de
dificuldade, envolvendo uma combinacdo com duas operacdes. Oito destes
problemas abordaram a relacdo de multiplos e divisores, solicitando a imagem de
um multiplo, a imagem de um divisor e vice-versa. Dois deles ndo abordaram

nenhuma destas relacdes para a determinagcao da imagem.

Na andlise qualitativa, a pesquisadora verificou uma heterogeneidade de
procedimentos ndao candnicos mobilizados pelos alunos na resolucdo desses
problemas. Identificando em muitos deles a estratégia de operador escalar.
Segundo a investigadora, o fato, evidencia a complexidade desse conceito e a

necessidade da diversidade de situacées.

Outra importante constatacdo apontada por Barreto (2001) refere-se a
grande quantidade de erros para efetuar uma Unica operagdo nos problemas que
apresentam duas operacgodes, limitando-se ao uso da estratégia de valor unitario.
Tal erro, segundo Barreto (2001), revela uma compreensao parcial das relacdes

colocadas em jogo e, eventualmente, uma incompreenséo da multiplicagéo.
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Castela (2005) pesquisou um grupo de 28 alunos, na faixa etaria entre 11
e 13 anos, de sexta série (sétimo ano) do Ensino Fundamental da Rede Publica
Estadual de S&o Paulo. Nesse estudo, a pesquisadora diagnosticou as
concepcdes desses alunos a respeito da divisdo de numeros naturais, procurando
responder trés questbes: se 0s alunos conheciam a técnica de divisdo; se 0s
alunos utilizavam a divisdo como ferramenta para a resolucao de problemas e se

relacionavam os termos: dividendo, divisor, quociente e resto.

Segundo ela, um estudo piloto foi aplicado antes do estudo principal com
alunos da 62 série de uma escola particular com objetivo de verificar possiveis
mudancas no instrumento final. O instrumento diagndstico continha quatro
questdes em contextos de situagdes cotidianas, quatro questdes correspondentes
as estas e formais (envolvendo a aplicacdo direta ou inversa da operagdo de

divisdo) e quatro questdes formais.

Feitos os ajustes para uma versao final e depois de sua aplicacdo no
estudo principal, a pesquisadora constatou que a maior parte dos alunos
pesquisados estabelece alguma relacdo, mesmo que parcial, entre o dividendo,
divisor, quociente e resto, aplicando a “prova real’. A maioria sabe que o
qguociente é “o resultado da divisdo” e que o resto é “o que sobra”. No entanto, a
relacdo totalmente correta entre os termos é apresentada, apenas, pelos alunos
que conhecem a técnica de divisdo e aplicam a operacao inversa denominada
“prova real”. Outro aspecto evidenciado, por Castela (2005), é que a maioria dos
alunos apresenta dificuldades para relacionar o resto com 0s outros termos da

divisdo, sobretudo quando o resto é diferente de zero.

A pesquisa de Bonanno (2007) apresenta um estudo a respeito do célculo
operatorio no campo multiplicativo com 21 alunos de quinta série (sexto ano) do
Ensino Fundamental, na faixa etaria entre 11 e 12 anos, da Rede Publica
Estadual de Ensino, do Estado de Sao Paulo. O objetivo deste estudo foi
identificar quais os conhecimentos desses alunos a respeito de dois aspectos de
grande expectativa de aprendizagem para esta etapa da escolaridade: a analise,
interpretacdo e resolucdo de problemas multiplicativos e o desempenho em
calculo mental e escrito (exato ou aproximado) em operacfes de multiplicacédo e

divisao.
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O estudo foi desenvolvido em quatro etapas, cada uma consistiu na
proposicao de quatro situacdes-problema, quatro atividades de calculo mental ou
de estimativa e duas atividades envolvendo técnicas operatorias. As situacoes-
problema apresentadas foram decompostas em quatro subclasses: multiplicacao,
divisdo por particdo, divisdo por quota e proporcionalidade simples que
abordaram conceitos de multiplo, divisor, operador, etc. As atividades de célculo
mental e escrito trataram de algumas propriedades da multiplicacéo, entre elas: a
existéncia de um elemento neutro, distributiva da multiplicacdo em relacdo a

adicao e multiplicador zero, além do uso de técnicas operatorias.

Os resultados apresentados revelaram que o0s alunos possuiam uma
compreensao pouco satisfatoria com relacdo ao campo multiplicativo no que se
refere aos diferentes significados das operacdes de multiplicacédo e divisdo. Para
Bonanno (2007), tal desempenho, pode ser explicado pela falta de experiéncia do
aluno para resolver dada situacdo. Assim, eleger uma operacdo adequada,
embora, os alunos tenham apresentando um bom desempenho nas situagoes que
envolviam proporcionalidade simples de raz&o dois e quatro e nas situacdes de
multiplicacdo com a ideia de configuracdo retangular. O desempenho mais
preocupante, em torno de 10% de acertos apontados pela pesquisadora, foi com
relagdo as situacdes multiplicativas envolvendo a ideia de operador; observado
nas questdes: “Multipliquei certo nimero por 18 e o resultado foi 2.700. Que
namero é esse?* e “Dividi um certo numero por 35 e o quociente foi 17. Que
namero era esse?”’. A maioria dos erros analisados nestas questdes, cerca de
52%, indicou as dificuldades dos alunos para estabelecer a operacdo inversa as

operacdes de multiplicacao e divisao.

Com relacdo ao desempenho em calculo, Bonanno (2007) considerou
razoavel, no caso da multiplicacdo. Mas, aponta um grande nimero de questfes
em branco e dificuldades dos alunos para atribuir significado ao algoritmo da
diviséo.

Sob o ponto de vista do célculo relacional, foram verificadas nos estudos
de Canoas (1997), Barreto (2001) e Bonanno (2007), que as estratégias
mobilizadas pelos sujeitos, tanto alunos como professores de séries iniciais, na

resolucdo de problemas, envolvendo a relagdo de proporcionalidade com
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nameros multiplos e divisores apontam a ideia de operador escalar e a nocao de
correspondéncia entre duas quantidades. No entanto, em seu estudo Barreto
(2001) considera que a compreensao desta relacdo de correspondéncia é parcial,
uma vez que 0S sujeitos apresentam dificuldades ao lidar com situagcbes
envolvendo duas operacfes. Indica como necessarias outras investigacoes no
ambito do calculo relacional que visem a identificacdo de procedimentos e

estratégias do tipo funcional, envolvendo as relagfes quaternarias.

Além disso, nas duas situacdes citadas por Bonanno (2007) que as
situacbes consideradas de baixo desempenho envolvem a ideia de operador,
tornando-se evidente a compreensao parcial do aluno frente a situacdo e uma
dificuldade no estabelecimento de uma relacdo de reciprocidade quando séo
dados a transformacéo e o estado final e solicita-se o estado inicial.

Sob o ponto de vista das situacfes, na pesquisa de Bonanno (2007),
destaca-se um bom desempenho dos alunos na resolucdo de problemas
multiplicativos que envolvem a ideia de configuracao retangular. Nas situacdes de
calculo escrito, em especial, no algoritmo da divisdo euclidiana foi observado,
apenas, o estabelecimento de relacdes entre trés termos da divisdo exata, no
caso, entre o dividendo, divisor e quociente; ndo sendo investigada a relacao

entre 0s quatro termos, incluindo o resto.

Diferente desta pesquisadora, o estudo de Castela (2005) diagnosticou as
relacdes entre os quatro termos de uma divisdo euclidiana, com resto diferente de
zero e a nocgao de funcdo, em situacdes nas quais eram solicitados o dividendo
correspondente a um dado divisor, quociente e resto. No entanto, as pesquisas de
Cunha (1997) e de Bonanno (2007) apontam que a maior dificuldade dos alunos é
atribuir significado a esta relacdo e, conseqlentemente, apresentar uma
memorizacao de regras e propriedades. Tal dificuldade também € identificada no
estudo de Canoas (1997) com professores das séries iniciais. Neste estudo, 0s
professores apresentaram uma preocupacado excessiva com o0 treino de
habilidades.

Desta forma, a seguir, € apresentada a delimitacdo de nosso problema.
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1.3 Delimitacdo do Problema

Nas pesquisas de Castela (2005), como de Cunha (1997) e de Barreto
(2001), observamos um diagnéstico das relacdes quaternarias apresentadas em
problemas do tipo isomorfismo de medidas em que as relagdes sao estabelecidas
por meio de uma correspondéncia entre quatro elementos. Em todas elas, foram
apontadas dificuldades dos alunos para atribuir significado ao operador escalar e
ao conceito de razdo. Nossa hipotese € que tal dificuldade possa ser explicada
quando esta relacdo quaternaria é analisada como uma relagdo ternaria,
conforme podem ser vistas nos estudos complementares, com a aplicacdo de
uma ou mais transformacfes. Neste caso, deduzimos que os alunos tenham

dificuldades para estabelecer nas relacdes ternérias no¢des de transformacéo.

Nos estudos de Castela (2005) e Bonanno (2007) percebemos que nas
situagdes que abordaram o algoritmo da diviséo euclidiana, com e sem resto; 0s
alunos demonstraram decorar regras, sugerindo uma auséncia da nocédo de
funcdo e propriedades. Assim como sugerido por Barreto (2001), outros
problemas enfocando a nocao de funcdo devem ser investigados. Entendemos,
também, que outras formas de apresentacdo do problema, no que se referem a
linguagem e ao simbolismo, possam promover uma ampliacdo da investigacao

sobre o campo multiplicativo no que se refere ao calculo relacional.

Neste sentido, decidimos aprofundar nossos estudos a respeito das
estruturas multiplicativas e do calculo relacional, analisando o estabelecimento de
relacdes ternarias, a nocao de transformacdo e composi¢ao binaria, com alunos
na faixa etaria entre 11 e 13 anos, estudantes do 6° e do 7° ano do Ensino
Fundamental. Julgamos relevante nossa investigagao, tendo em vista, que amplia
0 estudo sobre o calculo relacional e as relagBes ternarias e promove uma
reflexdo a respeito de deficiéncias no ensino e aprendizagem do campo

multiplicativo.

Desse modo, pretendemos diagnosticar com esta pesquisa, se:



23

Alunos, entre 11 e 13 anos, estabelecem uma relagao ternaria com a
nocdo de transformacédo? Se estabelecem relacBes ternarias em situacdes
gue envolvem as propriedades da multiplicacao?

Para isso, procuramos responder a questdo com a metodologia e

procedimentos que veremos no que segue.

1.4 Metodologia e Procedimentos

Para esta pesquisa optamos por um estudo de caso que segundo Pontes
(2006), tem o objetivo de compreender por profundidade o “como” e o “por qué”
de uma determinada questdo, procurando conhecer sua identidade e
caracteristicas. Para este autor, em Educacdo Matematica, os estudos de casos
sdo usados para investigar questdes de aprendizagem dos alunos, bem como as
do conhecimento e das praticas profissionais dos professores. Neste sentido, o
objetivo principal deste tipo de investigacao € promover uma melhor compreensao
de uma determinada situacdo, em especial, sua historia, como ela se desenvolveu
e em que contexto se caracterizou, buscando identificar elementos exteriores a

esta situacao.

Fiorentini e Lorenzato (2006) recomendam o estudo de caso para a
construcdo de hipdteses e a confirmacao ou reformulacédo de um problema. Para
estes autores, 0 caso pode ser qualquer sistema delimitado (pessoa, grupo de
pessoas, escola, programa) que apresenta algumas caracteristicas peculiares

merecedoras de uma investigagao.

Desta forma, esta pesquisa utilizara o estudo de caso para analisar de
forma mais profunda as relacdes ternarias estabelecidas pelos alunos com uma

abordagem qualitativa.

Para isso, elaboramos um questionario com duas atividades, baseadas
em Vergnaud (1991), Broitman (2005) e Sadovsky (2004;2007). Cada atividade foi
analisada, antes de sua aplicacdo, tendo em vista, as respostas e relacfes
estabelecidas pelos alunos, procurando, desse modo, antever deducbes e
raciocinios. Um questionério piloto foi aplicado antes para possiveis ajustes no
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material, em particular, para a escolha do contexto, do campo numérico e selecao
dos alunos. Com o questionario final, foram obtidos os dados por meio da
producdo escrita dos alunos e das observacoes feitas durante a aplicacdo das

atividades.

No proximo capitulo, mostraremos nossos estudos complementares e 0s

Parametros Curriculares para o Ensino Fundamental.
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CAPITULO 2: Estudos Complementares

Para o desenvolvimento desta pesquisa baseamo-nos nos estudos do
psicologo francés Geérard Vergnaud sobre o campo conceitual das estruturas
multiplicativas. Neste topico, serdo apresentadas suas principais contribuicbes
fazendo um paralelo com as contribuicbes da Matematica, de modo a promover
uma maior reflexdo sobre o Ensino da Matematica. Finalizamos o capitulo
considerando alguns aspectos apontados pelos Parametros Curriculares

Nacionais de Ensino Fundamental (Brasil, 1998) a respeito de nosso tema.
2.1 Campo Conceitual das Estruturas Multiplicativas

A Teoria dos Campos Conceituais, apresentada por Vergnaud (1996), &
uma teoria cognitivista e busca explicar o processo de construgdo de conceitos

por um sujeito.

Para isso, Vergnaud (1996) destaca alguns principios fundamentais para
o estudo do desenvolvimento e aprendizagem de um conceito, a analise de um
conjunto triplo C (S, I, s) em que S é um conjunto de situa¢des que da sentido ao
conceito (a referéncia); | € um conjunto de invariantes que € reorganizado e
analisado pelo sujeito no dominio destas situacbes e s € um conjunto de

representacdes simbolicas usadas para representar esses invariantes.

Desta forma, o autor considera um Campo Conceitual como um conjunto
de situacoes, tarefas e um conjunto de conceitos, propriedades e teoremas que
podem ser verificados nessas situagdes e representados de maneiras diferentes.
Sugerindo numa abordagem: [...] se a primeira entrada de um campo conceitual é a
das situac6es, podemos identificar também uma segunda entrada, a dos conceitos e dos
teoremas.” (VERGNAUD,1996, p.168) Assim, o Campo Conceitual das Estruturas
Multiplicativas é denominado, simultaneamente, por um conjunto de situa¢des ou
tarefas, cujo tratamento exige uma multiplicacdo, ou uma divisdo, ou uma

combinacéo das duas operacdes e, por um conjunto de conceitos, propriedades e
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teoremas que pode ser explorado, a partir, dessas situacfes, envolvendo

diferentes representacoes.

O conjunto de situacdes € representado por um numero de tarefas
classificadas e analisadas dentro de um Campo Conceitual que podem variar em
sua complexidade, mas, sempre com o objetivo de descrever em uma hierarquia
as competéncias cognitivas que serdo desenvolvidas pelos alunos. Neste caso,
Vergnaud (1991) afirma que contexto deve ser observado no que se insere a
situacdo, ou seja, se a situacdo é familiar ou ndo; qual o campo numérico e o
dominio de validade das propriedades envolvidas nesse campo; quais relacdes
sdo estabelecidas entre os elementos e quais as formas de representacdes

(linguagem natural, linguagem algébrica, plano cartesiano, tabelas...).

Para Vergnaud (1996; 1998), o conjunto de invariantes € denominado
“teorema- em-ato” e “conceito-em-ato” e permite a acdo operatdria nos esquemas
do sujeito. Os invariantes operatérios sao considerados o conhecimento implicito
contido nos esquemas. Segundo Trouche (2004), um esquema pode ser
comparado a um iceberg em que a parte visivel sdo os gestos (comportamento
elementar que pode ser observado no sujeito) e a parte submersa, 0s invariantes
operatorios. Desta forma, os invariantes operatérios contidos nos esquemas
guiam os gestos, promovendo uma relacdo dialética entre atividade e
pensamento. Para este autor, a repeticdo dos gestos para uma determinada

situacao pode indicar uma acomodacao de um conhecimento particular.

Magina (2001) acrescenta que um esquema representa a forma com que
a pessoa organiza seus invariantes e tem como caracteristicas: ser local, isto €,
refere-se ao entendimento de uma acdo em uma dada situacdo; ser
organizadores dos invariantes; e atuar em determinada situacdo de maneira
implicita.

Contudo, Vergnaud (1996) classifica os invariantes operatorios em trés

tipos légicos:

a) De tipo “Proposicdes”, os teorema-em-ato sdo invariantes desse tipo

suscetiveis de serem verdadeiros ou nao. Por exemplo:
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[ ] muitos alunos compreendem que, se a quantidade de objetos
vendaveis for multiplicada por 2,por 3, por 4, por 5,por 10,por 100
ou por um numero simples, o seu preco sera 2,3,4,5,10 ou 100
vezes superior. Este conhecimento pode ser expresso através de
um  teorema-em-ato, f(nx)=nf(x) para n inteiro e
simples.(VERGNAUD, 1996, p.163).

b) De tipo “Funcdo Proposicional”, o conceito-em-ato que constitui tijolos
indispensaveis a construcdo de proposicbes e da conceituacdo. Para este
pesquisador, na conceituacdo das estruturas aditivas € fundamental o conceito de
cardinal, o conceito de estado inicial e de transformacdo. Os invariantes desse
tipo por ndo serem proposi¢cdes, ndo sdo suscetiveis de serem verdadeiros ou

falsos.

Além disso, o pesquisador considera que as funcdes proposicionais
podem ter. um argumento (propriedade), como por exemplo, “é azul”; dois
argumentos (relacdes binérias), “esta a direita de“; trés argumentos (relacbes
ternarias), “a soma de... e.....&..."; quatro argumentos, como a proporcionalidade e
mais de quatro argumentos. No entanto, para este autor, existe uma relacao
dialética entre funcdes proposicionais e proposi¢cdes, em que uma nao existe sem
a outra. Neste sentido, Vergnaud (1996) estabelece uma estreita interacao entre

conceitos-em-atos e teoremas-em-ato.

c) Do tipo “Argumento”: para o pesquisador “quem diz funcé&o proposicional e
proposicao, diz argumento” (p 164). O autor baseado nos légicos classicos

afirma que

[ ] Eram entdo argumentos a,b,c (instanciacbes das variaveis
X,¥,Z), objetos materiais como o livro, a mesa, a personagem
Paulo; e funcdes proposicionais das propriedades e das relacdes
P,R,,R;, como aquelas que vimos atras. Por exemplo, “Paulo
coloca o livro sobre a mesa” pode escrever-se: R; ( Paulo, livro,
mesa), proposicao que resulta da instanciacdo dos argumentos da
funcéo proposicional Rz(x,y,z),”x coloca y sobre z",na qual x € uma
pessoa,y um pequeno objeto material manipulavel e z, um suporte
possivel.” (VERGNAUD, 1996, p. 164).

Segundo o autor, em Matematica, os argumentos podem ser objetos
materiais (0 barco estd a direita do farol), niumeros (4+3=7), relagcbes (“é
maior que”) e proposicoes (“8 é um divisor de 24” e a reciproca de “24 € um

multiplo de 8”).



29

Desta forma, Vergnaud (1996) afirma que o0s conceitos e teoremas
explicitos constituem apenas a parte visivel do iceberg da conceitualizacdo, sem a
parte escondida, os invariantes operatorios, nada seriam. Além disso, afirma que
para falarmos dos invariantes operatérios precisamos do auxilio das proposicdes,

funcdes proposicionais e argumentos.

De acordo com Domingues e lezzi (2003), na Matemética, os termos
proposicdo e funcdo proposicional estdo relacionados a demonstracdo cujo
processo ocorre em uma sucessao articulada de raciocinios em que é necessario
lidar e operar constantemente com proposi¢cdes (sentencas declarativas que se
pode atribuir um valor logico — verdadeiro ou falso) e funcdes proposicionais

(sentencas declarativas que envolvem variaveis).

Consideremos as sentengas: 2 € um numero primo, V2 é um
namero racional e X ¢ um namero maior que 1. Como se vé, sado
sentencas declarativas. Mas, embora se possa dizer que a
primeira é verdadeira e a segunda é falsa, nenhum valor l6gico se
pode atribuir a terceira, ja que ela envolve uma variavel em R
(conjunto dos reais). As duas primeiras sdo, pois, proposicoes, ao
passo que a terceira € uma funcdo proposicional (na variavel X).
(DOMINGUES, IEZZI, 2003, p.18).

Por exemplo, se p(x)={xeR/x?>>4} é a funcao proposicional que torna
a proposicao verdadeira ou ndo. Quando x assume valores numéricos reais, por
exemplo, se x=3, p(3) é verdadeira, pois 32>4 e, se x=1 € falsa para p(l), pois
12> 4. Desta forma, podemos denominar o conjunto verdade da proposicao
aquele formado por todos os elementos de N, que tornam esta afirmacao

verdadeira. Logo, o0 conjunto verdade para a funcdo proposicional
p(x)={xeR/x*>4} € {2,3,45...}.

Ao tratar do conjunto das representacdes simbolicas, Vergnaud (1994;
1996) evidencia que, no estudo do Campo Conceitual, ndo podemos minimizar o
papel da linguagem e dos simbolos. Consequentemente, convém, também,
classifica-las e analisa-las dentro de uma variedade de simbolos e significados
linguisticos que podem ser usados quando falamos e pensamos em determinado

campo.
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Para Vergnaud (1994;1996), do ponto de vista conceitual, o campo
Multiplicativo envolve as operacdes de multiplicacdo e divisdo; funcdes lineares e
bilineares; razéo, taxa, fracdo e numeros racionais; analise dimensional, etc. Para
este autor, os problemas multiplicativos podem ser classificados em duas
categorias. A primeira denominada isomorfismo de medidas, é caracterizada por
uma situacdo que envolve uma relacdo quaternaria, isto €, uma relacdo entre
guatro quantidades; sendo duas delas medidas de um mesmo tipo, e as outras
duas, medidas de outro tipo. Por exemplo.

1° exemplo: Tenho trés pacotes de iogurte. Em cada pacote, ha 4
iogurtes. Quantos iogurtes tenho? Para Vergnaud (1991), a andlise desta

situagcao pode ser representada pelo esquema apresentado na Figura 1.

Pacotes iogurtes
1 —T 4
3 —T ... X

Figura 1. Esquema para exemplo 1 de isomorfismo de medidas
Fonte: Vergnaud, 1991, p. 199.
Este esquema, segundo o autor, representa uma parte de um quadro de
correspondéncia estabelecida entre dois tipos de quantidade. No exemplo,
podemos verificar com a Figura 2 a traducdo de um problema do tipo isomorfismo

de medidas entre dois tipos de medidas:

Pacotes iogurtes
1 - 4
2 > ... 8
3 - 12
4 —T> 16
...... — > e

Figura 2. Esquema completo para o exemplo 1
Fonte: Vergnaud, 1991, p. 199
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2° exemplo: Paguei 12 reais por 3 garrafas de suco. Qual o preco de uma
garrafa. Nesta situacdo, para a determinacdo do preco de uma garrafa, &
necessario o estabelecimento de uma relagcdo quaternaria entre a quantidade

paga em reais e a quantidade de garrafas compradas.

Garrafas Reais
1 I X
x 3 +3
3 I s 12

Figura 3. Esquema para exemplo 2 de isomorfismo de medidas

Para Vergnaud (1991), o operador (+3) expressa a passagem de trés
garrafas para uma garrafa, e o operador inverso (x3), a passagem de uma
garrafa para trés garrafas, como mostra a Figura 3. Podemos encontrar
isomorfismo de medidas, sobretudo, em problemas que se resolvem por uma

multiplicacéo, uma divisdo ou por uma regra de trés.

A segunda categoria de problemas multiplicativos denominada por
Vergnaud (1991) de problemas do tipo produto de medidas € uma situacdo
caracterizada por uma relacéo ternaria em que é estabelecida uma relacédo entre
trés quantidades, e uma delas é formada pelo produto das outras duas, tanto no

plano numérico como no dimensional. Por exemplo.

1° exemplo: Trés meninos e quatro meninas querem dangar. Cada
menino pode dancar com uma menina e cada menina com um menino. Quantos

pares podemos formar com estas criancas?

F
f g h i
al@f) (a9 (@h (a0
G bl®f) (bg) (bh) (b
cl(f) (c,f) (c,9) (c,)

Figura 4. Esquema para o exemplo 1 de produto de medidas
Fonte: Vergnaud, 1991, p. 212
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Para a analise deste exemplo, o pesquisador denomina por G ={a, b, c}, 0
conjunto de meninos e, por F ={f, g, h,i}, o conjunto de meninas e o0 conjunto

Cdos pares possiveis. O conjunto C é o produto cartesiano do conjunto de
meninos e o0 conjunto de meninas, representado por C =G xF, como mostra a
Figura 4. Isto €, o numero de pares formados € igual ao produto do niumero de

meninos pelo nimero de meninas e pode ser determinado por, 3x4.

No 2° exemplo: Uma pecga retangular tem 4 metros de comprimento e 3
metros de largura. Qual é a medida de sua area? A medida da area da peca é
obtida mediante o estabelecimento de uma relacao ternaria entre duas medidas
de mesma grandeza; neste caso, a quantidade em metros dos lados de um
retangulo. Para Vergnaud (1991), se decompusermos esse retadngulo em
quadrados com um metro de lado, a medida da superficie € o produto das
medidas das duas dimensfes, tanto no plano numérico, 3x4, como no
dimensional, mxm =m?, como observamos na Figura 5. Entendemos que, deste

modo, fica descaracterizado o m?, como unidade de medida.

X metros quadrados = 3 metros x 4 metros

X

, . Para’as dimensoes:
Para os nimeros: x=3 x 4

Metros quadrados = metros x metros

Figura 5. Esquema para exemplo 2 de produto de medidas
Fonte: Vergnaud, 1991, p. 213.

Desta forma, Vergnaud (1996) destaca como papel fundamental do
investigador, em Educacdo Matematica, a analise de uma grande variedade de
situacOes, relacdes e condutas que dizem respeito a um determinado conceito, do
ponto de vista cognitivo, a fim de obter melhor compreensdo de seu
desenvolvimento e aprendizagem. Para Magina (2001) trés aspectos nos
permitem analisar a conduta dos alunos: a analise do acerto e do erro, a analise
do tipo de estratégia mais econdmica, rapida, eficiente e a capacidade de

escolher o melhor método para resolver.
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No que segue, apresentaremos a nocao de relacdo e de calculo relacional

na analise de tarefas.

2.2 Nocéo de relacéo e célculo relacional

Ao discutir o processo de desenvolvimento de um conceito e seu
funcionamento Vergnaud (1991; 1996) destaca a importancia da nocdo de
Relacdo no Ensino da Matematica. Segundo este pesquisador, o conhecimento
consiste em grande parte no estabelecimento de relacdes e sua organizacdo em
esquemas. Do mesmo modo, o conhecimento matematico é caracterizado por um

conjunto de noc¢des, de relacdes e sistemas relacionais apoiados uns nos outros.

Sob esta perspectiva, Vergnaud (1991) considera como fundamental o
estudo das relacBes no Ensino de Matematica que abrange, tanto as atividades
mais simples, como as atividades mais elaboradas. Para o autor, cada situacao
remete o aluno a uma determinada tarefa, seja ela, o estudo de uma nova
situacdo ou uma manipulacdo operativa, ou uma discussdo coletiva, ou até
mesmo um exercicio, que requer o estabelecimento de uma ou varias relacdes.
No entanto, estas relacdes s6 sdo apropriadas pelo sujeito, progressivamente, ao
longo do tempo, mediante a resolucdo de diferentes situacoes.

Para este autor, na Psicologia, as relacdes podem ser estabelecidas entre
objetos no espaco, entre quantidades fisicas, entre fendbmenos bioldgicos, sociais
e psicolégicos e sdo entendidas como simples comprovacdes da realidade. S&o
categorizadas de acordo com a quantidade de elementos que se relacionam,
sendo, assim, denominadas: binarias, ternarias e quaternarias. Para Vergnaud

(1991), as relacoes:

e Binarias: sdo as que relacionam dois elementos. Por exemplo,

Pedro esta ao lado de Clara. Sete é maior que trés;

e Ternérias: sdo as que relacionam trés elementos. Por exemplo,
Clara esta entre Leonardo e Pedro. Seis multiplicado por cinco

sdo trinta; e
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e Quaternarias: sdo as que relacionam quatro elementos. Por

exemplo: Buenos Aires esta para a Argentina assim como Paris
esta para a Franca. O preco de seis garrafas esta para o preco
de uma garrafa, assim como a quantidade de seis garrafas esta

para a quantidade de uma garrafa.

Na Matematica, o estudo das relagBes centraliza, apenas, a relacao
binaria, embora as outras sejam estudadas sem a referéncia de serem relactes

quaternarias, como é o caso da proporcionalidade.

Para Domingues e lezzi (2003), a relacdo binaria é a que pode ser
estabelecida entre dois elementos de um mesmo conjunto ou entre dois
elementos de conjuntos distintos. Por exemplo, dados dois conjuntos E e F, ndo

vazios, o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) com x em E eyem F é
chamado de produto cartesiano de E por F, indicado pela notagdo ExF. Se
E={0,1}eF ={l,2}entdo  para ExF ={(0,1);(0,2);(1,1);1,2)}, qualquer
subconjunto de Ex F é considerado uma relacdo de E em F . Sendo assim, sédo

exemplos de relacbes: R ={(0,1);(1,2)}e R'={(1,1)}.

Desta forma, estes autores definem a relacdo binaria, R, de E em F é
um subconjunto Ex F, isto €, R < ExF . Além disso, determinam que um sistema
relacional entre dois conjuntos é constituido por um conjunto de partida E; um

conjunto de chegada F ; e uma sentenca p(x, y) em que X € uma varidvel em E
e y uma variavel em F, de tal forma que, para todo par ordenado (X, Y)
pertencente a ExF, a proposicdo p(x, y)pode ser verdadeira ou falsa. Quando
p(x, y) € verdadeira, dizemos que “x esta relacionado com y, mediante a relagéo
R”. Quando p(x, y)é falsa, dizemos que “x néo esté relacionado com y mediante

arelacdo R”.

Na Matematica, o dominio de uma relacdo € representado por D(R) e

constitui-se pelos elementos, x, pertencente ao conjunto de partida que tem
relagcdo com os elementos, y, do conjunto de chegada. A imagem de uma relacao

Im(R) € constituida pelo conjunto de elementos do conjunto de chegada para os

quais se verifica a validade da relacdo. No exemplo anterior, se R € uma relacao
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entre o conjunto de partida E ={0,1} no conjunto de chegada F ={l,2} sob a
funcao proposicional R={(x,y)e ExF/y=x}, entdo R={(1,1)} com o D(R) = {1}
ea Im(R)={1}.

Desta forma, Vergnaud (1991) distingue o calculo numérico que envolve
as operacdes fundamentais de multiplicacdo, adicdo, subtracdo, divisédo; do
calculo relacional que envolve as operacdes do pensamento que promovem uma
analise das relacbes e das propriedades. Todavia, 0 autor destaca, ainda, a
importancia do trabalho com as relacbes e o calculo relacional na Educacao
Matematica, ndo sé a partir de situagcdes simples em que as relacbes
estabelecidas entre os elementos sdo verificadas e constatadas; mas também em
situacBes nas quais seja necessario estimar e antever resultados, o que propicia
ao aluno o trabalho com deducbes, inferéncias e constru¢cées. Segundo o
pesquisador, ha duas formas de deducéo para o sujeito.

A primeira consiste em deduzir uma conduta ou uma regra de conduta
das relacBes verificadas e aceitas. Tal deducdo pode ser verificada quando o
aluno compreende, por exemplo, a razao entre o preco de seis garrafas e o preco
de uma garrafa, € a mesma razao que entre a quantidade de seis garrafas e de
uma garrafa. Deduz que para determinar o preco de seis garrafas precisa aplicar
ao preco de uma garrafa o operador x6 0 que se torna uma Unica conduta. A
segunda consiste em deduzir novas relacdes, a partir de relacdes verificadas ou
aceitas que podem ser verifichveis ou ndo. Tal deducdo acontece, quando diante
da seguinte situacdo: “Pedro acaba de jogar duas partidas de bolinha de gude.
Perdeu 13 bolinhas na primeira partida, ganhou 7 na segunda e agora tem 45.
Quantas bolinhas Pedro tinha antes de comecar o jogo?”. Na analise desta

situagao, Vergnaud (1991) apresenta o esquema mostrado na Figura 6.

Assim, das relagcbes estabelecidas e aceitas perde 13 bolinhas e ganha
sete bolinhas, deduz uma nova relacéo equivalente a perder seis bolinhas. Neste
caso, para Vergnaud (1991) estabelece-se a nocao de célculo relacional por conta
de dois aspectos: a composicao de duas relagdes (perder 13 bolinhas e ganhar 7
bolinhas equivale a perder 6 bolinhas) e a aceitacdo da reciproca de uma relacédo
(perder 6 bolinhas da quantidade inicial € o mesmo que ganhar 6 bolinhas na

quantidade final).
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— 13 +7
N ———» 45
—6

Figura 6. Esquema para o calculo relacional com duas transformacées

Para o autor, o célculo relacional pode ser aplicado a todas as classes de
relagbes sejam elas, binarias, terndrias ou quaterndrias porque permitem

deducdes proprias e mantém lacos estreitos com a nocéo de regra de conduta.

[ ] o aluno como toda pessoa, rege sua conduta de acordo com as
relacbes que aprende e com o calculo relacional que pratica. A
nocao de calculo relacional contribui para clarear e fazer explicita
a nogdo, demasiado vaga, de raciocinio. (VERGNAUD, 1991,
p.98, traducdo nossa).

Tanto para Vergnaud (1991) como para a Matematica, uma mesma
relacdo pode ser representada de diversas maneiras, seja ela na linguagem
natural, na linguagem algébrica, no plano cartesiano, na forma sagital ou ainda

com o diagrama de Venn.

2.3 Relacbes Binarias e suas propriedades

Segundo Vergnaud (1991), os célculos relacionais s6 sdo possiveis e sO
tém validade, quando apoiados nas propriedades das relacdes. As mais

importantes destacadas pelo autor, para as relacdes binarias séo:

Y

(&) Simétrica: quanto a relacdo binaria entre um elemento x e um
elemento y € a mesma que entre o elemento y e o elemento x. Por exemplo, se
Eduardo est ao lado de Daniela, entdo, Daniela esta ao lado de Eduardo. Neste
caso, a relacao “esta ao lado de “verifica a propriedade. Para o autor, uma relacao
binéria é antissimétrica quando x se relaciona comy e y ndo se relaciona com x.
Por exemplo, se Eduardo esta a esquerda de Daniela, entdo, Daniela ndo esta a
esquerda de Eduardo. Neste caso, a relagdo “esta a esquerda de” ndo verifica a
propriedade simétrica, recebendo por isso 0 nome de antissimétrica.
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Para Domingues e lezzi (2003), na Matematica, uma relacdo €
considerada simétrica em um mesmo conjunto E quando satisfaz a seguinte

condicdo: (Vx,y e E)(XRy = yRx), isto €, para quaisquer x e y pertencentes a um

mesmo conjunto, quando x se relaciona com y, y se relaciona com x. Por
exemplo, sejam x ey elementos do conjunto dos ndmeros inteiros, se a?=b? =
b2 =a2. A relacdo € antissimétrica se x =Yy, sempre que X se relacionacomyey

se relaciona com x.

(b) Transitiva: Vergnaud (1991) denomina uma relacéo transitiva quando
existe uma relacdo entre um elemento x e um elemento y, e entre o elementoy e
um elemento z, entéo, existe a relacdo entre um elemento x e o elemento z. Por
exemplo, se Eduardo chegou antes de Alexandre e Alexandre chegou antes de
Leonardo, entdo, Eduardo chegou antes de Leonardo. Ou com nameros, se 4 >3
e 3>1logo 4 >1. E a antitransitiva, um elemento x relaciona-se com um elemento
y e 0 elemento y relaciona-se com um elemento z, e ndo existe a relacao entre um
elemento x. e o elemento z,. Por exemplo, Se Dino é pai de Silvio e Silvio € pai
de Eduardo, Dino néo € pai de Eduardo. Se Eduardo esta a esquerda de Daniela
e Daniela estd a esquerda de Alexandre, Alexandre ndo esta a esquerda de
Eduardo.

Na Matematica, Domingues e lezzi (2003), definem uma relagéo transitiva
em um conjunto E, como uma relacdo que satisfaz a seguinte condicao:

(VX,y,2€ E) (XRy A YRz = xRz). Isto é, se x se relaciona com y e y se relaciona
com z, entéo, x se relaciona com z. Por exemplo, a relacdo “menor que ou igual” &
transitiva porque dados trés niUmeros naturais, x,ye z se x<y e y<z, x <z". A

propriedade antitransitiva definida por Vergnaud (1991) é apresentada na
Matematica como um exemplo de uma relagdo que nao € transitiva quando x. se

relaciona comy, y se relaciona com z, mas x nao se relaciona com z.

(c) Reflexiva: Para Vergnaud (1991), na propriedade reflexiva todo
elemento x esta necessariamente em relacdo consigo mesmo. Por exemplo:
“Vivem na mesma cidade... E tdo grande como... e 3 = 3”. J4, na antirreflexiva, se,
e sO se, nenhum elemento relaciona-se consigo mesmo, como por exemplo, Rita

esta ao lado de Rita ou Silvio ndo é marido de Silvio.
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Para Domingues e lezzi (2003), uma relacao é reflexiva quando satisfaz a
condicdo: Vx e E = xRx. Isto é, para essa relacao, todo elemento do conjunto de
partida relaciona-se com ele mesmo. Por exemplo, a relagdo menor ou igual é

reflexiva para Vx € E,x < x. Para os autores, uma relacdo nao é reflexiva quando

existe um elemento x tal que x néo se relaciona com x.

Vergnaud (1991), também, considera as relagbes de equivaléncia e
ordem. Da mesma forma que, na Matematica, Vergnaud (1991) estabelece que,
para uma relacdo ser de equivaléncia, devem ser validas as propriedades
reflexivas, transitiva e simétrica. Para este autor, essa relagdo pode ser
estabelecida entre elementos de conjuntos diferentes ou entre os elementos de
um unico conjunto. Como por exemplo, a relacdo de igualdade no conjunto dos
ndameros naturais, pois vale a propriedade simétrica (se 3+4 =7 ,entdo, 7=4+3),

transitiva (se 3+4=7e 7=5+2,entdo, 3+4=5+2) ereflexiva (3+4=3+4)

Na Matemética, uma relagdo binaria, em um determinado conjunto néo
vazio, € uma relacdo de equivaléncia se e somente se a relacdo for reflexiva,
simétrica e transitiva. Isto €, se as seguintes afirmacdes sédo verdadeiras: é

transitiva, (VxVyVz)(XRy A YRz = xRz); € reflexiva, (Vx)(x € E = xRx); e é simétrica

(VXVY)(XRYy = YRX).

Para a relacdo de ordem estrita, Vergnaud (1991) afirma que € uma
relacdo para a qual valem as propriedades (anti-simétrica, antitransitiva e

antissimeétrica). Isto €, xRy e y ndo se relaciona com X, XRy A yRz, mas x néo se

relaciona com z.

Na Matemética, segundo Domingues e lezzi (2006) uma relacdo R sobre
um conjunto E nao vazio € chamada de ordem parcial sobre E se, e somente se,
R é reflexiva, anti-simétrica e transitiva, isto €, sdo verdadeiras as sentencas:

(Vxe E)= xRX); (VX,y € E)(XRy A yRX= x=Yy)e (VX,Y,zZ € E)(XRy A YRZ = XRz) .

Quando dois elementos quaisquer de E forem comparaveis pela relacédo
R entdo dizemos que R € uma relacdo de ordem total sobre Ee Eé chamado
entdo de conjunto totalmente ordenado. Como por exemplo, de ordem total temos

a relacdo R sobre os reais definida por xRy & x<y, X<X,X<YyAYy<X=>X=Y.
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Para Vergnaud (1991), a verificacdo desta trés propriedades caracteriza as

relac6es de ordem amplo.

2.4 RelacOes Ternarias e a Nocao de Transformacao

Para Vergnaud (1991), as relacdes estabelecidas entre trés elementos
podem ser representadas por dois modelos. O primeiro deles, € chamado de lei
de composicao binaria. Neste modelo, a composi¢cédo de dois elementos, a e b,
da origem a um terceiro elemento, ¢ que pode ser representado no Campo
Multiplicativo pela escrita axb =c em que os simbolos “x” e “=" sdo identificados
como sinais dessa composicdo. No Campo Aditivo, teriamos a+b=c, e os
simbolos de “+” e “=” indicam a composicdo. Vemos, desta forma, que as

operacdes de multiplicacdo e adicdo sdo consideradas relacdes ternarias.

Em Matematica, Domingues e lezzi (2003) definem uma operacao ou lei
de composicao interna como uma aplicacdo e esta, por sua vez, € uma relacao.

Dessa forma, se f é uma relacdo de EemF , conjuntos ndo vazios, f serd uma
aplicacdo (ou funcdo) de EemF (f:E — F)se, e somente se, o dominio de
féE (D(f)=E) e dado um elemento a < D(f)é anico o elemento b e F tal que
(a,b)e f. Para estes autores, se fé uma aplicacdo deEem F, podemos

escrever b= f(a)isto é, b & imagem de apela f .

Assim, uma operacdo ou uma lei de composi¢cdo binaria interna em E,

um conjunto ndo vazio, é toda aplicacdo, f:ExE —»> E/ f(x,y)=x*y. O simbolo
* representa a operagcdo em que 0s termos x e y e x*y, 0 composto. A operagao
de multiplicacéo pode ser representada por x.y = xxy. O simbolo desta operagéo
€ “x"“, (3x4),ouainda, “.”, (2-x). Os termos x e ysao chamados de fatores e o

composto xxy recebe o nome de produto.

Para Domingues e lezzi (2003), uma operacdo ou lei de composi¢cao
binaria em um determinado conjunto respeita algumas propriedades. No caso da

multiplicacdo no conjunto dos nimeros naturais, valem as propriedades.
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a) Associativa, para quaisquer que sejam a,b,ceN,
(axb)xc=ax(bxc). A validade desta propriedade garante que a multiplicacdo de

mais de dois elementos pode ser representada sem o0 uso de parénteses. Por
exemplo, 3x2)x4=3x(2x4)=3x2x4.

b) Comutativa, para quaisquer que sejam a,b,ce N, axb=Dbxa. Por

exemplo: 4x5=5x4.

c) Elemento Neutro, para a operacdo de multiplicacdo em N existe um

anico elemento neutro, o0 numero 1, isto é, para qualquer ae N,axl=a=1xa. A
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢cdo, para quaisquer a,b,ce N,

ax(b+c)=axb+axc.Porexemplo: 3x(2+5)=3x2+3x5.

d) Elementos Regulares, dizemos que um elemento a € N é regular para a
operacdo de multiplicagdo se, para quaisquer a,b,ce N tais que axc=bxce

cxa=cxb,vale que a=Db.Por exemplo: se 3xa=3xb=a=b.

Vemos que o primeiro modelo de relagdo ternaria apresentado por
Vergnaud (1991) é o das operacdes que sdo da mesma forma, definidas em
Matematica, bem como suas propriedades com excecdo da propriedade dos

elementos regulares, ndo citadas por este autor.

7

O segundo modelo de relacdo ternaria apresentada € chamado de
Elemento, Relacdo-Elemento, Elemento. Neste modelo, o pesquisador considera
0s elementos como estados iniciais e finais, e a relacdo- elemento, uma
transformacdo que permite passar de um estado para outro. Desta forma, a
relacdo-elemento opera, transformando um dos elementos, inicial ou final, de
modo a obter o outro elemento, final ou inicial, respectivamente. Como

verificamos na Figura 7.

Elemento Inicial - Elemento Final

Transformacao

Figura 7. Esquema para o segundo modelo: elemento - relacdo-elemento - elemento

No entanto, este modelo permite uma andlise mais fina de relacdes e de

problemas que podem ser abordados e representados por uma ou mais
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transformacdes. Como pode ser visto na Figura 7 que representa esta

transformacao ternaria.

Para Vergnaud (1991), todas as situacdes de transformacdo expressam
um calculo relacional em que no mais simples ocorre apenas uma transformacao.

O autor identifica trés categorias de problemas, para esse caso.
a) Sao dados o estado inicial e arelagéo, e pede-se o estado final

Como por exemplo: “No inicio do jogo, Leonardo tinha 20 figurinhas. No

final, acabou com o triplo delas. Com quantas figurinhas Leonardo ficou?

20 — Ty .

estado inicial estado final

Figura 8. Esquema para o exemplo (a) de célculo relacional

O célculo relacional que permite resolver o problema para a obtencédo do
estado final é a associacdo de “o triplo de“ com a aplicacdo da transformacao
(x3)sobre o estado inicial, 20, como mostra a Figura 8. Percebe-se que a
transformacao solicitada neste problema é a operacdo de multiplicacdo com

apenas uma transformacao.
b) S&o dados o estado final e arelagdo, pede-se o estado inicial

Por exemplo: “No inicio do jogo, Leonardo tinha certa quantidade de
figurinhas. No final, acabou com o triplo delas, totalizando 60 figurinhas. Quantas

figurinhas Leonardo tinha no inicio do jogo?”

...... <3 60

estado inicial estado final

Figura 9. Esquema para o exemplo (b) de calculo relacional

Neste caso, o calculo relacional que resolve o problema para a obtencao
do estado inicial € a associa¢do do inverso “do triplo de* a “terca parte de” com a

aplicacao da transformacao (<3) sobre o estado final, 60, como mostra a figura 9.

A transformacéo solicitada neste problema € a operacao de divisao.

c) Sao dados o estado inicial e o final, pede-se a relacao
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Como por exemplo: “No inicio do jogo, Leonardo tinha 20 figurinhas. No
final, acabou com 60 figurinhas. O que aconteceu com a quantidade de figurinhas

durante o jogo: duplicou, triplicou, quadruplicou, ficou a metade?”

20 AN 60

estado inicial estado final

Figura 10. Esquema para o exemplo (c) de célculo relacional

Para resolver o problema e determinar a relagcdo-elemento, cujo esquema
aparece na Figura 10, é a constatacao de que o estado final é o triplo do estado
inicial e, neste caso, o calculo relacional é feito com a aplicacdo do operador x3

ou, ainda, constatar que o estado inicial é a terca parte do estado final, aplicando-

1 ~ ..
se o operador ><g ou (+3). Percebe-se que a transformacdo solicitada neste

problema € uma operacao de multiplicacdo ou uma de diviséo.

Além disso, Vergnaud (1991) apresenta para 0S casos mais complexos
em que sdo apresentadas sucessivas transformacbes, e o problema pede a
composicado de transformacdes. Para estes casos, o autor identifica em dois

casos.

d) Sdo dadas duas transformagdes sucessivas, e pede-se um dos

estados

Por exemplo: “Alexandre tinha 10 figurinhas, no decorrer do jogo sua
quantidade de figurinhas dobrou e depois triplicou. No final do jogo, com quantas

figurinhas Alexandre ficou?”

10 — Ty .. — Ty e

estado inicial _— estado final

Figura 11.Esquema para o exemplo (d) calculo relacional

Nesta situacdo, o calculo relacional que resolve o problema e obtém o
estado final é a transformacéo do estado final, “no dobro de" e depois, “no triplo
de”. Ou ainda, a composi¢éo das duas transformacdes, x2x3 =x6. Neste caso, a
transformacao solicitada neste problema € a composicéo de duas transformacdes,

representadas na Figura 11.
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e) Sdo dados os estados iniciais e finais e uma das transformacodes e
pede-se a outra transformacgéo

Neste caso, o problema pode informar a respeito dos estados, por
exemplo: “Alexandre comegou o jogo com 10 figurinhas, na primeira rodada sua
quantidade de figurinhas dobrou. Depois da segunda rodada, ele terminou o jogo
com 60 figurinhas. O que aconteceu na segunda rodada com a quantidade de

figurinhas, dobrou, triplicou, quadruplicou?”

10 — 0y . — 60

estado inicial estado final

Figura 12. Esquema para o exemplo (e) de célculo relacional

O calculo relacional promove uma transformagdo do estado inicial

(x2) em um estado final intermediario e a determinacdo de uma relacdo-elemento

entre o estado final e o intermediario, sugerindo uma composicdo de duas

operacoes, como exemplificado na Figura 12.

O problema pode, ainda, ndo apresentar informacfes a respeito dos
estados, como por exemplo: “Alexandre tinha certa quantidade de figurinhas. Na
primeira rodada a sua quantidade de figurinhas duplicou e, no final, ele terminou
com o séxtuplo da quantidade inicial. O que aconteceu com a quantidade de
figurinhas na segunda rodada; duplicou, ficou a metade, triplicou? O que

aconteceu?

estado inicial — estado final

Figura 13.Esquema para o exemplo (f) de calculo relacional

No ultimo exemplo, representado na Figura 13, a relacdo pode ser
traduzida pela notacdo ax6=ax2x3, com a representando a quantidade inicial
de figurinhas determinando que a quantidade foi triplicada. Nos exemplos de
transformacdes apresentados por Vergnaud (1991), observamos uma relagdo em
que o conjunto de partida e o conjunto de chegada é o mesmo, neste caso, o

conjunto de figurinhas é quantificado pelo conjunto dos nimeros naturais.
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Além de tratar dos dois modelos: operacdo e transformacdo para as
relacbes ternéarias, Vergnaud (1991) discute a nocdo de funcdo baseado nas

relacdes quaternarias que apresentaremos no que segue.
2.5 Relacdes Quaternarias

Para Vergnaud (1991), uma relacdo quaterndria, usualmente, é
apresentada da seguinte forma: “a esta para b, assim como c estaparad”. O
que significa dizer, que a relacdo entre a e b € a mesma que a relacdo entre ¢ e

d. Em Matematica, as relacbes quaternarias seriam, entdo, representadas por

uma igualdade de duas razées chamadas %: %com bx0e d=0.

Nas relagbes quaternérias, Vergnaud (1991) coloca em jogo dois
conjuntos de referéncia e uma correspondéncia entre eles. Como o exemplo
apresenta: “Uma garrafa de suco custa quatro reais. Qual o preco de cinco
garrafas de suco?”. Neste caso, relaciona o conjunto de garrafas e o conjunto de
moedas utilizadas para pagar, no caso, reais; o primeiro conjunto € quantificado

no conjunto N e o segundo, no conjunto Q. Para a determinacdo do preco das

cinco garrafas estabelece-se uma correspondéncia entre as quantidades, no
caso, uma garrafa custa 4 real, entdo, 5 garrafas custardo 5x4 de reais. Na
Matematica, esse tipo de problema pode ser resolvido, também, por uma regra de

trés:

Para Vergnaud (1991), podem existir relacdes quaternarias entre objetos
de naturezas diferentes, como vimos no exemplo anterior, mas também entre
objetos de mesma natureza. Quando a relacdo quaternéria envolve a nocao de
correspondéncia, 0 autor apresenta alguns casos.

(a) Correspondéncia Biunivoca (univoca nos dois sentidos)

Nesta correspondéncia, cada elemento do primeiro conjunto corresponde a

um, e somente um elemento do segundo conjunto e, ainda, vale a reciproca.
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entre um conjunto de pesos e um conjunto de volumes de um
mesmo material, existe uma correspondéncia biunivoca: um peso
dado corresponde a um volume e, somente um; e um volume
dado corresponde a um unico peso. (VERGNAUD, 1991, p.
58,traducdo nossa).

b) Correspondéncia Bimultivoca (multivoca nos dois sentidos)

Neste caso, Vergnaud (1991) diz que cada elemento do primeiro conjunto

pode corresponder a um ou a varios elementos do segundo conjunto, e, um

segundo conjunto pode corresponder a um ou a varios elementos do primeiro

conjunto.

[...] entre 0 conjunto de distancias percorridas normalmente pelo
carro e o conjunto de consumos de gasolina correspondentes ha
uma correspondéncia bimultivoca: cada distancia percorrida pode
corresponder a varios consumos de gasolina possiveis (segundo
o caminho, a velocidade, o dia, a hora e o tempo); e cada
consumo de gasolina pode corresponder a varias distancias.
(VERGNAUD, 1991, p.59,traducéo nossa).

=
[ ]

(c) Correspondéncia Counivoca (univoca em um so sentido)

Conforme Vergnaud (1991) esta correspondéncia acontece segundo este

pesquisador, acontece quando um elemento de um conjunto corresponde a um

elemento do segundo conjunto, porém a reciproca nao é verdadeira.
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[...] entre o conjunto de pequenas quantidades de dinheiro que
uma crianga pode dispor e o conjunto das quantidades de doces
gue pode comprar com estas quantias existe uma
correspondéncia counivoca: a uma dada quantidade de dinheiro
corresponde uma quantidade de caramelos e somente uma; mas,
reciprocamente, uma quantidade de caramelos corresponde a
varias quantidades de dinheiro diferentes.” (VERGNAUD,
1991,p.60,traduc&o nossa)

Vergnaud (1991, p.61,traducdo nossa) refere que a nocdo de funcao é
discutida, sob esta perspectiva como uma relacdo de correspondéncia univoca
entre dois conjuntos. Desta forma, o autor define fungdo como uma relacédo de
correspondéncia em que: “Todo elemento do primeiro conjunto corresponde a um

elemento, e somente, um do segundo conjunto.”

Ao estabelecer uma correspondéncia univoca, cada elemento do primeiro
conjunto, de garrafas, por exemplo, corresponde a um unico elemento do
segundo conjunto, moedas em reais. Neste caso, Vergnaud (1991) afirma que o0s
calculos dedutivos sdo considerados mais simples a medida que podemos estar
seguros de que cada elemento de um conjunto corresponde a somente um
elemento do segundo conjunto determinado. Assim, se X representa a

quantidade de garrafas e y a quantidade paga em reais, no conjunto dos reais

teremos f:N > N/y=4xx.

Para Vergnaud (1991), a linguagem das correspondéncias e das fungdes é
a mais indicada para a andlise de relacbes binérias entre objetos de conjuntos
distintos e, por isso, o estudo das relagdes ternarias e quaternarias remete ao
estudo das relagbes binarias, consideradas o nucleo fundamental do calculo
relacional, posto que permite a exploracao de situacées com diferentes niveis de

complexidade.
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No que segue, apresentaremos a proposta dos parametros curriculares

para o desenvolvimento das estruturas aditivas.

2.6 Parametros Curriculares Nacionais

Os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (Brasil, 1998) indicam como
orientacfes didaticas para o ensino da Matematica para alunos do primeiro e
segundo ciclos, o trabalho com a construcdo de diferentes significados das
operacbes que envolvem ndmeros naturais. Segundo esse documento, o
professor deverd propiciar situacdes, sejam elas aditivas ou multiplicativas, que
possibilitem ao aluno o desenvolvimento de raciocinios mais complexos e

permitam o estabelecimento de relacdes, inferéncias e deducdes.

Para o estudo das estruturas aditivas, € apresentada uma classificacao
das situacbes, conforme suas dificuldades légicas e em diferentes niveis de
complexidade, as ideias: de combinar dois estados para obter um terceiro; de
transformar, alterando um estado inicial; de comparar; e com mais de uma
transformacao. “Embora todas estas situacdes facam parte do campo aditivo, elas

colocam em evidéncia niveis de complexidade.” (PCN, 1998, p.71).

Ao tratar da multiplicacdo e divisdo, o documento destaca uma forte
tendéncia dos professores para trabalhar a multiplicagdo como um caso particular
da adicdo. Alerta que este tipo de abordagem néao é suficiente para que os alunos
compreendam satisfatoriamente as situagdes multiplicativas que envolvem outras
ideias, como as de: comparacdo; proporcionalidade (razéo), configuracao

retangular e combinatoria.

Desta forma, os PCN (1998) assinalam a importancia do reconhecimento
de diferentes niveis cognitivos, a partir da andlise de situagdes, tanto para a
exploracdo de situacbes aditivas, como as multiplicativas; ampliando esse

trabalho para alunos de terceiro e quarto ciclos.
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Por isso, nos 3° e 4° ciclos os trabalhos com os conteldos
relacionados aos numeros e operacBes devem privilegiar as
atividades que possibilitem ampliar o sentido numérico e a
compreensdo do significado das operacdes, ou seja, atividades
que permitam estabelecer e reconhecer relagcbes entre o0s
diferentes tipos de numero e entre as diferentes operacoes.
(Brasil, 1998, p.95-96)

Ainda mais, ao discutir o ensino e a aprendizagem para o terceiro ciclo
(sexto e sétimo anos), os PCN (1998) apontam que, no sexto ano, ha uma
predisposicao para o trabalho com a revisdo de contetdos. Esta tendéncia € com
frequéncia justificada pelos professores pela falta de dominio dos alunos. O
documento afirma que nessa retomada de conteudos o nivel de aprofundamento
em que os alunos se encontram nao € analisado; o que gera um total
desinteresse deles e uma sensacao de repeticdo de conteddos anteriores nessa
fase da escolaridade.

Segundo o documento, no sétimo ano, novos conteudos séo abordados e
a Matematica comeca a se configurar como algo distante da realidade dos alunos,
impossivel de se entender, pouco Util a vida cotidiana e feita para poucos. Tal

configuracdo conduz a uma ruptura entre o aluno e o conhecimento matematico.

Neste sentido, destaca-se como fundamental a promocéo de um trabalho
que amplie os significados que os alunos ja possuem a respeito dos numeros e
das operacdes, buscando estabelecer relagdes entre eles; de modo a aprimorar
sua capacidade de analise para a tomada de decisbes e para exploracao de
regularidades e propriedades numéricas. No que se refere ao calculo operatorio
da multiplicacdo e divisdo, destacam a importancia em superar a memorizagao de
regras e algoritmos, por meio da exploracdo de problemas qualitativos e
quantitativos que visem a predicgéo.

Nesta fase do desenvolvimento dos alunos, ampliam-se as
capacidades de estabelecer inferéncias e conexdes logicas para
tomar algumas decisdes, para abstrair significados e ideias de
maior complexidade para argumentar, expressando ideias e
pontos de vista com maior clareza. (Brasil,1998, p.62).

A partir de nosso estudo teorico, apresentaremos o desenvolvimento da

presente pesquisa.
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Capitulo 3: Desenvolvimento e analise do estudo

Neste capitulo, descreveremos 0s sujeitos da pesquisa, a aplicacdo das
atividades e as analises “a priori” e “a posteriori” de cada situacao. Finalizamos o
capitulo com a analise das relacbes estabelecidas nos dois grupos de estudo e

nossas conclusoes.
3.1 Os Sujeitos da Pesquisa

Essa pesquisa foi realizada com dez alunos, na faixa etéria entre 11 a 13
anos, estudantes do sétimo ano do Ensino Fundamental que foram selecionados
em trés escolas: uma particular e duas escolas publicas, todas localizadas na
zona oeste de S&o Paulo. A escola da rede particular de ensino possui alunos de
ensino fundamental, de primeiro a nono ano, e ensino médio. As duas escolas da
rede publica oferecem aulas aos alunos do ensino fundamental, de sexto ao nono

ano, e ensino médio.

O estudo piloto foi aplicado em dois alunos de uma escola publica, um de
sexto ano e o outro de sétimo ano. Para o estudo principal, oito alunos foram
escolhidos em outras duas escolas. Quatro deles pela prépria pesquisadora,
professora da escola particular e, os outros quatro, pelo diretor e coordenador da

escola publica.

Todos os alunos do estudo principal foram selecionados considerando o
seu bom desempenho na area de Matematica. Assim foram constituidos dois
grupos que denominamos de Estudo I, grupo de alunos da escola particular: José,
Céssia, Rita e Sara e Estudo II, grupo de alunos da escola publica: Yuri, Ana,

Guilherme e Lilian.

Com relagdo ao campo multiplicativo, os alunos do Estudo | j& haviam
trabalhado com situagbes semelhantes, envolvendo as estruturas multiplicativas e
suas propriedades no primeiro trimestre de 2008. Os alunos da escola publica,
segundo o professor de sala, haviam trabalhado, no mesmo periodo, com as

estruturas multiplicativas no conjunto dos niumeros inteiros.
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3.2 Descricao da Aplicacéo

As atividades foram aplicadas em dois momentos: no estudo piloto e no
estudo principal. No Estudo Piloto, foram propostas para dois alunos, um menino
do sexto ano e uma menina do sétimo ano, na faixa etaria entre 11 e 13 anos.
Nesta etapa inicial, nosso objetivo era avaliar as atividades, verificando a
necessidade ou ndo, de possiveis ajustes para a aplicacdo final com alunos do

sétimo ano, nessa mesma faixa etaria, das outras duas escolas.

As atividades foram analisadas com base nas dificuldades apresentadas
por esses alunos durante a resolucdo, sobretudo em fungcdo da escolha das
seguintes variaveis: familiaridade com o contexto, ordem de grandeza dos

nameros e linguagem do enunciado.

Depois de feito alguns ajustes, as atividades foram aplicadas em quatro
alunos da escola particular, Estudo | e quatro alunos da escola publica, Estudo II,
com o objetivo de aprofundar o estudo das estruturas multiplicativas no que se
refere ao estabelecimento de relacdes ternarias, em especial, de como elas sao
estabelecidas pelos alunos de sétimo ano durante a resolugdo de problemas

multiplicativos.

A duracédo da aplicacdo das atividades, em todas as etapas, foi de uma
hora de resolucdo individual do aluno. Os alunos foram comunicados, logo no
inicio, da necessidade do registro completo e da possibilidade de tirar davidas
com a pesquisadora durante a resolugéo, se necessario. Aléem disso, foi permitido

0 uso da calculadora.

A sequir, apresentaremos as atividades com suas analises “a priori” e a

“posteriori”.

3.3 Analise das Atividades

As atividades tratam das estruturas multiplicativas e foram elaboradas em
duas partes. A primeira atividade envolveu problemas multiplicativos do tipo

produto de medidas com noc¢fes de transformacdo e de composicdo binaria; a
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segunda atividade envolveu a composicdo binaria, a multiplicacdo e suas

propriedades.

As analises “a priori” dos possiveis procedimentos de resolugcdo dos
alunos e as analises “a posteriori” fundamentam-se no referencial teérico de
Vergnaud (1991; 1996), tendo como foco o célculo relacional nas relacdes

estabelecidas pelos alunos.

3.3.1 Atividade 1

Problema 1: Em um cinema, ha 13 fileiras com 15 cadeiras cada uma
a) Qual a quantidade total de cadeiras desse cinema?

b) Se duplicarmos a quantidade inicial de cadeiras de cada fileira; duplicara a
quantidade total de cadeiras? O que acontecera?

c) Se duplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e duplicarmos a quantidade de
fileiras; duplicard a quantidade de total de cadeiras? O que acontecera?

d) Se triplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e triplicarmos a quantidade de
fileiras, triplicard a quantidade total de cadeiras? O que acontecera?

e) Se aumentarmos uma fileira, o que acontecera com a quantidade total de
cadeiras do saldo? Aumentara ou diminuira? Quanto?

f) Se aumentarmos uma cadeira em cada fileira, 0 que acontecera com a
quantidade total de cadeiras? Aumentara ou diminuira? Quanto?

A atividade 1 é um problema multiplicativo do tipo produto de medidas.
Para Vergnaud (1991), neste tipo de situacao, estabelece-se uma relacdo ternaria
entre trés elementos sendo um deles formado baseado na composi¢ao dos outros
dois. A composicdo de quantidade de cadeiras por fileira com a quantidade de

fileiras determina a quantidade total de cadeiras do cinema.

O objetivo da atividade 1 (a) € verificar quais relacées sdo estabelecidas
pelos alunos na resolucdo desse tipo de situacdo, envolvendo o campo
multiplicativo. Acreditamos que a maioria dos alunos resolva-o mobilizando uma
relacdo ternaria. Segundo Bonanno (2007), os alunos, na faixa etaria, entre 11 e
12 anos, apresentam um bom desempenho na resolucdo de problemas

envolvendo a multiplicacédo e a ideia de configuracéo retangular.

Neste caso, 0 aluno podera apresentar duas formas de raciocinio.
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i) O estabelecimento de uma relacdo ternaria com a combinacdo de dois
elementos pertencentes ao mesmo conjunto, a quantidade de fileiras, com xe N,
e de cadeiras por fileira, com y e N, representada pela operacédo de multiplicacao
em que xxy=13x15=15x13=195 , obtendo a quantidade total de cadeiras do

cinema.

i) O estabelecimento de uma relacdo quaternaria apresentando nocdes

de correspondéncia entre conjuntos e dentre conjuntos de mesma natureza.

Neste caso, a relacdo entre a quantidade inicial de fileiras e a quantidade
final de fileiras € a mesma que entre a quantidade inicial de cadeiras por fileira e a
quantidade total de cadeiras do cinema. Esta relagcdo pode ser representada por

uma leitura vertical da relagéo % = 151 513 e representada por 15x13.
X

Quando a relacdo entre a quantidade inicial de fileiras e a quantidade de
cadeiras por fileira € a mesma que entre a quantidade total de fileiras e a

guantidade total de cadeiras do cinema. Esta relacdo pode ser representada por

uma leitura horizontal da relacéo % = 131515 e representada por 13x15.
X

Assinalamos também que as resolu¢des podem apresentar filiagbes com

o campo aditivo (15+15+15.....+15=195)sendo utilizadas como ferramentas de

controle no processo de contagem. Ha também a possibilidade de utilizacdo da

propriedade comutativa da multiplicacdo com a notacédo 13x15=15x13.

Na andlise dos protocolos, verificamos que a maioria dos alunos tanto do
Estudo | como do Estudo Il apresentou a mesma notacdo, 13x15, para a
determinacdo da quantidade total de cadeiras do cinema. No entanto, ao
entrevistarmos alguns alunos verificamos raciocinios diferentes ora com o
estabelecimento de relagdes ternarias, ora quaternarias como ilustraremos nos

protocolos das Figuras 14 e 15.
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Problema 1: Em um cinema ha 13 fileiras com 15 cadeiras cada uma.

a) Qual a quantidade total de cadeiras desse cinema?

Figura 14. Protocolo da aluna Ana, estudo Il

Em um primeiro momento, analisamos nos registros da aluna Ana o
estabelecimento de uma relacdo ternaria com a composicdo de dois elementos,
fileiras e cadeiras por fileiras, para a determinacdo do terceiro elemento, a
qguantidade total de cadeiras do cinema. ldentificando, assim, o estabelecimento
darelagdo h:NxN —> N / h(x,y)=xxy, com x, representando as fileiras, y, as

cadeiras e h(x,y), o total de cadeiras do cinema. Contudo, durante a execucao da

atividade, a medida que se tornavam mais explicitas as operacdes da aluna,
identificamos em seu raciocinio indicios do estabelecimento de uma relacao

quaternaria.

Pesquisadora: “Como vocé pode estar segura de que este procedimento

esta correto?Por que com ele consigo determinar a quantidade total de cadeiras?

Ana: “Somando a quantidade de 15 cadeiras para cada fileira repetida, 13

vezes”, e mostra: 15 + 15+ 15 ...., tenho a quantidade total de cadeiras”.

Na explicacdo dada pela aluna, observamos que ela mobiliza uma relacao
quaternaria em que uma fileira estd para 15 cadeiras, assim como 13 fileiras
estdo para 13x15 cadeiras. Identificamos filiagbes com o campo aditivo ao somar
13 vezes a quantidade de cadeiras por fileira. Desta forma, para a relacao

g:N—>N/g(x)=15xx, com x representante das fileiras, teremos

g()+g()+g(l)....(13vezes) que e a mesma coisa que
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g:N—>N/g(hxx)=nxg(x) para qualquer n inteiro em que teremos

13xg(l)=13x15x1.

No protocolo da aluna Lilian, Estudo |IlI, verificamos a mesma

representacdo 13x15 e um possivel estabelecimento de uma relacdo ternéria.

a) Qual a quantidade total de cadeiras desse cinema?
g
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Figura 15.Protocolo da aluna Lilian, estudo Il

Pesquisadora: “Como vocé pode estar segura de que este procedimento

esta correto? Por que com ele consigo determinar a quantidade total de cadeiras?
Lilian: “Porque 13 x15= 195.”

No entanto, a aluna néo consegue explicitar seu raciocinio de forma clara.
Assim, a hipotese que a relacao é ternéaria, sé poderd ser validada, a partir da
analise dos proximos itens da atividade.

Na analise do protocolo, identificamos outro registro na resolucdo da
aluna 195x3=780. Acreditamos que ele esteja relacionado a atividade 1(c) que

sera discutida posteriormente.

Diferentemente dos registros anteriores, identificamos de imediato, pela
notacdo do protocolo do aluno Guilherme (Figura 16) o estabelecimento de uma

relacdo quaterndria entre os elementos do problema.
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Problema 1: Em um cinema ha 13 fileiras com 15 cadeiras cada uma.

a) Qual a quantidade total de cadeiras desse cinema?

MO
U5
\HY

Figura 16.Protocolo do aluno Guilherme,estudo Il

Esta relacao foi confirmada pelo aluno durante a execucao da atividade.

Pesquisadora: “Como vocé pode estar seguro de que este procedimento

esta correto? Por que com ele consigo determinar a quantidade total de cadeiras?

Guilherme: “Em uma 1 fileira, tem 15 cadeiras, em 13 fileiras temos

15x13 cadeiras. E isso.”

Neste caso, verificamos a mobilizagdo de uma relacdo quaternaria
apresentada na seguinte relacdo: uma fileira esta para 15 cadeiras, assim como

13 fileiras estéo para 15x13 cadeiras.

Nos protocolos, observamos que nos alunos do Estudo IlI, para a
composicdo dos dois elementos e obtengdo numérica da quantidade total de
cadeiras, alguns alunos utilizaram a conta armada (algoritmo de multiplicacdo),
outros efetuaram célculos na calculadora e outros usaram os dois procedimentos.
Nos dois grupos, ndo foram observados registros de calculo e o uso das

propriedades multiplicativas. Como por exemplo, (10+3)x15=150+45=1950u

(10+5)x13 =130+ 65 =195.

Nos itens seguintes da atividade 1 (b), 1(c) e 1(d), nosso objetivo é
verificar se os alunos utilizam as propriedades comutativa e associativa da

multiplicacdo, reconhecendo nas atividades que, ao variar um dos elementos da
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composicdo, no caso, os fatores, o seu composto, produto, o terceiro elemento
modifica-se proporcionalmente. Na variacdo de um dos fatores teremos
(axc)xb=ax(bxc)=(axb)xc e na variagdo de dois fatores, teremos
(axc)x(bxd)=axbxcxd =(axb)x(cxd). Nestas trés situacdes, pretendemos,

conforme Vergnaud (1991) verificar se os alunos mobilizam uma relacdo ternaria

e as propriedades de uma lei de composicédo binaria.

Diferente das atividades 1 (c) e 1 (d), a atividade 1 (b) solicita apenas uma
transformacdo em um dos elementos. No caso, a transformacdo da quantidade
inicial de cadeiras, como nos outros itens 1 (c) e 1(d) ocorrem duas
transformacdes da quantidade inicial de cadeiras e da quantidade de fileiras.

Na atividade 1 (b), trés estratégias podem ser mobilizadas pelos alunos,
todas levando a mesma conclusdo que a quantidade total de cadeiras sera

duplicada. Assim, podem aparecer 0s seguintes raciocinios:

i) O estabelecimento de relacbes ternarias do tipo Elemento, Relacao-
Elemento, Elemento, na qual o aluno determina a quantidade final de cadeiras
com a transformacao da quantidade inicial de cadeiras, 15x2 =30. Depois, efetua
uma nova combinacdo binaria da quantidade de cadeiras e de fileiras para a
determinacdo de uma nova quantidade total de cadeiras do cinema, ou seja,
30x13=390. Por ultimo, verifica-se quantas vezes a quantidade inicial de
cadeiras cabe na quantidade total de cadeiras, 390 +195=2, ou seja, determina
qual a transformacéo, relacdo-elemento, estabelecida entre a quantidade final do

total de cadeiras e a inicial, obtendo o operador (x2).

i) O estabelecimento de uma relacéo ternaria envolvendo o modelo de
uma composicdo binaria e 0 uso das propriedades comutativa e associativa em

que 15x2x13=(15x13)x2=195%x2, na qual o aluno reconhece que, ao variar um
dos fatores, o produto variara proporcionalmente.
iii) O estabelecimento de uma relacdo quaternaria envolvendo a nogao de

correspondéncia em que 13 fileiras estdo para 13x2 fileiras, assim como 195

cadeiras estao para 195x2 cadeiras.
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Na resolucdo da atividade 1 (b), os alunos do Estudo | aplicaram a
propriedade associativa da multiplicacéo utilizando diferentes representacdes. Tal

fato, ilustrara nos protocolos das Figuras 17 e 18.

b) Se duplicarmos a quantidade inicial de cadeiras de cada fileira;
duplicara a quantidade total de cadeiras? O que aconteceri? A v covelen
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Figura 17.Protocolo do aluno José,estudo |

Neste caso, observamos que o aluno José faz uso da propriedade
associativa da multiplicacdo. Sob o ponto de vista do calculo relacional, o aluno
reconhece que a transformagdo sofrida em um dos elementos de uma

composicao binaria implica a transformacgéo proporcional de seu produto.

No registro do aluno (Figura 17) reconhecemos na frase: “Se duplicarmos
a quantidade de cadeiras em cada fileira, o total de cadeiras dobrara igualmente”,
reconhecemos o estabelecimento de uma relacdo ternaria com o uso correto de
suas propriedades. Assim, na relagdo g:NXN — N/g(a,b)=axb, em que a
representa as fileiras e b, as cadeiras com a transformacdo em um dos

elementos, no caso, as cadeiras, uma nova relagédo € estabelecida expressa por
g :NXN - N/g2xa,b)=(2xa)xb=2x(axb).

Verificamos que o aluno expressa seu raciocinio na linguagem natural. Na
primeira resolucao, explicita seu raciocinio relacionando as transformac¢des com a
situacado dada, quantidades de cadeiras e de fileiras para depois estabelecer uma
relacdo com o conceito matematico, utilizando termos da multiplicacdo. O aluno

apresenta representacdes na forma sagital para indicar as transformacoes.

No protocolo da aluna Cassia (Figura 18) este mesmo raciocinio também
é identificado
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b) Se duplicarmos a quantidade inicial de cadeiras de cada fileira;
duplicara a quantidade total de cadeiras? O que acontecera?

e . o -

-

Wi T AT -\«:H.,«.«D'Lz@«f’x.t

A CAAINIANTS |~ ' AL

P . / : _ I Y o

Figura 18. Protocolo da aluna Cassia, estudo |

Neste caso, a relacdo ternaria e o uso da propriedade sdo explicitados na

linguagem natural podendo ser representados por 2x Xxy =(2xX)xy =2x(XxY).

Nesse grupo, outras formas de registro foram identificadas. No protocolo
da Figura 19, a aluna expressa a transformacéo dos elementos e sua composi¢cao

binaria na forma figural.

b} Se duplicarmos a quantidade inicial de cadeiras de cada fileira;
duplicara a quantidade total de cadeiras? 0 que acontecera‘?
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Figura 19.Protocolo da aluna Rita,estudo |

Ao ser questionada pela pesquisadora sobre o porqué da sua
representacédo com figuras, a aluna justificou com o registro apresentado na figura
20.
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Figura 20. Protocolo da aluna Rita, estudo |

No entanto, nesse registro constatamos que a aluna transforma as fileiras,
e ndo as cadeiras, como solicitado no enunciado do problema. Nesse caso,

verifica-se a propriedade comutativa: “A ordem dos fatores nao altera o produto”.

S6 uma aluna do Estudo | (Figura 21) mobilizou varias relagfes ternarias

envolvendo uma relacdo elemento e uma lei de composicao binaria. Primeiro, a

aluna estabelecem a relacdo elemento h:N — N /h(x) =2xX, para efetuar a

transformacdo da quantidade inicial de cadeiras, x, e determinar h(x), a

guantidade transformada de cadeiras. Depois com uma operacdo de composi¢cao

h:NxN —> N/h(2xXx,y)=2xxxYy para 2xXx, cadeiras e Yy, fileiras, determina
h(2x,y), a quantidade total de cadeiras do cinema. Com uma nova relacéo

ternaria, efetua a transformacdo da quantidade total inicial de cadeiras, x, e

determinag(x), a quantidade final de cadeiras, aplicando a relacao
g:N > N/g(x)=2xx. Por ultimo, estabelece outra relacdo ternaria entre a

quantidade total inicial de cadeiras e a quantidade total final e uma transformacao

com o operador (x2) verificando, assim, se a hipotese levantada no enunciado

“duplica a quantidade total de cadeiras” é valida.
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b) Se duplicarmos a quantidade inicial de cadeiras de cada fileira;
duplicara a quantidade total de cadeiras? O que acontecera?
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Figura 21.Protocolo da aluna Sara, estudo |

Todos os alunos do Estudo Il apresentaram um raciocinio semelhante ao
da aluna Sara, estabelecendo mais de uma relagcéo ternaria, como constatamos

no protocolo da Figura 22.

b) Se duplicarmos a quantidade inicial de cadeiras de cada fileira; duplicara a
quantidade total de cadeiras? O que acontecera?
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Figura 22.Protocolo do aluno Yuri, estudo |l

Diferente dos protocolos das Figuras 21 e 22, no protocolo da aluna Lilian,
Estudo IlI, identificamos, por dltimo, uma relagdo ternéria envolvendo uma
transformacao aditiva (soma do oposto de 195) para a determinacédo da Relacao-

Elemento com o operador +(-195). Como observado na Figura 23.



62

b) Se duplicarmos a quantidade inicial de cadeiras de cada fileira; duplicara a
quantidade total de cadeiras? O que acontecera?
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Figura 23.Protocolo da aluna Lilian, estudo I

A resolucéo da atividade 1 (c) solicita duas transformacfes, uma em cada
elemento da composicéo, favorecendo a aplicacdo das propriedades comutativa e
associativa da multiplicacdo. Nesta situagdo, a transformagdo da quantidade
inicial de cadeiras e a quantidade inicial de fileiras implica uma transformacao

proporcional na quantidade total de cadeiras do cinema.

Na atividade 1 (c), duas estratégias podem ser mobilizadas pelos alunos e

estas relagbes podem aparecer:

i) Com o estabelecimento de varias relagdes ternarias envolvendo uma
transformacao, determina-se a quantidade de cadeiras e de fileiras, apdés as

transformacdes realizadas (15x 2 =30,13x 2 =26). Em seguida, estabelece-se uma
relacdo ternaria envolvendo uma composicdo binaria para a determinacdo do
terceiro elemento, a quantidade total de cadeiras (30x26 = 780). Verifica-se qual a
transformacao sofrida na quantidade total inicial de cadeiras, ou seja, determina a
relacdo-elemento entre 780 e 195 obtendo como resolucdo o quadruplo da

guantidade total de cadeiras no cinema, (780+195=4).

b) Duplica-se a quantidade de cadeiras em cada fileira e a quantidade de
fileiras. Depois aplicando as propriedades comutativa e associativa da
multiplicacdo, 15x2x13x2=13x2x15x2=2x2x15x13=(2x2)x(13%x15)=4x195
obtemos um aumento de quatro vezes na quantidade total e inicial das cadeiras
do cinema. Neste raciocinio, observa-se uma composicdo de duas

transformacoes (2x2=4).
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No entanto, erros podem surgir no estabelecimento das composicées
dessas transformacdes associadas a ideia de uma transformacdo equivalente

aguela sofrida pelos elementos da composicdo (xxYy), como por exemplo, a

guantidade total de cadeiras sera duplicada, obtendo 15x13x2 =390.

Na analise dos protocolos do Estudo 1, constatamos diferentes
representacfes de uma mesma relacdo ternaria, indicando a aplicagdo correta

das propriedades da multiplicac&o.

Como podemos observar no protocolo da Figura 24.

c) Se duplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e duplicarmos a
quantidade de fileiras; duplicara a quantidade de total de cadeiras? O que
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Figura 24.Protocolo da aluna Cassia, estudo Il

No registro da aluna, reconhecemos o estabelecimento de uma relagéo
ternaria, envolvendo uma composicdo binaria e as propriedades comutativa e
associativa representadas na linguagem natural, a notacdo ax2xbx2=axbx4

em que ae bsdo denominados fatores.

No protocolo da Figura 25, encontramos, novamente, o uso da linguagem
figural na resolucéo da atividade 1 (c ). Na representacdo da aluna, identificamos
um aumento de cada lado da figura representando o dobro de cada elemento, ou
seja, o dobro da quantidade de cadeiras e o dobro da quantidade de fileiras.
Observamos, que a aluna reconhece a propriedade distributiva da multiplicacao
em relagdo a adicdo uma visto que considera a variagdo do quéadruplo na

quantidade total inicial de cadeiras.

Neste caso, aumentando a quantidade de fileiras no dobro, teriamos o

dobro da quantidade total de cadeiras no cinema.
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c) Se duplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e duplicarmos a

quantidade de fileiras; duplicara a quantidade de total de cadeiras? O que
acontecerd?
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Figura 25.Protocolo da aluna Rita, estudo |
Somente um aluno do Estudo I(Figura 26) e todos os alunos do Estudo Il
mobilizaram varias relacdes terndrias, envolvendo uma Unica transformacéo.

Primeiro, os alunos aplicaram a relagdo h:N — N / h(x) =2xXx, transformando

as quantidades iniciais de cadeiras e fileiras. Depois com a relacdo

g:NxN—>N/g@2xx2xy)=2xxx2xYy, efetuaram uma combinacdo binaria.

Para verificar no final o que aconteceu com a quantidade total de cadeiras do
cinema, apos todas estas transformacdes, aplicaram uma transformacgdo, com

operador (x4) na composicdo inicial de cadeiras do cinema, com a relacao
h:N —> N/h(x)=4xx, x representando a quantidade inicial de cadeiras do

cinema e h’(x), a quantidade final de cadeiras do cinema.

c) Se duplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e duplicarmos a

quantidade de fileiras; duplicara a quantidade de total de cadeiras? O que
acontecera?
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Figura 26.Protocolo da aluna Sara, estudo |

Por altimo, verificaram numericamente a equivaléncia numérica das duas

relacdes.

No protocolo da aluna Lilian, observamos registros de transformacgdes nas

quantidades iniciais para uma nova composicdo bindria dos elementos. No
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entanto, para a determinacdo da variacdo sofrida na quantidade total inicial de
cadeiras, verificamos (na Figura 27) o estabelecimento de uma relagcéo ternaria

com uma transformacéo com o operador (x2) na quantidade total de cadeiras do
item anterior, representada por h:N — N/h(x)=2xXx, com x representando o

total de cadeiras antes da transformagéo.

c) Se duplicarmos a quantidade de cadeiras inicial € QUPIICarmMos a quanuaaae
de filsiras, duplicara a quanhdade de total de cadeiras? O que acontecera?
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Figura 27.Protocolo da aluna Lilian, estudo Il

Observamos que a aluna em sua resposta final reconhece uma
composicdo das duas transformacdes e sua implicagdo na variagdo da
quantidade total de cadeiras com a frase: “com relacdo a quantidade do numero

inicial, essa quantidade aumentou 4 vezes”.

Alguns alunos do Estudo Il estabeleceram relagcdes com o item 1 (a) da
estruturado em itens. Ilustramos o fato com os protocolos das Figuras 28 e 29 em
que podemos observar uma duplicacdo da quantidade total de cadeiras, e nao da

guantidade inicial de 15 cadeiras.

Com a intervencao da pesquisadora, os alunos retomaram em voz alta a
leitura do problema e sua resolucdo. Esta estratégia possibilitou-lhes a
identificacdo de tal dificuldade no enunciado, com a leitura da quantidade inicial
de cadeiras, em lugar da quantidade total de cadeiras. No proprio protocolo das
Figuras 28 e 29, observamos novos registros com uma nova resolucao para o
problema.
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c) Se duplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e duplicarmos a quantidade
de ﬁlelras- duplicara a quantidade de total de cadeiras? O que at:antecaré?
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Figura 28.Protocolo da aluna Ana, estudo Il

No primeiro registro da aluna Ana, antes da intervencéo da pesquisadora, a
aluna determina uma transformacdo na quantidade total de cadeiras, (195x2) e
na quantidade de fileiras, 13x2. Depois, estabelece uma composicao desses dois

elementos, 195x26 e determina a relacdo-elemento, utilizando a operacao

. - ~ 1 .
inversa da multiplicacdo com o operador (XE)’ transformando o estado final no

estado inicial, 10140 +2 =570. Uma vez que obtém 570 cadeiras, constata que a
quantidade de 390 cadeiras ndo é duplicada, identificada na seta, mas sim

multiplicada por 26.

No registro final, apdés a intervencéo da pesquisadora, a aluna procede da
mesma forma, mas desta vez, verifica que a quantidade obtida é o dobro da
quantidade total anterior e compondo as duas transformagfes determina que a
quantidade inicial de cadeiras do cinema quadruplicara.

No protocolo da Figura 29, apesar do aluno nao responder o que
acontecera com a quantidade total de cadeiras, ele demonstrou ao explicitar sua
nova resolugédo para a pesquisadora, observar nos grifos circulares, que o dobro
de 2 e o dobro de 2 implica o quadruplo da quantidade total de cadeiras.
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Figura 29.Protocolo do aluno Guilherme, estudo Il

No protocolo seguinte, Figura 30, observamos que o aluno nao duplica a
quantidade de cadeiras, apesar de indicar cadeiras duplicadas e erra nos calculos
da composicao, 15x26 =480. Depois da revisdo indicada com um asterisco ele
constata apenas que a quantidade total de cadeiras € maior do que o dobro da
quantidade total inicial de cadeiras, ndo estabelecendo relagdo com a quantidade

total de 195 cadeiras.

¢) Se duplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e duplicarmos a quantidade
de fileiras; duplicara a quantidade de total de cadeiras? O que acontecera?
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Figura 30.Protocolo do aluno Yuri, estudo |l
Desta forma, no Estudo IlI, verificamos que embora alguns alunos

reconhecam a composicdo das transformacdes (Figuras 28 e 29), eles nao
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estabelecem essa relacdo como uma propriedade de uma lei de composicao
binaria. Isto €, ndo reconhecem que, ao variar um dos elementos da composicao,

seu produto varia proporcionalmente.

Assim como na atividade do item anterior, a atividade 1 (d) trata da
composicao de duas transformacdes. Os alunos podem apresentar duas formas

de raciocinio.

i) Aplica-se uma transformacdo nas quantidades iniciais de fileira e de
cadeira por fileira, 15x3=45 e 13x3=39. Depois, estabelece-se uma
combinacdo bindria com estas duas quantidades transformadas, 45x39=1.755,
determinando a quantidade total de cadeiras do cinema. Por ultimo, verifica-se
guantas vezes a quantidade final total de cadeiras foi transformada da quantidade

inicial total de cadeiras (1.755+195 =9),determinando a relacdo elemento (x9).

i) Triplicando a quantidade de cadeiras em cada fileira e a quantidade de
fileiras teremos com a utilizacdo das propriedades comutativa e associativa da
multiplicacdo, 15x3x13x3=13x3x15x3=13x15x3x3=13x15x9  implicando

aumento de nove vezes na quantidade inicial total de cadeiras no cinema.

O objetivo principal desta atividade € verificar se os alunos estabelecem
corretamente a composicao de duas transformacdes multiplicativas. Observamos
ainda que nestes itens, 1 (c) e 1 (d), os alunos podem apresentar erros nas

composicdes estabelecendo transformacgdes aditivas, (x3)+(x3)=x6), em lugar

das multiplicativas, (x3x3=x9).

No Estudo I, todos os alunos estabeleceram corretamente as relacées
com mais de uma transformagdo apresentando diferentes registros, como

verificamos nas Figuras 31,32 e 33.

Neste caso, 0 aluno utiliza uma lei de composicao binaria e a propriedade
associativa da multiplicacao. Ao triplicar a quantidade de fileiras e a quantidade de
cadeiras por fileira, a quantidade total de cadeiras aumentara (x9), ou seja,
(x3x3). Observamos que o aluno reconhece gque ao variar um dos elementos, o

composto ter4 uma variacao proporcional.
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d) Se ftriplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e triplicarmos a

quantidade de fileiras, triplicard a quantidade total de cadeiras? O que
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Figura 31.Protocolo do aluno José, estudo |

No registro da Figura 32, a aluna também reconhece na composi¢ao
binaria 0 uso das propriedades, evidenciando que na variacdo dos fatores na

operacédo de multiplicacdo ocorre uma variacao proporcional em seu produto.

d) Se triplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e triplicarmos a
quantidade de fileiras, triplicard a quantidade total de cadeiras? O que

acontecera? AN T AT A~
[.-«'\'"_.l_,.-,;_. ~1 1 1

Figura 32.Protocolo da aluna Céssia, estudo |

Neste estudo, constatamos outras formas de representacdo na composicao

de duas transformacdes. Na Figura 33, a aluna utilizou a linguagem figural.

Neste registro, identificamos a transformacdo em trés vezes da
quantidade de fileiras e da quantidade de cadeiras por fileira e 0 uso da
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo, em que
acrescentando 1 a quantidade de cadeiras ou a quantidade de fileiras teremos:

(b+b)yxa=axb+axb=2xaxbepara(b+b+b)x(a+a+a)=9x(axb).
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d) Se ftriplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e triplicarmos a
guantidade de fileiras, triplicara a quantidade total de cadeiras? O que
acontecera? S o

1-;1.!'!; .\'I'l.l}«_-j(:. :f . , Lde 4o | _IJ
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Figura 33.Protocolo da aluna Rita, estudo |

Apenas uma aluna do Estudo | (Figura 34) registrou varias relacdes de
transformacdes e depois uma composi¢cdo. Primeiro, a aluna mobiliza uma
transformacdo nas quantidades iniciais de fileiras e cadeiras por fileira com a
relacdog:N — N/g(x)=3xx, com x, cadeiras ou fileiras iniciais. Depois aplica
uma composicdo binaria com as quantidades transformadas em que
h:NxN — N/h(x,y)=xxy e, por fim, estabelece uma relagcdo-elemento com a
transformacdo em nove vezes, operador (x9), da quantidade total inicial de
cadeiras, x, com arelacdo k: N — N/k(x) =9x x, verificando que a quantidade &

nove vezes a quantidade inicial.

d} Se triplicarmos a guantidade de cadeiras inicial e triplicarmos a
quantidade de fileiraz, triplicard a guantidade total de cadeiras? O que

acontecera? )
l. _r'; 5,\ ::w = L{E::- [ ’ 10k, e P
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Figura 34.Protocolo da aluna Sara,estudo |

No protocolo da Figura 35, reconhecemos no registro da aluna do Estudo
Il 0 mesmo raciocinio apresentado no protocolo anterior, com uma Composi¢ao
correta das duas transformacBes. Observamos que a aluna transforma a

quantidade total inicial de cadeiras com o operador (x3)para verificar se a
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quantidade sera triplicada, o que mostra nao ser valido. Na resposta final, a aluna

compde as duas transformacgdes, indicando3x3 =x9:

d) Se triplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e triplicarmos a quantidade de
fileiras, triplicara a quantidade total de cadeiras? O que acontecera?
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Figura 35.Protocolo da aluna Lilian, estudo |l

No entanto, também, verificamos dificuldades dos alunos do Estudo Il para

compor as duas transformacgdes, como ja esperado na analise a priori.

No protocolo da Figura 36, identificamos uma transformacéo aditiva na
composicado das duas transformacdes, 3+3 =6. Neste caso, verificamos que o
aluno reconhece um erro, mas nao consegue reorganizar seu raciocinio e

determinar a resposta esperada.

Outro erro identificado no Estudo Il com a composicdo das duas
transformacgdes apresenta filiagdes com as transformacdes dos elementos iniciais,
como mostra a Figura 37, ao triplicar a quantidade de cadeiras por fileiras e
triplicar a quantidade de fileiras o aluno triplica a composicdo desses dois
elementos fazendo axbx3. Neste caso, “triplicando a quantidade de fileiras e de

cadeiras por fileiras, triplicamos a quantidade total de cadeiras do cinema.”
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d) Se triplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e triplicarmos a quantidade de
ﬁleiras,@t)?iplicaré a quantidade total de cadeiras? O que acontecera?
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Figura 36.Protocolo do aluno Guilherme, estudo Il

Com as atividades 1(e) e 1(f), pretendemos investigar se o aluno
estabelece uma relacéo ternaria envolvendo uma lei de composicao binaria e a
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo. Nestes casos,
verifica-se a transformacéo aditiva em um dos elementos da composi¢do em uma
unidade a mais (seja na quantidade de fileiras ou na quantidade de cadeiras por
fileira) acarretando uma variacdo no produto desta composicdo, ou seja, ha
quantidade total de cadeiras. Desta forma, se “a” € a quantidade de fileiras, “b”, a
guantidade de cadeiras por fileiras e “c” a quantidade total de cadeiras, teremos

axb=c;(a+l)xb=axb+b=c+b e ax(b+l)=axb+a=c+a.

d) Se triplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e triplicarmos a quantidade de
fileiras, triplicara a quantidade total de cadeiras? O que acontecera?
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Figura 37.Protocolo do aluno Yuri, estudo Il

As atividades 1 (e) e 1(f) podem ser resolvidas de duas maneiras:
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i) Com o estabelecimento de uma relacdo ternaria e uma transformacéo
aditiva na quantidade de fileiras ou na quantidade de cadeiras por fileiras,

h:N — N/h(x) = x+1. Depois, com a composi¢cao dos elementos, determinando a

qguantidade total de cadeiras. Desta forma, teremos 14x15, no item (e) e 13x16,
no item f. A partir destas operacles, verificam-se quantas cadeiras foram
acrescidas na quantidade total de cadeiras inicial mediante a determinacdo da
relacdo-elemento entre as quantidades total de cadeiras inicial e final. Obtendo

um aumento de 15 cadeiras, no item (e) e de 13 cadeiras, no item (f).

i) Com o estabelecimento de uma relacdo ternaria e a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo, quando aumentamos uma
fileira, aumentamos mais 15 cadeiras na quantidade total de cadeiras inicial. Isto

€, (I3+1)x15=13x15+15. Quando aumentamos uma cadeira por fileira,
(15+1)x13=15x13+13, aumentamos em 13 cadeiras a quantidade total de
cadeiras no cinema.

Na resolucédo da atividade 1 (e), a maioria dos registros dos alunos do
Estudo | apresenta indicios da aplicacdo de uma lei de composicdo binaria e a

propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adicdo. Como observado
no protocolo da Figura 38.

e) Se aumentarmos uma fileira, o que acontecera com a quantidade total
de cadeiras do salao? Aumentara ou diminuira? Quanto?
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Figura 38.Protocolo da aluna Rita, estudo |
A aluna estabelece na composicdo dos elementos a propriedade
distributiva (a+1)xb=axb+b em que “a” representa as fileiras, “b“, as cadeiras
por fileira e “axb” a composicdo dos elementos representando a quantidade total

de cadeiras do cinema. Com o aumento de mais uma fileira, axb+b, ocorre um

aumento de 15 cadeiras.
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Apenas uma aluna do Estudo | (Figura 39) registrou todas as relacfes

estabelecidas durante a resolucao.

e) Se aumentarmos uma fileira, o que acontecera com a quantidade total
te cadeiras do saldo? Aumentarsd ou diminuira? Quanto?
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Figura 39.protocolo da aluna Sara, estudo |
Neste caso, identificamos as seguintes relagbes ternarias: como uma
transformacao aditivaem h: N — N /h(x) = x+1, com X, representando as fileiras;
como uma composicdo binaria g:NxN —> N/g(x,y)=xxy, com X,
representando as fileiras transformadas e y, as cadeiras por fileira e; como uma
transformacdo aditiva t:N —> N/t(x)=x-195, com x, representando a
quantidade total de cadeiras.

O mesmo raciocinio apareceu na maioria dos registros dos alunos do

Estudo Il como exemplificamos no protocolo da Figura 40.

e) Se aumentarmos uma fileira, 0 que acontecera com a quantidade total de

cadeiras do saldo? Aumentara ou diminuira? Quanto? _ [\ o
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Figura 40.Protocolo da aluna Ana, estudo Il

S6 um aluno do Estudo Il (Figura 41) reconheceu na lei de composicao
binaria a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo. Neste

caso, ao adicionar ao composto, xx Yy =195, a quantidade de 15 cadeiras.
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e) Se aumentarmos uma fileira, o que acontecera com a quantidade total de
cades do saldo? Aumentara ou diminuira? Quanto?

3o
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Figura 41.protocolo do aluno Guilherme, estudo Il

Ja na resolucédo da atividade 1 (f), a maioria dos alunos do Estudo |
estabeleceu uma composicao binaria e a propriedade distributiva da multiplicacao

em relacéo a adicao.

No registro apresentado pelo aluno José (Figura 42), verificamos que ao
acrescentar um assento em cada fileira, a quantidade total de cadeiras é

aumentada em sua quantidade em 13 cadeiras. Isto é, ax(b+1)=axb+a, para

a” , representando as fileiras, “b*“, as cadeiras por fileira e “axb” a composi¢cao

dos elementos. Neste caso, indicando um aumento de b, cadeiras.

f) Se aumentarmos uma cadeira em cada fileira, o que acontecera com a
quantidade total de cadeiras? Aumentara ou diminuira? Quanto?

&mesam i B o G}ii;ab Jotal.
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Figura 42.Protocolo do aluno José, estudo |

A maioria dos alunos do Estudo Il e apenas um aluno do Estudo I
mobilizaram duas relagbes ternarias. Inicialmente com a transformacdo da
quantidade de cadeiras por fileiras e, em seguida, com a composicao binaria dos
elementos, por fim, determinaram a relacao-elemento transformada na quantidade

total de cadeiras inicial e final, no caso, 13 cadeiras.
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Como podemos examinar no protocolo da Figura 42, o aluno estabelece a

relacdo h:N — N/h(x)=x+1 para transformar a quantidade de cadeiras por

fileira. Depois, efetua a combinacdo binaria das quantidades,

g:NXN —-> N/g(x,y)=xxy, com x, representando as cadeiras transformadas e
y, as fileiras. No final, determina na transformacédo aditiva a relacdo-elemento

transformada entre a quantidade inicial e final de cadeiras.

f) Se aumentarmos uma cadeira em cada fileira, 0 que acontecera com a
quantidade total de cadeiras? Aumentara ou diminuira? Quanto?
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Figura 43.Protocolo do aluno Yuri, estudo Il

Apenas um aluno do Estudo Il apresentou dificuldades para resolver a
questédo. Analisando seu registro (Figura 44), verificamos uma transformacao na
quantidade inicial de cadeiras e a aplicacdo de uma combinacdo binaria. Mas,
identificamos um erro do aluno, neste caso, ao estabelecer uma relagdo entre a

guantidade total inicial de cadeiras e a quantidade total final.

f} Se aumentarmos uma cadeira em cada fileira, 0 que acontecera com a
quantidade total de cadeiras? Aumentara ou diminuira? Quanto?
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Figura 44.Protocolo do aluno Guilherme, estudo |l

Observamos que essa representacdo apresenta indicios de uma

concentracdo em atividades envolvendo o algoritmo e a operacao inversa.
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Neste sentido, apresentamos no Quadro 1 (Figura 45) os resultados dos
dois grupos investigados. Para a analise utilizamos o quadro, indicando no
estabelecimento de uma relacdo ternaria como uma lei de composi¢cdo binaria

(CB) e como um elemento, relacdo elemento, elemento (R).

Aluno | 1(a) | 1() |1(c)|1(d) | 1(e) | 1(f)

Céssia | 15%x13 CB CB CB CB CB

Sara 13x15 | R/CB | R/ICB | R/ICB | R/ICB | R/ICB

José 13x15 CB CB CB CB CB

Rita 13x15 CB CB CB CB CB

Figura 45. Quadro 1 - analises relac8es ternarias, estudo |

Observamos que a maioria dos alunos do Estudo | apresenta em seus
registros o estabelecimento de apenas uma relacdo ternaria envolvendo uma
composicdo de dois elementos e suas propriedades. Apenas uma aluna
apresenta o estabelecimento de duas relagdes, envolvendo uma relacéo elemento

€ uma composicao.

No Estudo Il (Figura 46), o quadro mostra que todos os alunos
apresentaram duas relacdes ternérias na resolucdo das atividades, em nenhuma

delas com o uso das propriedades da multiplicagao.

Aluno 1(a) | 1(b) | 1(c) | 1(d) | 1(e) | 1(f)

Guilherme | 15x13 R/CB R/CB R/CB CB R/CB

Yuri 13x15 R/CB R/CB R/CB R/CB R/CB

Ana 13x15 R/CB R/CB R/CB R/CB R/CB

Lilian 13x15 R/CB R/CB R/CB R/CB R/CB

Figura 46. Quadro 2-anélise rela¢cdes ternarias, estudo Il

Apenas o aluno Guilherme na atividade 1 (e) apresentou uma Unica
relacdo, envolvendo uma lei de composicao binaria e a propriedade distributiva da
multiplicacdo em relacéo a adigéo.
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Comparando os dois estudos, na atividade 1, verificamos que o0 uso das
propriedades da multiplicacdo sé foi observado no grupo do estudo I. Levando-
nos a considerar que tal procedimento ndo é intuitivo por parte do aluno,
necessitando da mediacdo do professor. Continuaremos com a andlise da

atividade dois.

3.3.2 Atividade 2

Nesta segunda parte, as atividades sao semelhantes as da primeira no
que se refere ao estabelecimento de relacdes ternéarias, envolvendo a noc¢ao de

transformacao e a lei de composicao binaria com suas propriedades.

Problema 2

a) Multiplicando dois nimeros naturais obtemos como resultado 20. E possivel
saber qual é o produto do dobro do primeiro nimero pelo triplo do segundo
namero? Como? Quanto sera?

b) Sabendo que o produto de dois numeros é 20. Qual serd o resultado, se
somarmos uma unidade ao primeiro dos numeros e depois multiplicarmos pelo
segundo?

Diferente das atividades anteriores, os problemas desta etapa néao
informam os dois elementos iniciais que compdem o terceiro elemento da
composicao binaria, enunciam apenas as transformacdes realizadas com cada

um desses elementos e solicita a determinacéo do composto final.

Esta diferenca possibilita um foco na relagdo ternéria envolvendo uma lei
de combinacao binaria e suas propriedades, visto, que a relacdo-elemento e suas

transformacdes ndo poderao ser realizadas com a auséncia do estado inicial.

O objetivo da atividade 2 é verificar se os alunos estabelecem uma
composicao binaria na aplicacdo das propriedades comutativa, associativa e
distributiva da multiplicacéo em relacé@o a adigéo.

A atividade 2 (a) podera ser resolvida de duas maneiras diferentes.

i) Com o estabelecimento de uma relacéo ternaria, envolvendo a nocéo
de transformacdo e de combinacdo. Para isso, determinam-se dois numeros
naturais cujo produto € 20. Como por exemplo, 1 e 20, 2 e 10, 5 e 4, considera-

se, portanto, casos particulares de numeros para a composicdo do terceiro
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elemento. A partir destes numeros, o primeiro fator é dobrado (1x2)e o segundo
triplicado (20x3), com a aplicacdo das duas transformacdes, determina-se uma

nova composicao (2x60).

i) Aplicam-se as propriedades comutativa e associativa em uma lei de
composicdo binaria. Desta forma, dobrando o primeiro fator e triplicando o
segundo, teremos uma variacao proporcional (x6) em seu produto final. Assim,

considerando a,bos fatores e axb, o produto da composicdo, teremos com a

aplicacdo das propriedades comutativa e associativa da multiplicacao,

ax2xbx3=axbx2x3=axbx6, obtendo, neste caso, o produto, 120.

Além disso, analisamos que alguns alunos podem justificar como nao
sendo possivel determinar o valor do produto, pois, os elementos desta

composi¢ao ndo sao conhecidos.

No Estudo Il, a maioria dos alunos estabeleceu uma composicéo binéaria e
0 uso de suas propriedades, comutativa e associativa, da multiplicacdo. Como
constatamos no protocolo da Figura 47. Observamos que o aluno reconhece na

combinacgéo dos dois fatores uma variagéo de (x2x3 =x6) em seu produto.

a) Multiplicando dois niimeros naturais obtemos como resultado 20. E
possivel saber qual é o produto do dobro do primeire nimero pelo
friplo do segundo ndmero? Como? Quantu sera?
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Figura 47.Protocolo do aluno José, estudo |

No préximo protocolo da Figura 48, a aluna é mais explicita em seu registro
indicando na composi¢do de quaisquer dois elementos cujo produto € 20, ao

variar um de seus elementos ocorre uma variacdo proporcional em sua
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composicao, representada por xxYy, verificando, neste caso, a propriedade

associativa da multiplicagéo.

a) Multiplicando dois nimeros naturais obtemos como resultado 20, E
possivel saber qual é o produto do dobro do primeiro nimerc pelo
triplo do segundo nlmero? Como? Quanto sera?

k I . i I - - A rld_
B oA dod 1d0 @ rowdicde

B = AT

Figura 48.Protocolo da aluna Sara, estudo |

Em apenas uma aluna do Estudo | (Figura 49), verificamos os dois
raciocinios. Na primeira estratégia, ela apresenta o produto de uma composi¢ao
binaria 20 e a propriedade associativa da multiplicativa com as composi¢cdes das

transformacdes.

a) Multiplicando dois nimeros naturais obtemos como resultado 20. E
possivel saber qual @ o produto do dobro do primeiro namero pelo
triplo do segundo nimero? Como? Quanto sera?
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Figura 49.Protocolo da aluna Rita, estudo |
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J4, na sua segunda estratégia, a aluna apresenta varias multiplicaces,
composic¢des binarias com produto 20. Em um processo de investigacdo, com as
transformacdes dos fatores, elementos da composicdo, ela obtém em todos os
casos a quantidade final de 120. No Estudo Il, a maioria dos alunos determinou
dois nameros cujo produto é 20. Depois aplicou uma transformacao aditiva em

cada um dos nimeros com o operador x2 e x3.

Problema 2:

a) Multiplicando dois numeros naturais obtemos como resultado 20. E
possivel saber qual é o produto do dobro do primeiro nimero pelo triplo do
segundo mimero? Como? Quanto sera?
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Figura 50.Protocolo do aluno Yuri, estudo |l

E depois aplicou uma nova composi¢cdo obtendo o produto final, como

verificamos na Figura 50.

Problema 2:

a) Multiplicando dois nimeros naturais obtemos como resultado *20. E
possivel saber qual é o produto do dobro do primeiro niimero pelo triplo do

segundo nimero? Como? Quanto sera?
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Figura 51.Protocolo da aluna Ana, estudo Il

No protocolo da Figura 51, verificamos que a aluna apesar de estabelecer

estas mesmas relacgdes, erra no célculo, considerando 20x 6 = 60.
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Além disso, observamos no protocolo da Figura 52 uma resolucdo de
natureza algébrica para a determinacdo dos numeros cujo produto é 20. Mas a
aluna erra ao representar dois numeros distintos com a mesma letra x. Sugerindo

uma auséncia de significado para a letra.

Problema 2:

a) Multiplicando dois numeros naturais obtemos como resultado 20. E
possivel saber qual é o produto do dobro do primeiro niimero pelo tripio do
segundo ndmero? Como? Quanto sera?
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Figura 52.Protocolo da aluna Lilian, estudo I

Apenas um aluno apresentou dificuldades o enunciado (Figura 53) ao
resolver a atividade com o raciocinio, uma composi¢ao binaria, se 10x2=20e a
relagdo-elemento reciproca se 20 € o dobro de 10, entéo, 10 é o dobro de 20.

Observamos que o aluno ndo consegue chegar ao final da resolucéo.
Deste modo, verifica-se que ele utiliza o célculo relacional com a reciproca de

uma relagao.

Na atividade 2 (b), o objetivo € identificar quais relagBes os alunos
estabelecem em um problema envolvendo uma composicdo binaria e a
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo. Os dados iniciais
nao sao fornecidos como no item anterior. Esperamos que os alunos mobilizem

duas formas de raciocinio.



83

a) Multiplicando dois nimeros naturais obtemos como resultado 20. E
possivel saber qual € o pmduti::- do dobra do primeiro nimero pelo triplo do

segundo nimero? Coma? Quanto sera?

| AU0 202
X 202 2010
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Figura 53.Protocolo do aluno Gustavo, estudo |l

i) Com o estabelecimento de relacbes ternérias envolvendo a nogédo de
transformacéo e a composicao binaria, determinam-se dois nimeros naturais cujo
produto é 20. Como por exemplo, 1 e 20, 2 e 10, 5 e 4, considerados, portanto,
casos particulares de numeros que compde o terceiro elemento, 20. A partir
destes numeros, o primeiro fator é acrescido em uma unidade (1+1 ou 2+1.....) e
0 segundo elemento se mantém. Depois, com uma nova composicdo dos

elementos, obtém-se um novo produto (2x20e 3x10...).Por ultimo, verifica-se

gue a variacdo do produto é proporcional a variacdo em um dos fatores.

ii) Aplica-se uma composicado binaria e a propriedade distributiva da
multiplicacdo em relagédo a adicdo. Aumentando em uma unidade um dos fatores,
o produto final sera acrescido em seu produto inicial do valor correspondente ao

outro fator. Desta forma, teremos: (a+1)xb=axb+b ou ax(b+1)=axb+a.

Novamente, alguns podem justificar como ndo sendo possivel determinar
o valor do produto, visto que o0s elementos desta composicdo ndo sao

conhecidos.

Todos os alunos do Estudo | aplicaram uma composi¢do binaria e a
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo. Verificamos nos
registros apresentados no protocolo (Figura 54), que a aluna representa a
transformacdo de uma unidade em um dos fatores e a aplicacdo da propriedade

distributiva da multiplicagdo em relacdo a adicdo para determinar que o produto
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final, € a composicdo (xxy) acrescida do fatory. Neste caso, observa-se a

relacdo g:NxXN/N - g(X+Ly)=(X+1)xy=XxYy+YVy.

depois multiplicarmos pelo segundo?

b) Sabendo que o produto de dois numeros é 20. Qual serd o
resultado, se somarmos uma unidade ao primeiro dos nimeros e

Figura 54.Protocolo da aluna Sara, estudo |

O mesmo raciocinio foi verificado no protocolo da aluna Céassia (Figura 55),

mas sem o registro completo do raciocinio:

»

b) Sabendo que o produto de dois numeros
resultado, se somarmos uma unidade ao primeiro
depois multiplicarmos pelo segundo?

2. © AN

e 20, Qual sera o

U o A AL

ra
VM '»*:)

dos numeros e

-

Figura 55.Protocolo da aluna Cassia, estudo |

Apenas uma aluna do Estudo | (Figura 56) e todos os alunos do Estudo I

7

determinaram dois numeros naturais cujo produto é 20, efetuaram uma

transformacao aditiva do primeiro fator em uma unidade e depois aplicaram uma

nova composicao binaria dos numeros.
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b) Sabende que ¢ produto de deois nimeros & 20. Qual seri o
resultado, se somarmos uma unidade ao primeirc dos nimeros e
depois multiplicarmos pelo segundoa?

w B - 4 o

2.40= a0 Fa bl fes= aide SEYE «

- E P ! e 1 J .,

H =23 12 4. Jov +{ ¢ 0° Lodor.
o ﬂlr"-.
Y 2 b )
E:'::I'T 44

Figura 56.Protocolo da aluna Rita, estudo |

No entanto, na resposta final da aluna do Estudo Il ndo identificamos o
reconhecimento da propriedade distributiva da multiplicacdo em relacéo a adicao.
Ja no Estudo I, os alunos apresentaram apenas um caso particular cujo produto é
20 nao verificando a possibilidade para qualquer outro caso. Também n&o foram
encontrados registros de aplicacdo da propriedade distributiva em relacdo a

adicdo como verificamos na Figura 57.

b} Sabendo que o produto de dois nimeros é 20. Qual sera o resultado, se
somarmos uma unidade ao primeiro dos nimeros e depois multiplicarmos

pelo segundo? .{L"'th"“-‘r- e s

2x 0= 20 241=5

Figura 57.Protocolo do aluno Yuri, estudo |l

Neste outro caso, o aluno acrescenta uma unidade a um dos fatores e

depois efetua a operagao de multiplicagéo (Figura 58).

b) Sabendo que o produto de dois nimeros é 20. Qual sera o resultado, se
somarmos uma unidade ao primeiro dos nimeros e depois multiplicarmos

pelo segundo?

O+l- 4% 202

Figura 58.Protocolo da aluna Larissa, estudo Il

Verificamos que a aluna nao atribui sentido a relacdo de equivaléncia ao
escrever 10 + 1 = 11 x 2 = 22, indicando erradamente a relacdo de equivaléncia
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em 10+1=22. Mais uma vez, a mesma aluna apresenta uma resolucdo de

natureza algébrica, como observamos na Figura 59.

b) Sabendo que o produto de dois nimeros é 20. Qual serd o resultado, se
somarmos uma unidade ao primeiro dos nimeros e depois multiplicarmos

pelo segundo? .
.){.yzh;&e :l/ m*f:ﬂ
Lx= 4O |~ Medrag
veip - Y 1
/s Gy L A0 =

<L
L .:;r“_,‘.'\
?{O?IW._:;_J}JDJU@ FAULOY

Figura 59.Protocolo da aluna Lilian, estudo Il

S6 um aluno do Estudo Il (Figura 60) apresentou dificuldades no
entendimento do enunciado, mostrando uma transformacdo aditiva de uma

dezena de unidades em um dos fatores e depois uma composic¢ao binaria.

b) Sabendo que o produto de dois nimeros € 20. (Qual sera o resultado, se
somarmos uma unidade ao primeiro dos nimeros e depois multiplicarmos

o P
%—%o 2
70 60

Figura 60.Protocolo do aluno Guilherme, estudo Il

pelo segundo?

No Quadro da Figura 61, apresentamos a andlise da atividade 2 no que
se refere ao estabelecimento de relacdes ternarias, utilizaremos, novamente, para
o estabelecimento de uma lei de composicao binaria (CB) e como um elemento,

relacdo-elemento,elemento (R ).
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Aluno 2 (a) 2 (b)

Céssia CB CB
Sara CB CB
José CB CB
Rita CB/R CB/R

Figura 61.Quadro 2-andlises rela¢cdes ternérias, estudo 1

Novamente, observamos que a maioria dos alunos estabelece uma
relacdo ternéria e uma lei de composicao binaria com suas propriedades. Apenas
uma aluna na atividade 2 ( a) e ( b) apresentou uma relacéo, envolvendo uma lei
de composicéo binaria e uma transformacéo. No entanto, no Quadro 2 (Figura 62)
verificamos que todos os alunos do Estudo Il, estabeleceram uma transformagao

e uma combinacao binaria.

Aluno 2(a) 2(b)
Guilherme R/CB R/CB
Yuri R/CB R/CB
Ana R/CB R/CB
Lilian R/CB R/CB

Figura 62. Quadro 2-analise relagdes ternarias, estudo |l

Com relagdo a um aspecto do célculo relacional, apontado por Vergnaud
(1991), a composicdo de duas transformacdes, apresentaremos no Quadro da

Figura 63, 0 uso correto na composicao de duas transformacdes (CT).

Aluno 1(c) 1(d) 2(a)
Céssia CT CT CT
Sara - - CT
José CT CT CT
Rita CT CT CT

Figura 63.Quadro célculo relacional, estudo |
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Dentre os procedimentos mobilizados pelos alunos do Estudo I, foi

observado um grande nimero de composicéo de duas transformacdes.

Aluno 1(c) 1(d) 2(a)
Guilherme - - -
Yuri CT - -
Ana CT CT -
Lilian CT CT -

Figura 64.Quadro célculo relacional, estudo Il

No Estudo II (Figura 64) foram identificadas a composicdo das
transformacdes apenas na atividade 1 em que os estados iniciais eram dados. Na
observacdo da execucao da atividade verificamos que tal deducéo foi propiciada
pela sequéncia das atividades que permitiu nas resolugdes anteriores o controle
das respostas. Novamente identificamos a necessidade da promocao desse tipo

de deducéao por parte do professor.

Desta forma, retomando as questdes que nortearam nosso trabalho de

investigacdo sobre o Campo Multiplicativo as consideramos:

“Se alunos, entre 11 e 13 anos, estabelecem uma relacao ternaria com a

nocao de transformacéo?”

No que se refere ao estabelecimento de relages ternarias com a nocao
de transformacdo, constatamos que todos os alunos apresentam um desempenho
satisfatorio ao resolver situacdes, envolvendo uma transformacgéo dos elementos
iniciais, determinando corretamente os elementos finais e a relagcédo-elemento.
Mas, diferente dos alunos do Estudo I, os alunos do Estudo Il ndo estabeleceram,
de imediato, uma composicdo de duas transformacfes mobilizando mais que uma
relacdo. Quanto a segunda questdo: Se estabelecem relagdes ternarias em

situacdes que envolvem as propriedades da multiplicacédo?”

Verificamos que todos os alunos do Estudo Il ndo estabeleceram relagcbes
ternarias, envolvendo uma lei de composicao binaria com o uso das propriedades

da multiplicagao.
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Assim, acreditamos que sua mobilizacdo ndo seja imediata, necessitando

de uma andlise mais detalhada a respeito do estudo das relacdes
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Consideracdes Finais

Nesta pesquisa, decidimos aprofundar nossos estudos a respeito das
estruturas multiplicativas e o calculo relacional investigando como os alunos de
sétimo ano mobilizam as rela¢gbes ternérias. Ao analisar o seu desenvolvimento,
entendemos que a metodologia aplicada favoreceu na busca de respostas para
nossa questdo, embora, estas ndo favorecam a generalizacdo dos casos
estudados, para isso seriam necessarias outras pesquisas com metodologias

apropriadas.

Sob o ponto de vista tedrico, destacamos Vergnaud (1996) e os principios
fundamentais para o estudo do desenvolvimento e da aprendizagem de um
conceito. Dentre as diferentes situagdes que envolvem um campo conceitual, uma
delas deve ser chamada a atencdo, o estudo das relacbes e sua ordem de
complexidade. Acreditamos que as relagbes sdo construidas progressivamente
pelo aluno, das mais simples as mais complexas. Elas ndo se desenvolvem
isoladamente; mas sim relacionadas a varios tipos de situacdo e com a ajuda de

diversas representacoes.

Nesta pesquisa, procuramos delimitar uma parte destas situagdes
propondo atividades que tratam dos problemas multiplicativos do tipo produto de
medidas que envolvem o conceito da multiplicacdo e suas propriedades. No
entanto, entendemos que outras pesquisas possam ser investigadas envolvendo
as relacdes e outras situacdes que permitem o trabalho com a andlise
dimensional; a combinatéria, a razdo e comparagcado; e 0os numeros fracionarios,

decimais e inteiros como composicao de transformacoes.

Neste caso, destacamos um dos problemas considerados por Vergnaud
(1991), como o mais importante da didatica da Matemética, conhecer a ordem em
gue as nocoOes e as relacbes podem ser adquiridas pelos alunos. Neste sentido,
este autor ressalta a importancia do papel do professor e do pesquisador na
andlise das tarefas matematicas no que se refere a promogéo destas relacdes
pelos alunos e o calculo relacional. Percebemos que outras pesquisas e cursos
de formacéo, envolvendo o estudo das relacbes e os professores possam ser

promovidos.
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No entanto, para Vergnaud (1991) na andlise destas tarefas devem ser
selecionadas ndo somente as situacfes em que as relacdes entre os elementos
sdo verificadas e constatadas com uma Unica regra, mas também situacdes em
que é necessario estimar e antever resultados propiciando, desta forma, o

trabalho com as deducdes, inferéncias e constru¢cdes ao aluno.

Além disso, analisando o conjunto de invariantes e deducfes possiveis,
observamos que alguns alunos do Estudo Il, ao longo da atividade, nunca tinham
passado por este tipo de tarefa, mesmo assim, conseguiram generalizar a partir
da sequéncia de atividades, de um caso particular para um geral, tornando as
proposi¢cdes uma funcéo proposicional, evidenciando a importancia da analise das
atividades. Desta forma, acreditamos também que o estudo das relacdes possa
contribuir para novas pesquisas referentes ao raciocinio algébrico investigando as
relacbes entre as atividades aritméticas e as algébricas, além do significado do

simbolo.

Observamos que alguns alunos usam implicitamente o conceito de fungao
ao estabelecer relagcbes. Vergnaud (1991) afirma que nas relacées quaternarias,
aparecem noc¢Oes de correspondéncia e funcbes, assim, entendemos que a
nocdo de correspondéncia possa ser identificada como uma transformacdo de um
elemento inicial em um elemento final. Neste sentido, acreditamos que pesquisas
para a analise das relacdes quaternarias mobilizadas pelos alunos precisam ser
investigadas de modo a compreender melhor os problemas do tipo isomorfismo

de medida.

No que se refere as representacdes, utilizamos no enunciado: o dobro, o
triplo, quadruplicar e omitimos alguns elementos. Na atividade 2, em particular, o
enunciado pode néo ter favorecido a resposta esperada pelo pesquisador, uma
vez que era solicitado como fazer e determinar o0 quanto seria o novo produto. Em
nossa analise, o fato pode nédo ter favorecido o estabelecimento de relagbes
ternarias e a lei de composicao binaria. Todos os alunos do Estudo Il resolveram
esta atividade a partir de um caso particular e apresentaram a resposta correta,
sem compor as transformacdes. Como um objetivo da atividade era verificar o

estabelecimento de relag6es ternarias em uma composicdo binaria, observamos
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que este objetivo ndo foi atingido. Com relacdo as outras atividades, todos os

objetivos foram atingidos; no entanto, ajustes devem ser feitos na atividade 2.

Durante a aplicagcéo das atividades, identificamos na postura dos alunos
um interesse em assumir a atividade como um diagnéstico, atendendo, desta
forma, as perguntas da pesquisadora e procurando registrar seu raciocinio da
forma mais completa possivel. No entanto, encontramos dificuldades para lidar
com o tempo e a disponibilidade dos alunos na escola. Acreditamos que um
aumento no tempo de entrevista possa melhorar a coleta de dados. Seria
interessante, também, convidarmos os alunos para fazer a atividade na

universidade.

Outro aspecto importante foi observado, nos alunos da escola publica, um
constrangimento em utilizar a calculadora, visto que ndo estdo acostumados a
utilizad-la como uma ferramenta que possibilite a pensar nas operacdes do

pensamento e ndo simplesmente, no calculo numérico.

Desta forma, acreditamos que esta pesquisa possa contribuir para mais
um caminho em direcdo a outros estudos a respeito das relagdes ternérias,
quaternarias e nocdo de funcédo. Aléem disso, possibilita maior reflexdo para
possiveis deficiéncias ou melhorias para o ensino e aprendizagem da Matematica,
sobretudo, no que se refere ao estudo das estruturas multiplicativas e o célculo
relacional tanto na formacdo de alunos como de professores, bem como, na

analise de livros didaticos e avaliacoes.

Poderemos, ainda, explorar com este estudo, pesquisas futuras com a
iniciacdo do estudo algébrico tendo como via de entrada a Aritmética e o trabalho
com deducdes. Sob esta perspectiva, € de nosso interesse continuar estes

estudos na investigacado com das relacdes quaternarias e nocao de funcao.
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Anexo A: Teste Piloto

1[0 1 1=

Idade: ...ovveeeneennn,

Problema 1: Num saldo ha 35 fileiras com 25 cadeiras cada uma.
a) Qual a quantidade total de cadeiras nesse salao?

b) Se duplicarmos a quantidade de cadeiras de cada fileira; duplicara a

guantidade total de cadeiras? O que acontecera?

c) Se duplicarmos a quantidade de cadeiras e duplicarmos a quantidade de

fileiras; duplicara a quantidade de total de cadeiras? O que acontecera?

d) Se triplicarmos a quantidade de cadeiras e triplicarmos a quantidade de

fileiras, triplicara a quantidade total de cadeiras? O que acontecera?

e) Se aumentarmos uma fileira, o que acontecera com a quantidade total

de cadeiras do saldo? Aumentara ou diminuira? Quanto?

f) Se aumentarmos uma cadeira em cada fileira, 0 que acontecerd com a

quantidade total de cadeiras? Aumentara ou diminuira? Quanto?

Problema 2:

a) Sabendo que a x b = 450 ( a e b sdo dois niumeros naturais). A partir deste
dado, € possivel saber qual € o produto do dobro do primeiro numero pelo triplo

do segundo niumero? Como?

b) Sabendo que o produto de dois niumeros é 450. Qual serd o resultado, se
somarmos uma unidade ao primeiro dos nameros e depois multiplicarmos pelo

segundo?

Problema 3a: Encontre contas de dividir na qual o divisor seja 34, o quociente 18

e o resto 12. Quantas contas sdo possiveis? Mostre-as.
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Problema 3b: Encontre contas de dividir na qual o divisor seja 32 e o resto 27.
Quantas contas sao possiveis? Mostre-as.

Problema 3 c: Encontre contas de dividir na qual o quociente seja 43 e 0 resto

27. Quantas contas existem? Mostre-as.

Problema 3d: Como podemos aproveitar esta informacédo 917= 45 x19+62 para

determinar o quociente e o resto da divisdo 917 : 457
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ANEXO B: Teste Final

Problema 1: Em um cinema ha 13 fileiras com 15 cadeiras cada uma.
a) Qual a quantidade total de cadeiras desse cinema?

b) Se duplicarmos a quantidade inicial de cadeiras de cada fileira; duplicara a

quantidade total de cadeiras? O que acontecera?

c) Se duplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e duplicarmos a quantidade de

fileiras; duplicara a quantidade de total de cadeiras? O que acontecera?

d) Se triplicarmos a quantidade de cadeiras inicial e triplicarmos a quantidade de

fileiras, triplicard a quantidade total de cadeiras? O que acontecera?

e) Se aumentarmos uma fileira, o que acontecera com a quantidade total de

cadeiras do saldao? Aumentara ou diminuira? Quanto?

f) Se aumentarmos uma cadeira em cada fileira, 0 que acontecera com a

quantidade total de cadeiras? Aumentara ou diminuira? Quanto?

Problema 2:

a) Multiplicando dois nimeros naturais obtemos como resultado 20. E possivel
saber qual é o produto do dobro do primeiro numero pelo triplo do segundo

namero? Como? Quanto sera?

b) Sabendo que o produto de dois nimeros € 20. Qual serd o resultado, se
somarmos uma unidade ao primeiro dos nameros e depois multiplicarmos pelo

segundo?
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