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RESUMO

O objetivo do presente trabalho € investigar o envolvimento de alunos da
82 série do Ensino Fundamental no estudo das propriedades dos poligonos a
partir de pavimentacdo no plano. Refletindo sobre este objetivo surgiu a
questdo de pesquisa: Em que medida um trabalho de exploracdo com as
pavimentacdes no plano favorece o estudo das propriedades dos poligonos?,
criamos, entdo, uma sequéncia de atividades, utilizando alguns elementos da
metodologia de pesquisa denominada engenharia didatica. A sequéncia foi
dividida em trés blocos. O primeiro sobre o reconhecimento dos poligonos via
manipulacdo de material concreto; o segundo com o uso do software Cabri
Géomeétre e o terceiro bloco no ambiente papel e lapis. A pesquisa foi
amparada pelos pressupostos tedricos de Parzysz sobre o desenvolvimento do
pensamento geométrico; pelas idéias de Machado, que sugere para a
construgdo do pensamento geométrico a articulagdo entre quatro processos:
percepcao, construcdo, representacdo e concepcdo; pela teoria dos campos
conceituais proposta por Vergnaud. A andlise dos resultados obtidos na
aplicacdo da sequéncia mostrou que o trabalho realizado pelos alunos nos
blocos | e Il foi insuficiente para que os alunos atingissem a etapa de
validacbes dedutivas, mas foi importante por solidificar conceitos, tais como o

conceito de pavimentacéo e o conceito de poligono regular.

Palavras-chave : Poligonos, Pavimentacdes no plano, Geometria Dinamica.



ABSTRACT

The aim of this paper is to investigate the involvement of students of the
8th grade (Fundamental Teaching) in the study of the properties of the
polygons, starting from paving in the plan. Thinking about this objective, the
research subject emerged: How much can a exploration work with the pavings
in the plan help the studies of the properties of the polygons? So, a sequence of
activities was created using some elements of the methodology of research,
denominated engineering didacticism. The sequence was divided in three
blocks. The first about the recognition of the polygons by manipulating of
concrete material; the second with the use of the software Cabri Geométre and
the third block in the atmosphere paper and pencil. The research was aided by
the theoretical presuppositions of Parzysz on the development of the geometric
thought; for Machado's ideas, that suggests for the construction of the
geometric thought the articulation among four processes: perception,
construction, representation and conception; by the theory of the conceptual
fields proposed by Vergnaud. The analysis of the results obtained in the
application of the sequence showed that the work accomplished by the students
in the blocks | and Il was insufficient so that the students reached the stage of
deductive validations, but it was important for solidifying concepts, such as the

paving concept and the concept of regular polygon.

Keywords: Polygons, Pavings in the plan, Dynamic Geometry.
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CAPITULO 1 — Problematica

1.1 INTRODUCAO

Foi na década de 90 que iniciei as atividades como professor de
matematica com a normal inseguranca provocada pela profissdo docente e a
constante preocupacdo com o desenvolvimento do processo de assimilacédo

dos alunos no aprendizado matematico.

Em 2000, introduzi um trabalho sobre constru¢cbes geométricas de
poligonos regulares com régua e compasso na escola publica estadual.
Deparei-me com algumas dificuldades apresentadas pelos alunos, ora no
manuseio do compasso e da régua, ora na percepcdo das propriedades
apresentadas na construcdo e até mesmo no reconhecimento das figuras
geomeétricas associadas ao cotidiano por meio de visualizacdo. Essas
dificuldades estimularam-me a questionar seus reais motivos e a empreender
uma pesquisa sobre o estudo de poligono. Tais objetos estdo presentes em
pisos, paredes, calcadas e até mesmo em materiais pedagogicos escolares

manipulativos.

No final de 2003, como professor efetivo na escola E. E. Profa. Inah de
Mello, recebi informacdes sobre o projeto Bolsa Mestrado desenvolvido pela
Secretaria de Educacao. Estava aberta a oportunidade de aperfeicoar os meus

estudos investigativos sobre a construcao de poligonos.

Como apoio a minha pesquisa, utilizei os Parametros Curriculares
Nacionais — PCN, uma proposta pedagdgica para o ensino basico em todo
territério nacional que serve como referéncia para o trabalho desenvolvido em
sala de aula, auxiliando o desempenho do professor.

Os Parametros Curriculares Nacionais constituem um referencial para

a construcdo de uma pratica que favoreca 0 acesso ao conhecimento
matematico, que possibilite de fato a insercdo dos alunos como
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cidaddos, no mundo do trabalho, das relagBes sociais e da cultura.
(BRASIL, 1998, p.59)

Os PCN estabelecem algumas condi¢es para que as escolas oferecam
aos jovens 0 acesso ao conjunto de conhecimentos socialmente elaborados e
reconhecidos como necessarios para a aprendizagem. As condi¢cdes que se
referem ao tema deste trabalho sdo: enfatizar a exploracdo do espaco e de
suas representacdes e a articulacdo entre geometria plana e espacial; destacar
a importancia do desenvolvimento do pensamento indutivo e dedutivo e
oferecer sugestbes de como trabalhar com exploragdes, argumentagdes e
demonstracdes; apresentar uma graduacdo dos contetdos do segundo para o
terceiro ciclo que contempla diferentes niveis de aprofundamento, evitando

repeticoes.

Em sintese, propdem e explicitam algumas alternativas para que se
desenvolva um ensino de Matematica que permita ao aluno
compreender a realidade em que esta inserido, desenvolver sua
capacidade cognitiva e sua confianca para enfrentar desafios, de modo
a ampliar os recursos necessarios para 0 exercicio da cidadania, ao
longo de seu processo de aprendizagem. (BRASIL, 1998, p. 60)

No que tange aos conceitos geomeétricos, os PCN assim relatam:

Os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de
matematica no ensino fundamental, porque, por meio deles, o aluno
desenvolve um tipo especial de pensamento que Ihe permite
compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo
em que vive. (BRASIL, 1998, p.51)

Em relacédo a forma de abordar contetudos, podemos destacar:

No que diz respeito ao campo das figuras geométricas, inUmeras
possibilidades de trabalho se colocam. Por exemplo, as atividades de
classificagdo dessas figuras com base na observacdo de suas
propriedades e regularidades.

Atividades que exploram a composi¢cdo e decomposi¢cdo de figuras,
como ladrilhamentos, tangrans, poliminds, fazem com que os alunos
verifiquem que o recobrimento de uma superficie pode ser feito por
determinadas figuras, como triangulos equilateros, quadrados,
retangulos, hexagonos regulares. Assim como a descoberta de que
toda figura poligonal pode ser composta/decomposta por outra e em
particular por tridngulos, o que facilta o calculo de areas e a
determinacdo da soma das medidas dos seus &angulos internos
(BRASIL, 1998, p 123)

Este ultimo paragrafo deixa clara a énfase dada a pavimentacdo com

poligonos regulares ou nao, citando que os poligonos podem compor uma
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superficie, bem como serem decompostos em triangulos com o objetivo de
encontrar as medidas dos angulos internos e a soma de suas medidas, assim
como também podem ser feitas comparacdes entre figuras tendo como base

suas propriedades, entre outras.

A utilizacdo dos parametros curriculares reforca a minha preocupacgao
com o desenvolvimento de novos recursos e estratégias para 0 ensino e

aprendizagem da matemaética.

O aprendizado matematico é parte importante na formacdo do aluno
como um cidadao, pois permite resolver problemas do dia-a-dia desde a mais
simples até a mais complexa das atividades. Os conceitos matematicos se
transformam em instrumentos de compreenséo, intervengdo e mudancas de
previsdo da realidade. A geometria é parte fundamental do ensino da
matematica. Trata-se de um conhecimento que faz parte das grandes
construcbes de nossa Historia, tendo em vista estar ao alcance dos alunos,
primeiro empiricamente e depois abstratamente. Permite um trabalho criativo,
desperta a curiosidade e favorece a estruturacdo do pensamento e o
desenvolvimento do raciocinio légico. A geometria € uma forma de
comunicacdo entre aluno e professor muito importante, além disso é facil de
ser estimulada, pois em toda parte existe geometria, basta um olhar atento aos

detalhes para podermos agucar a criatividade do aluno.

Diante do exposto e, procurando elementos que favorecessem as
inquietacbes apresentadas pelos alunos e a melhora da compreensao sobre
poligonos, optei por trabalhar com a geometria, com o intuito de estabelecer

uma articulacéo entre conhecimento e pratica.

Para justificar a escolha do tema e fundamentar as dificuldades mais
latentes no ensino de Poligonos Regulares apliquei um questionario

diagndstico a 97 alunos de 82 série da Escola Estadual Profa. Inah de Mello.

As perguntas que compunham o questionario foram as seguintes:
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Vocé sabe o que é um poligono regular? Explique com suas palavras.

Cite um poligono regular que nao seja um quadrado.

Cite algumas propriedades dos poligonos regulares.

Geralmente os pisos das residéncias tém formas poligonais. Na sua casa a forma do piso
€ um poligono regular? Se sim, qual o poligono regular?

Vocé é capaz de desenhar uma parte do piso de sua casa? Desenhe-a

Eal A o

o

A andlise dos resultados nos permitiu verificar o conhecimento dos

alunos vinculados aos poligonos.

Com relagéo a primeira pergunta, obtivemos as seguintes respostas:

57% | E uma figura que tem todos os lados iguais.

21% | Sim, é um quadrado.

7% | Uma figura com linhas retas.

6% | Sem resposta/néo sabia.

5% | Forma geométrica com 0s mesmos angulos.

3% | Figura com 4 lados ou mais que tenha todos os lados iguais.
1% | Poligono regular é uma figura cujos angulos e lados séo iguais.

Podemos observar que apenas 1% dos alunos se aproximou da

afirmacao correta sobre poligonos regulares.

Com relagcéo a segunda pergunta, obtivemos as seguintes respostas:

44% Um tridngulo.

17% Um retangulo.

16% Pentagono.

11% Hexagono.

5% Tridngulo equilatero/hexagono regular.
2% Losango.

2% Pentagono/Hexagono.

1% Pentagono/Dodecagono.

1% Dodecagono.

1% Octdgono.

Os resultados mostram que muitos alunos néo se apropriaram ainda da
nomenclatura para indicar um poligono regular e outros ndo se apropriaram da
definicdo de poligono regular. Em muitas respostas estavam ausentes a
palavra regular. Dois alunos responderam losango, preocupados apenas com

lados de mesma medida.
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As respostas ao terceiro item: Cite algumas propriedades dos poligonos

regulares, resultaram na seguinte tabela:

20%

Sem resposta.

15%

Tem quatro ou mais lados iguais.

13%

Linha, didmetro, profundidade, reta, dngulo.

11%

Angulos iguais.

10%

Lados iguais.

9%

Lados e angulos iguais.

6%

Quatro lados e linhas retas.

5%

Bissetriz, mediatriz.

4%

Numero de vértice igual ao niumero de lados.

3%

Triangulos e lados iguais.

1%

Os que tém 5 partes iguais.

1%

E facil dizer, pois, eles so retos.

1%

Quadrado, dado, piso, etc.

1%

Possuem angulos iguais e todos tém quatro lados.

Observamos que 20% dos alunos deixaram de responder e 13%

utilizaram argumentacdes que nao se referem diretamente a poligonos

regulares. As respostas foram diversificadas e com informacfes pouco

relacionadas a pergunta. Apenas 9% dos alunos que responderam a questao

citaram adequadamente as propriedades dos poligonos regulares.

A quarta pergunta: “Geralmente os pisos das residéncias tém formas

poligonais. Na sua casa a forma do piso é um poligono regular? Se sim, qual o

poligono regular?”, nos remeteu a seguinte tabela:

78% | Quadrado.

11% | N&o.

5% Retangulo.

2% Pentagono.

1% Triangulo equiilatero.

1% Sim.

1% Sem resposta.

1% Quadrado e tridngulo.

Observamos que a grande maioria dos alunos informou que o poligono

regular de suas residéncias € o quadrado. Notamos que essa figura dispensa a

palavra “regular’. Onze alunos responderam nao, porque 0s pisos de suas

casas apresentam outras formas poligonais ou suas casas nao possuem pisos.
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A Ultima pergunta: “Vocé é capaz de desenhar uma parte do piso de sua

casa? Desenhe-a.”, resultou na seguinte tabela:

79% | Desenhou 0 piso com um ou mais quadrados
5% N&o desenhou

5% Desenhou o piso com reténgulo

5% Desenhou o piso s6 com tridngulos

5% N&o tem piso

1% Utilizou quadrado e triangulo

Com relagédo aos desenhos dos pisos de suas casas, foi interessante
observar que 79% dos alunos fizeram um quadrado apenas, alguns fizeram
dois, outros fizeram quatro quadrados. Um aluno detalhou o piso de toda a
casa, colocando o modelo em cada cémodo, os azulejos das paredes e a sua
localizagdo. 5% dos alunos informaram que em suas casas ndo ha piso. Outros
cinco alunos ndo desenharam o piso de suas casas, mesmo tendo respondido

sim na questao anterior.

Os questionarios mostraram que os alunos ndo se apropriaram do
conceito de poligono regular quando apresentados formalmente na 72 série do

Ensino Fundamental.

Procurando mais referéncias para dar apoio a esta pesquisa,
encontramos a dissertacdo de mestrado de Sirlei Tauber de Almeida, com o
titulo Um estudo de pavimentacdo do plano utilizando caleidoscopios e o
software Cabri Géometre I, que apresenta temas como: simetrias (reflexao,
rotacdo e translacdo), poligonos regulares, construcbes geomeétricas,
pavimentacbes do plano e sequéncias numéricas, etc. Essa pesquisa foi
aplicada a alunos do Ensino Médio numa escola de Cordeiropolis — SP, no
primeiro semestre de 2002. Os seus objetivos foram investigar que papel a
geometria deve desempenhar na formacéo do aluno; que lugar deve ter no
curriculo programatico; se a geometria deve aparecer isolada ou manter uma
ligacdo com outras areas e que papel deve ser reservado para os modelos
fisicos, os materiais manipuldveis, a informatica, etc. Baseada nessas
inquietacbes a pesquisadora formulou a seguinte questdo de pesquisa: E

possivel elaborar uma estratégia de ensino em Geometria utilizando
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Caleidoscopios, o software Cabri Géometre Il e jogos, contribuindo para que a
aprendizagem se torne interessante e participativa? As atividades foram
aplicadas para uma classe da segunda série do Ensino Médio de uma escola
estadual, através da Metodologia de Resolucdo de Problemas. A autora conclui
que o método utilizado conjuntamente com a sequéncia de aplicacdo
apresentou uma boa melhoria na resolucdo de problemas envolvendo

pavimentacdes no plano.

Uma segunda dissertagéo relacionada com o Ensino e Aprendizagem de
Geometria, com o titulo Ensino aprendizagem de Geometria: uma proposta
fazendo uso de caleidoscopios, sélidos geométricos e softwares educacionais,
de Renata Aparecida Martins, teve por finalidade explorar como sédo as
tesselagcbes do plano (por poligonos regulares) e do espaco (por poliedros
regulares com base caleidoscopicas em suas faces). As construcdes
geomeétricas foram feitas graficamente e depois no computador, estabelecendo
uma interacao entre o laboratorio de ensino e o de informatica. O objetivo da
pesquisa foi levar o aluno a perceber a matematica existente nos mosaicos
ornamentais e nas pavimentacoes do plano e do espago e, a0 mesmo tempo,
fornecer um ambiente propicio para a aprendizagem de geometria. A pesquisa
foi aplicada a alunos da 72 série do Ensino Fundamental de uma escola

estadual, utilizando a metodologia de resolugcéo de problemas.

A terceira dissertacdo relacionada ao Ensino e Aprendizagem da
geometria, intitulada Ensino de Geometria através de Ornamentos, de Viviane
Clotilde da Silva, descreve uma proposta de como desenvolver o ensino da
geometria através de desenhos, tendo como base alguns ornamentos, como
faixas, rosetas e mosaicos, utilizando na sua confeccéo translacéo, reflexao e
rotacdo. O objetivo era elaborar uma proposta de Ensino de Geometria
utilizando ornamentos, para estimular a criatividade através da Metodologia de
Resolucdo de Problemas, por meio de trabalhos em grupos e ensino pela
descoberta. A pesquisa foi aplicada a alunos da 72 série de uma Escola Basica
Municipal, de Blumenau, Santa Catarina e foi dividida em 4 momentos para a
aplicacdo. Num primeiro momento foi enviado um questionario para 58

professores de Matematica do 1° grau da rede municipal de Blumenau, via
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correspondéncia através da secretaria das escolas e, o retorno deveria ser feito
do mesmo modo; num segundo momento, realizou-se entrevista com alguns
professores com 0 objetivo de manter com eles um contato mais direto para
melhor esclarecimento com relacdo a algumas questbes; num terceiro
momento, partiu para a aplicacdo do projeto em sala de aula e, por ultimo,
coleta de depoimentos escritos dos alunos que participaram da aula.

Por fim, nos apoiamos num artigo que se encontra na Revista do
Professor de Matematica, n° 40, 1999, de Sérgio Alves e Mario Dalcin, que
trata da pavimentagdo através de mosaicos respondendo ao problema de como

cobrir superficies planas com regides poligonais.

Encontramos no material da Associacdo de Professores de Matematica,
de Lisboa, que trata pavimentacdes, a fonte de inspiracdo para produzir o kit de
material concreto que utilizamos no desenvolvimento deste trabalho. Esta
publicacdo resulta do trabalho realizado no ambito de Um Circulo de Estudos
sobre pavimentacdes, do Centro de Formacdo da APM (Associacdo de
Professores de Matematica), tendo sua 12 edicdo publicada em janeiro de
2000.

Fizemos este levantamento para nos inteirar dos trabalhos ja realizados
por outros pesquisadores e que estdo proximos do nosso tema de pesquisa. A
associacdo dos poligonos regulares com as pavimentacbes foi feita para

interligar o tema da pesquisa com o dia-a-dia do aluno.

1.2 DESCRICAO DO TRABALHO

Este trabalho tratara do estudo dos poligonos a partir das

pavimentacdes, e sera dividido em quatro capitulos.

No Capitulo 1, apresentaremos o tema de pesquisa, a sua justificativa, o
referencial tedrico, a questédo de pesquisa e 0s procedimentos metodoldgicos.
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No Capitulo 2, tracaremos um panorama historico sobre os poligonos
regulares e as pavimentacdes. Desenvolveremos esse estudo desde Euclides,
passando por Clairaut, Legendre, Hadamard e Hilbert, finalizando com a

analise deste contetudo em alguns livros didaticos.

No Capitulo 3, trataremos da concepcao e analise a priori da sequéncia
de ensino. Serao explicitadas as razdes das escolhas didaticas e analisadas as
possiveis estratégias e dificuldades que os alunos poderdo ter durante a

realizagéo das atividades.

No Capitulo 4, trataremos da organizacdo e aplicacdo da
experimentacdo, sucedida da analise a posteriori das producdes dos alunos.
No confronto entre a analise a priori e a analise a posteriori validaremos ou néo

a questao de pesquisa.

Para concluir, no Capitulo 5 apresentaremos 0s principais resultados e

conclusdes da pesquisa.

1.3 REFERENCIAL TEORICO

Esta pesquisa serda fundamentada na organizagcdo do ensino de
geometria proposta por Parzysz, na constru¢cdo do conhecimento geométrico

descrito por Machado e nos campos conceituais de Vergnaud.

1.3.1 O MODELO DE PARZYSZ

Levando em consideracdo as atividades a serem desenvolvidas pelos
alunos, iremos nos apoiar no artigo de Bernard Parzysz (Articulation entre
perception et déduction dans une démarche géométrique em PE1-2001), o qual

distingue 4 niveis no desenvolvimento do pensamento geométrico:
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* Nivel 0 - (G0O): A geometria concreta, isto é, 0s objetos sdo materializados;

 Nivel 1 - (G1): A geometria espaco-grafica, ou seja, 0s objetos sao
representados com o0 uso de instrumentos (régua, compasso, software
geomeétrico);

* Nivel 2 - (G2): A geometria proto-axiomatica, onde as demonstra¢des sao
feitas a partir de premissas aceitas pelos alunos de modo intuitivo sem a
necessidade de explicitar um sistema de axiomas

* Nivel 3 - (G3): A geometria axiomatica, onde as demonstrac¢des utilizam um

sistema de axiomas.

Parzysz afirma que os niveis 0 e 1 correspondem a geometria empirica,
onde a argumentacdo apoia-se essencialmente em critérios perceptivos. Os

niveis 2 e 3 correspondem a geometria teorica, onde a Unica argumentacao

aceitavel € a demonstracao.

A situacéo pode estar esquematizada pelo diagrama abaixo:

Geometria ndo axioméatica Geometria axiomatica
] ) Geometria . Geometria
Tipos de Geometria . Geometria proto- o
) espaco grafica L axiomatica
geometria concreta (GO) axiomética (G2)
(G1) (G3)
Objetos Fisicos Tedricos
ValidacGes Perceptivas Dedutivas

Sintetizando as idéias apresentadas na tabela podemos perceber que
Parzysz destaca nas geometrias dois aspectos, por um lado, a natureza dos
objetos, divididos em fisicos ou tedricos e, por outro lado, as validacbes
perceptivas ou dedutivas. As geometrias ndo axiomaticas referem-se a
geometria concreta (GO) que contempla a realidade e a geometria espaco
grafica (G1) onde os objetos séo representados numa folha de papel ou numa
tela do computador. As geometrias axiomaticas referem-se aos niveis (G2) e
(G3). Este trabalho procurara se apoiar nos niveis descritos por Parzysz.
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1.3.2 AS QUATRO DIMENSOES DE MACHADO

Nilson José Machado em seu livro Epistemologia e Didatica: As
concepcdes de conhecimento e inteligéncia e a pratica docente, 62 edicao,
2005, trata da construcdo do pensamento geométrico fazendo consideragdes
sobre o processo cognitivo do conhecimento. Ele sugere para a construgao do
pensamento uma articulagdo entre 4 faces de um tetraedro: a percepcgao, a
construcéo, a representacdo e a concepcgao.

4¢——>| CONCEPCAO

| PERCEPCAO
y
4 I

I CONSTRUCAO I<_>| REPRESENTACAO I

(Anais - Sphem, p. 572, figura 4).

* A percepcao refere-se a observacao e a manipulacao de objetos materiais.
E a caracterizagdo das formas mais freqiientes presentes no mundo a
nossa volta. A percepcdo ocorre por meio de atividades empiricas e
estimula a construcao.

* A construgdo refere-se a producdo de materiais que possam ser
manipulados, ou seja, a elaboracdo de objetos em sentido fisico. A
construcéo reforca a percepcao.

» Avrepresentacdo refere-se a reproducdo por meio de desenhos, ou objetos
percebidos ou construidos. Fazemos referéncia ao Desenho Geomeétrico,
bem como a Geometria Projetiva e a Geometria Descritiva. A representacao
favorece e é favorecida pela percepcao e pela construcgéo.

* A concepcao refere-se a organizacao conceitual, a busca do conhecimento
geomeétrico por meio do raciocinio légico-dedutivo e da teorizacdo. Diz
respeito a sistematizacdo do conhecimento geométrico, é onde o0s
elementos conceituais sao evidenciados, onde tém predominio as

definicbes formais, o enunciado preciso das propriedades, proposicoes e
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teoremas. A concepcédo favorece a percepgdo, a construgdo e a
representacgao.

Em Machado destacaremos:

[...] Com efeito, ndo obstante o fato da iniciagdo em geometria realizar-
se por meio da percepcdo de formas e de suas propriedades
caracteristicas, através de atividades sensoriais, como a observacao e
a manipulagcdo de materiais, desde muito cedo tais atividades
relacionam-se diretamente com a construcdo de objetos em sentido
fisico, através de massas, varetas ou papéis, por exemplo, bem como
com a representacdo de objetos, através de desenhos, onde as
propriedades costumam ser parcialmente concretizadas. (Machado,
2005, p.54)

A metafora utilizada por Machado nao privilegia nenhuma das faces do
tetraedro, e ao mesmo tempo distribui igualmente a importancia que cada uma
tem no processo de ensino/aprendizagem de geometria. O conhecimento
geomeétrico encontra-se equilibrado em qualquer uma das caracteristicas de
cada face. Utilizaremos as concepcdes descritas por Machado no nosso
trabalho.

1.3.3 OS CAMPOS CONCEITUAIS DE VERGNAUD

Gérard Vergnaud (1996, p.155-191) defende que o0 conhecimento
conceitual emerge de situacbes-problema, isto é, a partir do estabelecimento
de referéncias que relacionam conceitos a situagbes e reciprocamente. Um
conceito ndo aparece isoladamente numa situagdo-problema, ele é parte
integrante do processo de formacdo. O conhecimento esta organizado em

Campos Conceituais.

Campo Conceitual € um conjunto heterogéneo de problemas e
situacdes, conteudos e operacdes do pensamento, conectados uns aos outros,
que devem sofrer intervencbes ao longo do processo de aquisicdo. A

aquisicdo do conhecimento se d4, em geral, por meio de situa¢des-problema
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com o0s quais o aluno tem alguma familiaridade, o que implica em dizer que a

origem do conhecimento tem caracteristica local.

Genericamente, Vergnaud considera que um conceito € formado por trés

conjuntos (S, I, R):

» S conjunto de situa¢Bes que da significado ao objeto.

e | conjunto de invariantes (objetos matematicos, propriedades, situacdes,
etc) que podem ser reconhecidos e utilizados pelo sujeito para analise e
dominio das situagfes, ou seja, organizacdo de um conceito por meio dos
invariantes operatorios. Trata das propriedades e procedimentos
necessarios para definir o objeto;

* R conjunto das representacfes simbdlicas utilizadas pelo sujeito para
identificacdo e representacao desses invariantes (representa as situacoes e

0s procedimentos para que o0 sujeito possa lidar com esses invariantes).

Estudar o desenvolvimento e o funcionamento de um conceito, no
decurso da aprendizagem ou quando da sua utilizacdo €, necessariamente,

considerar estes trés aspectos ao mesmo tempo.

1.3.4 CABRI GEOMETRE

Estamos vivendo numa época em que o0 acesso a rede mundial de
computadores na escola publica esta emergente. O uso do computador no
desenvolvimento deste trabalho € um recurso importante e necessario para

oferecer ao aluno um novo ambiente prazeiroso e agradavel.

A utilizacdo da informética no processo de ensino-aprendizagem trouxe
mudancas positivas para a sala de aula, como mostram muitas pesquisas. O
computador € uma ferramenta que permite ao aluno reproduzir na tela o que se

faz com lapis e papel. No nosso caso, vamos utilizar o Cabri Géomeétre II.
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Este Software foi desenvolvido no Laboratorio Leibniz (UJF e CNRS),
em Grenoble na Franga, por Franck Bellemain e Jean-Marie Laborde. O Cabri
é fruto do trabalho de uma equipe interdisciplinar em Educacdo Matematica e

Informatica.

O objetivo de trabalhar com o ambiente de geometria dindmica é dar

condi¢cBes para que os alunos possam realizar construcfes geométricas.

O Cabri disponibiliza um conjunto de comandos necessarios para o
desenvolvimento de construgdes relativas ao manuseio de régua e compasso.

Além disso, o Cabri permite ao usuario criar macro construcoes.

Uma macro-constru¢cdo € uma sequéncia de comandos independentes
Oteis para criar novas ferramentas que constroem objetos e executam tarefas
repetitivas. O procedimento para criar a macro-construcdo necessita de uma
sequéncia de comandos ordenados. Para definir uma macro, € preciso entéo
que a construcdo correspondente j4 tenha sido realizada. Vamos iniciar

apresentando o ambiente Cabri.

'!-'; Cabri GEométre II - [Figura #1] ;Iglil
& Arquivo  Edtar Opcfes Jamela  Ajuda ==l
N =S ] =] A%
[
[

B L

|P0nteir0

sl_l;

Figura 1 - Interface principal do Cabri Géometre

Encontramos 10 icones que podem ser utilizados e iremos descrever

apenas aqueles que serdo utilizados na construcao “triangulo equilatero”.
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Figura 2 — Ferramentas do Cabri Géomeétre
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(4)

Na construcao do triangulo equilatero, iniciamos com ferramenta “reta”,

onde encontramos “segmentos”

(1) e determinamos 0 segmento com

extremidades A e B (2). A seguir utilizamos a ferramenta “curvas”, onde

encontramos “circunferéncias” (3) e determinamos a circunferéncia de centro

em A e raio AB (4). Utilizando a mesma ferramenta (5), tracamos outra

circunferéncia de centro em B e raio AB (6), determinando o ponto de

intersecgao C (7). Finalmente tragamos os segmentos AC e BC, encontrando

o triangulo equilatero ABC (8).

Tendo o tridngulo equilatero construido, podemos construir a macro

“triangulo equilatero”.
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. Cancelar |
[ Salvar em arguivo

(7)

Figura 3 - Ferramentas do Cabri Géomeétre

Iniciamos acionando a ferramenta “Macro”, onde encontramos “objetos
iniciais” (1), a seguir clicamos no ponto A e no ponto B. Neste caso 0s pontos A
e B ficardo em destaque (piscando) (2). Para continuar, devemos acionar a
ferramenta “reta”, onde encontramos poligono (3) e em seguida clicamos nos
vértices A, B e C, formando o poligono ABC (4). Agora podemos acionar a
ferramenta macro novamente, onde encontramos “objetos finais” (5), e

clicamos no poligono ABC, agora o triangulo ABC ficara em destaque
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(piscando) (6). Finalmente devemos definir a macro acionando a ferramenta
“Definir macro” (7). Podemos a seguir, salvar a macro dando nome a
construgdo. ApoOs a criagdo da macro a ferramenta Tridngulo Equilatero

aparecera disponivel no menu para ser utilizada.

Durante uma atividade, para acionar a macro Triangulo Equilatero basta

. . X . -
clicar no icone A, mantendo pI'ESSIOHadO 0 mMouse; Ira aparecer a ferramenta

Triangulo Equilatero, conforme indicado na figura a sequir:

| S

Objetos Iniciais
Objetos Finais
Definir Macro

| trifingulo eqiiiliatero W

A B

(@) (b)

Figura 4 - Ferramenta do Cabri Géomeétre

Utilizando a macro “triangulo equilatero” (a), clica-se em dois pontos do
tridangulo ABC e aparecerd outro triangulo equilatero, e assim, sucessivamente,

conforme indica (b).

Com a macro disponivel, o aluno necessita apenas acessar a macro
desejada e clicar em dois pontos distintos no ambiente Cabri que o poligono
aparece. Para continuar repetindo os procedimentos, basta clicar em dois
pontos da primeira figura. Algumas macros requerem o0 uso da medida do

angulo interno do poligono regular desejado, como € o caso do pentagono
regular e do heptagono regular.
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1.5 QUESTAO DE PESQUISA E OBJETIVO

O que pretenderemos investigar em nossa pesquisa é: Em que medida
um trabalho de exploracdo com as pavimentacbes no p  lano favorece o

estudo das propriedades dos poligonos?

O trabalho tem como objetivo investigar uma abordagem mais
significativa para o ensino/aprendizagem do estudo dos poligonos. Com esse
propésito, optaremos por elaborar, aplicar e analisar uma sequéncia de

atividades.

1.6 METODOLOGIA

hY

Para responder a questdo de pesquisa esta sequéncia de atividades
utilizara alguns elementos tedricos da engenharia didatica desenvolvida por

Michéle Artigue.

A nocédo de engenharia didatica emergiu em didatica da matematica
no inicio da década de 1980, com o objetivo de etiquetar uma forma
de trabalho didatico: aquela que era comparavel ao trabalho do
engenheiro que, se apdia nos conhecimentos cientificos do seu
dominio, aceita submeter-se a um controle de tipo cientifico mas, ao
mesmo tempo, se encontra obrigado a trabalhar sobre objetos muito
mais complexos do que os objetos depurados da ciéncia, e portanto a
estudar de uma forma pratica, com todos os meios ao seu alcance,
problemas de que a ciéncia ndo quer ou ainda ndo é capaz de se
encarregar. (Artigue in Brun, 1996, p. 193)

A engenharia didatica, vista como metodologia de investigacao,
caracteriza-se por uma sequéncia experimental baseada em realizagOes
didaticas na sala de aula, isto é, na concepc¢ao, na realizacdo, na observagéo e
na andlise da sequéncia de ensino. A engenharia didatica é dividida em quatro

fases:
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Primeira fase - Anadlises prévias: A fase de concepcdo apoia-se num
quadro tedrico didatico geral, em conhecimentos didaticos ja adquiridos, em
estudos prévios de programas, de propostas curriculares e de livros
didaticos e em estudos histéricos e epistemoldgicos dos contetdos visados;
Segunda fase - Concepcao e andlise a priori das situacfes didaticas
Nesta fase o investigador faz escolhas didaticas para a concepcao de sua
sequéncia de atividades e inicia a analise a priori das mesmas. E uma
analise matematica da situacdo que antecipa o funcionamento didatico
decorrente das escolhas feitas;

Terceira fase - A experimentacdo e aplicacdo da seqiiéncia : E o
momento da organizacdo e aplicacdo da sequéncia de atividades
planejadas;

Quarta fase - Andlise a posteriori . E a interpretacdo das informacdes
extraidas da experimentacdo e da sequéncia de ensino e que levam a
validar ou ndo as hip6teses de pesquisa. E uma andlise baseada nos
protocolos de observagdo, em referéncia a analise a priori. E feita para ligar
os fatos observados com os objetivos definidos a priori na concepcdo das
atividades. A comparacgdo entre a analise a priori e a andlise a posteriori

permitira validar ou ndo a questao de pesquisa.
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CAPITULO 2 — Estudo do objeto matematico  Poligono

Faremos, neste capitulo, um levantamento historico sobre os poligonos
com énfase nos poligonos regulares, desde Euclides, passando por Clairaut,
Hadamard, até Hilbert. A seguir, faremos um estudo das pavimentacdes e,
finalmente, uma analise de trés colecbes de livros didaticos utilizados no
Ensino Fundamental e recomendados pelo programa nacional do livro didatico

(PNLD), no que concerne ao estudo de poligonos.

2.1 Um estudo historico dos poligonos

2.1.1 Euclides

O mais antigo texto matematico grego que nos chegou completo € o livro
de Euclides (300 a.C) Os Elementos. Segundo Maurice Caveing, essa obra
constituida de 13 livros ndo constitui "a soma do saber matematico da época,
mas responde a uma vontade de colocar em ordem os resultados essenciais. O
que a distingue das outras obras e faz a sua grandeza é a sua estrutura

axiomatica.

Nessa obra, Euclides define poligono regular como todo poligono
equilatero e equiangulo. A palavra equilatero refere-se a todos os lados

congruentes e equiangulo refere-se a todos os angulos congruentes.

O autor, no seu livro I, na proposicéo 32, descreve que em um triangulo,
se prolongarmos um de seus lados, encontraremos o angulo externo igual a

soma dos outros dois angulos internos ndo adjacentes. A seguir, mostra que a
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soma dos angulos internos desse triangulo é igual a dois retos. Esses

resultados séo justificados da seguinte maneira:

Prolongando um dos lados do triangulo ABG, o lado BG encontrando o
ponto D. Traga-se pelo ponto G o segmento GE paralelo ao segmento
AB. Como GE é paralelo a AB, os angulos alternos BAG e AGE séo
congruentes e o0s Aangulos correspondentes ABG e EGD sé&o
congruentes. Entdo o angulo externo AGD é igual a soma dos dois
angulos opostos ABG e BAG.

Agora se observarmos que o angulo AGB, os angulos AGD e AGB
juntos serao iguais aos trés angulos internos do triangulo ABG. Como
os angulos AGD e AGB séo dois retos (180°), os trés angulos internos
ABG, BGA e GAB também sdo dois retos. (Traducdo nossa: do
espanhol para o portugués). (Cientificos Griegos, Recopilacion, Estudio
preliminar, preambulos y notas por Francisco Vera, 1970, p.724)

Apresentamos, a seguir, a construcao referente ao texto acima:

A

B G D

Figura 5 - Extraida do livro  Cientificos Griegos, Recopilacion, Estudio prelimin ar,
preambulos y notas, por Francisco Vera, 1970, p.724

No livro I, na proposicdo |, descreve-se como construir um tridngulo

equilatero, a partir de um segmento dado, utilizando o compasso. Assim:

Construir um tridngulo equilatero sobre um segmento dado. Seja
AB o segmento. Fazendo centro em A e em B, descrevem-se 0s
circulos BGD e AGE, e a partir do ponto de intersec¢ao dos circulos
G, tragam-se os segmentos GA e GB. (Traducdo nossa: do espanhol
para o portugués). (Cientificos Griegos, Recopilacion, Estudio
preliminar, preambulos y notas por Francisco Vera, 1970, p.705)

Uma representacgdo para este procedimento:

Figura 6 — Extraida do livro  Cientificos Griegos, Recopilacion, Estudio prelimin ar,
preambulos y notas, por Francisco Vera, 1970, p.705
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Ainda no livro I, proposicdo 46, descreve-se a construgdo de um
guadrado a partir de um segmento AB. Assim, expde o procedimento:

Levantar a perpendicular AG em A. Toma-se AD sobre esta
perpendicular congruente a AB, traca-se por D o segmento DE paralelo
a AB e por B o segmento BE, paralelo a AD, formando o quadrado.
(Traducdo nossa: do espanhol para o portugués) (Cientificos Griegos,
Recopilacion, Estudio preliminar, preambulos y notas por Francisco
Vera, 1970, p.732).

Apresentamos a seguir a construcao:

A B

Figura 7 — Extraida do livro  Cientificos Griegos, Recopilacion, Estudio prelimin ar,
preambulos y notas , por Francisco Vera, 1970, p.705

No livro IV, proposicdo 6, Euclides descreve a construcdo de um
quadrado inscrito na circunferéncia. O procedimento adotado é tracar dois
diametros perpendiculares entre si, determinando quatro pontos sobre a

circunferéncia. Os segmentos AB, BG, GD e DA, formam o quadrado inscrito.

Tracam-se os didmetros AG e BD perpendiculares entre si e as retas
AB, BG, GD, DA, EA, EB, EG e ED. Por ser EB igual a ED e AE
comum, a reta AB é igual a AD e pela mesma razéo, BG e GD serdo
iguais a AB e AD; logo o quadrilatero ABGD é equiilatero, e como BD
€ diametro do circulo dado, BAD é um semi-circulo e, portanto, o
angulo BAD é reto e pela mesma razéo sdo retos os angulo ABG,
BGD e GDA,; logo o quadrilatero é retdngulo e como demonstrou que
€ equilatero, o quadrado esta inscrito em um circulo. (Traducédo
nossa: do espanhol para o portugués) (Cientificos Griegos,
Recopilacion, Estudio preliminar, preambulos y notas por Francisco
Vera, 1970, p.778).

G

Figura 8 — Extraida do livro  Cientificos Griegos, Recopilacion, Estudio prelimin ar,
preambulos y notas , por Francisco Vera, 1970, p.778



33

No livro IV, discute a construcdo de poligonos regulares de 5, 6 e 15

lados com régua e compasso.

Na proposicao 11 do livro IV temos a constru¢do do pentagono regular.

Figura 9 - Extraida do livio  Cientificos Griegos, Recopilacion, Estudio prelimin ar,
preambulos y notas , por Francisco Vera, 1970, p.781

Inscrever um pentagono eqlilatero e equiangulo em u m circulo
dado. Seja ABGDE o circulo dado. Constréi-se o triangulo isésceles
ZHT com cada um dos angulos em H e T sejam o dobro do &ngulo em
Z; inscreve-se no circulo dado o triangulo AGD de angulo iguais aos do
tridngulo ZHT; divide-se os angulos AGD e GDA em duas partes iguais
pelas retas GE e DB e tracam-se os segmentos AB, BG, DE e EA. Por
ser cada um dos angulos AGD e GDA o dobro GAD e ter dividido em
dois angulos iguais os angulos AGD e GDA, os cinco angulos DAG,
AGE, EGD, GDB e BDA sao iguais entre si e também os cinco arcos
AB, BG, GD, DE e EA e; portanto, as cinco retas AB, BG, GD, DE e
EA; logo o pentagono ABGDE ¢é equilatero. Digo que também é
equiangulo. Por ser iguais os arcos AB e DE, se acrescentar o arco
BGD, todo o arco ABGD sera igual a todo o arco EDGB, o primeiro dos
arcos se refere ao angulo AED e o segundo ao angulo BAE; logo estes
angulos sédo iguais, e pela mesma razdo a seus angulos ABG, BGD e
GDE aos anteriores, o pentagono é eqiiangulo. (Tradugdo nossa: do
espanhol para o portugués) (Cientificos Griegos, Recopilacion, Estudio
preliminar, preambulos y notas por Francisco Vera, 1970, p.781)

A construcdo do hexagono regular é apresentada na proposi¢cédo 15 do
livro IV.

T
D

G H E

B z
A

Figura 10 - Extraida do livro  Cientificos Griegos, Recopilacion, Estudio prelimin ar,
preambulos y notas , por Francisco Vera, 1970, p.784
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Inscrever um hexagono equilatero e eqiiangulo em um circulo
dado. Seja ABGDEZ o circulo dado. Traca-se o diametro AD; toma-se
seu centro H; com centro em D e raio DH descreve-se o circulo
EHGT; traca-se as retas EH e GH e prolongam-se 0s raios nos pontos
B e Z e, tracam-se, finalmente, as retas AB, BG, GD, DE, EZ e ZA.
Digo que o hexdgono ABGDEZ é equilatero e equiangulo. (Tradugéo
nossa: do espanhol para o portugués) (Cientificos Griegos,
Recopilacion, Estudio preliminar, preambulos y notas por Francisco
Vera, 1970, p.784)

O dltimo poligono construido é o pentadecagono regular. Nao vamos
descrever o procedimento por ndo se tratar de objeto de estudo desta

dissertagao.

Euclides ndo apresenta uma formula para a soma dos angulos internos
de poligonos nem tampouco a soma dos angulos externos de poligonos com n

lados, n > 3.

2.1.2 Clairaut

7

Uma outra obra que iremos analisar é a de Alexis Claude Clairaut
(1713 -1765). Sua primeira abordagem surgiu com a obra Elements de
Géométrie, publicada pela primeira vez em 1741. No Brasil foi traduzida por

José Feliciano em 1892. Foi a primeira reagdo contraria a abordagem

hY

euclidiana; manisfestava sua posi¢cdo contraria a introdugdo dos estudos
geomeétricos com base nos elementos de Euclides, os quais, acreditava que
seriam 0s principais responsaveis pelas dificuldades encontradas pelos

estudantes. No primeiro paragrafo de seu prefacio diz que:

Ainda que a geometria seja uma ciéncia abstracta, devemos confessar
gue as difficuldades experimentadas pelos que comegam a apprende-
la, procedem as mais das vezes da maneira por que é ensinada nos
elementos ordinarios. Logo no comeco apresentam ao leitor um grande
namero de definicbes, de postulados, de axiomas e principios
preliminares, que s6 lhe parecem annunciar um estudo arido. As
proposicdes que em seguida vém, ndo fixando o espirito sobre objectos
mais interessantes, e sendo além disso difficeis de conceber, acontece
commummente que 0s principiantes se fatigam, se aborrecem, antes
de terem uma idéa clara do que se Ihes queria ensinar. (Clairaut, apud
José Feliciano, p.ix)
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Para evidenciar ainda mais sua reacdo contraria, encontramos no
prefacio:
N&o nos surprehende que Euclides se dé ao trabalho de demonstrar
gue dous circulos secantes ndo tém o mesmo centro, e que um
triangulo encerrado em outro tem a somma de seus lados menor que a
soma dos lados do triangulo exterior. Este geometra tinha de
convencer sophistas obstinados, que se gloriavam de refusar as
verdades mais evidentes; e entdo era preciso que a geometria tivesse,
como a logica, o auxilio de raciocinios em forma para tapar a boca a
chicana . As cousas, porém, mudaram de face. Todo raciocinio que
recae sobre o que o sé bom senso de antemé&o decide, € hoje em pura

perda: s6 serve para obscurecer a verdade e enfadar os leitores.
(Clairaut, apud José Feliciano, p.xii).

Clairaut se preocupou em mudar a tradicional apresentacéo euclidiana
da Geometria, utilizando métodos que pudessem despertar o0 interesse dos
alunos e auxilid-los na sua compreensdo. No entanto, a énfase euclidiana
permaneceu por muito tempo sendo base do ensino e encontrou resisténcias

por parte dos defensores desse tipo de ensino.

Vamos apresentar a contribuicdo do estudioso matematico na questao

dos poligonos regulares.

Clairaut descreve as figuras retilineas, dentre elas os poligonos
regulares. Para ele, polygonos regulares sao figuras terminadas por lados
iguais e igualmente inclinados uns sobre outros. Preocupa-se em definir
condicbes que possam dar mais clareza para um principiante adquirir o
conhecimento da geometria, a partir da observacdo, da experiéncia e de
desenvolver, por meio de problemas bem escolhidos, os métodos de raciocinio

que lhe permitam progredir.

Observa que para dividir um poligono em partes iguais, devemos
inscrevé-lo em uma circunferéncia. Sendo assim, teremos poligonos com
nomenclaturas de pentagono, hexagono, heptagono, octégono, eneagono ou

decagono, etc., conforme o numero de lados que desejar.

Antes de abordar as constru¢des, Clairaut, na primeira parte de seu livro

Elementos de Geometria proposicao LXIV, escreve genericamente que a soma

! Chicana : sutileza capciosa, insinuante.
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dos trés angulos de um triangulo conserva-se constantemente a mesma e é
igual a dois angulos retos ou a 180 graus, ou seja, a soma dos angulos internos
de um tridangulo é igual a 180°. Destaca que um triangulo equilatero além de ser

isésceles, possui trés angulos iguais a 60 graus.

O triangulo equilatero é a figura mais simples de todos os poligonos.
Clairaut constréi o triangulo equilatero, sem recorrer ao recurso da divisdo do

circulo e utilizando a mesma maneira de Euclides.

Clairaut constréi o quadrado dividindo o circulo em quatro partes iguais.
N&o descreve a construcdo do pentagono por achar que poligonos com mais
de quatro lados s6 podem ser descritos por meio do calculo algébrico e deixou

para publicar algo a respeito em uma outra obra escrita em 1746.

A construcdo do hexagono regular é equivalente a de Euclides.

Figura 11 - Extraida do livro Elementos de Geometria , Clairaut, 1909, p. 56

Descrito o hexagono ABCDEF, podemos tracar facilmente o dodecagono
ou poligono de doze lados. Para isso, dividiremos o arco AKB em dois arcos
iguais AK e KB depois distribuiremos a medida do arco AK por todo o circulo
obtendo assim o poligono regular de 12 lados. Seguindo 0 mesmo método
podemos dividir o arco AK em duas partes iguais e teremos o poligono de 24

lados e, desta forma, podemos obter poligonos de 48 lados, de 96, de 192 etc.

Notamos que Clairaut também utiliza a bissec¢do de angulos do mesmo

modo que Euclides.

Para descrever o octégono, poligono de oito lados, é preciso primeiro
encontrar um quadrado dentro do circulo. A figura abaixo representa a

construcdo de um quadrado e de um octogono regular.
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Figura 12 — Extraida do livio  Elementos de Geometria , Clairaut, 1909, p. 57

Dividindo do mesmo modo cada um dos arcos CK, KB, BL e LE teremos
o poligono regular de 16 lados, e assim por diante teremos poligonos de 32
lados, 64 lados, 128, etc. Clairaut ndo faz mais referéncias a outros poligonos

regulares.

Assim como Euclides, Clairaut ndo fornece uma férmula para a soma
das medidas dos angulos internos de poligonos de n lados, com n>3 nem téao

pouco para a soma das medidas dos angulos externos.

2.1.3 Legendre

Legendre (1752 — 1833), publicou o livro Elementos de Geometria em
1794, que foi traduzida em mais de trinta idiomas.

No seu primeiro livro, proposicdo XVII, define a figura plana como um

plano inteiramente fechado por linhas.

Segundo o autor ,se as linhas sdo retas, 0 espaco que elas limitam
chama-se figura retilinea ou poligono, e as linhas, consideradas no seu
conjunto, formam o contorno ou perimetro ? do poligono. Ainda continua na
proposicdo XVIII: O poligono de trés lados €, de todos, o mais simples, e
denomina-se triangulo; o de quatro lados chama-se quadrilatero, o de cinco,

pentagono o de seis hexagono, etc.

2 Perimetro : Linha de contorno de uma figura plana. Soma dos lados de um poligono.
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Legendre ainda afirma que a soma dos trés angulos de um triangulo é

igual a dois angulos retos, e prova de uma maneira diferente daquela que foi

descrita por Euclides.

Traca-se AE paralela a BC, e prolonga-se AC, os angulos ACB e EAD
séo iguais como correspondentes, em relacdo as paralelas BC e AE,
cortadas pela transversal AC. Os angulos CBA e BAE sdo tambem
iguais como angulos alternos internos em relagcdo as paralelas BC e
AE e a secante AB. Logo, a soma dos angulos do triangulo € igual a
soma dos trés angulos CAB, BAE e EAD formados em torno do ponto
A, do mesmo lado da AC. Esta ultima soma € igual a dois retos, logo, a

primeira tambem ¢é igual a dois retos, ou seja, CAB, ABCe ACB.
(Tradug@o nossa: do espanhol para o portugués) (Legendre, 1909,
livro I, p.27)

Apresentamos a seguir a construcao:

Figura 13 — Extraida do livro Elementos de Geometria , Legendre, 1909, livro |, p. 27

Legendre escreve sobre a soma dos angulos internos e externos de um

poligono convexo. Na proposi¢cado XXX, escreve o teorema:

A somma dos angulos internos de um polygono convexo € egual a
tantas vezes dous angulos rectos quantos séo os lados, menos dous.
(Legendre, 1909, livro |, p. 28)

B 0

D

Figura 14 - Construcéo a partir da figura do livro Elementos de Geometria , Legendre

1909, livro 1, p. 28

Pelo vértice A, tracemos diagonais para todos os vértices ndo
adjacentes a ele. O poligono ficara decomposto em tantos tridngulos
quantos sd@o os lados menos dois, porque esses diferentes tridngulos
podem se considerados como tendo-se por vértice comum o ponto A,
excetuando os dois triangulos extremos que contém cada um dois
lados do poligono, ou seja, o triangulo ABO possui dois lados do
poligono, o mesmo acontece com o triangulo ADF. Vé-se também que
a soma dos angulos desses triangulos é igual a soma dos angulos do
poligono, logo esta Ultima soma € igual a tantas vezes dois retos
guantos sao os lados menos dois. Se representarmos por n o0 nimero
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dos lados do poligono, a soma dos angulos sera: 2.(n - 2) ou 2n — 4
(Tradug@o nossa: do espanhol o para o portugués) (Legendre, 1909,
livro I, p.27).

Ele teve o cuidado de escrever também na proposi¢cdo XXXI sobre a

soma dos angulos externos de um poligonos convexo:

Se prolongarmos no mesmo sentido todos os lados de um polygono
convexo, a somma de todos os angulos externos assim formado, é
egual a quatro rectos. (Legendre, 1909, livro I, p. 28)

Figura 15 - Construcéo a partir da figura do livro Elementos de Geometria , Legendre,
1909, livro 1, p.28

A soma do angulo externo MBN e do angulo interno adjacente ABN é
igual a dois retos. A soma de todos os angulos internos e externos do
poligono €, pois, igual a 2n retos (chamando n o nimero dos lados do
poligono). Se, portanto, desta soma se tira a soma dos angulos
internos, que € igual a 2n — 4 retos, restam quatro angulos retos para
a soma dos angulos externos. (Traducé@o nossa: do espanhol para o
portugés) (Legendre, 1909, livro I, p. 28)

Legendre descreve do mesmo modo que Euclides a construcdo do

quadrado, triangulo equilatero e hexagono regular.

Na proposicao V, faz referéncias a como inscrever um decagono, a partir

do pentagono regular.

A

Figura 16 - Construcéo a partir da figura do livro Elementos de Geometria , Legendre,
livro IV, p. 123
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Inscrever um decagono regular em um circulo. Suponha-se resolvido o
problema, e seja AB um lado do decagono inscrito. O angulo no centro

AGBE igual a 75de 360° ou ¢ da sua soma com os angulos OBA e

oAB . Os angulos OBA e o0AB € igual a 1- 4 ou4 e por conseguinte cada

um deles valem % Tiremos a bissetriz BM do angulo OBA: o triangulo

MOB ¢ isOsceles, porque os angulos MOB e OBM, valem cada um 36°

onde se conclui que OM=MB. O triangulo BAM é isésceles também,

A ~ - l A . 2
porque, sendo o angulo mBa igual a e o angulo BAM igual a £, o

terceiro angulo AMB vale necessariamente % Deste modo
—BM= 11t BO —OM AOQ — OM
AB=BM=MO. Por Ultimo tem-se que g5 =21 OU 55 = Ay - Resultado

que precede que o raio AO fica dividido no ponto M em média e
extrema razdo, e que o maior segmento OM é igual ao lado do
decagono inscrito. (Traducdo nossa: do espanhol para o portugués)
(Legendre, 1909, livro 1V, p. 123)

Para descrever o procedimento do pentagono regular inscrito na

circunferéncia, Legendre percebeu que, a partir do decagono ABCDEFGHIK,

unindo alternadamente os pontos e tragando os segmentos AC, EC, EG, Gl e

IA, encontramos o0 pentagono regular inscrito. O angulo central % de 360°.

Utilizou ainda o triangulo is6scele AOB para escrever o angulo central AOB

como sendo multiplo de 36°, ou seja, %de 180°. Assim, concluiu que o lado AB

€ o lado do decagono regular inscrito na circunferéncia.

Para os poligonos regulares inscritos: heptagono, eneagono e o

dodecagono, ndo faz a construcdo, apenas deixa claro que existe a

possibilidade de construi-los.

Utiliza as argumentacgdes de Euclides e escreve:

Um poligono que &, ao mesmo tempo, equiangulo e equilatero, chama-
se poligono regular. Ha poligonos regulares de qualquer nimero de
lados. (Traducdo nossa: do espanhol para o portugués) (Legendre,
1909, livro IV, p. 117)
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2.1.4 Hadamard

Um outro matematico que tambem tratou da geometria foi Jacques
Hadamard (1865-1963). Publicou o livro Legons de Géométrie élémentaire

(Géométrie plane) em 1937 em dois volumes, na Franca.
No capitulo Il escreve:

Nomeia-se poligono uma por¢do de plano limitada por porcdes de
linhas direitas (fig. 18) denominadas de lados do poligono. Suas
extremidades sdo os vértices do poligono. Contudo daremos, em
geral, o nome de poligono apenas a porg¢des do plano limitadas por um
contorno Unico que pode ser descrito de s6 um traco continuo assim a
porcdo de plano que ndo obedece esta descricdo (fig. 19) nédo
representa um poligono. (Traducdo nossa: do francés para o
portugués) (Hadamard, 1937, vol 1, p.22)

Apresenta as seguintes figuras:

—_————d X

fig18 ! fig 19
Figura 17 - Construcédo feita a partir do textop. 2 2

A seguir define poligono céncavo e convexo.

Um poligono se diz convexo se, prolongando cada lado
indefinidamente nenhuma das retas assim obtidas atravessa o
poligono. No caso contrario € cdncavo. Classificam-se os poligonos de
acordo com o numero de lados. Assim, os mais simples dos poligonos
sédo: o poligono de 3 lados ou triangulo, o poligono de 4 lados ou
guadrilatero, o poligono de 5 lados ou pentagono, o poligono de 6
lados ou hexagono. Teremos ainda a considerar os poligonos de 8, 10,
12, 15 lados, nomeados respectivamente, octdégono, decagono,
dodecagono, pentadecagono. (Traducdo nossa: do francés para o
portugués) (Hadamard, 1937, vol 1, p.22)

Para a soma dos angulos internos em um triangulo, e o angulo externo,
escreve por um teorema: A soma dos angulos de um triangulo é igual a dois

retos. A prova é a mesma que se encontra em Legendre.
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fig 40

Figura 18 — Extraida do livro Lecons de Géométrie élémentaire - GEométrie plane,
Hadamard, 1937, vol 1, p. 43

Para o angulo externo de um tridngulo apresenta o seguinte corolario: O
angulo externo de um tridngulo é igual a soma dos angulos internos nao

adjacentes.

Hadamard preocupou-se em aplicar o teorema da soma dos angulos
internos do tridngulo para poligonos convexos escrevendo outro teorema: A
soma dos angulos internos de um poligono convexo € igual a tantas vezes dois

retos que ha de lados menos dois. A prova € a mesma da de Legendre.

D ig a1

Figura 19 - Extraida do livio Lecons de Géométrie élémentaire - Géométrie plane,
Hadamard, 1937, vol 1, p. 44

A soma dos angulos externos de um poligono convexo € obtida como

corolario. Seu valor é 4 retos.

No primeiro volume, capitulo VII, define que um poligono € convexo e
regular quando todos os lados séo iguais e todos os angulos séo iguais. Define
gue linha quebrada regular € uma linha quebrada cujos lados sédo iguais, todos
0s angulos sao iguais e do mesmo modo e sentido. Referindo-se aos lados dos

poligonos regulares.
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Na construcdo dos poligonos regulares, triangulo equilatero, quadrado,

pentdgono regular, hexdgono regular e decagono regular utiliza o mesmo

procedimento descrito por Legendre.

Outro poligono regular tratado por Hadamard é o pentadecagono

regular, mas ndo vamos descrever a sua construcdo por ndo ser objeto de

estudo desta pesquisa.

2.1.5 Hilbert

Hilbert (1862-1943) apresenta, em 1899 um sistema completo de

axiomas para o ensino da geometria.

Em seu primeiro capitulo descreve os cinco axiomas, no paragafo 4,

define poligono da seguinte maneira:

Um sistema de segmentos AB, BC, CD, ..., KL recebe o nome de linha
guebrada, a qual une, entre si, os pontos A e L; esta linha quebrada é
designada brevemente ABCD...KL. Os pontos interiores dos
segmentos AB, BC, CD, ..., KLeos A, B, C, D, ..., K, L se chamam, em
conjunto, pontos da linha quebrada. E no caso especial que o ponto L
coincida com o ponto A, a linha quebrada recebe o nome de poligono
e se designa como poligono ABCD, ..., K. Os segmentos AB, BC, CD,
..., KA recebem o nome de lados do poligono. Os poligonos com 3, 4,
..., N vértices tem por nome trivértices, quadrivértices, ..., enevértices.
(Traducgédo nossa: do espanhol para o portugués) (Hilbert, 1953, p.11)

Apresenta o teorema os angulos de um triangulo somam dois retos sem

demonstragao.

Hilbert ndo aborda a soma dos angulos internos de um poligono, apenas

cita que um poligono pode ser decomposto em um namero finito de tridngulos,

considerando a possibilidade do triangulo apresentar vértice no interior do

poligono. Néo trata de férmulas para encontrar a soma dos angulos internos e

externos de um poligono, nem tampouco a construcédo de poligonos regulares.
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2.2 Pavimentacoes

Recobrir uma superficie plana com pecgas poligonais constitui uma das
atividades mais antigas realizadas pelo homem. Kepler foi o primeiro a
estudar pavimentacBes do plano utilizando poligonos regulares. Em
seus estudos, observou que poligonos regulares idénticos pavimentam
perfeitamente um plano apenas se seus angulos internos forem um
divisor de 360°. O triangulo equilatero pode realizar uma pavimentagao
porque cada um de seus angulos internos mede 60° (divisor de 360°).
O quadrado e 0 hexagono regular também pavimentam um plano
porgue possuem angulos internos respectivamente iguais a 90° e a
120°. Pentagonos regulares ndo pavimentam um plano sem
sobreposi¢des ou cortes porque seus angulos internos medem 108°,
que ndo é um divisor de 360°. Roger Penrose, um importante fisico-
matematico, criou uma curiosa pavimentacdo aperiédica (ndo repete
padrdes) que envolve poligonos batizados de "pipa" e "seta". Como
nem sempre o conhecimento € usado para o0 bem, a pavimentacéo de
Penrose foi utilizada recentemente como padréo de textura em rolos de
papel higiénico de uma conhecida marca. Uma vez que a
pavimentacdo de Penrose nado repete padréo, a idéia do fabricante era
produzir um rolo de papel higiénico em que nunca houvesse
sobreposicdo de perfuragfes. (José Luiz Pastore Mello da Folha de
S.Paulo — 06/06/2002)

O triangulo equilatero, o quadrado e o hexagono regular sdo 0s Unicos
poligonos regulares capazes de pavimentar o plano. Pavimentagcbes como
essas sdo chamadas de periodicas uma vez que recobrem o plano repetindo

um mesmo padrao.

A pavimentagdo de um plano consiste cobri-lo com figuras planas, de
modo a ndo existirem espacos entre elas e nem sobreposi¢cdes. Dadas certas
figuras geométricas, poder-se-a utilizar a matematica para decidir previamente
se sera possivel a pavimentacdo. Para isso € necessério ter presente que a
amplitude angular da circunferéncia € de 360°. Todas as pavimentacfes
tratadas neste trabalho sdo pavimentacdes lado-lado, ou seja, os lados dos

poligonos utilizados se encaixam perfeitamente.

Podemos dizer que todos os triangulos pavimentam o plano desde que
sejam congruentes entre si. Para isso devemos reunir em torno de um vértice
do triangulo todos os angulos internos do triangulo. Todos os quadrilateros
pavimentam o plano, desde que sejam congruentes entre si, podemos
comprovar isso em um artigo de Alves (RPM 51, p.7). Assim, deve-se colocar

em torno de um veértice do poligono os quatro angulos internos do quadrilatero
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e repetir o procedimento para pavimentar o plano. Segue-se a descricdo do
procedimento.

A idéia é colocar em volta de um vértice os quatro angulos do
quadrilatero a fim de que a soma desses angulos seja 360°. Observando a
figura:

D2=C3 B3

Figura 20 — Extraida da Revista do Professor de Matematica , Alves, S. 51

Seja M; o ponto médio do lado AB, refletimos em torno de M; o
quadrilatero dado ABCD, obtendo outro quadrilatero congruente A;B;C;D; com
A1=B e B1=A.

Essa construgdo faz com que tenhamos em volta do vértice A os

angulos do quadrilatero 1 e 2. Repetimos a operacao determinando o simétrico
de A;B:CiD;1 em relacdo a M, onde M, € o ponto méedio do lado ﬁ: O

resultado obtido € outro quadrilatero congruente A,B,C,D,, como B,=C, C,=B;.

Temos agora em torno de A os angulos 1,2 e 3. Finalmente, sendo M3 0 ponto
médio de D,B,, reflete em torno de Ms, obtendo uma coépia congruente

A383C3D3, com C3:D2, D3:C2.

Como a soma das medidas dos angulos do quadrilatero é 360°, temos que a
medida de D,AD, é igual a do angulo indicado por 4. Além disso, temos

BD =AD, =B,A; =A,D,e entédo segue que Az=D;.



46

Conseguimos, dessa maneira, colocar em torno de A os quatro angulos
do quadrilatero e, repetindo o argumento para outros vértices, obtemos uma

pavimentacdo como a da figura anterior.

Para que ocorra a pavimentagdo, devemos procurar um padrao.
Chamamos de pavimentacdo padrdo toda pavimentacdo possivel com
poligonos regulares ou néo, lado a lado, ao redor de um ponto e que seja

possivel se repetir sobre a superficie plana, a fim de cobrir todo o plano.

Analisaremos a seguir 0s casos possiveis de se obter a pavimentagcao
verificando os poligonos regulares utilizados ao redor do ponto. Seja k o
namero de poligonos regulares utilizados e i a medida do angulo interno de

cada poligono regular.
Utilizando triangulos equilateros.

Seja Py 0 ponto central da pavimentagcdo. Podemos dispor ao redor de

um ponto 6 triangulos equilateros, como mostra a figura 21:

AV
VAV

Figura 21

Verificamos que k = 6 e i = 60°, temos 6.60° = 360°. Este padrédo de
pavimentacdo determinou 6 novos pontos onde devemos verificar que é

possivel continuar a sequéncia de pavimentacdes com triangulos equilateros.

a7 T

. )

Figura 22
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Sejam P, P, P3, P4, Ps € Pg 0s pontos exteriores da figura 22.
Examinando a figura 21, em P; temos 2 triangulos equilateros, entdo podemos
colocar 4 triangulos para formar novamente o padrdo de pavimentacdo. Em P,
colocamos 3 triangulos, 0 mesmo ocorre em P3, P, e Ps. Em Pg colocamos
apenas 2 triangulos para completar a volta. A conclusdo é que o triangulo

equilatero pavimenta o plano.
Utilizando quadrados:

Verificamos que € possivel colocar perfeitamente 4 quadrados ao redor

de Py, conforme indica a figura 22.

rFr--Fr-—F-—-Fr—-t
I I I I I

1 P 1P3 P2
T -
L E]_l
TP5 Po !
Po L Pg:
r B PT T
ek
Figura 23

Na figura 22 temos k = 4 e i = 90°, neste caso 4.90° = 360°. O padréo de
pavimentacdo gerou mais 8 pontos onde podemos acrescentar novos

quadrados a fim de repetir o padréo de pavimentacao.

Sejam Py, Py, P3, P4, Ps, Pg, P7 € Pg 0s pontos exteriores gerados pela
pavimentacdo da figura 22. Em P; temos 2 quadrados, entdo podemos
acrescentar mais 2 quadrados para formar um novo padrdo de pavimentacao,
em P, colocamos 2 quadrados que atingem P3; em P3 colocamos 1 quadrado;
em P, colocamos 2 quadrados que atingem Ps; em Ps colocamos 1 quadrado;
em Pg 2 quadrados que atingem P7. e em P; e Pg colocamos 1 quadrado para
completar a volta. Notamos que em cada ponto hd um novo padrdo de

pavimentagcdo. Podemos concluir que o quadrado pavimenta o plano.
Utilizando pentagonos regulares:

Verificamos que é possivel colocar 3 pentagonos regulares ao redor de
um ponto, mas nao conseguimos colocar mais um pentagono regular sem que

haja sobreposicdo, conforme indica a figura 23.
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Figura 24

Para encontrar o valor de x, devemos dividir 360° por 5 e, assim,
obtemos x = 72°. O triangulo AOB ¢é isdsceles, pois AO e OB séao raios da

circunferéncia que circunscreve o pentagono regular. Para determinar o valor

de y, devemos fazer: x+y+9=180° LI 72°+2y=180 [ §=54°,

Certificamos para isso que: se k = 3 e i = 108°, temos 3.108° =324° que
€ menor que 360°, se k = 4, temos 4.108° = 432° havendo sobreposicao de 72°.
Se utilizarmos apenas 3 pentagonos regulares, faltardo 36° para completar a
pavimentacdo e como ndo existe um poligono regular com 36° de angulo

interno, o pentagono regular ndo pavimenta o plano.
Utilizando hexagono regular:

Podemos colocar trés hexagonos regulares perfeitamente ao redor de

um ponto Py, como mostra a figura a seguir:

Po

Figura 25

Verificamos que k = 3 e i = 120°, assim 3.120° = 360°. A figura 25 € um
padrdo de pavimentacdo e gerou 12 novos pontos onde podemos verificar se €
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possivel formar novo padrdo de pavimentacdo. Para isso, vamos observar a

figura 26:

Figura 26

Sejam P1, Py, P3, P4, Ps, Ps, P7, Pg, Pg, P10, P11 € P12 pontos gerados
pela pavimentacdo da figura 25. Em P; temos dois hexagonos regulares;
colocando mais um, fica P, com 2 hexagonos regulares, podendo ser colocado
apenas mais um em P,. O mesmo ocorre em P3; e P4, mas este hexagono
atingird Ps e Ps. Colocamos mais 1 em Pg, P; e Pg, que atingira Py e Pig,
colocando mais 1 em P1g e P33 atingird P1, completando a volta, como indica a
figura 25. Percebemos que o padrdo de pavimentacdo foi repetido em cada

ponto considerado. Concluimos que o hexagono regular pavimenta o plano.

Novos experimentos com 0s poligonos: heptagono regular, octégono
regular, eneagono regular, decagono regular, dodecagono regular, etc.,
indicam que ndo pavimentam o plano, pois analisando com mais detalhe a 42
situagdo analisada, o angulo interno do hexagono é 120°, e foram utilizados 3
poligonos na pavimentacdo. Quanto maior o niumero de lados maior é o angulo
interno. Assim, ndo € possivel pavimentar o plano, pois juntando 3 poligonos
ao redor de um ponto ultrapassa 360°. Como provar que somente 3 poligonos

regulares pavimentam o plano?
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Temos visto que se o poligono regular tem n lados, o angulo central é

360°
X =

, portanto o angulo interno i sera dado por: 2y + x = 180° ou ainda,

. n—=2).
360° ._(n-2).180°

i +x=180°0u i=180° - , concluimos entdo que

Supondo que k poligonos regulares congruentes se ajustam ao redor de

o
um ponto, devemos ter k.i =360° ou k = 36_0 ;
i
_ 0
Ou ainda ki=k N721807 _seqog= 20 5y 4
n n-2 n-2

Os divisores positivos de 4 sédo 1,2 e 4. logon—-2=1,n-2=2 ou

n—2=4.Daidecorrequen=3oun=40un=6.

Percebemos que somente o tridngulo equilatero, o quadrado e o
hexagono regular podem pavimentar sozinhos o plano. Mas podem existir
combina¢cdes possiveis com poligonos regulares que pavimentam o plano?
Vamos descobrir metodicamente as possiveis pavimentacdes apoiando-nos no

texto de Ruy Madsen Babosa.

Seja k 0 nimero de poligonos regulares ao redor de um ponto. Sendo

60° o menor angulo interno de um poligono regular, entdo o maior valor de k é

o

dado por 360

00 gue corresponde a 6 triangulos equilateros. Por outro lado,
k > 2, portanto resulta o intervalo de restricdo para o inteiro k: 3<k <6. Vamos

analisar cada caso:
1° caso: k = 3 (3 poligonos regulares)

Consideremos o0s poligonos regulares com namero de lados n, p e q,

com n<p<q. A soma dos angulos internos dos respectivos poligonos ao redor

0 0 0
de um ponto é:180° 3600 +180° _360 +180° - 360

n Y q

=360°, onde obtemos

Sk
Tl
+
o
1
N |-



51

ol

a) Iniciando com n = 3, entéo:

Tl
+
Ne R
1
N~
|
Wk
U

1
~+
p

ok

p e g sdo numeros inteiros positivos e qualquer deles superiores a 6,

: 1 1 . . 1 1 x
pois tanto — quanto — sao inferiores a r4 Como a sua soma €& 5’ entdo o
p q

menor dos dois, digamos 1 € inferior a metade de % ou seja, é onde temos

que g = 12. E o outro 1 € maior que é onde obtemos p< 12.

Resumindo:1+1:1 = £=DG;6 D q=ﬂ,com 7<p<l2.
q

P q 6 p p-6

Representando em uma tabela, temos:

p 7 8 9 10 11 12

q=—= 42 24 18 15 13,2 12

As pavimentagbes (3, 7, 42), (3, 8, 24), (3, 9, 18) e (3, 10, 15) nao
pavimentam o plano, pois ndo sao padrdes de pavimentagdo, ou seja, ndo é
possivel continuar a pavimentacdo sem que haja falhas ou sobreposicéo.
Apenas a pavimentacdo (3, 12, 12) é possivel continuar, onde podemos

certificar a seguir:

Figura 27

+=+

b) Verificando para n = 4, entao:

o |
I
N |
U
Tl
+
NoR i
1
NP

1
p

AP
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Como p e g sdo numeros inteiros positivos, qualquer um deles é superior

. 1 1 . . . 1 1 ~
a 4, pois, tanto — quanto — séao inferiores Z Como a sua soma é Z, entao o
q

menor dos valores, digamos é é inferior a metade de % ou seja, % Onde

obtemos q= 8. E o outro % € maior que % onde decorre que p < 8.

Resumindo: 1+lzi = q=4—p4, comb5 < p < 8.
p_

p g 4

Representando em uma tabela, temos:

p 5 6 7 8
4p 28
= 20 12 — 8
g p-4 3

A pavimentacdo (4, 5, 20) ndo € uma pavimentacdo padrdo, pois

provoca uma abertura entre poligonos regulares de 72°, havendo falhas ou
- . ~ 28, . . ~ .28 .
sobreposicao e a configuracéo (4, 7, ?) nao € pavimentacao, pois ?nao €

inteiro. Apenas as pavimentacoes (4, 6, 12) e (4, 8, 8) formam um padrao de

pavimentagdo, como representamos a seguir:

Figura 28

c) Verificando para n =5, entéo: 1+£+1:£:>1+1:i
S p g 2 p g 10
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Como p e g sdo numeros inteiros positivos, qualquer um deles é superior

. 1 1 . . . 1 . 3 ~
a 5, pois tanto — quanto — séo inferiores a g Como a sua soma é E, entao
p q

0 menor dos valores de 1 é inferior a metade de % ou seja, 210 Onde

decorre que q = ? O outro % € maior que 230 onde obtemos p < ?

.1 1 3 10p 10 20
Resumindo: = +==— = = ,com— <ps —.
p g 10 3p-10 3 3
Representando em uma tabela, temos:
p 4 5 6
_ 10p 15
q= 3p-10 20 10 >

Notamos que restou apenas a pavimentacdo (5, 5, 10). Esta
configuracdo ndo € um padrédo de pavimentacao, pois provoca uma abertura de

36° havendo falhas ou sobreposi¢cdo, como podemos verificar na figura:

(X
9

Figura 29
d) Verificando n = 6, temos: i+1+£=£ = E+£=E
6 p g 2 p g 3

(i) Como p e q sdo numeros inteiros positivos, qualquer um deles &

. . 1 1 . . . 1 .
superior a 6, pois tanto — quanto — séao inferiores a E Como a sua soma é
p q
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%, entdo o menor dos valores de 1 € inferior a metade de % ou seja, % De
q

onde temos que q = 6. O outro 1 € maior que % de onde obtemos p < 6.
Y

Resumindo:1+i:i = qzi,com4s p < 6.
P q 3 p-3

Representando em uma tabela, temos:

p 4 5 6
3p 15
=—— 12 — 6
a p-3 2

Podemos verificar que resta apenas a pavimentacao (6, 6, 6) que é uma
pavimentacdo padrdo, pois a pavimentacgao (6, 4, 12) se encontra na figura 27.

Este caso ja foi estudado, como mostra a figura:

Figura 30

2° caso: k = 4 (quatro poligonos regulares)

Agora vamos considerar os poligonos regulares com o namero de lados
m,n,peqg,comm < n < p <. Asoma dos respectivos angulos internos ao

redor de um ponto é:

+180° - =360°,

0 0 0 0
180° 360 360° , ;g0 360 , ;g0 _ 360
m n p

onde obtemos: i+£+1+£=1.
m n

a) Iniciandocomm:3en:3,temos:1+1+E+1:1 = E+£:1.
3 3 p g 3

P q
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Analogamente a (i), vem: q :3_p3, com4 <p < 6.
p_

Representando em uma tabela, temos:

p 4 5 6
3p 15
=—F 12 — 6
q p-3 2

Observamos que as pavimentacbes (3, 3, 4, 12) e (3, 3, 6, 6) séo

pavimentacOes padrdes. O que podemos verificar a seguir:

XX XXX

Figura 31

A configuracao (3, 3, 5, %) ndo é uma pavimentacdo padrdo, pois %
nao é inteiro.
b) Param =3 e n =4, temos:

1 1 1 1_ 1 1 5
44221 = S+ =2
3 4 p q p qg 12

Como p e g sdo numeros inteiros positivos, qualquer um deles é superior

. 1 1 . . 5 . 5 x
a 4, pois tanto — quanto — séo inferiores a o Como a sua soma e o entao
P q

o0 menor dos valores 1 é inferior a metade de % ou seja, 2—54 De onde temos
q

que q = ﬁ O outro 1 € maior que i, de onde obtemos p < ﬁ
5 p 24 5
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.1 1_5 12p 12 24
Resumindo: =+==— = Q= ,com —<p<s—.
p q 12 5p-12 5 5

Representamos na tabela as possibilidades de pavimentacao:

p 3 4
_ 12p
9= 5p-12 12 6

A pavimentacdo (3, 4, 3, 12) foi indicada no item anterior e a
pavimentacdo (3, 4, 4, 6) é padrdo, pois pode dar continuidade a

preenchimento do plano, como podemos observar a seguir:

Figura 32

c) Param=4 en =4, temos:

=

1 1 1
—+—+—+-=1
4 4 p ¢

Tl
+

o
I

N

(i) Como p e g sdo numeros inteiros positivos e qualquer um deles é

. 1 1 . . . 1 .1
superior a 2, tanto — quanto — s&o inferiores a > Como a sua soma é >
P q

~ 1, .. . 1 1
entdo o menor — € inferior a metade de > ou seja, 2 Onde temos que q =
q

4. O outro 1 € maior que % onde obtemos p < 4.

Resumindo: 1+1:1:>q:£, com 2<p<4.

p q 2 p-2
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A pavimentacdo (4, 4, 3, 6) foi indicada no item anterior, restando
apenas a pavimentacdo (4, 4, 4, 4) que € uma pavimentagdo padrdo, como

indicada a segquir:

Figura 33

3° caso: k=5 (5 poligonos regulares)

Considerando os poligonos regulares com numero de lados I, m, n, p e
g coml<m=<n<p < g Asomados angulos internos dos respectivos

poligonos ao redor de um ponto é:

360° 360° 360° 360° 3600

180° - +180° -=—/ +180° -=—+180° -—— +180° - =360°,
j m n p q
onde obtemos: }+i+1+1 l:i
J m n p q 2
. . 1 1 1 1 1 3 1 1 1
Iniciandocomj=m=n=3,temos: —+—+—+-+-=— 4+ ==
3 3 3 p g 2 p q 2

Analogamente a (ii), obtemos:

Resumindo: 1+1:1 q—ﬂ com 2<p<4.
p

q 2 p-2
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As pavimentacbes (3, 3, 3, 3, 6) e (3, 3, 3, 4, 4) sdo pavimentacbes
padrdes, pois € possivel dar continuidade a pavimentacao, conforme indicada a

seqguir:

f
(%

AVAVAVAN AVAY
AT.TATATAT.TA
VANV AV VAN AV

AVAVAVAN L"‘ijé
Y.YAT#I.TA

—

Figura 34

4° caso: k =6 (6 poligonos regulares)

Como vimos, esta é a situacdo de 6 triangulos equilateros, portanto s6

ha um tipo. Este caso ja foi estudado, conforme a figura a seguir:

Figura 35

Concluimos, entdo, que das 14 possibilidades de pavimentacfes com
mais de um poligono regular, 6 n&o pavimentam, restando apenas 8

pavimentacodes.

A descricdo detalhada de todos os casos de pavimentagbes com
poligonos regulares traz uma importante sustentacdo para a concepc¢do das
atividades proposta na pesquisa sobre as propriedades dos poligonos, em

particular, dos poligonos regulares.
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2.3 DESCRICAO DOS CONTEUDOS GEOMETRICOS DE ALGUNS LIVROS
DIDATICOS

Antes de apresentar a descricdo dos conteudos geométricos de alguns
livros escolhidos do programa nacional do livro didatico recentemente
recomendados pelo PNLD, vamos reproduzir algumas informagdes sobre a
escolha dos livros didaticos para as escolas publicas em todo o Brasil,
encontrado no guia PNLD 2004.

Entre o PNLD1997 e o PNLD 2004, a avaliacédo do livro didatico teve
muitos avancos decorrentes ndo s6 da experiéncia acumulada nos
processos anteriores, mas também de uma analise criteriosa desses
processos. Um deles foi a decisédo de que os livros ndo seriam mais
avaliados por série, mas por colegdo, para 0 conjunto das quatro
séries. O objetivo dessa modificacdo foi oferecer ao Professor um
material cujo conteldo e metodologia fossem articulados entre si, nas
varias séries ou ciclos. (Guia PNLD 2004, p.10, 12, 14).

Como podemos verificar, a escolha do livro é feita por colecdo. Vamos
analisar o tema abordado neste trabalho em trés colecfes: Matematica e
Realidade, de Gelson lezzi, Osvaldo Dolce e Antonio Machado, da Atual
editora; Tudo é Matematica , de Luis Roberto Dante da editora Atica; e
Aprendendo MATEMATICA, de José Rui Giovanni e Eduardo Parente da
editora FTD. A escolha dessas colecdes deve-se ao fato de que as mesmas
sdo amplamente utilizadas por professores da rede publica estadual, sendo por
isso, alvo de frequentes revisbes e atualizacbes por parte dos autores e
editoras. Ressalte-se ainda, que uma das colecdes (Aprendendo Matematica) é

adotada pelo professor pesquisador.

Vamos iniciar pela apresentacdo da cole¢cdo Matematica e Realidade .
No livro da 5% série a geometria esta dividida em dois topicos: “primeiros
passos” abordando as formas geométricas e, “medidas” a qual aborda a
definicdo de poligonos e a nomenclatura em funcdo do numeros de lados e

numero de vértices.



60

WA

No livro da 62 série a geometria esta dividida em doiss topicos: “angulos”
e “areas”. Nado aborda pavimentacGes, apenas é&reas de figuras planas

prevalecendo quadrilateros e triangulos.

No livro da 72 série o autor dedica 3 topicos para a geometria, fazendo,
entdo, um estudo aprofundado a respeito dos triangulos, quadrilateros e
circulos. Apresenta varios exercicios de geometria ligados com a algebra que
podem ser resolvidos com o0 uso de régua e compasso. Cita também as
propriedades do paralelogramo sem omitir o postulado de Euclides. Formaliza
a geometria, definindo conceitos, colocando as proposi¢cdes em termos de
enunciado, hipétese, tese e demonstracdes. Optou por apresentar
gradualmente os conceitos e proposices, reduzindo ao numero minimo
necessario. Trabalha desafios onde utiliza triangulos equilateros na forma de
pavimentagcdo para que o aluno conte a quantidade de triAngulos. No que se
refere aos poligonos, faz uma grande referéncia aos triangulos e suas
propriedades, comenta sobre a soma das medidas dos angulos internos do
triangulo e escreve sobre a propriedade do angulo externo. Para o triangulo
equilatero, utiliza a definicdo de Euclides. Faz constru¢Bes de triangulos e
quadrilateros, acrescenta textos complementares sobre geometria, apresenta
as definicbes de poligonos convexos e nao convexos e destaca o0s

quadrilateros notaveis.

No livro destinado a 82 série, define poligonos regulares e néo regulares,
faz referéncias as diagonais de um poligono de n lados, escreve sobre a soma
das medidas dos angulos internos e externos de um poligonos convexo de n
lados e novamente destaca que um poligono regular é equilatero e equangulo,
como Euclides. Expde como encontrar a medida de um angulo interno e de um
angulo externo de um poligono regular e faz construcbes de poligonos
regulares inscritos e circunscritos na circunferéncia. Divide um triangulo
equilatero em quatro pecas e desafia 0 aluno a montar um triangulo e um
quadrado a partir figuras. Um outro desafio foi propor ao aluno ladrilhar pisos
com hexagono regular, octégono regular, retangulo, pentagono regular,

tridngulo equilatero e quadrado, indicando uma forma de pavimentacao.
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7z 7

A segunda colecdo que serd apresentada é Tudo é Matematica .
Segundo o autor, o objetivo desta obra é fazer o aluno pensar, desenvolver o
raciocinio logico, enfrentar situacdes novas, conhecer as primeiras aplicacdes
da matematica e tornar as aulas interessantes e motivadoras. Comenta sobre
poligonos convexos, faz referéncias com as diagonais, utiliza esta idéia para
expor a soma das medidas dos angulos internos de um poligono regular, faz
referéncias sobre a medida do angulo externo e como o aluno pode encontrar

este valor.

Apresenta o preenchimento do plano utilizando a argumentacdo de
ladrilhamento e trabalha com os poligonos regulares: triangulo equilatero,
quadrado, hexagono regular e octdgono regular com o objetivo de encontrar a
medida do angulo interno desses poligonos e calcular a medida de cada angulo
interno dos poligonos utilizados no ladrilhamento, mostrando diretamente ao

aluno as figuras montadas.

No livro da 52 série divide a geometria em dois topicos. O primeiro
topico, Angulos, Poligonos e Circunferéncias, aborda poligonos e a
nomenclatura dos poligonos regulares, mostrando imagens do cotidiano
evidenciando as formas geométricas. O segundo tépico, Perimetros e Areas,
utiiza algumas formas de pavimentacdo com poligonos. Na parte de
aprofundamento relaciona a geometria com a arte, destacando Maurits Cornelis
Escher (1898-1972).

Na livro da 62 série, apresenta situacdes de pavimentacdo e utiliza a
palavra forrar o plano com triangulo equilatero, quadrado e hexagono regular,
referindo-se a soma dos angulos ao redor de um ponto igual a 360°. Faz, no
entanto pouca referéncia as construcdes de poligonos regulares inscritos na
circunferéncia, mas destaca as propriedades dos poligonos regulares e
apresenta-os aos alunos para que possam conhecer e tirar suas proprias

conclusoes.

No livro da 72 série, apresenta a soma das medidas dos angulos internos
do triangulo e a medida do angulo externo do triangulo. Define a soma das

medidas dos angulos internos de um quadrilatero e a estende para poligonos



62

convexos. Define poligonos regulares de n lados, a soma das medidas dos
angulos internos e como encontrar a medida de um angulo externo do poligono

regular. Faz uma rapida referéncia sobre o angulo externo de um poligono.

O livro da 82 série apresenta poligonos regulares inscritos na
circunferéncia com a finalidade de encontrar a area em funcdo do raio e em
funcdo do lado deste poligono; trata, também, de poligonos semelhantes. No
topico que aborda circunferéncias e circulos, é sugrida uma oficina de
matematica intitulada Fazendo a gente aprender e mostra mosaicos
construidos com hexagonos regulares. No topico sobre perimetros, areas e
volumes volta a apresentar um mosaico de Escher hexagonal em um dos

exercicios propostos.

A terceira colecdo a ser apresentada é Aprendendo MATEMATICA . Os
volumes de 7% e 82 séries foram utilizados pelo professor pesquisador. O autor
distribui o conteudo referente & geometria ao longo da colecédo. No volume da
52 série, apresenta conceitos fundamentais e constru¢cdes com régua e
compasso, apresenta também poligonos e seus principais elementos, a
nomenclatura associada ao numero de lados, estuda os triangulos e
quadrilateros. Em um dos exercicios apresenta figuras de mosaicos como

recursos para a identificacdo dos poligonos utilizados.

Na 62 série utiliza dois topicos para a geometria. O primeiro topico,
Formas Geométricas: medidas e construcdes, apresenta as forma geométricas
a fim de trabalhar com angulos. Mostra figuras com agrupamento de triangulos
em forma de hexagono. No segundo tépico, Equacdes, sistemas e Geometria,
trabalha com a soma das medidas dos angulos internos de quadrilateros e
destaca uma pavimentacdo com quadrilateros a fim de mostrar que a soma das
medidas dos angulos internos de um quadrilatero é 360°. Trata da diagonal de

poligonos mostrando a divisdo em triangulos a partir de um sé vértice.

Na 72 série divide a geometria em quatro tépicos: medidas e construgdes
com triangulos; quadrilateros; circunferéncia e angulos. O primeiro trata da
classificacdo de triangulos, de segmentos notéveis, da relacédo entre elementos

de um triangulo, e da congruéncia de triangulos, faz construcbes, comenta
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sobre a soma das medidas dos angulos internos, a soma das medidas dos
angulos externos, aproveita para trazer curiosidades da geometria com a arte
destacando os flocos de neve de Koch. O segundo topico refere-se aos
quadrilateros, paralelogramos e trapézios, trata da soma das medidas dos
angulos internos, das propriedades do quadrado, do paralelogramo, do losango
e do trapézio. Novamente remete a geometria com a arte através da
pirogravura, centrada no eixo de simetrias. O terceiro topico refere-se a
circunferéncia e seus elementos possiveis de trabalhar nesta série. Trabalha
com construgdo da circunferéncia, corda, posicOes relativas entre reta e
circunferéncia como nogdes intuitivas, sem se preocupar com os calculos das
medidas das distancias, comenta as relacdes entre cordas na circunferéncia e
escreve sobre a posicao relativa entre duas circunferéncias, sem aprofundar
em detalhes como pontos de intersecgao e ponto de tangéncias entre elas. Faz

referéncias entre a geometria e a natureza.

No quarto topico, faz referéncias a poligonos regulares, a soma das
medidas dos angulos internos, a soma das medidas dos angulos externos,
utiliza a nomenclatura, diferencia poligonos regulares de nao regulares,
destaca como encontrar a medida de um angulo interno e do angulo externo de
um poligono regular. Faz algumas aplicacdes com poligonos regulares,
apresentando um mosaico pronto para encontrar a medida de angulos para
uma volta completa. N&o se preocupa com a construcdo de poligonos

regulares inscritos nem circunscritos a circunferéncia.

No livro da 82 série trata de poligonos inscritos e circunscritos a
circunferéncia, mas nao aborda a constru¢cdo e sim suas propriedades para
definir area de figuras planas. Coloca em toda a colecdo textos
complementares para auxiliar a compreensdo do conteudo trabalhado na
unidade, destacando alguns fatos historicos, lancando desafios ou relagdes da
geometria com a natureza. Ainda no volume da 82 série trata de triangulos e
circunferéncias, de poligonos inscritos e circunscritos a circunferéncia e das
relacbes métricas desses poligonos. Apresenta uma unidade para tratar de

area de poligonos, destacando a area de poligonos regulares.
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Essa sintese histdérica sobre o0s poligonos regulares, sobre a
pavimentacdo e a descricdo de conteudos geométricos de alguns livros
didaticos, foi apresentado para trazer subsidios para a concepcado de nossa
sequéncia de atividades.

A arte de desenhar pavimentagbes e padrfes, € claramente muito
antiga e bem desenvolvida. Em contraste, a ciéncia das pavimentacfes
e padrbes, 0 que para nds significa o estudo das suas propriedades
matematicas, € comparativamente recente e muitas partes deste tema
permanecem ainda por explorar.

(Shepard e Grunbaum em Tilings and Patterns)

(http:/imww.prof2000.pt/users/coimbracom/formacao/matb/1/geom/pavim_frisos
.doc)
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CAPITULO 3 — Concepcéo das atividades e andlise  a priori

3.1 CONCEPCAO DAS ATIVIDADES

Esta sequéncia de atividades foi aplicada a alunos da 82 série do Ensino
Fundamental de uma escola da rede publica estadual de S&o Paulo.
Escolhemos trabalhar com o tema Poligonos, contetudo geralmente trabalhado
na 72 série do Ensino Fundamental, visto que varios aspectos desse tema
permanecem sem serem compreendidos pelos alunos da 82 série do Ensino

Fundamental conforme verificamos no questionario aplicado.

Elaboramos uma sequéncia de atividades procurando utilizar a
pavimentacdo com o intuito de tornar o conceito de poligono mais significativo

para o aluno.

A primeira idéia para esse estudo era a utilizacdo de mosaicos, mas esta
possibilidade nos remetia a uma atividade muito abrangente, pois a construcao
dos mosaicos nao utiliza apenas poligonos, mas pode envolver outros tipos de
figuras planas. Partimos entdo da pavimentagcédo do plano que utiliza somente

poligonos.

Foi a partir da analise do material da “Associacdo de Professores de
Matematica — Lisboa” sobre Pavimentacdes que iniciamos a concepcdo das
atividades. A elaboracao das atividades foi baseada nas atividades sugeridas

pela mesma Associacao e adaptadas para 0 nosso contexto.

As pesquisas de Machado, Parsysz e Vergnaud constituiram o alicerce
para a concepcdo e analise de nossas atividades. Lembramos que Machado
sugere que para a apropriacdo de um conceito geométrico é desejavel uma
articulagdo entre 4 dimensdes: percepcdo, construcdo, representacao e

organizacdo conceitual. Parsysz, por sua vez, sugere uma articulacdo entre a
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geometria concreta, a geometria de representacdo e a geometria dedutiva.
Vergnaud sugere trabalhar com um conjunto variado de situagdes, com seus

invariantes e seus significantes.

Essas sugestbes foram motivadoras para a divisdo da sequéncia de
atividades em trés blocos, descritos a seguir:

* Bloco I: A exploracéo dos poligonos via manipulacdo do material concreto;
» Bloco II: A exploracéo dos poligonos com o uso de software Cabri;

« Bloco lll: O estudo das propriedades dos poligonos.

 Blocol:

O Bloco | foi concebido para investigar empiricamente o grau de
conhecimento do aluno em relacdo aos poligonos, como os alunos reagem
com a apresentacao do material concreto, quais atitudes podem ter e como iréo

incorporar tais conhecimentos.

Criamos seis kits de pecas entre poligonos regulares e ndo regulares
com cores diferentes. Dos poligonos regulares, foram confeccionados quarenta
e dois triangulos equilateros, vinte e cinco quadrados, dez pentagonos,
guatorze hexagonos, sete heptagonos, nove octdgonos, seis eneagonos,
guatro decagonos e seis dodecagonos. Para cada poligono regular citado, com
excecdo do triangulo equilatero e do quadrado, colocamos um poligono néo
regular de mesmo numero de lados. Além disso, construimos dezesseis
triangulos retangulos, oito triangulos escalenos, oito retangulos, oito
quadrilateros em forma de trapézio escaleno. Cada dupla utiliza um kit na

atividade.

Esse bloco foi dividido em duas atividades: a primeira, para diferenciar
poligonos regulares e nao regulares, bem como formalizar a nomenclatura em
relacdo ao numero de lados do poligono; a segunda, para explorar o conceito
de pavimentacao, visto que tal conceito coloca em funcionamento propriedades

dos poligonos.
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* Bloco ll:

O principal objetivo deste bloco é fazer com que o aluno possa confirmar
as situagdes construidas no primeiro bloco e confrontar com recursos do Cabri

as idéias que foram conjecturadas na manipulacao do material concreto.

Para desenvolver a atividade o aluno sera levado para a sala de
informatica onde podera utilizar o software Cabri Géometre Il. Nesse bloco o
aluno irda construir pavimentacbes com poligonos regulares. Estardo
disponiveis as macros, isto €, construcbes dos poligonos regulares,

apresentados no kit do bloco 1.

Nesse bloco os alunos deverao construir virtualmente as pavimentacfes
elementares com triangulo equilateros, quadrados e hexagonos regulares e
procurar todas as combinagdes possiveis com dois ou mais tipos de poligonos
regulares. As ferramentas “macro construcdo”, “medida de angulo” e

“preencher” serdo utilizadas.

Esperamos que esse bloco leve o aluno a uma verificacdo de algumas
propriedades dos poligonos, tais como: a congruéncia das medidas dos

angulos internos de cada poligono regular e das medidas dos seus lados.

* Bloco lll:

O terceiro bloco foi concebido para explicitar os invariantes relacionados
aos poligonos. O aluno ird aplicar os conhecimentos adquiridos nos dois
primeiros blocos para construir o conceito de poligono regular e para
generalizar resultados obtidos empiricamente nos blocos anteriores. As
principais propriedades dos poligonos que serdo estabelecidas sdo: a soma
das medidas dos angulos internos e externos de um poligono e as medidas dos

angulos internos e externos dos poligonos regulares.
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3.2 ELEMENTOS DE UMA ANALISE A PRIORI

3.2.1 BLOCO I: Manipulando poligonos

A atividade 1 sera apresentada aos alunos da seguinte maneira:

Escolher um Kkit.

1) Classificar os poligonos em dois grupos. Que critério vocé utilizou para classificar os
poligonos? Descreva-o.

2) Junte sobre a mesa poligonos com o0 mesmo ndmero de lados de modo que a mesa seja
preenchida com as pecas do kit, ndo havendo falhas (espaco entre as pecas) nem
sobreposigdo de poligonos. Repita a atividade utilizando tridangulos congruentes entre si (ndo
regulares).

O que vocé acabou de fazer recebe 0 nome de Pavimentacao.

Pavimentar € combinar as formas geométricas de modo a cobrir toda a superficie sem
falhas e sem sobreposicdes.

A primeira parte da atividade foi elaborada para dar aos alunos a
oportunidade de diferenciar poligonos regulares e nao regulares. A segunda
parte da atividade tem por finalidade a apropriagdo do conceito de
pavimentacdo. Os alunos deverdo descobrir empiricamente poligonos que
pavimentam o plano. No caso dos poligonos serem regulares, temos 3

pavimentacdes possiveis com poligonos de um so tipo.

Apresentamos abaixo as pavimentacdes com poligonos regulares de um

s6 tipo: triangulos equilateros, quadrados e hexagonos regulares.

Figura 36
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Quaisquer dos triangulos sempre podem pavimentar o plano desde que
sejam todos congruentes entre si. Apresentamos duas pavimentagcdes com
triangulos ndo regulares e congruentes entre si.

Quaisquer quadrilateros pavimentam o plano desde que sejam
congruentes entre si. Seja ABCD um quadrilatero qualquer. Basta escolher o
ponto médio M de um lado (por exemplo, DC) e obter os simétricos B’ e A’ dos
pontos B e A em relacdo ao ponto médio. O quadrilatero DCA'B’ sera
justaposto ao quadrilatero ABCD conforme indica a figura abaixo.

Figura 38

Apresentamos 2 pavimentacdes com quadrilateros congruentes entre si.

Figué 39
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Durante o desenvolvimento da atividade, poder&o surgir dificuldades em
funcdo da nomenclatura dos poligonos. Neste caso, o professor pesquisador
podera orientar como atribuir a nomenclatura para os poligonos regulares e

nao regulares.

Apbés a atividade haver4d uma teorizagdo por parte do professor
pesquisador. Sera dada a definicdo de poligono regular e a nomenclatura
associada a cada poligono (vértice, lado, angulo interno e angulo externo).
Além disso, alguns comentarios sobre as pavimentacdes obtidas com

poligonos nédo regulares pertencentes ao Kkit.

A atividade 2 sera apresentada ao aluno da seguinte maneira:

Utilize o kit da atividade 1

a) Fazer uma pavimentagdo utilizando apenas triangulos equilateros. Verifique se é
possivel.

b) Fazer uma pavimentacgéo utilizando apenas quadrados. Verifique se é possivel.

c) Fazer uma pavimentacao utilizando apenas pentdgonos regulares. Verifiqgue se é
possivel.

d) Fazer uma pavimentacédo utilizando apenas hexagonos regulares. Verifique se é possivel.

e) E possivel fazer uma pavimentacdo com poligonos regulares com o nimero de lados
maior que seis? Se sim, quais? Se nao, tente dar uma explicagéo.

f) Descubra algumas pavimentag8es possiveis utilizando somente dois poligonos regulares.
Quais poligonos vocé utilizou em cada pavimentagao?

g) Descubra algumas pavimentacdes possiveis utilizando mais de dois poligonos regulares.
Quais poligonos vocé utilizou em cada pavimentacao?

O objetivo da atividade é desenvolver nos alunos a habilidade e
percepcdo com o0 manuseio de poligonos regulares de mesma forma e de

formas diferentes.

Nos itens (a) e (b), as pavimentacdes sdo de facil compreenséo pelos
alunos, pois ja foram realizadas anteriormente. No item (c) ao colocar os
pentagonos regulares em torno de um ponto, o aluno pode perceber que é
possivel colocar até trés pentagonos um ao lado do outro, sem sobreposicéo.
Ao colocar o quarto pentagono regular havera sobreposicdo. Nao se espera
nesse bloco que o aluno dé uma justificativa tedrica para a sobreposi¢cao. Mas
pode acontecer que alguns alunos justifiquem a sobreposicéo pela utilizacdo da

férmula que fornece a medida de um angulo interno de um poligono regular

_ 0
o ¢ (N-2).180

qu . Para n = 5, encontramos 108°. Ao utilizar trés pentdgonos
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regulares ao redor de um ponto, obtém-se 3.108° = 324°, faltando 36° para
completar 360°. Acrescentando mais um pentagono regular, temos 4.108° =
432°, concluindo-se que ficam sobrepostos. Neste caso, ndo € possivel
pavimentar somente com pentagonos regulares. Representamos a seguir a
tentativa de pavimentagcdo com pentdgonos regulares utilizando 10 pecas, o

interior da figura € uma estrela de cinco pontas.

Figura 40

A pavimentacdo do item (d) ndo apresentara dificuldades aos alunos,
pois é considerada de facil compreensédo, jA que necessita apenas de 3
hexagonos regulares. Para desenvolver o item (e) o aluno deve notar que nao
sera possivel realizar a pavimentacdo com um s6 poligono regular de lado
maior que 6. Tais poligonos apresentam medida do angulo interno maior que
120° o que mostra que ndo pavimentam o plano, pois havera sobreposi¢cdo. A

seguir vamos mostrar possiveis tentativas.
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Figura 41

Agora, vamos verificar a possibilidade de pavimentacdo com dois
poligonos regulares, como esté descrito no item (f). Primeiro vamos encontrar
as pavimentacfes mais simples depois tentar fazer as demais combinacdes.

Pretende-se que o aluno inicie com triangulos equilateros e quadrados.

Acreditamos que os alunos, por tentativa e erro, terdo sucesso nesta
atividade, mas sem ter a percepcédo de que a soma das medidas dos angulos
internos dos poligonos em torno de um ponto é 360° pois refere-se a uma

atividade empirica.

Pretendemos levar os alunos a perceber que estdo encontrando valores
inteiros m e n de modo que m.60° + n.90° = 360°, sendo m 0 numero de

tridangulos equilateros e n o niumero de quadrados que podem ser utilizados
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para pavimentar o plano. Assim, temos: m.60° + n.90° = 360°, dividindo a

equacao por 30° obtemos: m.2 + n.3 = 12.

Trés triangulos equilateros e dois quadrados pavimentam a superficie.
Existem mais de uma posi¢cdo para combinar estes poligonos regulares.

Apresentamos a seguir uma delas.

Figura 42

Prosseguindo, vamos reunir triangulos equildteros e o hexagonos
regulares de modo que m.60° + n.120° = 360°. Neste caso, podemos fazer m =

2en=2oum=4en=1. Vamos apresentar uma das pavimentacoes.

Figura 43

Outra forma de pavimentar o plano € com triangulos equilateros e
dodecagonos regulares. Para isso, devemos ter m.60° + n.150° = 360° o que se
verifica fazendo m = 1 e n = 2, portanto € possivel pavimentar o plano com
triangulos equilateros e dodecagonos regulares. A seguir indicamos a

pavimentagao possivel.
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Figura 44
A pavimentacgdo podera ser feita também com quadrado e o octdgonos
regulares, ou seja, devemos ter m.90° + n.135° = 360°, basta fazerm=1en =

2. Logo é possivel pavimentar o plano com esses poligonos regulares. Segue a

representacdo da pavimentacao.

Figura 45

Esperamos que os alunos respondam o item (g) por tentativa e erro.
Vamos descrever as possibilidades de pavimentacdo com trés poligonos
regulares. Podemos ter uma pavimentacdo do tipo (3, 4, 4, 6) com estes
poligonos, o quadrado sera utilizado duas vezes; (3, 3, 4, 12) neste caso, 0
tridangulo equilatero serd utilizado duas vezes e uma pavimentagdo do tipo
(4, 6, 12).

Para pavimentar o plano com o tridangulo equilatero, quadrado e
hexagono regular deveremos ter m.60° + n.90° + p.120° = 360° com isso
devemosterm =1, n=2e p = 1. Outra pavimentacédo é do triangulo equilatero,
guadrado e dodecagono, ou seja, devemos ter m.60° + n.90° + p.150° = 360°
para isso devemos atribuirm =2, n =1 e p = 1. A Ultima pavimentacéo utiliza o
guadrado, hexagono regular e o dodecagono regular, assim m.90° + n.120° +
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p.150° = 360° para isso devemos ter m = 1, n = 1 e p = 1. Segue a

representacdo das pavimentacdes citadas; ndo €, porém, a Unica possibilidade.

Figura 46

Ha a possibilidade de os alunos nao conseguirem visualizar a juncéo das
pecas em torno de um s vértice. Nesse caso, sera necessaria a intervencao

do professor pesquisador.

3.2.2 BLOCO Il - Construcdes no Cabri

A atividade 1 sera apresentada ao aluno da seguinte maneira:

la) Utilizando a barra de ferramenta “macro construgcdo” construa um triangulo equilatero
clicando nas duas extremidades de um segmento. A seguir meca o “angulo interno” com a
ferramenta “angulo”.

1b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente tridngulos equilateros?

1c) Se possivel, pinte a pavimentacao utilizando cores e a ferramenta “preencher”.

2a) Utilizando a barra de ferramenta “macro constru¢do” construa um quadrado clicando nas
duas extremidades de um segmento. A seguir mega o “angulo interno” com a ferramenta
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“angulo”.

2b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente quadrados?

2c) Se possivel, pinte a pavimentacao utilizando cores e ferramenta “preencher”.

3a) Utilizando a barra de ferramenta “macro construgdo” construa um pentagono regular
clicando nas duas extremidades de um segmento e no angulo dado. A seguir meca o
“angulo interno” com a ferramenta “angulo”.

3b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente pentagonos regulares?

3c) Se possivel, pinte a pavimentacdo com a ferramenta “preencher”.

4a) Utilizando a barra de ferramenta “macro constru¢do” construa um hexagono regular
clicando nas duas extremidades de um segmento. A seguir meca o “angulo interno” com a
ferramenta “angulo”.

4b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente hexagonos regulares?

4c) Se possivel, pinte a pavimentagdo com a ferramenta “preencher”.

5) Verifique se é possivel pavimentar o plano com um poligono regular presente na barra
de ferramentas e cujo nimero de lados seja maior que 6. Justifique a sua resposta.

O objetivo da atividade é fazer com que os alunos confirmem os
resultados do bloco 1 com a utilizacdo de um software. Além disso, queremos
que os alunos obtenham empiricamente as medidas dos angulos internos dos
poligonos utilizados. Serdo fornecidos na barra de macro constru¢do, 0s
seguintes poligonos regulares: triangulo equilatero, quadrado, pentagono
regular, hexagono regular, heptagono regular, octdégono regular, decagono

regular e dodecagono regular.

Nessa atividade os alunos serdo levados a perceber que as
pavimentacfes possiveis realizadas com a manipulagdo dos poligonos
regulares ocorrem porque a soma das medidas dos angulos internos dos
poligonos em torno de um sO ponto é 360°. No desenvolvimento com o
software Cabri esta informacdo sera verificada a cada construcdo das
atividades programadas. Para o desenvolvimento da questdo 1, o aluno devera
ativar a macro “triangulo equilatero”. Ela devera ser acionada a partir de 2
pontos que sao as extremidades do lado de um triangulo equilatero. No final da

atividade devemos ter uma representacéo do tipo:

Figura 47
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Na questdo 2 os alunos ndo terdo dificuldades, pois é de facil
entendimento. Basta ativar a ferramenta quadrado, clicar em 2 pontos distintos
e fazer a pavimentacdo. A tarefa pede ao aluno para medir os angulos em

torno de um so ponto. No final da atividade teremos uma representacéo do tipo:

Figura 48

Na questdo 3 o aluno deverd recorrer a ferramenta “pentadgono regular”
para pavimentar o plano e perceber que ndo € possivel. Sera acionada a macro
clicando em dois pontos distintos e utilizando o angulo interno 108° por
intermédio da ferramenta “edicdo numeérica”. Iréo utilizar a ferramenta “angulo”
para verificar que faltam 36° para completar 360° ao redor de um ponto. A

representacao a seguir foi feita utilizando o recurso citado.

Figura 49

Os alunos deverdo desenvolver a questdo 4 utlizando a macro
“hexagono regular” e clicando em dois pontos distintos. Irdo utilizar a
ferramenta “angulo” para medir os angulos internos dos poligonos regulares
utilizados ao redor do vértice de um deles. No final teremos uma representacao

do tipo:

Figura 50
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Na questdo 5 a ferramenta “medida de um angulo” do Cabri contribui
para a verificacdo de que nenhum poligono regular de um soé tipo com n lados,

n > 6, pode pavimentar o plano.

Espera-se que os alunos consigam utilizar as macro construgcdes
fornecidas previamente para construir os poligonos e tenham familiaridade com
0 uso do computador. Para reconhecer a possibilidade da pavimentacao, os
alunos deverao medir cada angulo interno dos poligonos utilizados em torno de
um sO ponto, com a finalidade de verificar que a soma das medidas dos

angulos é igual a 360°.

A atividade 2 sera apresentada ao aluno da seguinte maneira:

Existem apenas quatro pavimentacdes do plano que utilizam em torno de um ponto apenas
dois tipos de poligonos regulares. Descubra-as.

O objetivo desta atividade é desenvolver no aluno o espirito de
investigacdo e desafid-lo a procurar os tipos de pavimentagcdo com dois
poligonos possiveis de serem realizadas. Possivelmente os alunos iniciardo a
atividade com triangulos equilateros e quadrados, a seguir trocardo o quadrado
pelo pentagono regular, depois pelo hexagono regular e assim por diante até o

dodecagono regular.

A préxima dupla de poligonos que o aluno provavelmente utilizara séo
0 quadrado e o hexagono regular, substituindo depois o hexagono pelo
heptagono regular, o octégono regular até o dodecagono regular. Com isso
encontrara todas as pavimentacdes possiveis, ou seja, quadrado e triangulo
equilatero, quadrado e hexagono regular, quadrado e octégono regular e,
finalmente, tridngulo equilatero e dodecagono regular. Devera perceber que
nao encontrard mais possibilidades, pois as medidas dos angulos internos dos
poligonos regulares com maior nimero de lados possuem menor possibilidade

de pavimentacao.

Espera-se que os alunos tenham menos dificuldade, pois na atividade
1, verificaram com o Cabri as medidas de cada angulo interno dos poligonos

regulares. Os alunos terdo a disposi¢éo o software Cabri e 0 material concreto.
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Caso os alunos apresentem dificuldades, o professor devera orienta-
los para que utilizem o material concreto a fim de encontrar as possibilidades
de pavimentacao e depois confirmar no software Cabri.

3.2.3 BLOCO lll — Dedugéao

A atividade 1 sera apresentada ao aluno da seguinte maneira:

Considerando os poligonos a seguir:

000
OO0

a) Em quantos triangulos podemos decompor cada um dos poligonos acima, a partir de
um dos vértices?

b) Em quantos triangulos podemos decompor um poligono de n lados, a partir de um dos
vértices?

¢) Qual é a soma das medidas dos angulos internos de um poligono de 100 lados?

d) Qual é a soma das medidas dos &ngulos internos de um poligono de n lados?

e) Qual é a medida de um angulo interno do poligono regular de 36 lados?

f) Qual é a medida do angulo interno de um poligono regular de n lados?

O objetivo desta atividade é levar os alunos a generalizar resultados

relativos a poligonos.

No item (a) o aluno deve escolher um vértice em cada poligono e tracar
as diagonais. Ira observar que sobrardo dois vértices do poligono que néo
serdo ligados por diagonais. Ao final contara os triangulos formados e notara
que a quantidade € o numero de lados menos dois. O poligono (1) possui seis

lados e sera dividido em quatro triangulos; o poligono (2) possui sete lados e
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sera dividido em cinco triangulos; o poligono (3) possui oito lados e sera
dividido em seis triangulos; o poligono (4) possui nove lados e sera dividido em
sete triangulos; o poligono (5) possui dez lados e sera dividido em oito
triangulos; o poligono (6) possui onze lados e sera dividido em nove triangulos;

finalmente poligono (7) possui doze lados e seré dividido em dez triangulos.

No item (b) o aluno devera concluir que um poligono de n lados sera
dividido em (n — 2) triangulos. No item (c) o aluno devera perceber que a soma
das medidas dos angulos internos do poligono de 100 lados é (100 — 2).180°.
O item (d) é uma generalizacdo dos resultados acima. A soma das medidas
dos angulos internos de um poligono de n lados € igual a (n — 2).180°.

Para desenvolver o item (e), o aluno devera perceber que um poligono
regular de 36 lados possui todas as medidas dos angulos internos iguais.
Sendo assim, encontrara a soma das medidas dos angulos internos desse
poligono e dividira o resultado por 36. Neste caso, encontrara o angulo 170°.

No item (f) devera apresentar uma férmula para a medida do angulo interno de

. .. _(n-2).180°
um poligono regular, ou seja, i=——.

A atividade 2 sera apresentada aos alunos da seguinte maneira:

a) Qual é a soma das medidas dos angulos externos do hexagono abaixo?

b) Obter uma férmula para a soma das medidas dos angulos externos de um poligono de n
lados.

¢) Se um poligono de 10 lados é regular, qual é a medida do &ngulo externo desse poligono?
d) Se um poligono de n lados é regular, qual € a medida do angulo externo desse poligono?
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O objetivo da atividade € levar o aluno a perceber que
independentemente do poligono ser regular ou ndo, a soma das medidas dos
angulos externos € 360°.

O item (a) serd desenvolvido com a observacdo de que a soma da
medida de um angulo interno e do seu angulo suplementar externo € igual a
180°. Escrevendo para cada vértice uma equacao, teremos seis equacgdes, ou
seja:

i, +e, =180°
i, +e, =180°
i, +e, =180°
i, +e, =180°
i. +e, =180°
i, +e, =180°

Somando em ambos os lados da equacéo:
- - . - - . — 0
(i, +i, +ig +i, +ig +ig)+(e, +e, +e, +e, +e, +e,)=6.180".

A soma das medidas dos &angulos internos do poligono é:
S, =(6-2).180° =4.180°. Logo,

4.180° +(e, +e, +e, +e, +e, +e,) =6.180°

O aluno deve encontrar que a soma das medidas dos angulos externos
para o poligono apresentado é 360°. De fato,

e, +e,+e, +e, +e, +e, =6.180° -4.180° = 360°
Para o item (b) o aluno devera notar que:
S, +S, =n.180°. Logo S, =n.180° —(n-2).180°. Portanto S, =360°.

O objetivo do item (c) é fazer com que o aluno perceba que no poligono

regular os angulos externos sao congruentes. Portanto, basta dividir a soma
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das medidas dos angulos externos por 10. Finalmente no item (d) o aluno

devera generalizar e escrever a formula que representa a medida do angulo

0
externo, ou seja, S, = 360 :
n

A atividade 3 sera apresentada ao aluno da seguinte maneira:

Determinar a medida do angulo CAD sabendo que a figura ABCDE é um poligono regular.
Descrever 0 processo.
A

C D

O objetivo dessa atividade € verificar se os alunos se apropriaram do
conceito de poligono regular e das suas propriedades. No item (a) os alunos
poderdo apresentar a seguinte estratégia de resolucdo: o pentdgono regular
tem lados congruentes e angulos congruentes, conclui-se que os triangulos
ABC e AED séo isosceles. Como a soma das medidas dos angulos internos de
um poligono é (n - 2).180° conclui-se que a soma das medidas dos angulos
internos de um pentagono é 540°. Como o pentagono é regular entdo a medida

540°

do angulo ABC é =108°. O triangulo ABC sendo isésceles teremos que

0s angulos BAC e BCA medem 36°. De maneira analoga, conclui-se que a
medida do angulo AED é 108° e as medidas dos angulos EAD e EDAmedem

36°. Finalmente, o angulo CAD mede 108° - (36° + 36°) = 36°. O professor
pesquisador deve orientar os alunos a observar que as diagonais AC e AD sao
congruentes. Acreditamos que uma dificuldade para a correta resolucao seja

perceber que os triangulos ABC e AED sao isésceles.

A atividade 4 sera apresentada ao aluno da seguinte maneira:

a) Um retangulo é um poligono regular? Escreva sua resposta.
b) Um losango é um poligono regular? Escreva sua resposta.
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Essa atividade foi elaborada para dar ao aluno a oportunidade de lidar
com poligonos nao regulares que apresentam apenas uma das duas condi¢cfes

dos regulares.

A intencdo da atividade é verificar se 0s alunos se apropriaram das duas
condicoes da definicdo de poligono regular. O retangulo tem apenas 4 angulos
congruentes e o losango tem apenas 4 lados congruentes. De acordo com a
definicdo de poligono regular eles ndo satisfazem uma das duas condi¢cdes

(lados congruentes e angulos congruentes respectivamente).

A atividade 5 sera apresentada ao aluno da seguinte maneira:

Na construgéo civil, € muito comum a utilizagao de ladrilhos com a forma de poligonos para
0 revestimento de pisos ou paredes. Entretanto, ndo sdo todas as combinacdes de
poligonos que se prestam a pavimentar uma superficie plana, sem que haja falhas ou
superposicdes de ladrilhos, como ilustram as figuras:

IVIVIVE

.
i
.
.

Figura 2: Heptagonos regulares

Figura 1: Ladrilhos retangulares nio pavimentam o plano

pavimentando o plano.
A seguir uma relacdo de alguns poligonos regulares.

AOOO OO0

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinacdo de dois tipos diferentes de ladrilhos entre os
poligonos regulares acima, sendo um deles octogonal, qual devera ser a forma do outro
poligono escolhido?

O objetivo da atividade é aplicar as propriedades estabelecidas na

atividade 1. Os alunos poderao apresentar a seguinte estratégia de resolucéo:

(8 -2).180°

O angulo interno de um octégono regular mede = 135°. Portanto

h& necessidade de dois octdgonos regulares e de um quadrado (135° + 135° +
90° = 360°) em torno de um ponto para poder cobrir o plano sem falhas ou

sobreposic¢des, como indica a figura a seguir:
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Figura 51

Nessa atividade, o aluno devera calcular as medidas dos angulos
internos de cada um dos poligonos apresentados e tentar relacionar tais

medidas com o valor 360°.

A atividade 6 sera apresentada ao aluno da seguinte maneira:

Vocé acabou de fazer algumas pavimentagdes com dois tipos de poligonos regulares. Outras
pavimentacGes podem ser feitas com dois ou mais de poligonos regulares. Uma delas é a
pavimentacdo (3-4-4-6), que esta indicada a seguir. Trata-se de um triangulo equilatero (3
lados), de dois quadrados (4 lados) e de um hexagono regular (6 lados). Existem 8
combinacBes possiveis de poligonos regulares para pavimentar o plano. Tente encontrar as
outras 7 pavimentacdes.

Essa atividade foi elaborada para ser realizada no ambiente papel e
lapis e sem o recurso do software Cabri. A intencdo era provocar no aluno o
uso das férmulas para encontrar as medidas dos angulos internos de varios
poligonos regulares e combina-las para dar 360°. A atividade podera
apresentar dificuldades para os alunos, pois sdo necessarias varias
combinacdes para obter tais pavimentacdes. Em cada tentativa o aluno devera
descrever o procedimento utilizado. Apresentamos a seguir as 8 possiveis

pavimentacodes:
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@ fno

(3,3,3,3,6) (3,3,3,4,4) (3,3,6,6)

g %P

(3,4,4,6) (3,12,12) (4,8,8)

X

(3,3,4,12) (4,6,12)

Figura 52

Esses séo os padrbes de pavimentacdo com a possibilidade de cobrir o
plano. Os alunos deverdo compreender que ndo ha mais possibilidades de
utilizacdo dos poligonos regulares que possam pavimentar o plano, mesmo
tendo verificado outras combinacgdes, pois ha combinacdes de poligonos
regulares que formam um padrdo de pavimentacdo, porém ndo conseguem
pavimentar todo o plano, é o caso da utilizacdo de dois pentagonos regulares e

um decagono regular.
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CAPITULO 4 — Experimentacéo e analise a posteriori

4.1 Organizacéo

Apresentamos a seguir a organizacdo e aplicacdo da sequéncia de
atividades. Analisaremos, entdo, as producdes dos alunos e faremos a
comparacao entre o que esperdvamos a priori com o0s resultados obtidos,
fundamentados na teoria presente no Capitulo 1. Serdo estas discussbes que

constituirdo a analise a posteriori.

Esta andlise buscara respostas para a questao de pesquisa, formulada
no Capitulol: “Em que medida um trabalho de exploragdo com as
pavimenta¢des no plano, favorece o estudo das propriedades dos poligonos?”

Fizemos um convite (anexo 1) aos alunos da 82 série do Ensino
Fundamental de uma escola estadual, da Diretoria de Ensino da Regido de
Santo André, sendo que 8 alunos, com idades entre 14 e 16 anos, matriculados

no periodo da manha se comprometeram a participar.

A aplicacdo da sequéncia foi dividida em 3 blocos, sendo o primeiro
bloco aplicado no dia 11/12/2006, o segundo bloco no dia 12/12/2006 e o
terceiro bloco no dia 13/12/2006. Cada encontro durou em meédia uma hora e
meia. As atividades foram desenvolvidas em duplas na sala de informatica, a
gual possui trés mesas grandes suficientes para o trabalho das 4 duplas. As
duas primeiras duplas ocuparam duas mesas e a terceira e quarta utilizaram a

mesma mesa.

Auxiliando o professor-pesquisador, estava presente uma professora,
gue observava uma dupla, escolhida aleatoriamente. A observadora anotava
todas as duvidas, conclusfes, perguntas e comentarios pertinentes da dupla

em questdo, sem em nenhum momento participar e responder as duvidas.
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Preparamos um questionario para ser preenchido pela observadora, para
nortear as observacdes e fazé-la prestar atencdo aos elementos que o
professor-pesquisador considerava mais importantes. Também procedemos a
gravacdao dos dialogos da dupla de alunos anteriormente citada. Como a
professora-observadora também é a professora de matemética dos alunos
envolvidos, néo foi preciso fazer uma identificacdo de voz durante a gravacéo,

a fim de reconhecer os elementos da dupla.

Paralelamente ao trabalho da observadora, o professor-pesquisador
dividia seu tempo observando as outras 3 duplas, preocupando-se em limitar o
maximo possivel a interferéncia perante aos alunos no sentido de responder
davidas ou dar dicas solucionadoras. A sua postura era a de observar o
comportamento das duplas com relacéo as reacdes diante dos problemas, das
duvidas e das conjecturas apresentadas para solucionar os desafios propostos.

Em cada encontro as duplas recebiam o material da atividade a ser
respondido e discutido. Ao seu término, todo o material era devolvido para o

professor-pesquisador para servir de suporte a analise a posteriori.

O primeiro encontro iniciou-se as 14 horas com duracdo de uma hora e
18 minutos. No final da atividade, o professor-pesquisador fez uma
sistematizacdo dos poligonos apresentados em relacdo a nomenclatura e a
forma das pecas do kit, definindo poligonos regulares e néo regulares. Para os
poligonos néo regulares, as pavimentacfes realizadas pelos alunos com os
quadrilateros ndo regulares e os triangulos quaisquer foram justificadas pelo
professor-pesquisador. Ao final do primeiro bloco foi apresentado o software
Cabri. Todos os alunos presentes tinham um prévio conhecimento desse

programa.

O segundo encontro foi realizado também as 14 horas com duracédo de
uma hora e 18 minutos. Para o desenvolvimento foi necessario o uso de um
computador para cada dupla. Antes do inicio das atividades o professor-
pesquisador colocou em cada computador as ferramentas necessarias para o

desenvolvimento da atividade.
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O terceiro bloco, por ser mais extenso, foi realizado no periodo da
manha, a partir das 10 horas, com duracdo de uma hora e 27 minutos.

Para realizar as atividades, os alunos responderam as questfes
propostas em todos os blocos, procurando descrever ou relatar as técnicas e
procedimentos utilizados.

O material utilizado para a analise e interpretacdo deste trabalho foram
as respostas das questbes escritas pelos alunos nos blocos I, Il e Il, as
gravacdes dos relatos transcritos das duplas 1 e 2, e o relatorio da professora-

observadora.

4.2 Andlise a posteriori das atividades

Vamos utilizar as letras A, B, C, D, E, F, G e H para nomear os alunos
participantes e 0s numeros 1 a 4 para indicar as duplas. A seguir as analises a
posteriori de cada uma das atividades.

4.2.1 BLOCO I: Manipulando poligonos

Os alunos escolheram um kit de pecas com poligonos e iniciaram a
investigacdo. A principio percebemos uma instabilidade dos mesmos em
relacdo a identificacdo dos poligonos. Aos poucos foram percebendo que os
poligonos eram familiares e que sabiam o nome de alguns. Em relacdo a
primeira atividade, houve diferenciacdo de classificacdo pelas duplas, pois o
foco principal era a manipulacdo das pecas do kit, evidenciando o

conhecimento empirico.
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A principio, os alunos mostraram-se pouco a vontade com a
manipulagdo do material, mas com o desenvolvimento das atividades,

percebemos através dos seus didlogos uma adaptacao ao material.

Ao ouvir as gravacdes, observamos que no primeiro encontro os alunos
conversavam entre si dificultando o entendimento das falas, o que néo ocorreu
nos demais encontros, em que verificamos que a discussdo se deu inter-

duplas.

A seguir faremos uma descricdo dos resultados apresentados durante o

desenvolvimento deste bloco.

* Atividade 1:

Para a primeira questao

Classificar os poligonos em dois grupos. Que critério vocé utilizou para

classificar os poligonos?,

a dupla 1 nao estava conseguindo compreender como seria a classificacdo em
dois grupos. O professor-pesquisador orientou os alunos a estabelecer um
critério para iniciar a classificagdo sugerindo um exemplo: “Vocé tem que ter
um critério, como por exemplo, para classificar um grupo de pessoas podemos

dispor os homens de um lado e as mulheres do outro.”

A dupla ndo fez uma classificacdo conforme haviamos previsto na
analise a priori. No primeiro grupo colocaram os poligonos grandes e, no
segundo grupo colocaram os poligonos pequenos. Nao descreveram a
justificativa da classificacdo. A resposta para a primeira questao foi: Poligonos
grandes e poligonos pequenos. Os grandes de um lado e os pequenos do
outro. Essa resposta reflete que a dupla ndo compreendeu o esclarecimento
do professor-pesquisador com relacdo ao modo como fazer a classificagéo.
Nota-se, que os alunos utilizaram as expressodes “de um lado” e “do outro” da
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mesma forma que o pesquisador. A figura a seguir indica a diviséo feita pela
dupla 1.

Figura 53 — Dupla 1

A dupla 2, utilizou um critério de acordo com o numero de lados.
Colocaram como resposta: Separamos por numero de lados. De um lado
colocamos os poligonos que tem até seis lados e do outro separamos 0s

poligonos com mais de seis lados.

RN T a0
i\ a

Figura 54 — Dupla 2

A dupla 3 se preocupou com a cor dos poligonos e fez a classificacdo

em funcao da cor. Descreveram assim: Por cor e tamanho.

A dupla 4 apresentou uma classificacdo diferente de todas as outras.
Organizou os poligonos pelo numero de lados pares e impares. Descreveram:
Um grupo tem lados pares e o outro grupo tem lados impares. Calculamos o

namero de lados de cada um e efetuamos o processo.

N&o houve a classificacdo de acordo com o que foi previsto, em funcéo

do numero de lados de cada poligono. Os alunos nédo se preocuparam com as
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propriedades dos poligonos, embora tenham percebido, empiricamente, que
havia uma diferenciacdo entre eles. Nessa primeira atividade, vimos que o

desempenho dos alunos ficou aquém do esperado.
Na resolucao da segunda questao :

Junte sobre a mesa poligonos com 0 mesmo numero de lados de modo
gue a mesa seja preenchida com as pecas do kit, ndo havendo falhas (espaco
entre as pecas) nem sobreposicao de poligonos. Repita a atividade utilizando

triangulos congruentes entre si (néo regulares).,

a dupla 1 conseguiu realizar as pavimenta¢cdes com os poligonos de mesmo
namero de lados, mas ndo conseguiu descrever o processo de forma a
justificar suas atitudes. Escreveu como resposta: “Juntou” os poligonos de
lados iguais e depois “juntei” as figuras formadas. A figura a seguir representa

a pavimentagcdo com triangulos equilateros:

Figura 55 — Confecc¢édo da atividade 1 — dupla 1

A professora-observadora apresentou 0 seguinte comentario sobre o
desempenho da dupla 1: Os alunos organizaram os poligonos utilizando
tridangulos, quadrados, retangulos, hexagonos e losangos. Comecaram
utilizando poligonos com o mesmo numero de lados e logo perceberam que

poderiam combinar poligonos com quantidade de lados diferente.

As pavimentacdes apresentadas pela dupla observada foram obtidas
pela juncdo de poligonos regulares e néo regulares, reunindo dois quadrados

com um retadngulo. Esta pavimentacdo foi possivel porque as dimensfes do
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retdngulo sdo 5 cm por 3 cm, sendo assim, juntando dois quadrados com
2,5 cm lado a lado, encontramos exatamente 5 cm. Nao fizeram nenhum

comentario sobre as propriedades dos poligonos regulares.

Figura 56 — Atividade 1 — 22 questdo — dupla 1

Ao repetir a atividade com triangulos ndo regulares, a dupla 1,
apresentou dificuldades para perceber como seriam as pavimentacdes, pois 0s
poligonos regulares ndo se encaixavam nesses triangulos, conforme mostra a

figura abaixo:

Figura 57 — Pavimentacao com poligonos ndo regulare s —Dupla 1

Notamos que, ao realizarem a pavimentacdo com o0s poligonos nao
regulares do kit (losango, triangulo escaleno e retangulo), ndo se preocuparam
com as propriedades dos mesmos, desenvolvendo a atividade empiricamente,
ou seja, dispunham as pecas lado a lado e, se elas se encaixassem, davam o
problema por encerrado. Essa atitude reflete o fato que essa dupla esta no

nivel GO do pensamento geométrico de Parzysz.
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A dupla 2 conseguiu fazer a juncdo de algumas pecas conforme
solicitado. Fizeram duas pavimentagfes, uma com triangulo equilatero e outra
com o hexagono regular. Descreveram o0 processo e justificaram da seguinte
maneira: Com tridngulos equilateros formamos um hexagono utilizando apenas
seis triangulos equilateros. E juntando sete hexagonos formamos uma flor. “Se”
encaixam uma peca na outra porque tem o mesmo angulo, a mesma medida e
0 mesmo numero de lados. Os alunos ndo notaram que a pavimentacéo foi

possivel porque ao redor de um vértice a juncdo das pecas resulta em 360°.

A dupla 3 pavimentou o plano com triangulos, losangos, quadrados,
retdngulos e hexagonos. Os alunos nao justificaram e nem escreveram o

processo utilizado.

A dupla 4 também realizou a juncéo das pec¢as com poligonos, mas néao
descreveu o processo utilizado. Escreveram: Foi possivel a pavimentacdo com

quadrados, losangos, triangulos, hexagonos e retangulos.

Notamos que as duplas procuraram encaixar as pecas dos poligonos

utilizados sem a preocupacao com as medidas dos angulos internos.

Criamos uma tabela de resultados para comparagao das respostas:

< ATIVIDADE 1

T Questédo 1: Forma de classificacao .

8 escolhida Questao 2
1 Tamanho dos poligonos. Satisfatorio.
2 | Numero de lados: até 6 e mais que 6. Satisfatério.
3 Cor e tamanho. Satisfatorio.
4 Numero de lados pares e impares. Satisfatorio.

Tabela 1

OBS: A palavra Satisfatério significa que a questéo foi resolvida pela dupla

sem a percepc¢ao das propriedades inerentes aos poligonos.
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e Atividade 2:
Esta atividade era composta por 7 itens, descritos a seguir:

a) Fazer uma pavimentacao utilizando apenas triangulos equilateros;

b) Fazer uma pavimentacao utilizando apenas quadrados;

c) Fazer uma pavimentacéo utilizando apenas pentagonos regulares;

d) Fazer uma pavimentacéo utilizando apenas hexagonos regulares;

e) E possivel fazer uma pavimentacdo com poligonos regulares com um
namero de lados maior de seis? Se sim, quais? Se nao, justifique;

f) Descubra algumas possiveis pavimentacdes utilizando somente dois
poligonos regulares. Escreva os poligonos que vocé utilizou em cada
pavimentacgao;

g) Descubra algumas pavimentacdes possiveis utilizando mais de dois
poligonos regulares. Escreva os poligonos que vocé utilizou em cada

pavimentacao.

Nesta atividade, os alunos da dupla 1, com relacdo ao item (a),
perceberam que estavam prontas as pavimentagdes solicitadas na primeira
questdo, pois ja haviam verificado experimentalmente esta pavimentacdo na
atividade anterior, e apenas responderam: Sim, é possivel porque ele tem trés

lados iguais.

A pavimentacdo do item (b) foi a mais simples, e a dupla revelou
bastante seguranca ao responder: “Sim € possivel porque ele tem os lados

iguais e assim se encaixam perfeitamente”.

No item (c), a dupla percebeu que ndo pode pavimentar porque sobra
um espaco entre as pecas e que ndo ha outra peca que se encaixe
perfeitamente naquela falha, respondendo: “Nao é possivel porque quando

juntar ficarda um espaco entre eles”.

Na resolucéo do item (d), o aluno B fez o seguinte comentéario: “Pronto,
uma flor!” referindo-se ao decagono regular circulado por pentagonos regulares

constante na Figura 55 (canto superior esquerdo), e o aluno A disse “O
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‘bagulho’ de abelha, de mel”, fazendo referéncia ao hexagono regular. A

resposta dada foi: “Sim, porque juntos formam um encaixe perfeito”.

No item (e) perceberam que ao agrupar as pecas com numero de lados
maior que 6, ndo se encaixavam corretamente, e escreveram: “Nao porque

juntos ndo formam um encaixe”.

Para o item (f) a dupla conseguiu montar duas pavimentacdes: a
primeira utilizou triangulos equilateros e quadrados e a segunda utilizou

hexagonos regulares e triangulos equilateros.

No item (g), a dupla conseguiu duas pavimenta¢des com trés poligonos
regulares diferentes. Os alunos escreveram:. “1° hexagono, quadrado e
triangulo, 2° dodecagono, tridangulo e quadrado”. Notamos que nédo utilizaram
explicitamente a palavra regular, mas, notamos que, empiricamente, a
propriedade foi compreendida ao conseguir encontrar duas pavimentacdes
diferentes.

A dupla 2, no item (a), fez a juncéo das pecas do triangulo equilatero e
escreveu: E possivel sim! Pois formamos uma pirAmide com 9 triangulos
equilateros. Eles se pavimentam porque tém a mesma medida, 0 mesmo

angulo e o mesmo numero de lados.

J4& no item (b), a mais simples das pavimentagbes, os alunos
escreveram: E possivel formar um retangulo com 6 quadrados porque eles tém

o mesmo lado, 0 mesmo angulo e 0 mesmo numero de lados.

No item (c), escreveram: Nao € possivel fazer uma pavimentacdo com o
pentagono, mas ele tem o mesmo numero de lados 0 mesmo angulo e o

mesmo lado, sendo mesmo lado uma referéncia a medida do lado do poligono.

No item (d) fizeram a juncao das pecas formando uma flor e escreveram:
E possivel fazer uma pavimentacdo, com 7 hexagonos formamos uma flor, pois

0 hexagono tem o mesmo lado o mesmo angulo e o mesmo numero de lados.
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No item (e) os alunos ndo encontraram juncdo possivel e escreveram:
N&o é possivel fazer uma pavimentacdo porque eles ndo se juntam e deixam

espacos.

Para o item (f) a dupla encontrou uma juncdo com dois poligonos
regulares e escreveu: Com hexagonos e triangulos equilateros formamos uma
piramide. Como a forma dessa pavimentagdo € um triangulo, entendemos que
os alunos usaram a palavra piramide para se referir ao formato triangular que

corresponderia a uma face de uma piramide.

No item (g) os alunos formaram uma juncdo com trés poligonos
regulares, escreveram: Formamos uma piramide utilizando hexagonos

quadrados e triangulos equilateros.

A dupla 3, no item (a), fez a juncdo dos triangulos equilateros e
escreveu: Sim é possivel. Porque tem a mesma medida, entdo da para

encaixar um no outro.

No item (b) os alunos apresentaram maior facilidade na organizacao dos
quadrados, e escreveram: Sim € possivel porque tem o mesmo lado e o

mesmo tamanho, referindo-se a lados com a mesma medida.

No item (c) os alunos escreveram: Nao é possivel por causa do angulo
interior, atingindo o nosso objetivo esperado, que era a percep¢ao dos angulos

internos como uma das condi¢des para a pavimentacao.

A resposta do item (d): E possivel, porque tem a mesma medida de

lados tem 0 mesmo tamanho, demonstra que néo tiveram dificuldades.

Com relacéo ao item (e) ndo conseguiram juntar pecas com mais de seis
lados, sem relatarem uma justificativa para isso. Era esperado que os alunos

apresentassem uma prova para a néo realizacdo desta pavimentacao.

No item (f) fizeram apenas uma tentativa com trés poligonos diferentes,
e nao conseguiram juntar as pecas de forma adequada. Nao perceberam que

deveriam utilizar somente dois poligonos de niumero de lados diferentes.
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No item (g) os alunos utilizaram as mesmas pecas do item anterior e
conseguiram fazer a jungéo. Escreveram: E possivel com hexagono, triangulo e
retdngulo. Esta pavimentacdo foi possivel em virtude do retangulo apresentar
dimensdes de 5 cm e 3 cm. Notaram que o lado maior do retangulo se encaixa

com a juncao de dois poligonos regulares.

A dupla 4, nos itens (a) e (b) apresentou bastante facilidade, narrando
que: E possivel, pois os lados se encaixam perfeitamente — item (a), e E

possivel, pois ndo sobra espaco nenhum — item (b).

No item (c) os alunos ndo encontraram a juncdo e escreveram: nao é

possivel, pois sobra espaco entre os pentdgonos.

[N

No item (d) a dupla conseguiu juntar as pecas e escreveu:. sim

possivel, pois eles se encaixam corretamente, sem sobrar espaco.

Para o item (e) os alunos ndo conseguiram juntar pecas com mais de
seis lados e escreveram: nao, pois a partir de 7 lados, os poligonos nao

conseguem encaixar.

No item (f) fizeram duas juncdes de poligonos e escreveram: Retangulos
e quadrados, triangulos escalenos e losangos. A utilizagdo do retangulo foi
possivel porque apresenta o lado maior com 5 cm. Os poligonos regulares
possuem medida de 2,5 cm, possibilitando assim a juncdo de dois quadrados

com um retangulo conforme citado pela dupla.

No item (g) os alunos conseguiram fazer a juncdo de 3 pecas e
escreveram: E possivel com hexagono, triangulo e retangulo. A dupla percebeu
que foi possivel em virtude do maior lado do retadngulo ter medida 5 cm e se

encaixar perfeitamente com os outros dois poligonos.

Criamos uma tabela de resultados para comparagao das respostas:
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ATIVIDADE 2
DUPLA
a b C d e f g
1 Sim Sim Sim Sim Sim Sim Sim
2 Sim Sim Sim Sim Sim Sim Sim
3 Sim Sim Sim Sim Sim Nao Sim
4 Sim Sim Sim Sim Sim Sim Sim

Tabela 2

OBS: A palavra Sim significa que o item foi resolvido pela dupla

satisfatoriamente.

4.2.1.1 Conclusédo do Bloco |

Durante o desenvolvimento das atividades deste bloco, percebemos que
os alunos manipularam as pecas e desenvolveram a habilidade de agrupa-las
em blocos contiguos. Notamos que 0s alunos conseguiram organizar as pegas
de acordo com o que foi proposto e fazendo até agrupamentos que nao foram
previstos na analise a priori por tentativa e erro, conforme relato da professora-
observadora: No inicio os alunos estavam um pouco inseguros, mas logo se
envolveram com a atividade e se sentiram a vontade para criar e desenvolver

novas pavimentacgoes.

Apés a descricdo das respostas dos alunos podemos dizer que o
desempenho e a aceitacdo das técnicas e procedimentos solicitados foram

satisfatorios e revelaram que o objetivo das atividades foi atingido.

A diversificagcdo das pecas com cores diferentes foi um atrativo para que
os alunos pudessem criar as juncdes empiricamente. Percebemos que ao
término do bloco | as estratégias dos alunos na resolucdo das atividades
estavam situadas no nivel GO de Parzysz. Segundo Machado, os alunos estéao
na fase de observacdo e manipulacdo de objetos. Diante da diversidade de
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situagcOes propostas por Vergnaud, os alunos se preparando, lentamente, na
busca dos invariantes relacionados ao estudo dos poligonos.

Verificamos que a maioria das duplas respondeu as atividades utilizando
argumentagcfes convincentes em suas respostas. Apenas a dupla 3 né&o
encontrou juncgbes utilizando somente dois poligonos regulares. Este fato
ocorreu por falta de empenho da dupla por achar que estavam muito atrasadas

em relacdo as demais.

Notamos que a pequena diferenca entre os lados de algumas pecas do
kit, levaram alguns alunos, erroneamente, a considerar a juncdo das mesmas
como uma pavimentacdo. Para futuros trabalhos é necessaria uma maior

diferenciacéo entre os lados de cada poligono.

Fazendo referéncia a analise a priori, notamos que as propriedades dos
poligonos regulares: lados congruentes e angulos internos congruentes, néo

foram explicitados pelos alunos, nem nos dialogos, nem tampouco na escrita.

4.2.2 BLOCO II: Constru¢des no Cabri Géometre

O segundo encontro para a realizacdo da sequéncia de atividades foi
num ambiente computacional, com a utilizacdo do software Cabri Géometre. O
professor-pesquisador tomou o cuidado de colocar as duplas em computadores
bem afastados um do outro, a fim de conseguir melhor gravacao das duplas.

Em todos os computadores utilizados estavam disponiveis, na barra de
ferramentas do software Cabri Géometre, as macros necessarias para o
desenvolvimento das construgfes dos poligonos regulares. No inicio, os alunos
estavam com dificuldades em utilizar o0 mouse e acessar o icone correto para
construir os poligonos regulares. Com o tempo as duplas foram se

harmonizando e se adaptando.
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Descrevemos a seguir os resultados obtidos na construcao realizada por

cada dupla.

Atividade 1:

Esta atividade foi dividida em cinco questdes para que os alunos
pudessem acessar e explorar todas as macros disponibilizadas na barra de

ferramentas.
A questéo 1 foi dividida em trés itens, como vimos a seguir:

la)Utilizando a barra de ferramenta “macro construgao” construa um triangulo
equilatero clicando nas duas extremidades de um segmento. A seguir meca
o “angulo interno” com a ferramenta “angulo”.

1b)E possivel pavimentar o plano utilizando somente triangulos equilateros?

1c)Se possivel, pinte a pavimentagdo utilizando cores e a ferramenta
“preencher”.

Nas figuras apresentadas, a medida do angulo digitado em cada figura

refere-se a medida do angulo interno do poligono regular considerado.

A dupla 1 utlizou a ferramenta macro-constru¢cdo adequadamente,
medindo somente um angulo da construcdo e percebendo que os demais
teriam as mesmas medidas. No momento de clicar nos pontos foi necessario a
orientacdo do professor-pesquisador para que pudessem clicar no vértice do

poligono regular.

No primeiro item desta atividade, a pavimentacdo foi notada com a
contagem da quantidade de angulos de 60° que aparecem ao redor de um dos
trés vértices do primeiro triangulo da Figura 57. Os alunos perceberam que
6.60° é igual a 3600,

No item (1b), a resposta da dupla foi: Sim, porque o angulo interno da
uma volta de 360°. O aluno A disse: Porque se der a volta inteira da o angulo
de 360°.
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No item (1c), o preenchimento dos poligonos regulares foi realizado sem
dificuldades, como mostra a seguinte ilustragao:

60.0 °

Figura 58 — Construcao com o triangulo equilatero — Dupla 1

A dupla 2 clicou corretamente nos lugares indicados do item (1a),

realizando-a adequadamente.

Como resposta ao item (1b), escreveram: Sim, utilizando a ferramenta
triangulo equilatero podemos clicar em dois pontos de outro tridngulo e eles se

pavimentam.

No item (1c) n&o apresentaram dificuldades para utilizar a ferramenta
“preencher” para dar cores aos triangulos. Indicamos, a seguir, uma parte da

pavimentacéao realizada pela dupla.

Figura 59 — Construgao com o triangulo equilatero — Dupla 2

A dupla 3 acessou a ferramenta corretamente no item (1a). Os alunos
construiram o poligono regular, mediram o angulo interno e perceberam a

pavimentagao realizada.

No item (1b), responderam da seguinte maneira: E possivel, porque tem
mesma medida, entdo da para encaixar um no outro e o angulo interno tem a

mesma medida (60.0°).

No item (1c) conseguiram preencher corretamente a pavimentacao.
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A dupla 4 manipulou com facilidade a ferramenta, pois o aluno G tem
conhecimento da utilizacdo do software Cabri Géomeétre, pois ja foi aluno
monitor voluntario da escola. A dupla respondeu no item (1a) que: O angulo
mede 60.0°.

No item (1b) foi realizada a pavimentacdo e responderam: Sim, Sao

possiveis, os triangulos equilateros se encaixam perfeitamente.

No item (1c) utilizaram a ferramenta “preencher” corretamente para

pintar a construcéo.
A questado 2 também foi dividida em trés itens, que séo:

2a)Utilizando a barra de ferramenta “macro constru¢ao” construa um quadrado

wAa

clicando nas duas extremidades de um segmento. A seguir meg¢a o “angulo
interno” com a ferramenta “angulo”.

2b)E possivel pavimentar o plano utilizando somente quadrados?

2c)Se possivel, pinte a pavimentacdo utilizando cores e ferramenta

“preencher”.

O desenvolvimento da construcdo do item (2a) para a dupla 1 foi
simples, porém, no que tange a medicdo do angulo interno, apresentaram
dificuldades: clicaram em pontos alternados, encontrando, erroneamente, a
medida do angulo interno, como 45°. Logo em seguida, solicitaram a ajuda do
professor-pesquisador, que interferiu pedindo que refizessem o procedimento
para encontrar a medida do angulo interno. Feito isto, os alunos constataram

gue o angulo estava errado, corrigindo-o para 90°.

A resposta dada pela dupla para o item (2b) foi: Sim porque o angulo
interno d& uma volta de 360°. A construcéo feita por eles esta representada na
figura 59.

Para o item (2c), a dupla conseguiu pintar a pavimentacdo conforme

mostra a ilustracdo a seguir.
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Figura 60 — Construcdo — Dupla 1

Para responder o item (2a), a dupla 2 acessou a ferramenta “quadrado”
com facilidade. Os alunos mediram um angulo do quadrado e encontraram 90°,
e, a partir dai, perceberam que a pavimentacdo esta associada a juntar os

quadrados.

A resposta do item (2b) foi: Sim, utilizando outro quadrado eles podem

se pavimentar.

Utilizaram a ferramenta “preencher”, referente ao item (2c), sem

nenhuma dificuldade para pintar as figuras.

0.0 °

q0.00 ©

0.00 ©

Figura 61 — Construcdo — Dupla 2

A dupla 3, no item (2a) conseguiu aplicar corretamente a utilizacdo da
ferramenta “quadrado” e os alunos mediram o angulo interno do quadrado,
encontrando 90°. Para o item (2b) responderam: E possivel, pois tem a mesma
medida, assim como o angulo interno (90.0°. O item (2c) foi realizado

corretamente.

Para a dupla 4, no item (2a), o acesso a ferramenta “quadrado” foi
simples. Os alunos conseguiram medir o angulo interno do quadrado e

responderam: O angulo mede 90°. No item (2b) foi realizada a pavimentacao; a
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resposta dada pela dupla foi: Sim, é possivel. O item (2c) que sugere a

utilizagcéo da ferramenta “preencher”, foi manipulado com facilidade.
A questéao 3 foi subdividida em trés partes, conforme os itens a seguir:

3a)Utilizando a barra de ferramenta “macro construgdo” construa um
pentagono regular clicando nas duas extremidades de um segmento € no
angulo dado. A seguir meca o “angulo interno” com a ferramenta “angulo”.

3b)E possivel pavimentar o plano utilizando somente pentagonos regulares?

3c) Se possivel, pinte a pavimentacdo com a ferramenta “preencher”.

A dupla 1, no item (3a) utilizou o angulo 108° na macro-construcao. (O
namero 108° refere-se a ferramenta “edigcdo numérica” utilizada na macro-
construcdo.) Os alunos dispuseram 3 pentagonos regulares e perceberam que
nao foi possivel pavimentar o plano. Os alunos nédo conseguiram escrever
porque ndo foi possivel a pavimentagdo. Pensaram, entdo, em colocar um
tridangulo regular e notaram que néo seria possivel, como ratifica 0 depoimento
do aluno B: Com as pecas eu encaixei um triangulo ali, mas ndo da. Foi
necessaria a orientacéo do professor-pesquisador para que medissem o angulo

gue estava faltando, encontrando 36°.

O item (3b) foi respondido da seguinte maneira: Nao porque sobra 36°,

como comprova a ilustracéo a seguir:

Figura 62 — Construcdo — Dupla 1

A resposta do item (3c) esta representada na figura acima.
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A dupla 2, na questdo (3a), fez a tentativa de pavimentacdo com trés
pentagonos regulares e percebeu que ndo pavimentava. Os alunos
responderam o item (3b) da seguinte maneira: Nao, pois angulos internos séo
de 108° e ndo se pavimentam. Nessa linguagem pode-se perceber a intengéo
de dizer que mdltiplos de 108° ndo atingem o valor de 360°. No item (3c) nédo
utilizaram a ferramenta “preencher” para pintar a figura. Segue a construcdo

realizada pela dupla:

Figura 63 — Construcao — Dupla 2

A dupla 3 utilizou corretamente a ferramenta para a construgdo do
pentagono regular no item (3a), medindo o angulo interno com a ferramenta
“angulo”. No item (3b) a dupla ndo conseguiu pavimentar o plano com o
pentagono regular. Os alunos responderam: Nao é possivel, por causa do
angulo interno. No item (3c), os alunos fizeram a pintura da construcdo que

conseguiram realizar com a ferramenta “preencher”.

A dupla 4, no item (3a) realizou a construcdo e conseguiu medir o
angulo interno do pentdgono com a ferramenta “angulo”. Os alunos
responderam: O angulo interno mede 108°. Para o item (3b) a dupla tentou
pavimentar o plano com o0 pentdgono regular e nao conseguiu, assim
respondeu: Nao, ndo sédo possiveis, 0s pentagonos nao se encaixam. No item

(3c), a dupla pintou a disposi¢cao apresentada com a ferramenta “preencher”.
A questéao 4 foi subdividida em trés itens, conforme veremos a seguir:

4a)Utilizando a barra de ferramenta “macro constru¢cdo” construa um hexagono
regular clicando nas duas extremidades de um segmento. A seguir mecga o
“angulo interno” com a ferramenta “angulo”.

4b)E possivel pavimentar o plano utilizando somente hexagonos regulares?

4c) Se possivel, pinte a pavimentacdo com a ferramenta “preencher”.
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No item (4a), a dupla 1 associou a pavimentagcdo com a atividade
realizada no primeiro bloco e os alunos ndo encontraram dificuldades para

agrupar os hexagonos regulares.

No item (4b), a dupla respondeu: Sim, porque eles se encaixam

perfeitamente.

Realizada a pavimentagdo, no item (4c), a dupla ndo apresentou

dificuldades para pintar a constru¢do, conforme mostra a ilustragao abaixo:

120,00 °

Figura 64 — Construcao — Dupla 1

A dupla 2 utilizou corretamente a ferramenta macro no item (4a) e mediu
o angulo interno de um hexagono regular encontrando 120°. No item (4b)
conseguiu realizar a pavimentacdo e respondeu: Sim eles se pavimentam
porque os angulos internos sdo de 120°. Tem o mesmo lado e 0s mesmos
angulos. No item (4c) utilizou a ferramenta preencher e pintou a pavimentagéao,

conforme indica a ilustracéo:

Figura 65 — Construcao — Dupla 2

A dupla 3 realizou a construcdo do item (4a) e mediu corretamente o
angulo interno. Conseguiu pavimentar o plano no item (4b) e respondeu da
seguinte maneira: E possivel porque tem a mesma medida e o angulo interior é
120.0°. No item (4c) os alunos fizeram a pavimentacdo corretamente,

manipulando a ferramenta “preencher” para pintar a figura.
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A dupla 4, no item (4a), realizou todo o procedimento, utilizou a macro e
mediu o angulo interno. Respondeu: O angulo interno mede 120°. No item (4b)
pavimentou o plano e respondeu: Sim, é possivel. Também, utilizou

corretamente a ferramenta do item (4c) para pintar a figura.

A questéo 5 era assim enunciada:

Verifique se € possivel pavimentar o plano com um poligono regular
presente na barra de ferramenta e cujo numero de lados seja maior que 6.

Justifique a sua resposta.

Para esta questdo a dupla 1 fez a tentativa de pavimentagdo com o
heptdgono regular, constante na barra de ferramentas. Os alunos notaram que
nado foi possivel pavimentar com 3 heptagonos regulares, pois havia
sobreposicdo. Os alunos mediram o angulo da sobreposicdo e encontraram
25,6° sobrepostos. O valor 128.71, encontrado na Figura 64, é parte integrante
da macro-construcdo do heptagono regular. A resposta foi: O heptagono néao é
possivel pavimentar porque ele se sobrepde aos outros. Apresentamos, a

sequir, a ilustracao feita pela dupla:

Figura 66 — Construcdo — Dupla 1

Com os demais poligonos regulares constantes na barra de ferramentas
(octdgono regular, enedgono regular e dodecagono regular), a dupla nao tentou

fazer a pavimentacao porque percebeu que ndo seria possivel.

A dupla 2 concluiu que ndo é possivel pavimentar com poligonos que
apresentem numero de lados maiores que 6 e justificou a resposta: Eles nao se

pavimentam por que tém mais de 6 lados e medem 140°. O valor 140° se refere
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ao angulo interno do eneadgono. Notamos que a estratégia de resolugcdo dessa
dupla se encontra no nivel G1 do pensamento geométrico de Parzysz.

A dupla 3 apenas relatou que néo seria possivel a pavimentacdo, nao
tentando montar pavimentagdes com poligonos regulares com mais de 6 lados.

A sua resposta foi: ndo € possivel.

A dupla 4 tentou pavimentar com poligonos regulares com mais de 6
lados e concluiu que ndo era possivel, respondendo: Nao é possivel
pavimentar com poligonos regulares de nimero de lados maiores que 6 porque
a soma dos lados ultrapassa 180°, assim ndo vai ser possivel. A dupla quis

dizer que a soma dos angulos ultrapassa 360°, havendo, assim, sobreposicao.

Para organizar o desempenho das duplas no desenvolvimento desta

atividade apresentamos a tabela a seguir.

Dupla 1 Dupla 2 Dupla 3 Dupla 4
Com | Sem | Com Sem | Com Sem | Com Sem
ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda ajuda
1 X X X X
1b X X X
lc X X X X
2 X X X X
2b X X X X
i X X X X
HER X X X
% 3b X X X X
3¢ X X X X
4 X X X X
4b X X X X
4c X X X X
5 | x X X3 X
Tabela 3

® A dupla ndo respondeu satisfatoriamente a atividade proposta, pois, ndo justificou sua
resposta. Quanto as demais duplas, todas relataram suas justificativas.
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Obs.: A ajuda oferecida pelo professor-pesquisador as duplas resume-se em
iniciar a utilizacdo da ferramenta macro constru¢cao, em explicar em que ponto
deveria clicar para continuar as pavimentacdes, ou até mesmo, em dar dicas

nos ajustes finais para concluir as pavimentacoes.

* Atividade 2
A atividade 2 era assim enunciada:

Existem quatro pavimentagdes do plano utilizando em torno de um ponto

apenas dois tipos de poligonos regulares. Descubra-as.

A primeira pavimentag&o percebida pela dupla 1 foi a do quadrado com
o triangulo equilatero. Os alunos, mais uma vez, apresentaram dificuldades em
clicar no ponto adequado, mas, mesmo assim, conseguiram realizar a

pavimentagao, conforme Figura 66.

Figura 67 — Primeira pavimentacédo — Dupla 1

Na segunda pavimentacdo encontrada, a dupla analisada utilizou o
hexadgono regular, o quadrado e o triangulo equilatero, porém, o enunciado

exigia somente dois poligonos regulares.

Figura 68 — Segunda pavimentacdo — Dupla 1
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Os alunos foram orientados a procurar as outras trés pavimentagoes.
Com a procura, encontraram as demais pavimentacdes. Vale destacar a
insisténcia do aluno B em tentar utilizar o pentagono regular, ele sempre dizia:
Pega o pentagono!. Esta fala deixa claro que o aluno B ndo compreendeu que
ndo € possivel utilizar o pentagono regular com outro poligono numa

pavimentagao.

Houve a interferéncia do professor-pesquisador no sentido de orientar a
dupla para fazer as outras trés pavimentacbes. As dicas dadas eram com
relacdo ao numero de cada poligono utilizado. Deste modo, os alunos
descobriram as seguintes pavimentacfes: quadrado e triangulo equilatero,
hexagono regular e triangulo equilatero, octdgono regular e quadrado, e a
altima foi dodecagono regular e triangulo equilatero. Apresentamos a seguir as
trés ultimas pavimentag¢des produzidas pela dupla 1:

Figura 69 — Pavimentacdes — Dupla 1

A dupla 2 organizou adequadamente e conseguiu formar as
pavimentacbes. O professor-pesquisador orientou-os na pavimentacdo do
quadrado e octégono regular e na do dodecagono regular e triangulo
equilatero. A orientacdo foi apenas na posicdo do poligono para que
percebessem a pavimentacdo. Descobriram as seguintes pavimentacoes:
hexagono regular e triangulo equilatero, quadrado e triangulo equilatero,

octdégono regular e quadrado, e dodecagono regular e triangulo equilatero.

A pavimentacdo (1) ndo foi adequadamente realizada pela dupla, pois
ndo notaram que deveriam reunir ao redor de um vértice os poligonos

regulares, a fim de formar 360°.
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(1) (2)
I I ®3) E % (4)

Figura 70 — Pavimentac¢des — Dupla 2

A dupla 3 nao descreveu os tipos de pavimentagcdes que conseguiu
realizar, apenas descreveu quais poligonos regulares foram utilizados para
efetuar as pavimentacdes, sendo citados o hexagono regular, o triangulo

equilatero e o quadrado.

A dupla 4 conseguiu encontrar as quatro pavimentagdes possiveis, ndo

apresentando dificuldades e nao necessitando da ajuda do professor-

pesquisador.

Para verificar o desempenho das duplas na realizagcdo da atividade 2,

organizamos a seguinte tabela:

N Dupla 1 Dupla 2 Dupla 3 Dupla 4

2

© | Encontrou 4 Encontrou 4 Nao descreveu | Encontrou 4

=

< | pavimentagfes. | pavimentacdes. | a pavimentagdo. | pavimentacoes.

Tabela 4

4.2.2.1 Conclusao do Bloco Il
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O software Cabri Géomeétre foi utilizado pelos alunos nessa atividade
para encontrar a medida do angulo interno do poligono regular e para agrupar
varios poligonos em torno de um ponto. Percebemos que as atividades do
bloco anterior funcionaram como facilitador para o desenvolvimento das

atividades no ambiente computacional.

Notamos que os alunos gostaram de desenvolver as atividades
usufruindo da ferramenta informatica, em especial, com a utilizacdo do software
de geometria dindmica empregado, que permitia ao aluno movimentar as

figuras sem que as mesmas perdessem suas propriedades.

As estratégias dos alunos na resolucdo das atividades desse bloco
situam-se no nivel G1 de Parzysz e estéo inseridas na face “representacéo” do
tetraedro de Machado. O uso da ferramenta “medida” do software Cabri no
calculo das medidas dos lados e dos angulos dos poligonos regulares pode
favorecer a busca dos invariantes associados a esses poligonos nas atividades

do bloco IlI.

4.2.3 BLOCO IlII: Deducéo

As atividades deste bloco foram realizadas na sala de informatica,
porém, sem a utilizacdo dos computadores, usufruindo de papel e I4pis,
estando a disposicdo o kit de material concreto para ser usado caso os alunos

nao consigam realizar a atividade no plano dedutivo.

O objetivo deste bloco é levar os alunos a generalizaram todos os

conhecimentos construidos ao longo das atividades dos Blocos | e 1.
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+ Atividade 1:

Considerando os poligonos a seguir:

000
OO0

a) Em quantos triangulos podemos decompor Cada um dos pollgonos acima, a partir de um
dos vértices?

b) Em quantos triangulos podemos decompor um poligono de n lados, a partir de um dos
vértices?

¢) Qual é a soma das medidas dos angulos internos de um poligono de 100 lados?

d) Qual é a soma das medidas dos angulos internos de um poligono de n lados?

€) Qual é a medida de um angulo interno do poligono regular de 36 lados?

f) Qual é a medida do angulo interno de um poligono regular de n lados?

Na decomposicdo dos poligonos em tridngulos h&4 a necessidade da
utilizacao de diagonais para decompor. Sendo assim, o professor-pesquisador
reforcou a definicho de diagonais de um poligono para que os alunos

pudessem desenvolver a atividade.

Considerando os poligonos dados, a dupla 1 no item (a) ndo apresentou
dificuldades para tracar as diagonais a partir de um vértice e contar o niamero
de triangulos. A dupla percebeu que a diferenca entre o numero de lados e o
namero de triangulos era 2, como podemos comprovar pela resposta do
aluno A: Dois a menos, fazendo uma referéncia a quantidade de namero de
lados e de tridngulos. A resposta da dupla para este item foi: (1) 4 triangulos;
(2) 5 triangulos; (3) 6 triangulos; (4) 7 triangulos; (5) 8 triangulos; (6) 9

triangulos; (7) 10 triangulos.

Observando a sequéncia no item anterior que relaciona o niamero de
lados com o numero de triangulos, deram como resposta, no item (b),

(n — 2) triangulos. A dupla conseguiu compreender a generaliza¢do. De acordo
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com o relatério da professora observadora: Tiveram um pouco de dificuldade
para generalizar. Demoraram um pouco para entender o que era o “n” € como

trabalhar com ele.

Na resposta do item (c), os alunos resolveram depois que a professor-
observador chamou a atencdo da soma das medidas dos angulos internos de
um triangulo. Como estavam trabalhando com numero conhecido, chegaram
em 17.6400°.

A generalizacéo do item (d) foi realizada em funcdo do procedimento
utiizado no item anterior. Salvo notacdo de parénteses para indicar a
multiplicacdo, o aluno A compreendeu a generalizacdo, porém estava
esquecendo de escrever a expressao n — 2 entre parénteses. Com a orientagéo
do professor-pesquisador, percebeu a forma correta conforme mostra o

seguinte protocolo:

d) Qual é a soma das medidas dos dngulos internos de um poligono de n
lados?

Q- )\

Figura 71 — Atividade 1 — Bloco Ill - Dupla 1

Para a resolucédo do item (e), a dupla utilizou o procedimento do item
anterior e dividiu pelo nimero de lados. A resolucao foi simples, porém o aluno
B dividiu por 180. Foi necesséaria a interferéncia do professor-pesquisador para
alertar que a divisdo é feita pelo nimero de lados, jA& que € um poligono

regular, encontrando, assim, 170°.

Finalmente, na generalizacdo do item (f), a dupla escreveu a divisao

euclidiana, utilizando o algoritmo da chave. Responderam: (n-2).180 +n, mas

ela esqueceu de mencionar o grau. Esta expresséo foi facilitada em fungéo da
compreensao do item anterior. No relatorio da professora observadora esta
escrito: Tiveram dificuldades com a generalizacdo, pois acreditavam que a

resposta deveria ser um namero.

A dupla 2 tracou as diagonais nos poligonos e respondeu o item (a)

satisfatoriamente, contando nos poligonos o nimero de triangulos.
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No item (b) observando o item anterior responderam: n — 2 tridngulos.

Quanto ao item (c), para encontrar a soma das medidas dos angulos do
poligono de 100 lados utilizaram a informacdo do item anterior (n — 2) e
multiplicaram pela soma das medidas dos angulos internos de um triangulo,
que é 180°. A resposta foi: A soma dos angulos internos de um poligono de
100 lados é 17.640°, porque um poligono de 100 lados pode decompor em 98
triangulos, entdo multiplicando por 180°, que é a soma dos angulos internos de

um triangulo, da 17.640°.

Na generalizacéo do item (d) conseguiram compreender o procedimento,
porém, ndo escreveram adequadamente, deixando de colocar os parénteses

na expressao n — 2, conforme protocolo:

d) Qual é a soma das medidas dos angulos internos de um poligono de n
lados?

A -2 + €0

Figura 72 — Atividade 1 — Bloco Il — Dupla 2

Para responder o item (e), encontraram a soma das medidas dos
angulos internos do poligono regular de 36 lados e dividiram pelo nimero de
lados. Responderam: A medida dos angulos internos de 36 lados é 170°. Sua
formula é: 36 — 2= 34.180, dividido pelo niumero de lados. Observamos que os
alunos se enganaram ao igualar a diferenca 36 — 2 com o produto de 34.180°,
refletindo um erro algébrico, em que o fator 180 surge em um membro da
expressao sem ter sido mencionado anteriormente. Segue o protocolo escrito

pela dupla:

e) Qual € a medida de um angulo interno do poligono regular de 36 lados?

Q. ool Qe wq?m Lonlinmes o 36 Ocblen
A 030 Ma Loviruda o7

36-&': BQIQ:G? et ot Al \Qp(/& e o Lonleon

Figura 73 — Atividade 1 — Bloco Il — Dupla 2
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No item (f) escreveram a generalizacdo do procedimento anterior, da

seguinte forma:

f) Qual é a medida do angulo interno de um poligono regular de n lados?

(M-a.)- 180
A

Figura 74 — Atividade 1 — Bloco Il — Dupla 2

Os alunos da dupla 3, no item (a), compreenderam a forma de
contagem dos triangulos apos a orientacdo do professor-pesquisador. No item
(b) responderam a partir da compreensdo do item anterior, fazendo uma
inducéo de raciocinio. Sendo assim, responderam: Figura 1 — sdo 6 lados e 4
triangulos; 2 — sé@o 7 lados e 5 triangulos; 3 — sdo 8 lados e 6 triangulos; 4 — sdo
9 lados e 7 triangulos; 5 — sdo 10 lados e 8 triangulos; 6 — sdo 11 lados e 8
triangulos; 7 — sdo 12 lados e 10 triangulos; assim, n — 2 triangulos. No item (c)
utilizaram o que compreenderam e substituiram n por 100, encontrando o
namero de triangulos e multiplicaram o resultado por 180°. Deixaram a conta
feita na atividade, porém apresentaram o0 mesmo erro da dupla anterior,

conforme protocolo a seguir:

¢) Qual & a soma das medidas dos &ngulos internos de um poligono de 100 lados?

e : -
Cu Semew  das udidos colss C&J_}'\ﬁaf{,&ﬂ«:) APres ol iom
'“PG&”(}@W di (00 Aadow & 13 6%
1 €0
Gop. 2)- Gy is0 X 9%
Food G40
L6 woo
1 + 640
Figura 75 — Atividade 1 — Bloco Il — Dupla 3

No item (d) ndo conseguiram responder corretamente, fizeram a
multiplicacdo de 180° por 2 encontrando 360°. Responderam: a soma das
medidas dos angulos internos de um poligono de n lados é 180.2 = 360.

Notamos que a dupla confundiu a palavra angulo com poligono.
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d) Qual é a soma das medidas dos éﬁgulos internos de um poligono de n lados?

Cosomer _oes muoidas ol (;LW Ariltunes o
LUmoo CL‘W@ di N doder o

1€

X3

Figura 76 — Atividade 1 — Bloco Il — Dupla 3

Os alunos responderam satisfatoriamente o item (e) ap6s a orientacéo
do professor-pesquisador, porém, cometeram erro ao formalizar o

procedimento conforme verificamos em:

e) Qual é a medida de um angulo interno do poligono regular de 36 lados?

§ il . A
e udiolee A o .Y\(Z")‘.AJ.C;— Irdinvnge  ols el e
0 . f 7
;M‘\QA lan, ol 3¢ Bacloy &=

(36-2) -3« 10 = g 120246 ¥ 120

Figura 77 — Atividade 1 — Bloco Il — Dupla 3

No item (f) ndo apresentaram a generalizacdo do raciocinio empregado
na resolucao do item (e), apenas repetiram o procedimento do item anterior.

Assim sendo, nao realizaram a generalizacao solicitada. Segue protocolo:

f) Qual € a medida do angulo interno de um poligono regular de n lados?

(i St o

(‘h’@ﬂ:q\u o= 6. 20. vy 1D

Figura 78 — Atividade 1 — Bloco Il — Dupla 3

A dupla 4, apés tracar as diagonais partindo de um sé vértice em cada
poligono apresentado, respondeu o item (a) satisfatoriamente, associando ao

namero de tridngulos o numero de lados.
No item (b) responderam corretamente n — 2 triangulos.

Para o item (c) substituiram n por 100 e concluiram escrevendo a
resposta: (100 — 2).180 = 98.180 = 17.640.
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O item (d) € uma generalizagdo para encontrar a férmula da soma das
medidas dos angulos internos do poligono, S = (n — 2).180. Notamos que a

dupla utilizou corretamente os parénteses. Segue protocolo:

d) Qual é a soma das medidas dos dngulos internocs de um poligono de n
lados?
&li-2) 120

Figura 79 — Atividade 1 — Bloco Ill — Dupla 4

No item (e) os alunos tiveram a percep¢ao de que, para encontrar a
medida de um angulo do poligono regular, teriam que encontrar a soma das
medidas dos angulos internos e depois dividir pelo nimero de lados. Assim,
utilizaram a resposta anterior e substituiram n por 36, encontrando a soma das
medidas dos angulos de um poligono regular de 36 lados. Para encontrar a
medida de um angulo, dividiram a soma das medidas dos angulos internos por
36, encontrando 170°. Podemos notar que a dupla escreveu corretamente
todas as etapas do registro numérico ao encontrar o angulo interno. Segue

protocolo:

e) Qual é a medida de um &ngulo interno do poligono regular de 36 lados?

S5= (36-2). 180 = 6120 = 36
S: 34,10 I- |70
5= 6.120

Figura 80 — Atividade 1 — Bloco Il — Dupla 4

No item (f) generalizaram o procedimento realizado no item (e),

_ 0
escrevendo a féormula: i= m
n

Notamos que as duplas apresentaram certa dificuldade durante a
realizacdo desta atividade. Percebemos que o tema envolvendo calculo do
namero de diagonais, numero de tridngulos e soma dos angulos internos e
externos de poligonos regulares foram desenvolvidos nesta sequéncia com

certa dificuldade. Acreditamos que, essas dificuldades foram originadas, em



119

parte, devido ao fato do conceito de diagonal ndo ter sido trabalhado nos

blocos empiricos anteriores.

Segue uma tabela de resultados do desenvolvimento dessa atividade:

Dupla 1 Dupla 2 Dupla 3 Dupla 4

—

% Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem

.'g ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda

< X X X X
Tabela 5

OBS: A ajuda oferecida para as duplas foi em fungcdo da compreensao da

atividade.

+ Atividade 2:

a) Qual é a soma das medidas dos angulos externos do hexagono abaixo?

b) Obter uma férmula para a soma das medidas dos angulos externos de um poligono de n
lados.

c) Se um poligono de 10 lados é regular, qual é a medida do angulo externo desse
poligono?

d) Se um poligono de n lados é regular, qual € a medida do angulo externo desse poligono?

Esta atividade né&o foi realizada de acordo com a andlise a priori descrita
no capitulo 3. A dupla 1 ndo percebeu que a figura proposta tratava de um
hexagono ndo regular e ndo observou que em cada vértice do poligono
apresentado a soma das medidas do angulo interno com o angulo externo
adjacente é 180°. A dupla visualizou o angulo externo com o auxilio de duas
pecas do kit e uma régua e a partir dai, os alunos encontraram a soma das
medidas dos angulos externos de dois poligonos e perceberam que a soma é
360°. Segue protocolo:
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‘aF) Qual é a soma das medidas dos angulos externos do hexagono abaixo?

W ECAE M E MR AN d =300

Figura 81 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 1

No item (b) a dupla compreendeu que a soma das medidas dos angulos
externos € 360°, porém, ndo conseguiu se expressar algebricamente, conforme

protocolo:

b) Obter uma férmula para a soma das medidas dos angulos externos de um
poligono de n lados, .,

Figura 82 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 1

Para a resolucdo do item (c) a dupla notou que poligonos regulares

possuem angulos externos com a mesma medida, entao dividiram 360° por 10.

A generalizacdo do item (d) foi facilitada pelo item anterior, pois 0s

alunos perceberam que para encontrar a medida de um angulo externo é

suficiente dividir 360° pelo niumero de lados. Responderam: ? conforme

protocolo:
d) Se um poligono de n lados é regular, qual é a medida do angulo externo

/;:!esse poligono?
ATV

Figura 83 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 1

A dupla 2 resolveu o item (a) utilizando formula da atividade anterior e
encontrou a soma das medidas dos angulos externos do hexagono regular,

conforme protocolo:
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a) Qual é a soma das medidas dos angulos externes do hexagono abaixo?

(6-2)1%0 — 720 bo=t_z Ste
&

Figura 84 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 2

No item (b) apresentou a generalizacdo correta para a soma das
medidas dos angulos externos, porém ndo escreveu que esta soma € 360°,

conforme ratifica o protocolo:

b) Obter uma férmula para a soma das medidas dos angules externos de
um poligono de n lados.

It CR+E2+E G vas v+

Figura 85 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 2

No item (c), a dupla encontrou a soma das medidas dos angulos internos
para o poligono de 10 lados, mas ndo chegou a medida do angulo externo.
Segue protocolo:

¢) Se um poligono de 10 lados é reqular, qual € a medida do &ngulo
externo desse poligong?

(1o-2) 180 = 7194 1< 10 = 190

1 3

Figura 86 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 2

No item (d) ndo encontrou a generalizacdo da medida do angulo
externo. A dupla cometeu erros ao escrever que a medida de um angulo
interno do poligono regular seja igual ao angulo externo e ao anotar que o
produto do numero de lados pelo angulo externo € a generalizacdo da medida

do angulo externo.
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d) Se um poligono de n lados € regular, qual é a medida do angulo externo
desse poligono?

(-2 )gp=e e NS
47

Figura 87 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 2

Tudo indica que a dupla 2 confundiu angulo externo com angulo interno

em toda a atividade com excecédo do item (a).

A dupla 3, para responder o item (a), considerou o hexagono da

atividade proposta como regular. Segue protocolo:

a) Qual é a soma das medidas dos angulos externos do hexagono abaixo?
S ) .}(}L’T\@a 27 6@00)4 ’c = "3)'{'}

Figura 88 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 3

No item (b) fez a generalizacdo, porém ndo escreveu corretamente a

expressao, conforme protocolo:

b) Obter uma formula para a soma das medidas dos angulos externos de
um poligono de n lados.

f'ﬁt‘{? 3 sk *f'h = ArnnCu \%O

Figura 89 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 3

No item (c) deduziu corretamente que para encontrar a medida do
angulo externo do poligono regular de 10 lados é so6 dividir 360° por 10,

encontrando 36°. Como vimos em:

¢) Se um poligono de 10 lados é regular, qual é a medida do &ngulo
externo desse poligono?

A mecliclon ke Gﬂu'rwcowm gl =
%O 10 = 36

Figura 90 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 3

Para o item (d) os alunos perceberam que deveriam dividir 360° pelo

, 360 . o
namero de lados, mas cometeram um erro ao escrever —— e igualar a 36°,
n
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revelando que n&o se desvincularam do item anterior que dizia que n era igual

a 10, conforme protocolo a seguir:

€} Se um poligono de n fados € regular, quai é a medida do dngulo externo
desse pofigono?
e T)rwt.d;(C{C?u Ak

IO £ n= 36

Figura 91 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 3

A dupla 4 compreendeu a figura dada. No item (a) respondeu: e; + e, +

e3 + e4 + e5 + eg = 360° sem nenhuma justificativa.

No item (b) escreveu que a soma €& 360° sem nenhuma justificativa
explicita, porém, quando se utilizaram das reticéncias, revelaram que
compreenderam o0 processo dedutivo para a soma das medidas dos angulos

externos de um poligono de n lados.

el +e+ e3+teY+ e5 + ep 4+ eF +eB.., en =360
Figura 92 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 4

No item (c), a dupla respondeu com facilidade que a medida do angulo

externo do poligono regular de 10 lados € 36°.

E:36O = 10 = 36

Figura 93 — Atividade 2 — Bloco Il — Dupla 4

No item (d) ndo teve problemas para escrever a generalizacdo do

procedimento aplicado no item anterior. Segue protocolo:
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) T inn n ne A ap A i 2
d) Se um poligeno de n lados & regular, qual é a medida do angulo externo
desse poligono?

E= 360<m = £

Figura 94 — Atividade 2 — Bloco Ill — Dupla 4

Notamos que a dupla 4 compreendeu mais efetivamente o processo
dedutivo do que as outras duplas. Mostra-se, entdo, dentro da geometria proto-

axioméatica de Parzysz.

A tabela a seguir indica o resultado das duplas nessa atividade:

Dupla 1 Dupla 2 Dupla 3 Dupla 4

o~

% Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem

.'g ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda

< | X X X X
Tabela 6

Obs.: A ajuda oferecida as duplas foi em funcdo da compreenséo da atividade.

* Atividade 3:

Determinar a medida do angulo CAD sabendo que a figura é um poligono regular. Descrever

0 processo.
A

Esta atividade foi proposta com o objetivo de fazer com que as duplas
percebessem que na figura apresentada existem triangulos isésceles de bases

iguais, porém, este fato ndo foi observado.

A dupla 1 percebeu que se tratava de um pentagono regular e
encontrou a medida do angulo interno. Com o depoimento do aluno B: Nao tem

que dividir depois?, notamos que os alunos perceberam que nao haviam
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encontrado a medida do angulo CAD conforme solicitado, porém, ndo voltaram
para verificar. Nota-se, aqui, um contrato didatico, onde os alunos sabem que
tem fazer alguma coisa, mas ndo sabem por qué. Esta atividade nao atingiu o
objetivo, pois, percepcbdes simples, como notar a presenca dos triangulos

is6sceles, ndo ocorreram.

A6 R
@)

Figura 95 — Atividade 3 — Bloco Il — Dupla 1

A dupla 2 apenas encontrou a medida do angulo interno do pentagono
regular através da formula deduzida na atividade anterior. Primeiro descobriu a
soma das medidas dos angulos internos, 540°, e depois, dividiu por 5 para
encontrar a medida do angulo interno do pentagono regular. O aluno C solicitou
a presenca do professor-pesquisador e afirmou: Tenho que fazer (5 — 2) vezes
180 e dividir por 5 e depois tenho que dividir por 3. Notamos que, ao resolver o
exercicio, a dupla, apesar de saber qual seria o0 procedimento, que
anteriormente foi narrado ao professor-pesquisador pelo aluno C, néo realizou
o Ultimo calculo: a divisdo por 3. Outro engano observamos quando a dupla
anota que 540 : 6 = 108, que é o resultado de 540 : 5; este lapso nos faz

perceber uma grande falta de atengdo com relacdo a escrita matemética.

| ¥ w

(5-2)780. 5% 580:6 =102
5

Figura 96 — Atividade 3 — Bloco Il — Dupla 2

Novamente os alunos ndo perceberam e existéncia de triangulos

isésceles na figura apresentada.

A dupla 3 solicitou a ajuda do professor e encontrou a medida do angulo
CAD solicitado. Para chegar a este valor encontrou a soma das medidas dos
angulos internos do pentagono regular, dividiu por 5, encontrando 108°. Os

alunos observaram que se tratava de um poligono regular. A partir dai notaram,
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empiricamente, sem justificar, que no vértice A o0s trés angulos sao

congruentes, entdo dividiram 3, encontrando 36°. Segue protocolo:

(n-2) yig0 =)
Nt .
g xi90 24 -

S’
Fio: &
I

108 £3-96

Figura 97 — Atividade 3 — Bloco Il — Dupla 3

A dupla 4 recorreu & medida do angulo interno encontrado na atividade

do bloco | e utilizou a medida do angulo interno BAC do pentagono regular que
€ 108°. Notaram, empiricamente, que no veértice A encontram-se trés angulos

com a mesma medida, entdo, dividiram 108° por 3, encontrando 36°.

A tabela a seguir indica o desempenho das duplas nessa atividade:

Dupla 1 Dupla 2 Dupla 3 Dupla 4

™

% Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem

.'g ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda

< X X | X X
Tabela 7

Obs.: A ajuda oferecida as duplas foi em funcdo da compreenséo da atividade.

* Atividade 4:
Esta atividade foi dividida em dois itens:

a) Um retangulo é um poligono regular? Escreva sua resposta.

b) Um losango é um poligono regular? Escreva sua resposta.

O desenvolvimento desta atividade pela dupla 1 foi completamente
satisfatorio, os alunos afirmaram, no item (a), que o retangulo ndo atende uma

das propriedades dos poligonos regulares, ou seja, lados congruentes. Vale
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destacar as respostas dadas pelo aluno A: Porque ndo tem todos os lados

iguais, e do aluno B: Porque se ele fosse regular seria um quadrado.

Para o item (b), a dupla iniciou afirmando que é regular, porém, numa
discussdo com o professor-pesquisador, a dupla percebeu o ndo atendimento
as propriedades dos poligonos regulares, ou seja, o losango nao possui

angulos internos congruentes.

A dupla 2 pensou corretamente o item (a), mas escreveu a palavra sim,
ao invés de nao. Justificou como se o retangulo ndo fosse regular e assim
justificou: Porgue os lados sdo de medidas diferentes e os angulos de medidas

iguais.

No item (b) compreenderam que o losango ndo é poligono regular, pois
apresenta angulos diferentes. A principio, a dupla ndo sabia como era a forma
do losango, entdo o aluno C encontrou uma peca no kit em forma de losango e
mostrou para o aluno D. Entdo, responderam: N&o, porque eles tém dois

angulos diferentes.

A dupla 3, com relacédo ao item (a), respondeu: Ele € poligono, porque
ele tem 4 angulos iguais, mas seus lados ndo s&o iguais. Notamos que a
classificacéo “nao regular” ficou implicita apos a palavra “poligono”, bem como,

a idéia de que o retangulo nédo é regular.

No item (b), perceberam através de uma peca do kit, que o losango nao
tem angulos congruentes. Responderam: Nao porgue ele ndo tem 4 angulos
iguais. O apoio as pecas do kit demonstra uma dificuldade da dupla em

reconhecer a forma do losango.

A dupla 4 respondeu corretamente o item (a). Escreveram: Nao, pois
seus lados ndo sao iguais, mas seus angulos sao. Para o item (b) os alunos
notaram que ndo € um poligono regular, respondendo: N&o, pois seus angulos

tém medidas diferentes.

A seguir uma tabela de resultados obtidos pelas duplas:
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Dupla 1 Dupla 2 Dupla 3 Dupla 4

<

% Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem

.'g ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda

I | X X X X
Tabela 8

Obs: A ajuda oferecida as duplas foi em funcdo da compreensao da atividade.
Também consideramos como ajuda o apoio as pecas do kit de material

concreto.

+ Atividade 5:

Na construcao civil, € muito comum a utilizacéo de ladrilhos com a forma de poligonos para o
revestimento de pisos ou paredes. Entretanto, ndo sdo todas as combinacdes de poligonos
gue se presta a pavimentar uma superficie plana, sem que haja falhas ou superposicdes de
ladrilhos, como ilustram as figuras:

VIVIVE
VIVIVE
VIVIVE

Fi 2: Hepta |
Figura 1: Ladrilhos retangulares n%guulr;wm:rﬂ:gu;glsarneugu ares

pavimentando o plano.

A seguir uma relagdo de alguns poligonos regulares.

AOOOOOO

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinacao de dois tipos diferentes de ladrilhos entre os
poligonos regulares acima, sendo um deles octogonal, qual deveréa ser a forma do outro
poligono escolhido?

Esta atividade refere-se a aplicacdo dos conhecimentos adquiridos pelos

alunos sobre os poligonos regulares e suas propriedades.

Nenhuma dupla apresentou dificuldade na compreensdo e na

resolucdo, pois somente com a leitura da atividade os alunos perceberam que
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se tratava de uma pavimentagcdo ja realizada anteriormente e responderam

corretamente que o poligono procurado é o quadrado.

Contrariando a andlise a priori, em que afirmamos necesséria a
utilizacdo das medidas dos angulos internos dos poligonos, verificamos, nesta
atividade que a recursdo, de maneira subjetiva, as lembrancgas de construgdes
em blocos anteriores fez com que todas as duplas respondessem a esta
atividade, de forma pontual e direta, que a figura a ser utilizada deveria ser o
quadrado. Nota-se, aqui, a construcdo de conceitos, segundo Vergnaud, uma
vez que, os alunos conseguiram abstrair conceitos e aplicid-los em situacao

problema.

Segue uma tabela de resultados que indica o desempenho das duplas.

Dupla 1 Dupla 2 Dupla 3 Dupla 4

o]

% Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem

.'g ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda

< X X X X
Tabela 9

Obs.: A ajuda oferecida as duplas foi em fun¢do da compreenséo da atividade.

* Atividade 6:

Vocé acabou de fazer algumas pavimentagcdes com dois tipos de poligonos regulares. Outras
pavimentacées podem ser feitas com dois ou mais poligonos regulares. Uma delas é a
pavimentacdo (3-4-4-6), que esta indicada a seguir. Trata-se de um triangulo equilatero (3
lados), de dois quadrados (4 lados) e de um hexagono regular (6 lados). Existem 8
combinacdes possiveis de poligonos regulares para pavimentar o plano. Tente encontrar as

outras 7 pavimentacdes.
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Esta atividade foi a mais demorada porque explorava e sintetizava todo
o conhecimento adquirido pelas duplas durante o desenrolar das atividades dos
blocos anteriores. Nesta atividade os alunos tinham que remeter a soma dos
angulos internos de um poligono e fazer combinacdes entre eles de modo que,
a soma dos angulos internos de cada poligono utilizado na pavimentacao,
resulte em 360°. Porém, o que percebemos foi que nenhuma dupla ocupou-se
de usar esta propriedade da pavimentagcdo. Vimos que, o retorno das duplas
aos blocos anteriores mostrou que eles ndo conseguiram se situar na
geometria dedutiva, permanecendo numa transicdo da geometria concreta e

espaco-gréfica.

Outro fato que pode ter ocasionado a dificuldade de realizacdo desta
atividade é a complexidade do enunciado da mesma. Apés a aplicacdo da
atividade e mediante os resultados obtidos, concluimos que seria melhor dividir
esta questdo em itens para ter um grau crescente de dificuldade e né&o
atrapalhar o processo dedutivo que estamos desenvolvendo até o momento.
Um dado que ratifica esta afirmacdo € o desempenho da dupla 4, que mostrou,
nas ultimas atividades, excetuando esta, que esta compreendendo muito bem o
que € pedido e respondendo corretamente as generalizacbes, sem a

interferéncia do professor-pesquisador.

Diante dos fatos e dificuldades acima expostos, as duplas so

conseguiram caminhar nesta atividade com o auxilio do kit.

A dupla 1 conseguiu compor 360° utilizando poligonos regulares com a
manipulacéo das pecas, retornando a geometria concreta.

A primeira pavimentacdo utilizou 4 hexagonos regulares e 4 triangulos
equilateros, e foi conseguida com facilidade. Em seguida, fizeram,

rapidamente, a pavimentacdo com 2 quadrados e 3 triangulos equilateros.

A terceira pavimentacdo foi obtida com 3 hexdgonos regulares,
8 quadrados e 4 triangulos equilateros. Ndo perceberam que a pavimentacao
foi apresentada no inicio da atividade, e mesmo assim a fizeram com
dificuldade.
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bY

A quarta pavimentacdo realizada foi idéntica a primeira, com 4
hexagonos regulares e 4 tridangulos equilateros, mantiveram a mesma

quantidade de poligonos regulares utilizados.

A quinta pavimentacgédo, foi com 4 octdgonos regulares e 1 quadrado. A
dupla ndo encontrou dificuldades para realizar a pavimentacao, pois durante as

atividades anteriores montaram esta pavimentacédo com facilidade.

A sexta pavimentacdo foi com 1 triangulo equilatero e 3 dodecdgonos
regulares. Os alunos apresentaram dificuldades para encontrar essa
pavimentacdo e foi necessario o auxilio do professor-pesquisador para

perceber a disposicdo na montagem das pavimentacgdes.

Na sétima e Ulltima pavimentacdo a dupla ndo estava conseguindo
visualizar. Foi necessaria, mais uma vez, a interferéncia do professor-
pesquisador para dar dicas sobre quais pecas seriam utilizadas. Fizeram a
pavimentacdo com 4 triangulos equilateros, 1 quadrado e 4 dodecagonos
regulares. Observa-se que a pavimentacdo € a mesma apresentada no
enunciado da atividade proposta, portanto a dupla repetiu uma pavimentacao,
deixando de realizar a pavimentacdo com quadrados, hexagonos regulares e

dodecagonos regulares.

A dupla 2 nédo conseguia iniciar as pavimentacdes e solicitou a
orientacdo do professor-pesquisador. (Fica evidente que o primeiro empecilho
desta atividade veio a ser a interpretacado do enunciado) O professor orientou a

dupla para atentar aos angulos.

A primeira pavimentacdo realizada foi com octdgonos regulares e 0s
quadrados. Esta pavimentacgdo foi semelhante a resposta da atividade anterior.

A segunda pavimentacdo foi com hexagonos regulares, quadrados e
triangulos equilateros; a terceira pavimentacao realizada foi com dodecagonos
regulares e triangulos equilateros; a quarta foi com o quadrado e triangulo
equilatero; a quinta com hexagonos regulares e triangulos equilateros; a sexta,
com dodecagonos regulares, quadrados e hexagonos regulares e a sétima

pavimentacdo com dodecagonos regulares, quadrados e triangulos equilateros.
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Observa-se que a segunda pavimentagcdo € semelhante a pavimentacao
apresentada no enunciado da atividade proposta, portanto, a dupla deixou de
realizar a pavimentacdo com dois hexagonos regulares e dois triangulos
equilateros e ndo indicou o numero de poligonos regulares utilizados em cada

pavimentagao.

A dupla 3 teve dificuldade para encontrar as pavimentacoes.
Solicitaram, entdo, a orientacdo do professor pesquisador, que, tal como na

dupla 2, pediu para que observassem os angulos dos poligonos.

A primeira pavimentacdo foi com hexagonos regulares, quadrados e
triangulos equiilateros; a segunda pavimentacéao foi realizada com quadrados e
triangulos equilateros; a terceira indicada pela dupla foi com eneagonos
regulares, quadrados e heptagonos regulares. Com estas Ultimas pecas nédo €
possivel formar uma pavimentacdo; a dupla ndo notou que houve falhas na
colocacdo das pecas lado a lado, denotando que o seu entendimento n&o
estava ligado a soma dos angulos internos de um poligono, e sim, apenas ao

material concreto.

A quarta pavimentacdo foi com hexagonos regulares e triangulos
equilateros; a quinta foi com dodecagonos regulares, hexagonos regulares e
quadrados. A sexta pavimentacdo foi com dodecagonos regulares, quadrados
e heptagonos regulares. Novamente, ndo foi possivel realizar esta

pavimentacado pelo mesmo motivo do paragrafo anterior.

A sétima pavimentacao foi com eneagonos regulares e quadrados. Mais
uma vez esta € uma pavimentacdo que deixa falhas em sua disposicéo,

portanto, ndo pavimenta.

A dupla deixou de realizar trés pavimentacdes com poligonos regulares,
que séo: triangulos regulares, quadrados e dodecagonos regulares; octdégonos
regulares e quadrados; dodecagonos regulares, quadrados e hexagonos

regulares.
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A primeira pavimentacdo realizada € a mesma que foi apresentada na
atividade proposta 6, portanto, a dupla 3 deixou de realizar a pavimentagéo

com dois triangulos equilateros e dois hexagonos regulares.

A dupla também néo informou o nimero de poligonos regulares que

utilizaram em cada uma das pavimentacoes.

A dupla 4 iniciou a pavimentacdo com o hexagono regular e tridangulo
equilatero; a segunda pavimentacdo foi com os 2 triangulos equilateros, 1
quadrado e 1 dodecégono regular; a terceira pavimentagdo foi com tridngulos
equilateros e quadrados; a quarta pavimentacédo foi com hexagonos regulares,
dodecagonos regulares e quadrados; a quinta pavimentacéo foi com octdgonos
regulares e quadrados; a sexta pavimentacdo foi com tridngulos equilateros,
guadrados e dodecagonos e a sétima e ultima apresentada pela dupla foi com

triangulos equilateros e hexagonos regulares.

A segunda pavimentagdo e a sexta pavimentacdo sao semelhantes,
portanto, a dupla deixou de realizar a pavimentacdo com hexagonos regulares
e triangulos equilateros. A dupla informou o numero de poligonos regulares

utilizados somente na segunda pavimentacao.

A tabela a seguir resumira o desempenho das duplas nesta atividade.

z Dupla 1 Dupla 2 Dupla 3 Dupla 4

-§ Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem | Com | Sem

< ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda | ajuda
(3,3,3,3,6) X X X X
(3,3,3,4,4) X X X X
(3,3,6,6) X - - - - X
(3,4,4,6) X X X X
(3,12,12) X X - - - -
(4,8,8) X X - - X
(3,3,4,12) X X - - X
(4,6,12) - - X X X

Tabela 10
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Obs.: A ajuda oferecida as duplas foi em funcdo da compreenséo da atividade.

Todas as duplas utilizaram o kit como ajuda a confeccdo das pavimentacoes.

4.3.3.1 Concluséo do Bloco Il

Os resultados do bloco Ill mostram que os alunos conseguem fazer
inducdes e generalizacbes (atividades 1b, 1d, 1f) a partir de casos particulares
(atividades 1la, 1lc, 1le). Mas quando submetidos as atividades 3 e 6, que
necessitam usar propriedades anteriores, as dificuldades foram grandes. Além
disso, notamos que nas atividades que requerem um bom dominio algébrico
(atividades 2a e 2b) as dificuldades persistem. Em situacfes que necessitavam
do dominio do conceito de poligono regular (atividade 4), as respostas dos

alunos indicam que tal conceito foi bem compreendido por eles.

Perante esses resultados, podemos concluir que este bloco posicionou
as duplas numa transi¢do dos niveis GO/G1 para o nivel G2. Se observarmos o
desempenho dos alunos até a atividade 5, notamos um crescimento que
reforca esta transicao, porém, na atividade 6, percebe-se um retorno aos niveis
GO e G1, quando deveriamos estar efetivando a nossa permanéncia no nivel
G2. Desta forma, e numa postura mediadora, concluimos que estamos nesta
transicdo entre o concreto/espaco-grafico e o proto-axiomético. Segundo
Machado, o abstrato e o concreto caminham juntos sem ter um posicionamento
de qual sera o primeiro ou o Ultimo na construcdo do pensamento geometrico.
Estas dualidades: facilidade/dificuldade, acertos/erros, concreto/abstrato,
colaboram na construgdo de conceitos significativos, como aconteceu nessa

sequéncia de atividades.



135

CAPITULO 5 - Consideracdes finais

Esta pesquisa é fruto de uma inquietacdo sobre o ensino e
aprendizagem dos poligonos, mais precisamente dos poligonos regulares. A
escolha do tema foi motivada pela preocupacéo com a apresentacao tradicional
dos poligonos a alunos do Ensino Fundamental dos ciclos | e Il (5% a 8® série).
Essa apresentacdo classica tem a seguinte estrutura: definicdes, provas,
exercicios resolvidos e exercicios propostos. A nossa intencdo era quebrar
esse modelo introduzindo os poligonos a partir de situacbes do dia a dia dos

alunos.

Procurando algo que tornasse atrativo e prazeroso o estudo dos
poligonos, encontramos as pavimentacdes. De fato, a utilizacdo de ladrilhos
com a forma de poligonos para o revestimento de pisos ou paredes € uma
situacdo muito interessante para a construcdo do conceito de poligonos e esta
muito proxima do cotidiano de nossos alunos. E um assunto também que
provoca uma articulacdo com a disciplina educacéao artistica. Esse topico
permite a criacdo de atividades ludicas que podem provocar uma aproximagao

do aluno com conceitos tedricos da matematica.

Diante disso, lancamos a seguinte questao de pesquisa Em que medida
um trabalho de exploracdo com as pavimenta¢des no plano, favorece o estudo

das propriedades dos poligonos?

Para responder a essa questdo a pesquisa se apoiou em alguns
principios da metodologia da engenharia didatica proposta por Michéle Artigue.
Foi concebida uma sequéncia de ensino dividida em trés blocos. O primeiro
bloco, de carater exploratorio e manipulativo, foi criado para que os alunos
verificassem empiricamente diferencas entre poligonos regulares e nao
regulares e se apropriassem do conceito de pavimentacdo. O segundo bloco,
criado dentro de um ambiente de geometria dindmica, oferecia a ferramenta
“medida” que permitia aos alunos obter empiricamente os valores das medidas

dos angulos e dos lados dos poligonos. O terceiro bloco, de carater dedutivo,



136

foi concebido para que os alunos validassem propriedades dos poligonos

obtidas nos blocos anteriores, de uma maneira dedutiva.

Fundamentamos a pesquisa no modelo do desenvolvimento do
pensamento geométrico de Parsysz que sugere atividades concretas,
atividades representadas no ambiente papel e I4pis ou no ambiente
informatizado e atividades dedutivas. Apoiamo-nos também na articulacdo
entre as quatro dimensdes defendida por Machado na construcdo do
conhecimento geométrico. Utilizamos também a teoria dos campos conceituais
de Vergnaud que defende para a apropriacdo de um conceito trabalhar com
trés conjuntos simultaneamente: as situacdes que dao sentido ao conceito, 0s
invariantes sobre os quais repousa a operacionalidade do conceito, e 0s

significantes, isto €, um conjunto de representagfes simbdlicas.

Participaram da pesquisa oito alunos da 8% série do Ensino Fundamental
da rede estadual de ensino, divididos em duplas, das quais somente as duplas
1 e 2, constituidas pelos alunos A, B, C e D respectivamente foram gravadas
durante a realizacdo da sequéncia de atividades. A dupla 1 foi acompanhada

por uma professora observadora.

Responderemos a questdo de pesquisa analisando as producdes dos
alunos nos blocos |, Il e Il

O bloco | convidava os alunos a classificar os poligonos e a introduzir de
maneira empirica o conceito de pavimentagdo. Pelas respostas apresentadas,
observamos que os alunos classificaram os poligonos quanto a cor, o tamanho
e numero de lados. Nenhuma dupla separou o conjunto de objetos em
poligonos regulares e nao regulares conforme previsao feita na analise a priori.
AcreditAvamos que a simetria nos poligonos regulares pudesse ser realcada
pelos alunos. No entanto nada do previsto foi observado pelas 4 duplas. Uma
das possiveis razdes desse fato pode ter sido a formulacdo do enunciado
“Classificar os poligonos em dois grupos”, enunciado que permite qualquer tipo
de interpretacdo. Mas na institucionalizacdo, essa atividade permitiu ao
professor pesquisador introduzir toda a nomenclatura associada aos poligonos.

Quanto ao segundo objetivo do bloco que era da apropriacdo do conceito de
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pavimentagdo, o trabalho dos alunos foi além do esperado. Todos se
envolveram, explorando e manipulando as pecas do kit e perceberam
claramente quando havia falhas ou superposicdo. Acreditamos que os alunos

iniciaram o segundo bloco com uma boa idéia do que seja pavimentar o plano.

No bloco Il, os alunos utilizaram o software Cabri-Géometre, para
pavimentar a tela do monitor. A atividade pedia que calculassem o angulo
interno dos poligonos. Todos usaram a ferramenta “medir” e construiram
inUmeras pavimentacfes do plano com os poligonos indicados nas atividades.
Um fato que chama a atencdo € que a justificativa dada pelos alunos para
afirmar que a situacéo era de fato de pavimentacdo eram comentarios do tipo
“se der a volta inteira da o angulo de 360° (dupla 1) ou “sim porque o &ngulo
interno da uma volta de 360°" (dupla 4). Tais comentarios indicam que 0s
alunos tinham em mente da importancia de se saber qual a medida do angulo
interno de um poligono, pois que a soma dos angulos deveria dar 360°. De
fato, saber a medida do angulo interno de um poligono regular € determinante
para verificar a possibilidade ou ndo de pavimentar um plano. A atividade pedia
também para pintar a pavimentacao usando a ferramenta “Cores” do Cabri. As
producdes dos alunos mostraram o encantamento dos alunos com as figuras

produzidas.

No bloco Ill, as atividades foram propostas de modo que os alunos
fizessem inducdes a partir de casos particulares. Observamos nos itens 1b, 1d,
1f deducdes de formulas a partir da observacéo de casos particulares (ver itens
la,1c,1e). Mas quando os alunos foram submetidos as atividades 3 e 6 que
necessitavam do uso de propriedades ja deduzidas, as dificuldades foram
grandes. Percebe-se que quando ndo ha nenhuma indicacdo ou sugestéo
fornecida pelo professor na resolugdo de uma atividade, ou quando é preciso
achar nos conhecimentos anteriores elementos que favorecem a resolucéo, o
aluno interrompe a sua tentativa de resolugédo a espera da ajuda do professor.
Notamos também que nas atividades que requerem um bom dominio algébrico
(atividades 2a e 2b) as dificuldades persistem. Na situacdo (atividade 4) que
necessitava do dominio do conceito de poligono regular as respostas dos

alunos indicaram que tal conceito foi bem incorporado por eles.
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Voltando a nossa questéo de pesquisa, podemos dizer que o trabalho de
exploracdo com as pavimentacdes no plano tanto no concreto quanto com o
uso do software Cabri foi insuficiente para atingir a etapa que Parsysz
denomina de geometria proto-axiomatica, onde os alunos comecam a deduzir
resultados a partir de outros tomados como ponto de partida. Mas nesse
trabalho, ela foi importante para solidificar conceitos nos alunos tais o de

poligono regular e o de pavimentacao.

Concluindo, podemos dizer que, apesar de todas as dificuldades
ocorridas durante a realizacao das atividades, a sequéncia permitiu aos alunos
um avanco lento de validacbes empiricas para validacfes dedutivas. Segundo
Vergnaud (1990), € através de situacdes e de atividades de exploracao,
formulagdo de hip6tese e verificacdo, aplicadas durante um longo periodo de
tempo que um conceito adquire sentido para o aluno. Dai a importancia de se
investigar cada vez mais situacdes que podem contribuir a dar sentido a um
conceito e de estar atento ao fato que um conceito leva tempo para ser
apropriado. Acreditamos que a aprendizagem das propriedades de um conceito
€ um processo lento que necessita de um ensino especifico. Mas julgamos que
a fase heuristica de observacao e manipulacao, considerada nesta pesquisa, é

necessaria para atingir esse objetivo.

Esperamos que esse trabalho, centrado no estudo dos poligonos via
pavimentacdo estimule novas abordagens e que a perseguicdo ao tema
demonstracdo, um dos mais delicados no ensino, seja sempre levado em

consideracdo em qualquer tépico que venha a ser ensinado.
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Atividades desenvolvidas pela dupla 1
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Anexo 1

ESCOLA ESTADUAL PROFESSORA INAH DE MELLO

CONVITE

E com grande satisfacdo que Amarildo Aparecido dos Santos, professor

efetivo desta unidade escolar, convida o] aluno (@)
da 82 série a participar de trés encontros de

geometria, onde serédo desenvolvidas atividades relacionadas com poligonos e
suas propriedades.

Essas atividades sao parte integrante da dissertagdo de Mestrado
Profissional em Ensino da Matematica na Pontificia Universidade Catodlica de
Séo Paulo.

Solicito aos pais dos alunos a autorizacdo para que seus filhos
participem do desenvolvimento desta pesquisa.

As atividades serdo desenvolvidas na escola nos dias 11, 12 e 13 de
dezembro no periodo da tarde a partir das 13 horas, com duracdo de duas
horas. Eventualmente serdo marcados encontros no periodo da manha caso
seja necessario.

Gostaria de chamar a atencéo dos pais para que os alunos néao faltem
nos dias de realizacdo das atividades para nao prejudicar o andamento do

projeto. Desde ja agradeco a compreensao.

Santo André, 11 de dezembro de 2006.

Amarildo Aparecido dos Santos Assinatura do pai ou responsavel
Professor-Pesquisador
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* PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
Centro das Ciéncias Exatas e Tecnologia

Programa de Estudos Pés-Graduados em Educagdo Matem  atica

TERMO DE COMPROMISSO

Este termo tem como objetivo esclarecer os procedimentos de nossa
pesquisa, realizada na E. E. Prof* Inah de Mello em novembro de 2006,

principalmente no que tange a utilizacdo dos dados nela coletados.

O material coletado — as atividades realizadas, as transcrigdes, 0s
registros escritos, as fotografias — servira de base para pesquisas que
procuram entender melhor o processo de producao e significados relativo as
pesquisas sobre Poligonos via pavimentacdo. As transcricdes, 0s registros
escritos e as fotografias terdo seus nomes trocados por pseuddnimos
preservando a identidade dos sujeitos em sigilo.

As informacdes provenientes da analise desse material poderdo ainda

ser utilizadas pelos pesquisadores em publicacdes e eventos especificos.

Santo André, 11 de dezembro de 2006.

Amarildo Aparecido dos Santos
Professor-Pesquisador

Responsavel pelo aluno

Helio Pinto
Diretor da E. E. Prof® Inah de Mello

(nome legivel do aluno)
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* PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
Centro das Ciéncias Exatas e Tecnologia

Programa de Estudos Pés-Graduados em Educagao Matem  atica

AUTORIZACAO

Eu, Amarildo Aparecido dos Santos, professor efetivo, PEB Il de
Matematica da E. E. Prof® Inah de Mello, aluno do programa de mestrado da
Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo (PUC-SP) solicito aos senhores
pais do  ALUNO(A):

autorizacdo para divulgacdo da imagem de sua filha no trabalho de pesquisa

para a aquisicdo do titulo de mestre profissional em matematica. A aplicacao
da sequéncia de atividades foi realizada nos dias 11, 12 e 13 de dezembro de
2006.

Santo André, 13 de junho de 2007.

Amarildo Aparecido dos Santos
Professor-Pesquisador

Helio Pinto Responsavel pelo aluno
Diretor da E. E. Prof* Inah de Mello

(nome legivel do aluno)
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Anexo 4
BLOCO | - Manipulando Poligonos — Atividade 1

NOME:

NOME: DATA [

Escolher um kit

1) Classificar os poligonos em dois grupos. Que critério vocé utilizou para

classificar os poligonos? Descreva-o.

2) Junte sobre a mesa poligonos com o0 mesmo numero de lados de modo que
a mesa seja preenchida com as pecas do kit, ndo havendo falhas (espaco entre
as pecas) ou sobreposicao de poligonos. Repita a atividade utilizando triangulo.
O que vocé acabou de fazer recebe o nome de Pavimentac&o. Descrever todo
0 processo, destacando as suas atitudes e justificando. (O que vocé acabou de

fazer recebe o nome de Pavimentacao).

Pavimentar é combinar as formas geométricas de modo a cobrir toda a

superficie sem falhas e sem sobreposicdes.
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BLOCO I - Manipulando Poligonos — Atividade 2

NOME:

NOME: DATA | |

Utilize o kit da atividade 1

a) Fazer uma pavimentacédo utilizando apenas triangulos equilateros. Verifique
se é possivel.

b) Fazer uma pavimentacdo utilizando apenas quadrados. Verifique se €
possivel.

c) Fazer uma pavimentacao utilizando apenas pentagonos regulares. Verifique
se é possivel.

d) Fazer uma pavimentacdo utilizando apenas hexagonos regulares. Verifique
se é possivel.

e) E possivel fazer uma pavimentacdo com poligonos regulares com o nimero
de lados maior que seis? Se sim, quais? Se néo, justifique.

f) Descubra algumas pavimentagbes possiveis utilizando somente dois
poligonos regulares. Escreva 0s poligonos que vocé utilizou em cada
pavimentacao

g) Descubra algumas pavimentacbes possiveis utilizando mais de dois
poligonos regulares. Escreva o0s poligonos que vocé utilizou em cada
pavimentacao
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BLOCO | — Manipulando poligonos (Tempo de duracgéo )
ATIVIDADE-1: QUESTIONARIO DO OBSERVADOR

NOME: DATA 1

1) Os alunos classificaram os poligonos em funcdo da cor ou do nimero de
lados? Conseguiram dividir os poligonos em dois grupos? Comentar.

2) A dupla conseguiu organizar os poligonos sobre a mesa conforme
recomenda a atividade? Quais foram as pecas utilizadas em cada uma?
Comentar.

3) Conseguiram repetir a atividade com os triangulos diferentes das anteriores?
Perceberam algumas diferengas? Comentar.

4) Precisaram da ajuda do professor pesquisador? Quais?

5) Faca um relato do que vocé observou na realizagdo da atividade se achar
necessario.
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Anexo 5

BLOCO Il - Constru¢des no Cabri Geometre Il — Ativi  dade 1

NOME:

NOME: DATA [ 1

la) Utilizando a ferramenta “macro construgcdo” construa um triangulo
equilatero clicando nas duas extremidades de um segmento. A seguir meca o
“angulo interno” com a ferramenta “angulo”.

1b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente triangulos eqilateros?

1c) Se possivel, pinte a pavimentagdo utilizando cores e a ferramenta

“preencher”.

2a) Utilizando a ferramenta “macro construgcéo” construa um quadrado clicando
nas duas extremidades de um segmento. A seguir meg¢a o “angulo interno” com
a ferramenta “angulo”.

2b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente quadrados?

2c) Se possivel, pinte a pavimentacdo utilizando cores e ferramenta

“preencher”.

3a) Utilizando a ferramenta “macro constru¢do” construa um pentagono regular
clicando nas duas extremidades de um segmento e no angulo dado (108°). A
seguir meca o “angulo interno” com a ferramenta “angulo”.

3b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente pentagonos regulares?

3c) Se possivel, pinte a pavimentacdo com a ferramenta “preencher”.
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4a) Utilizando a ferramenta “macro constru¢cao” construa um hexagono regular
clicando nas duas extremidades de um segmento. A seguir meca o “angulo

interno” com a ferramenta “angulo”.

4b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente hexagonos regulares?
4c) Se possivel, pinte a pavimentacdo com a ferramenta “preencher”.

5) Verifique se é possivel pavimentar o plano com um poligono regular

presente na barra de ferramenta e cujo numero de lados seja maior que 67

Justifique a sua resposta.
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BLOCO Il - Constru¢des no Cabri Geometre Il — Ativi  dade 2
NOME:

NOME: DATA [ 1

Existem apenas quatro pavimentacdes do plano utilizando em torno de

um ponto apenas dois poligonos regulares. Descubra-as.
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BLOCO Il — Construcdes no Cabri (Tempo de duracdo )
ATIVIDADE-1: QUESTIONARIO DO OBSERVADOR

NOME: DATA 1

1) A dupla conseguiu utilizar a macro construgdo do triangulo equilatero?
Conseguiram pintar a pavimentacdo? Quais foram as dificuldades
apresentadas?

2) Conseguiram utilizar a ferramenta “quadrado”? Que dificuldades
encontraram? Comente.

3) Utilizaram a macro do pentagono regular? Pediram ajuda do pesquisador?
Como justificaram? Comente.

4) Perceberam que a macro do hexagono regular € de simples utilizacdo?
Fizeram associacdo com o material concreto? Quais dificuldades tiveram?
Comente.

5) Conseguiram fazer tentativas de pavimentacdo com poligonos regulares
com numero de lados maior que 6? Quais dificuldades encontraram? Pediram
ajuda ao professor pesquisador? Comente.

6) Pediram ajuda ao professor pesquisador? Quais?

7) Faca um relato de como foi o desenvolvimento da atividade, o tempo foi
suficiente?
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BLOCO Il — Manipulando poligonos (Tempo de duracgéao: )
ATIVIDADE 2 - QUESTIONARIO DO OBSERVADOR

NOME: DATA | |

1) A dupla conseguiu perceber que algumas pavimentacbes com dois
poligonos regulares ja foram feitas? Tiveram dificuldades? Comentar.

2) Pediram ajuda ao professor pesquisador? Quais?

3) A institucionalizacdo feita pelo professor ajudou nas atividades? Como?
Comentar.
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BLOCO | — Manipulando poligonos (Tempo de duracgéao: )
ATIVIDADE 2 - QUESTIONARIO DO OBSERVADOR

NOME: DATA | |

1) A dupla conseguiu fazer as pavimentagBes com tridngulos equilateros?
Conseguiram justificar?

2) Conseguiram preencher o plano com quadrados? Justificaram? Comentar.

3) A dupla conseguir perceber que o pentdgono ndo pavimenta? Que
problemas foram levantados pela dupla? Comentar.

4) A pavimentacdo com hexagono regular foi realizada? Que problemas
ocorreram? Comentar.

5) Precisaram da ajuda do professor observador? Quais?
6) Conseguiram fazer quantas pavimenta¢cdes com dois poligonos regulares?
Quais poligonos utilizaram?

7) A dupla montou pavimentacdes com mais de dois poligonos regulares?
Quais foram utilizados? Tiveram dificuldades?

8) Faca um relato do que vocé observou na realizacéo da atividade.
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Anexo 6

Deducéo — Atividade 1 — BLOCO Il

NOME:

NOME: DATA [ [

Considerando os poligonos a seguir:

000
OO0

a) Em quantos triangulos podemos decompor cada um dos poligonos acima, a
partir de um dos vértices?

b) Em quantos triangulos podemos decompor um poligono de n lados, a partir
de um dos vértices?

c) Qual é a soma das medidas dos angulos internos de um poligono de 100
lados?

d) Qual é a soma das medidas dos angulos internos de um poligono de n
lados?

e) Qual é a medida de um angulo interno do poligono regular de 36 lados?

f) Qual é a medida do angulo interno de um poligono regular de n lados?
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Deducéo — Atividade 2 — BLOCO Il

NOME:

NOME: DATA I/

a) Qual é a soma das medidas dos angulos externos do hexagono abaixo?

b) Obter uma férmula para a soma das medidas dos angulos externos de um
poligono de n lados.

c) Se um poligono de 10 lados é regular, qual é a medida do angulo externo
desse poligono?

d) Se um poligono de n lados é regular, qual é a medida do angulo externo
desse poligono?
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Deducéo — Atividade 3 — BLOCO llI

NOME:

NOME: DATA 1

Determinar a medida do angulo CAD sabendo que a figura é um poligono
regular. Descrever o processo.



Deducéo — Atividade 4 — BLOCO Il

NOME:

NOME: DATA 1

a) Um retangulo é um poligono regular? Escreva sua resposta.

b) Um losango é um poligono regular? Escreva sua resposta.

159



160

Deducéo — Atividade 5 — BLOCO Il

NOME:

NOME: DATA 1

Na construcao civil, € muito comum a utilizacdo de ladrilhos com a forma
de poligonos para o revestimento de pisos ou paredes. Entretanto, ndo séo
todas as combinacbes de poligonos que se presta a pavimentar uma
superficie plana, sem que haja falhas ou superposi¢cdes de ladrilhos, como

ilustram as figuras:

YIVIVE
YIVIVE
YIVIVE

Figura 2: Heptagonos requlares

Figura 1: Ladrilhos retangulares ndio pavimentam o plano

pavimentando o plano.

A seguir uma relacdo de alguns poligonos regulares.

AODOOOOO

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinacéo de dois tipos diferentes

de ladrilhos entre os poligonos regulares acima, sendo um deles octogonal,

qual devera ser a forma do outro poligono escolhido?



161

Deducéo — Atividade 6 — BLOCO Il

NOME:

NOME: DATA 1

Vocé acabou de fazer algumas pavimentagcbes com dois tipos de
poligonos regulares. Outras pavimentacfes podem ser feitas com dois ou mais
poligonos regulares. Uma delas é a pavimentacao (3-4-4-6), que esta indicada
a seguir. Trata-se de um tridngulo equilatero (3 lados), de dois quadrados (4
lados) e de um hexagono regular (6 lados). Existem 8 combina¢fes possiveis
de poligonos regulares para pavimentar o plano. Tente encontrar as outras 7

pavimentacodes.
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BLOCO Il — Deducédo (Tempo de duracéo )
ATIVIDADE-1: QUESTIONARIO DO OBSERVADOR

NOME: DATA 1

1) A dupla conseguiu tracar todas as diagonais que partem de um so vértice?
Conseguiram contar os triangulos, apo6s tracar as diagonais? Tiveram
dificuldades? Quais?

2) Nas generalizacOes deduziram corretamente? Quais foram as dificuldades?
Pediram ajuda do pesquisador? Comente.

3) Fizeram associagcédo com as atividades anteriores? Quais? Comente.

4) Faca um relato de como foi o desenvolvimento da atividade, o tempo foi
suficiente?
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BLOCO Il — Deduc¢édo (Tempo de duracéo: )

ATIVIDADE 2 - QUESTIONARIO DO OBSERVADOR

NOME: DATA | |

1) A dupla conseguiu perceber que o poligono é um hexagono nao regular?
Tiveram dificuldades? Comentar.

2) Conseguiram escrever as seis equacdes para a deducao? Pediram ajuda ao
professor pesquisador? Quais?

3) Na generalizacdo da férmula, conseguiram sem a ajuda do pesquisador?
Tiveram dificuldades? Quais? Comentar.

4) Faca um relato da atividade se necessario.
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BLOCO Il — Deduc¢édo (Tempo de duracéo: )
ATIVIDADE 3 - QUESTIONARIO DO OBSERVADOR

NOME: DATA | |

1) Conseguiram perceber que os triangulos sao isdsceles? Quais foram as
dificuldades? Comentar.

2) Encontraram com facilidade a medida do angulo interno do pentagono
regular? Tiveram dificuldades? Quais?

3) Pediram ajuda ao professor pesquisador? Quais?

4) Faca um relato da atividade se necessario.



165

BLOCO Il — Deduc¢édo (Tempo de duracéo: )

ATIVIDADE 4 - QUESTIONARIO DO OBSERVADOR

NOME: DATA | |

1) A dupla conseguiu perceber que o retangulo ndo é um poligono regular?
Apresentaram dificuldades para chegar a essa conclusdo? Quais?

2) Conseguiram notar que o losango nao € um poligono regular? Apresentaram
dificuldades para chegar a essa conclusao? Quais?

3) Pediram ajuda ao professor pesquisador? Quais?

4) Faca um relato da atividade se necessario.
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BLOCO Il — Deduc¢édo (Tempo de duracéo: )

ATIVIDADE 5 - QUESTIONARIO DO OBSERVADOR

NOME: DATA | |

1) Conseguiram interpretar a questdo com facilidade? Quais os problemas
levantados? Comentar.

2) Fizeram associacdo as atividades realizadas anteriormente? Quais foram as
dificuldades?

3) Pediram ajuda ao professor pesquisador? Quais?

4) Faca um relato da atividade se necessario.
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BLOCO Il — Deduc¢édo (Tempo de duracéo: )

ATIVIDADE 6 - QUESTIONARIO DO OBSERVADOR

NOME: DATA | |

1) A dupla associou esta atividade as realizadas anteriormente? Notaram que
ja fizeram situac6es semelhantes? Tiveram dificuldades? Quais?

2) Conseguiram montar todas as pavimentacdes possiveis? Quais foram
feitas? Comentar.

3) Pediram ajuda ao professor pesquisador? Quais? Comentar.

4) Utilizaram o material concreto na dedugéo?

5) Faca um relato da atividade, se necessario.
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Anexo 7
MATERIAL UTILIZADO NAS ATIVIDADES

Criamos as pecas dos poligonos regulares e ndo regulares com
cores diferentes das quais contém: quarenta e dois triangulos equilateros, vinte
e cinco guadrados. Dos outros poligonos regulares, temos dez pentagonos,
qguatorze hexagonos, sete heptagonos, nove octdgonos, seis eneagonos,
quatro decagonos e seis dodecagonos. Além desses, dezesseis triangulos
retdngulos. Os lados das pecas dos poligonos regulares e da hipotenusa do
triangulo retangulo tém medida de 2,5 cm. Para cada poligono regular, a partir
do pentagono foi colocado um poligono nao regular. H4 também poligonos néo
regulares com medidas de lados diferentes, ou seja, oito retangulos de
dimensdes 3 cm e 5 cm congruentes entre si; oito quadrilateros de dimensdes
2,5cm; 4,24 cm; 5 cm e 7,49 cm congruentes entre si; oito triangulos escalenos
de medidas 6,41 cm; 5,0 cm e 5,73 cm congruentes entre si, e por ultimo, oito
losangos de lado 3,3 cm congruentes entre si. Foi utilizada a ferramenta
“poligono regular” no Cabri Geométre na confeccdo das pecgas, para que
pudessem manter os lados dos poligonos regulares com a mesma medida. As
dimensdes das pecas dos poligonos ndo regulares foram projetadas a fim de
que fossem utilizadas sem a possibilidade da juncdo com os poligonos
regulares. Este kit foi apresentado aos alunos no Bloco | na primeira atividade.
As pecas dos poligonos criados foram feitas de recortes de E.V.A. (Estileno,
Acetato de Vinila) com espessura entre 4 mm a 5 mm e recortados com
estilete. Alguns poligonos foram adquiridos prontos (material acrilico colorido),
€ 0 caso dos tridangulos retangulos, triangulos equilateros, os quadrados e a

maioria dos hexagonos regulares.
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» Seis dodecagonos regulares de cores diferentes com 2,5 cm de lado:

* Quatro decagonos regulares de cores diferentes com 2,5 cm de lado:

r

B Y

* Seis eneagonos regulares de cores diferentes com 2,5 cm de lado:

* Nove octégonos regulares de cores diferentes com 2,5 cm de lado:
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» Sete heptagonos regulares de cores diferentes com 2,5 cm de lado:

» QuUatorze hexagonos regulares de cores diferentes com 2,5 cm de lado:

» Dez pentagonos regulares de cores deferentes com 2,5 com de lado:
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* Vinte e cinco quadrados de mesma cor, alguns com cores diferentes com

2,5 cm de lado:

» Dezesseis triangulos retadngulos com angulos agudos de 30° e 60° de

mesma cor com 2,5 com de lado:

e Sete poligonos nao regulares com cores diferentes e medida dos lados

diferentes:



172

e Oito quadrilateros em forma de trapézio com cores diferentes de

dimensbdes: 2,5 cm; 4,24 cm; 5cm e 7,49 cm.

« Oito triangulos escalenos com todos os angulos agudos, cores diferentes e
cujas medidas dos lados séo: 6,41 cm; 5,0 cm e 5,73 cm.
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Anexo 8
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Uma seqiiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via

pavimentacio — I

ATIVIDADE DE PESQUISA PARA A DISSERTAQAO DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA — PUC-SP 2006.

Manipulando Poligonos — Atividade 1 - BLOCO |

NOME! B.L\)N o QA

NOME. ALINQ 8 DATA N NGOG

Escolher um kit

1) Classificar os poligonos em dois grupos. Que critério vocé utilizou para

classificar os poligonos? Descrever.

2) Junte sobre a mesa poligonos com ¢ mesmo numero de lados de modo que a
mesa seja preenchida com as pecas do kif, ndo havendo falhas (espago entre as
pecas) ou sobreposicdo de poligonos. Repita a atividade utilizando triangulo. O
que vocé acabou de fazer recebe o nome de Pavimentac@o. Descrever todo o

processo, destacando as suas atitudes e justificando. O que vocé acabou de fazer

recebe o nome de Pavimentag&o.

Pavimentar é combinar as formas geoméfricas de modo a cobrir toda a

superficie sem falhas e sem sobreposicdes.

Amarildo Aparecido dos Santos - e-mail: amarosja@terra.com.br
Aluno do MESTRADO PROFISSIONAL — PUC-SP - dezembro de 2006.
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Uma seqiiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentacdo — I

ATIVIDADE DE PESQUISA PARA A DISSERTACAO DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA — PUC-SP 2006.

Manipulando Poligonos — Atividade 2 - BLOCO |
nove RLUNGO R
NOME nLU NO B N >DATA¥/5_QJ§%_

Utilize o kit da atividade 1

a) Fazer uma pavimentac&o utilizando apenas tridngulos equilateros. Verifigue se
é possivel.

MM {\\3\ %gﬁ NLKQ R h/\\/ﬁ_c\‘bn

c) Fazer uma pavimentac&o utilizando apenas pentagonos regulares. Verifique se
& possivel.

o N T N R 0. T W
_ \ X X S
\%({7\ N T ’)‘;Y_)—-rf?\ Q Ry M\ F

Amarildo Aparecido dos Santos — e-mail: amarosja@terra.com.br
Aluno do MESTRADO PROFISSIONAL - PUC-SP — dezembro de 2006.
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Uma sequiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentacdo — [

d) Fazer uma pavimentacao utilizando apenas hexagonos regulares. Verifique se
& possivel.

LTASSY Qo \}\a - ~m\\§t\r\~\x)~4\- WM Pee. Wa o oodn g

_A}\N\r\ f
l{\i%i{k&\ .

e) E possivel fazer uma pavimentacso com poligonos regulares com o niimero de
lados maior que seis? Se sim, quais? Se n&o, justifique.

s a3 Qe \‘,: N M-\‘Q\@AW SN e,

Bl o A
X

f) Descubra algumas pavimentagdes possiveis utilizando somente dois poligonos
‘regulares. Escreva os poligonos que vocé utilizou em cada pavimentagéo

)(/\ xrw\;}m 3 Ass .
\_9’
g\\ Mﬂfu\g@ :\—k‘l}\ ./,_N\éf%

g) Descubra algumas pavimentacOes possiveis utilizando mais de dois poligonos
Jegulares. Escreva os poligonos que vocé utilizou em cada pavimentacéo

o :AL.I"...!N\E;S;Q _

P R e O I . S
£ =%

Amarildo Aparecido dos Santos — e-mail: amarosia@terra.com.br
Aluno do MESTRADO PROFISSIONAL — PUC-SP — dezembro de 2006.
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Uma seqiiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentacdo — Il

ATIVIDADE DE PESQUISA PARAA A DIS$ERTAQAO DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA — PUC-SP 2006.

Construcdes no Cabri Geométre Il — Atividade 1 - BLOCO |l
NOME: ﬁ L\) NQ H
novE: RLUN O B DATANR Nk

1a) Utilizando a barra de ferramenta “macro construgdo” construa um triangulo
equilatero clicando nas duas extremidades de um segmento. A seguir meca o

“angulo interno” com a ferramenta “angulo”.

1b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente triangulos equilateros?

1c) Se possivel, pinte a pavimentacdo utilizando cores e a ferramenta “preencher”.

2a) Utilizando a barra de ferramenta “macro construgdo” construa um quadrado
clicando nas duas extremidades de um segmento. A seguir mega o “angulo interno”
com a ferramenta “angulo”.

2b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente quadrados?

el WL

2c) Se possivel, pinte a pavimentac&o utilizando cores e ferramenta “preencher”.

Amarildo Aparecido dos Santos — e-mail: amarosja@terra.com.br
Aluno do MESTRADQO PROFISSIONAL — PUC-SP — dezembro de 2006.
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Uma seqiiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentacao — IT

3a) Utilizando a barra de ferramenta “macro construgéo” construa um pentagono
regular clicando nas duas extremidades de um segmento e no angulo dado. A
seguir mega o “angulo interno” com a ferramenta “angulo”.

3b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente pentégonos regulares?

C\hu;):\ ){\3\ ’&\u\ lkd\“ ':/‘_{::‘

3c) Se possivel, pinte a pavimentagdo com a ferramenta “preencher”.

4a) Utilizando a barra de ferramenta “macro construg@o” construa um hexagono
regular clicando nas duas extremidades de um segmento. A seguir meca o “angulo

interno” com a ferramenta “angulo”.

4b) E possivel pavimentar o plano utilizando somente hexégonos regulares?

4c) Se possivel, pinte a pavimentag&o com a ferramenta “preencher”.

5) Verifique se é possivel pavimentar o planc com um poligono regular presente na
barra de ferramenta e cujo ntimero de lados seja maior que 67 Justifique a sua

resposta.

~ T -
AERN r‘\:p\_f: &3 ND ;\-:& S BN LS.
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Uma seqiiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentagao — II

ATIVIDADE DE PESQUISA PARAA A DISSERTACAO DE MESTRADO

PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA — PUC-SP 2006.

Construgdes no Cabri Geométre il — Atividade 2 - BLOCO Il

NomvE: LUNO 'ﬂ
Nove: ALUND B ATAYY D G,

Existem apenas quatro pavimentacdes do plano utilizando em torno de um ponto
apenas dois poligonos regulares. Descubra-as.
\, K\&xvg“}\ x>\ - ‘)wa,\i\_‘b
& LC e, I\QM\ f\w»& «&I\; = CA N 1\._-A—( M\
q\/\lﬁ: L AN o %\_\JWM
2 A gam ol
: o Q \ Ny L\\X“;)
/' 2\\%@”@% =2 ::\ a IM*\Q

Amarildo Aparecido dos Santos - e-mail: amarosja@terra.com.br
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Uma seqiiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentaggio — II1

ATIVIDADE DE PESQUISA PARA A DISSERTAQAO DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA — PUC-ST 2006

Deducdo — Atividade 1 — BLOCO i

nove: ALUND A

NovE: RLUNO B DATAY AN So.
Cons;derando 0s pollgonos regulares a seguir:

F o \\ sl

(YO k
/‘fﬁ\\\ f \\ i\
\W

a) Em guantos triangulos podemos decompor cada um dos poligonos acima?

\N- 5‘:I\;Lf’r.r\h( ;\\Eﬁ = ~
Q 6%«« JWA TXJ\\LT/‘\LVW\Q}\Q(\

5 %\Jl\ g /-W‘ZKD\
Q) . (‘\&(J\ > fw\é.h%

C,b) Em_quantos tridangulos podemos decompor um poligono de n lados?
0\ TQL

Amarildo Aparecido dos Santos — e-mail: amarosja@terra.com.br
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Uma seqiiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentacio — I

¢) Qual € 2 soma das medidas dos angulos internos de um poligono de 100 lados?

V2 GUMO

d&Qual é g soma das medidas dos angulos internos de um poligono de n lados?
(AN '5\\

N0

\%(Qual € a medida de um angulo interno do poligono regular de 36 lados?
b Banh)

£) Qual é\a\medida do énaulo interno de um poligono regular de n lados?
oot

A IO

Amarildo Aparecido dos Santos — e-mail: amarosja@terra.com.br
Aluno do MESTRADO PROFISSIONAL - PUC-SP - dezembro de 2006.
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Uma seqiiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentagio — 11

ATIVIDADE DE PESQUISA PARA A DISSI::'RTAQAO DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA — PUC-SP 2006.

Deducéo - Atividade 2 - BLOCO lil

nove ALUNO A
NovE RLUNO B DATAY3 /\Q /SN

? Qual é a soma das medidas dOéé,Q_gLElOS externos do hexégono abaixo?

M ECAEN e AP d =30

b) Obter uma férmula para a soma das medidas dos angulos externos de um

oligono de n Jados, .. ) . N
5)—%‘9 g\*% l)\?\\v—ua%“ ;XW 5 \J’\\&A £ ’?‘)(oo ‘

¢) Se um poligono de 10 [ados & regular, qual é a medida do &ngulo externo desse
poligono?
Yo Son q)(;

Amarildo Aparecido dos Santos - e-mail: amarosja@terra.com.br
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Uma seqiiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentagio — [1

d) Se um poligono de n lados € regular, qual € a medida do angulo externo desse
poligono?

SN CAN

Amarildo Aparecido dos Santos — e-mail: amarosja@terra.com.br
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Uma seqiiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentagdo — ITT

ATIVIDADE DE PESQUISA PARA A DISSERTAQAO DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA — PUC-SP 2006.

Dedugéo — Atividade 3 — BLOCO ili
nove ALUNG R

nove: ALUNG B parayy gyvoc

Determinar a medida do angulo CAD sabendo que a figura &€ um poligono regular.
Descrever o processo.

!
Y \‘EB
5= Fo=Fos_
R0 \ad
Q
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Uma sequéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via

pavimentagio — 11 -

ATIVIDADE DE PESQUISA PARA A DISSERTAQAO DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA — PUC-SP 2006.

Deducéo — Atividade 4 — BLOCO lli

vove: ALUND A
NOME: ALUNG 8  _DATAR AR/

a) Um reté

- Ly

ngulo & um poligono regular? Escrever sua resposta.

’\

b) Um losango é um poligono regular? Escrever sua resposta.
s 5] _

3 R < 3 3 =
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Uma seqiiéneia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentagiio — 11T

ATIVIDADE DE PESQUISA PARA A DlSSI:-_.RTA(}AO DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA — PUC-SP 2006.

Deducdo - Atividade 5 - BLOCO il

novEe ALVUNO A

novEe BLVNO B _ DATAYR A0k

Na construgéo civil, € muito comum a utilizacdo de ladrilhos com a forma de
poligonos para o revestimento de pisos ou paredes. Entretanto, ndo séo todas as
combinacgdes de poligonos que se presta a pavimentar uma superficie plana, sem

que haja falhas ou superposigdes de ladrilhos, como ilustram as figuras:

-~ ] -~ | R
el
r N Py |
. . -
a vl : i )
i i " . o
A T . -,
B8 el . Figura 2: Hepthgonos regulares
Figura 1: Ladrilhos retangulares nio pavimentam p plano [hi
pavimentands o plano. talhas ou superposicia)

A seguir uma relagéo de alguns poligonos regulares.

ST

AT OO0

£ LS

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinagao de dois tipos diferentes de ladrilhos
entre os poligonos regulares acima, sendo um deles octogonal, qual devera ser a

forma do outro poligono escolhido?

Amarildo Aparecido dos Santos — e-mail: amarosia@terra.com.br
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Uma seqiiéncia de atividades para o estudo das propriedades dos poligonos via
pavimentaggo — III

ATIVIDADE DE PESQUISA PARA A D!SS[:"RTA(;AO DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA — PUC-SP 2006.

Deducgdo — Atividade 6 — BLOCO il

nove: ALUNO A
NoME: ALUND B

Vocé acabou de fazer algumas pavimentagdes com dois tipos de poligonos

'DATAYS Aok,

regulares. Outras pavimentagtes podem ser feitas com dois ou mais poligonos
regulares. Uma delas é a pavimentagéo (3-4-4-6), que estd indicada a seguir. Trata-
se de um tridngulo equilatero (3 lados), de dois quadrados (4 lados) e de um

hexagono regular (6 lados). Existem 8 combinagBes possiveis de poligonos

regulares para pavimentar o plano. Tente encontrar as outras 7 pavimentagdes.

Amarildo Aparecido dos Santos — e-mail: amarosja@terra.com.br
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