CARLOS ANTONIO DA SILVA

A NOCAO DE INTEGRAL EM LIVROS DIDATI(;OS E OS
REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

MESTRADO EM EDUCACAO MATEMATICA

PUC/SP
SAO PAULO
2004



CARLOS ANTONIO DA SILVA

A NOCAO DE INTEGRAL EM LIVROS DIDATIQOS E OS
REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

Dissertacdo apresentada a Banca Examinadora
da Pontificia Universidade Catolica de Séo
Paulo, como exigéncia parcial para obtencao do
titulo de MESTRE em Educacdo Matematica,
sob a orientacdo do Professor Doutor Benedito
Antdnio da Silva.

PUCISP
SAO PAULO
2004



Banca Examinadora




Autorizo, exclusivamente para fins académicos e cientificos, a reproducéo total

ou parcial desta dissertacao por processos de fotocopiadoras ou eletronicos.

Assinatura: Local e Data:




Este trabalho é dedicado em louvor ao nome do
Senhor meu Deus, que abriu as portas para que o
mesmo se tornasse uma realidade, dando-me forca
e coragem para buscar este ideal e preservando a
minha vida livrando-me da morte por duas vezes.

“... eu sei que o meu REDENTOR vive...”
J6 19:25



AGRADECIMENTOS

Desejo expressar minha profunda gratiddo a todas as
pessoas que de alguma forma contribuiram para que
este trabalho se concretizasse. Mesmo correndo risco
de haver omitido alguém, optei por citar seus nomes.

A minha familia,

Ana Paula da Silva, minha esposa, que muito me
incentivou, foi uma grande companheira nos
momentos dificeis e compreensiva nos momentos
em que a distancia nos separava.

Emanuel Carlos da Silva, presente que o Senhor
nos concedeu em meio a este momento de lutas,
e que ao nascer ja soube suportar estar longe do
papai e entendeu a necessidade das muitas horas
de estudo que nos separava.

Aos meus pais e a minha sogra que muito
sofreram comigo nas idas e voltas que nunca
pareciam ter fim.

Ao Professor Doutor Benedito Antonio da Silva,
Orientador da Dissertacdo, que foi mais do que um
amigo e me incentivou e apoiou no decorrer desta
longa caminhada.

As professoras, Dra. Barbara Lutaif Bianchini e Dra.
Cristina Cerri, pela participagdo na Banca
Examinadora e pelas sugestdes que foram pertinentes
e proveitosas para a evolucéo do trabalho.



Aos Diretores do Centro Universitario do Planalto de
Araxa (UNIARAXA), que na pessoa do Vice-Reitor
professor Venancio Ferreira, acreditou em minha
pessoa, 0 que tornou ser possivel a realizacdo deste
sonho.

Ao secretario, Francisco Olimpio da Silva, pela
formatacao do trabalho e pela assisténcia do decorrer
do curso.

O Autor



RESUMO

O ensino e aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral considerado
basico nos cursos da area de Ciéncias Exatas, muitas vezes tem sido focado, ao
longo dos anos numa pratica metodolégica “tradicional” baseada em: defini¢gbes,
teoremas, propriedades, exemplos e exercicios. Essa metodologia tem
contribuido para um indice muito alto de abandono e repeténcia. No ensino desta
disciplina mesmo com as novas tecnologias usadas como ferramentas didaticas,
o livro didatico ainda tem uma importancia fundamental. Neste trabalho
escolhemos o tema Integral para analisar como dois livros didaticos tratam este
conteudo, a luz da teoria dos Registros de Representacdo Semiotica de Raymond
Duval. Trata-se de uma analise qualitativa, baseada num exame cuidadoso das
duas obras selecionadas. A escolha destes livros recaiu naqueles usados
atualmente em universidades, que possuem abordagens diferenciadas e que
foram destinados a publicos diferentes. O livro € um manual que traz muitos
registros de representacdo. A analise foi feita de forma a permitir que eles possam
ser melhor explorados, indicando a futuros professores e alunos que 0os mesmos
sao ricos em informacdes e que se bem utilizadas podem se constituir em um
instrumento valioso para a aprendizagem. Procuramos mostrar os diversos
registros usados pelos autores, os tratamentos realizados e as conversoes, entre
0S registros, que segundo a teoria de Duval, para a aquisicdo do conhecimento
sao de fundamental importancia. Voltamos o olhar para os registros utilizados ao
apresentar conceitos, exemplos e exercicios, com uma analise mais criteriosa. Os
resultados mostram que se os livros forem bem explorados, podem levar o aluno
a um maior entendimento, através da utilizacdo das conversdes, com visualizagcdo
grafica dos conceitos em uma situagdo contextualizada e motivadora, tanto para

os alunos como para oS professores.

Palavras-chave: integral, livro didatico, registros de representacao

semibtica, tratamentos, conversoes.



ABSTRACT

Teaching and learning Integral considered basic in the field of Mathematics
Education courses, for many times it has focused on a ‘traditional’ methodological
practice based on: definitions, theorems, properties, examples and tests. That
methodology has been contributing to a very high rate of abandonment and failure.
In teaching this subject, even if we have new technologies used as didactic tools,
the textbook is still very important. In this paper, we have chosen Integral to
analyze how two chosen textbooks treat this content, based on the Registers of
Semiotic Representation by Raymond Duval. It is a qualitative analysis, based on
a careful exam of two selected works. We chose those books used in universities
nowadays, which have different approaches and readers. The book is a textbook
which brings a lot of registers of representation. The analysis allows a deeper
study of textbooks, showing future teachers and students that the books have
great information and if we know how to use them they can be a valuable tool for
the learning process. We tried to show several registers used by authors, the
treatments and conversions between registers, which are very important to
knowledge acquisition, according to Duval’s theory. We look back to the registers
used when presenting conceptions, examples and tests, through a more careful
analysis. The results show that books can be better studied in a way the student
gets a wide comprehension, through conversions, with graphic displays of

concepts in a situation of context and motivation both for students and teachers.

Key-words: integral, textbook, registers of semiotic representation,

treatments, conversions.
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APRESENTACAO

O tema a que nos propusemos estudar é o conceito de Integral. Ele esta
inserido na linha de pesquisa “A Matematica na Estrutura Curricular e a Formacao
de Professores”, do Programa de Estudos Pés-graduados em Educacédo
Matematica da Pontificia Universidade Catdlica de Sédo Paulo, e o objetivo é
analisar os registros de representacdo semidtica apresentados em dois livros
didaticos relativamente ao conceito de Integral. S&o eles: Um Curso de Calculo,
volume 1, 52 edicdo de Hamilton Luiz Guidorizzi, da editora LTC, Rio de Janeiro,
2001; e Calculo, volume I, 42 edicdo de James Stewart, da editora Pioneira, Sao
Paulo, 2002.

Nos ultimos anos, surgiram muitas pesquisas visando diagnosticar as
causas das dificuldades apresentadas no processo de ensino e aprendizagem de
Calculo Diferencial e Integral, bem como tentando buscar solugfes inclusive
lancando méo de tecnologias facilitadoras de aprendizagem dos conceitos
tratados nessa disciplina. Varios softwares (maple, graphmatica, winplot, etc...) e
sequéncias de ensino tém sido criados e usados na Educacdo Matematica.
Porém, o livro didatico ainda continua sendo amplamente utilizado como manual
dos professores. A pesquisa € desenvolvida com um olhar voltado para os dois
livros didaticos citados, que serdo analisados segundo a teoria dos registros de

representacdo semioética de Raymond Duval.

Este trabalho, ndo se propbe a analisar etapas do processo de ensino de
Integral, como, por exemplo, a atuagdo do professor, cujo desempenho
possivelmente tenha um carater decisivo, uma vez que limitacbes da literatura
poderiam ser contornadas em atividades de sala de aula, como também a riqueza

de um texto poderia estar sendo obscurecida. Wuo em seu trabalho, A Fisica e os
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Livros: Uma andlise do saber fisico nos livros didaticos adotados para o ensino

meédio (1999, p. 3), afirma que:

“... mesmo nao sendo o livro o elemento Unico a garantir que o que ali se
apresente corresponda ao saber apreendido pelos estudantes, ha o
destaque de ser (o livro) o grande curriculista, dada a sua importancia
como instrumento pedagogico para o professor, quando lhe sugere

conteudo, metodologia e atividades”.

Recentemente, varios livros de Calculo tém procurado inovar o processo de
ensino e aprendizagem dos conteldos tratados, substituindo uma abordagem que
se inicia pelas defini¢cdes, propriedades e técnicas, para, somente entdo, passar
as aplicacbes por outra, na qual se privilegia a aquisicdo dos conceitos pelo
aluno, tendo necessariamente, como um de seus pontos de partida situagdes

problema.

Esta pesquisa busca verificar como o0 conteudo de Integral esta
apresentado em dois livros didaticos; ela se propde investigar os diversos
registros de representacdo semibtica relativos a este conteldo que estdo
presente nestes livros e descobrir se 0s mesmos lancam méo de registros de
representacdo, quais 0s tratamentos realizam em um mesmo registro e que

conversdes de um para outro, sdo apresentados.

O trabalho esta desenvolvido da seguinte maneira.

No capitulo |, apresenta-se a escolha do tema, o problema de pesquisa, 0
contexto que a envolve e o0 pressuposto tedrico, a saber. 0s registros de

representacdo semioética de Duval.

O capitulo Il destaca os procedimentos metodolégicos da pesquisa,
baseados nos de Bardin (2002) e se constitui de trés etapas:
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» A escolha dos livros didaticos a serem examinados.

* A formulag&o das hipoteses.

» A selecdo dos objetivos e as constatacdes que fundamentaram as conclusdes e

consideracdes finais.

No capitulo lll, inicia-se a analise dos livros de Calculo Diferencial e
Integral, fazendo um breve mapeamento quantitativo dos exemplos e exercicios
apresentados pelos autores, nos capitulos em que se desenvolve a Integral, suas
regras e aplicacbes. Depois é feito um estudo destes capitulos, procurando
evidenciar os distintos registros de representagdo empregados e quais

tratamentos e conversodes sao realizados.

No capitulo 1V, sdo apresentadas as conclusdes e consideracgfes finais,
através da confrontacdo dos pontos positivos e negativos que foram observados

na andlise apresentada no terceiro capitulo.
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CAPITULO |
PROBLEMATICA E FUNDAI\/IENTAC;AO TEORICA

2.1. — Problematica

Minha experiéncia em sala de aula tem mostrado que muitos alunos nao
compreendem o0 conceito de integral, que é de fundamental importancia na
Matematica. Essa dificuldade se revela em diversos momentos, como por
exemplo, ao se deparar com um problema na lingua natural em que se pede para
calcular a area de uma regido. Em geral, o aluno tem dificuldade de representar
graficamente tal situacao e de interpretar a integral como sendo a ferramenta, por
exceléncia, para efetuar esse célculo. Tais dificuldades talvez sejam devidas ao
ensino que, na maioria das vezes, se restringe a aplicacdo de técnicas, de regras
e de algoritmos, como € evidenciado nos resultados de muitas pesquisas em

Educacdo Matematica.

Segundo alguns pesquisadores a disciplina Calculo Diferencial e Integral,
presente em varios cursos de nivel superior, tem como objetivo servir de base na
formacdo em diversas carreiras, devido a sua grande aplicabilidade, entre outras
coisas, desempenhando importante papel na representacdo dos fendmenos e
como instrumentos para a resolucéo de problemas. No entanto, sabe-se que a
maneira como € desenvolvida € alvo de criticas e preocupacdes de alunos e
professores dos mais diversos cursos de graduacdo, seja da area de exatas,

bioldgicas ou humanas (Catapani, 2001; in Bolema n° 16, p. 48).

De modo geral, o sistema educativo tem enfrentado problemas em

disciplinas matematicas, e com o Célculo ndo é diferente. Essa disciplina tem
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apresentado elevados indices de reprovacdo, evasdo e insucesso, €
desconsiderando outros fatores, esses problemas tém afastado das universidades
varios alunos que conseguiram alcancar o terceiro grau (Cabral, 1992; Franchi,
1993, 1995; Palis, 1995).

Barbosa & Neto (1992, p. 61-62), realizaram um estudo em relacdo ao
rendimento dos alunos na mesma disciplina de Calculo na Universidade Federal
do Ceara, através de uma amostra de 97 alunos de 18 turmas desta disciplina.
Foi constatado que apenas 27,9% dos alunos obtiveram aprovacéo e o restante
72,1% néo obtiveram éxito. Em alguns casos estes percentuais de aprovacao sao
baixissimos, como ocorreu com uma turma do curso de Matematica, com 9,4% de

aprovacgao e uma turma do curso de Geologia, com 6,4% de aprovacao.

Segundo Morellatti (2001), a situacdo ndo difere muito do panorama
apresentado por aqueles autores em 1992. Em sua pesquisa realizada na
UNESP/Presidente Prudente de 1993 a 1998, constatou que os percentuais de
alunos reprovados oscilaram de 50% a 71%. Podemos observar que houve uma
pequena melhora, mesmo assim, o indice € preocupante, o que levou Palis (1995)
a apontar para a necessidade de se buscarem alternativas de acdo pedagodgica
gue, aliadas a outras medidas, possam resolver ou amenizar esse problema que,

desde muitos anos, subsiste no Ensino Superior.

Leme, em Aspectos processuais e Estruturais da Nocdo de Derivada
(2003, p. 80), conclui que ha nos livros didaticos fatores que podem gerar
dificuldades para a compreensdo do conceito de derivada, ao priorizar a
representacdo simbolica. O que é feito ndo sé pelos livros e pela maioria dos

professores.

Barufi (1999, p. 127 — 133), apo0s analisar 24 livros, concluiu que bons
livros sempre existiram e que se a maioria deles focalizaram as idéias mais
importantes do Calculo através de problemas motivadores. Outros mesmos nao
partindo de situacdes problema, conseguiram mostrar diversas aplicacbes do

Céalculo. Nos resultados de sua pesquisa, conclui também que 29% dos livros
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analisados explicitam fortemente as idéias fundamentais do calculo que
historicamente propiciaram seu desenvolvimento ou que sdo importantes por sua
atualidade. Observou que 38% deles apresentam problemas importantes para
motivar a introducdo dos conceitos. Detectou que 66% utilizam outras
representacdes, além da simbdlica, com o objetivo de convencer o leitor, discutir

dificuldades e mostrar caminhos possiveis.

Melo em seu trabalho, Conceito de Integral: Uma proposta computacional
para 0 seu ensino e aprendizagem (2002, p. 1), comenta que 0s conceitos de
Céalculo Diferencial e Integral, na maioria das vezes, tém sido “ensinados e
apreendidos” por meio de aulas que valorizam a memorizacdo, a aplicacao de

técnicas, regras e algoritmos.

No processo de organizagdo e comunicacdo de saberes pela escola, ha
que se considerar a natureza conflituosa, tanto da construgdo do conhecimento
como de sua transmissao, sendo que nesta Ultima, entre a concepc¢ao tedrica e
organizacional dos conteudos a serem ensinados e a sua viabilizacdo pelo
esquema escolar e apresentacdo em sala de aula, existe uma distancia
consideravel. Isto é, o que foi pensado para a aprendizagem como proposta
curricular, passando pelas diretrizes pedagodgicas, pelos livros didaticos, pelos
programas, pela apresentacdo em sala de aula e pelo que é cobrado nas
avaliacdes, vai sofrendo adequacdes e determinacdes que refletem, em cada um

desses niveis, tensdes proprias e contraditorias.

Segundo os PCNs (1998, p. 21), “... os professores apdiam-se quase
exclusivamente nos livros didaticos,...”. Esta realidade é vivenciada também no

Ensino Superior.

Caraca (2000) comenta a respeito da diferenca que ha entre um
conhecimento em producdo e o conhecimento ja transposto para o livro didatico.
Ele aborda esse aspecto interessante, enfatizando que se costuma trabalhar
somente o conteudo conforme esta no livro didatico, esquecendo-se da forma ou

dos problemas e etapas envolvidos na construgéo do conhecimento. Para ele:
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“Os conhecimentos estdo encadeados nos livros de forma harmoniosa e
guase sempre nao sdo questionados. Deve-se estar atento, pois na
construcdo da Ciéncia ha toda uma influéncia da vida social, das
condi¢cbes de producdo, e isto é que faz dela um organismo vivo e

interessante para ser estudado”.

Saviani (in Wuo, 1999, p. 193) enfatiza que a seqiéncia logica da disciplina
escolar ndo segue a da ciéncia, mas dela se aproxima, na medida em que permite
ao aluno familiarizar-se com os fundamentos das ciéncias, sua logica, seu

conteldo, suas teorias, etc.

Na construcdo do conhecimento matematico, o aluno vé-se como um
pesquisador na luta pelas novas descobertas e, para isso, as representacdes sao
imprescindiveis; os livros tornam-se objetos importantes nesta maneira de se
ensinar. O governo brasileiro ja criou o Programa Nacional do Livro Didético
(PNLD). As analises feitas por esse programa recaem sobre os livros do Ensino
Fundamental e Médio. Vemos aqui uma boa justificativa para, também, estarmos

estudando os livros didaticos do Ensino Superior.

Dada a influéncia que os livros didaticos exercem no processo escolar, eles
poderiam (ou nao) favorecer uma visédo do real significado da Integral, mostrando
a dinamica de sua estrutura e a histéria dos seus sujeitos e objetos. Contudo,
para que os resultados das atividades realizadas em sala de aula se aproximem
da Ciéncia e possam propiciar ao aluno uma visdo mais auténtica, € preciso que o
professor domine toda essa complexidade. Esse resultado pode depender mais
do trabalho do professor, de como ele se apropriou desse conhecimento do que
dos livros didaticos e curriculos, das peculiaridades de sua formacao cientifica e
da consciéncia que tenha dos fundamentos de seu trabalho, o que ressalta a
necessidade de atencao especial para a formacédo do educador. No entanto, em
muitos casos o papel desempenhado pelo livro é predominante no processo
ensino e aprendizagem; ele participa como um significativo recurso pedagogico

para professores e alunos.
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A relacao entre professor, livro didatico e aluno é discutida por Aline Robert
e Jacqueline Robinet (1989) em um de seus trabalhos de pesquisa sobre os
enunciados de exercicios e as representacdes dos autores de livros didaticos.
Elas afirmam que, frequentemente, existe uma ligacdo estreita entre as
representacfes metacognitivas dos professores de Matematica e as dos autores
de livros didaticos, embora, na pratica, muitos professores facam ajustes nos
exercicios apresentados nesses livros. As autoras ressaltam que estes exercicios
podem exercer influéncia sobre a aprendizagem da matematica, pois, por
exemplo, a freqiiéncia com que certo tipo de exercicio aparece pode fazer com
que o aluno acredite que aquilo que eles tratam indicam o que € mais importante
no tema estudado mesmo que 0s exercicios ndo sejam resolvidos em sua
totalidade (in Aratjo, A Metamatematica no Livro Didatico de Algebra Linear,
2002, p. 11).

Quanto a abordagem de conteudos matematicos os PCNs de 1998,

explicitam que:

“... 0 que também se observa em termos escolares é que muitas vezes
0os conteudos matematicos sdo tratados isoladamente e sao
apresentados e exauridos num Unico momento. Quando acontece de
serem tomados (geralmente num mesmo nivel de aprofundamento,
apoiando-se n0S mMesmos recursos), € apenas com a perspectiva de
utilizé-los como ferramentas para a aprendizagem de novas nogdes. De
modo geral, parece ndo se levar em conta que, para o aluno consolidar e
ampliar um conceito, € fundamental que ele o veja em novas extensoes,
representagdes ou conexdes com outros conceitos” (PCN, 1998, p. 22 e

23).

Acreditamos que esta colocacéo é valida também para o Nivel Superior. No
ensino de Integral é dada énfase aos algoritmos, privilegiando-se as regras que
sdo tratadas isoladamente e depois séo feitas aplicacbes em célculo de area,
volume, deslocamentos, espacos percorridos, centros de gravidade...
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Qualquer que seja o processo utilizado para se alcancar sucesso na
aprendizagem, ele se apodia em algum tipo de representacdo, uns mais
sofisticados com representacfes dinamicas (softwares) outros mais simples
(usando papel e lapis). Pode-se observar que essas tais representacfes sao
importantes, pois o aluno, na tentativa de resolver qualquer questdo, procura

representa-lo de alguma forma, como meio de auxiliar o entendimento.

Porém, mesmo com tanta tecnologia, nas aulas o livro didatico ainda é
muito presente. Ele traz uma infinidade de representacdes que, talvez, possam

estar sendo mal utilizadas.

A proposta deste trabalho é examinar a relacao entre o saber (integral), tal
como é aceito pela comunidade cientifica, e sua apropriacdo pela educacao
escolar em nivel superior, considerando essa manifestacdo apenas em livros

didaticos.

A principio, foram levantadas algumas questfes tais como: Sera que 0s
dois livros trazem todas as formas para a representacdo de Integral? Os
tratamentos sdo explorados nos seus diversos registros? E dada importancia as
conversfes? Como isso se da? As conversfes ndo-congruentes sdo exploradas?
Os tratamentos séo diferenciados das conversdes? Os livros dao condi¢des para

gue o aluno ndo confunda o objeto e sua representacéo?

1.2. — Fundamentacdao Teérica

Para nortear o trabalho foi escolhida a Teoria Registros de Representacao
Semidtica de Duval, que trata de aspectos cognitivos relacionados com a

aguisicao dos conhecimentos matematicos.

Poderia se levantar uma questdo: Por que utilizar uma teoria produzida

para estudar a aquisicdo do conhecimento para analisar livros didaticos?
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Na tentativa de responder a essa questao, reportamo-nos ao capitulo Il da
obra “Conversion et Articulation des Representation Analogiques” de Duval, que &
dedicada a analisar as representacfes produzidas em um capitulo de livro, em
uma seqiéncia, em trabalhos de alunos ou mesmo em artigos de revista de

grande publico, em um hipertexto... Afirma o autor:

“.. ndo se podem analisar as representacbes sem, primeiramente,
identificar as funcdes que comandariam sua producdo. Essas sdo as duas
guestbes que devemos agora abordar. Como efetuar uma analise funcional
de representacBes? O que se pode esperar de uma analise funcional de

representacoes?”

Esse mesmo autor em “Interacdo de Niveis de representacdo da
compreensao de textos” (1991, p.163), destaca que a analise de texto ganhou
forgca com as pesquisas de Charniak, Schank, Kintch, Rumelhart e M. Fayol. Este
altimo fazendo um balanco sobre os trabalhos envolvendo analise de textos,

destaca trés questdes cruciais:

» O que se entende por compreensao;
« E dificil distinguir a compreens&o durante a leitura e a compreenséo geral;

» Do ponto de vista didatico, pouco se tem esclarecido sobre a aprendizagem da

compreensao de textos.

Para Duval, quando se analisam os modelos de compreenséo elaborados
até o momento, pode-se notar que 0s mesmos sdo essencialmente centrados no
leitor e ndo tomam verdadeiramente as caracteristicas proprias do texto que

podem modificar a situacao de leitura e a natureza da tarefa de compreensao.

7

No entanto a andlise de texto é importante, pois 0s tratamentos que
intervém no processo de compreensao do mesmo ndo sao unicamente os ligados
ao grau de complexidade da forma linglistica, dependem também do contetdo

cognitivo que ele traz.
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“Nao se pode descartar o fato de que certas “apresentacdes” podem ser
mais completas que outras, ou que elas podem ser mais adequadas aos
procedimentos exigidos para apropriar o conteudo tratado. Se a
compreensdo, durante a leitura, resulta da “interagdo entre um leitor e um
texto” ela pode ser tdo importante para suplantar o desnivel entre o
conteudo cognitivo proprio ao texto, com aquilo que € proprio do leitor”
(Duval, 1991, p.164).

Para que se obtenha éxito em uma leitura, a base do conhecimento do
leitor € muito importante, porém a estrutura do texto pode facilitar ou dificultar
essa compreensao. Duval afirma que, é facil distinguir a base de conhecimento do
leitor e o conteudo cognitivo. Em compensacédo, a distincdo de um contetdo

cognitivo e a apresentacédo de um texto € muito delicada de se estabelecer:

» Conteudo cognitivo “é o conjunto de representacdes correspondente a
uma compreensdo que permita fazer associacbes ou inferéncias e

controlar a pertinéncia ou a legitimidade”.

» Organizacao redacional “é o nivel de organizacdo do texto ao qual podem
ser determinadas as representacdes relativas ao conteudo cognitivo
desenvolvido pelo texto” (Duval, 1991 p.166 -167).

A distincdo destes termos se reflete na diferenca entre dois tipos de
procedimento para avaliar a compreensao: seja uma restituicdo do todo ou de
parte do texto, seja uma producao diferente do mesmo mais em relacao direta
com o ele. A primeira remete a compreensao do conteudo redacional apresentado
no texto e a segunda leva a compreensao do conteido no campo cognitivo da

situacao.

Ser4d enfatizada a primeira, fazendo uma andlise funcional das
representacfes do conceito de Integral em dois livros didaticos. Esta andlise sera
feita levando em conta as representacdes impressas nos livros. Mas o que se

entende por representacdo?
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Essa palavra na lingua portuguesa possui varios sentidos, entre os quais

podemos citar:

“Ato ou efeito de representar;

» Exposicao escrita de motivos, de queixas, etc..., a quem de direito;
 Coisa que se representa;

* Reproducéo daquilo que se pensa;

» Aparato inerente a um cargo, ao status social,

* Qualidade indispensavel ou recomendavel;

» O conjunto de representantes;

» Conteudo concreto apreendido pelo sentido, pela imaginacéo, pela memoria ou

pelo pensamento;

* Ato ou efeito de representar, interpretacdo”. (Aurélio, p.1489).

Segundo Giordan (in Nehring, A Multiplicacdo e seus Registros de
Representacdo nas Séries Iniciais, 1996, p. 63), na educacdo, o termo
representacdo esta muito vinculado ao sentido de concepg¢bes prévias que o
aluno tem sobre conhecimentos trabalhados na escola. Ele faz a seguinte

observacéao:

“... (representacao) enfatiza o eixo de que se trata, em um primeiro nivel,
de um conjunto de idéias coordenadas e imagens coerentes explicativas,
utilizadas por pessoas que aprendem para raciocinar frente a situacoes
problemas e sobre tudo evidencia a idéia de que este conjunto traduz
uma estrutura mental subjacente responsavel por estas manifestages

contextuais”.

Para Duval, o termo “representacdo” ndo pode ser empregado sem um
adjetivo que o especifique. Pois as distincbes entre os tipos de representacao

tendem a se multiplicar. Ele distingue as representacdes através da relacdo de



22

duas funcdes: objetivacdo ou expressao e de tratamento. Assim, ele distingue trés

classes de representacoes:

* As representacbes que exercem somente a funcdo de tratamento, as
representacdes internas, que revelam tratamentos n&o intencionais e

inconscientes;

* As representacdes que exercem somente a funcdo de objetivacdo; nesta

classe aparecem imagens mentais, crengas...;

* As representacdes que exercem a funcéo de tratamento e de objetivacao;

aqui aparecem as representacdes semidticas.

Segundo Duval, os objetos matematicos sdo abstratos e para serem
apreendidos devem ser evocados através de representacfes semidticas, e €
importante ndo confundir o objeto matematico com sua representacdo. Ele
levanta, em sua teoria, trés pontos importantes da funcdo cognitiva para a
existéncia dos registros semidticos usados em matematica. Sdo eles: a
representacdo, o tratamento e a conversdo. Sendo que O que garante a
apreensdo de um objeto e sua conceitualizacdo é a coordenacao entre 0s varios
registros de representacdo. Em suas pesquisas, percebeu que as maiores
dificuldades de aprendizagem surgem no contexto da converséo. Isto €, os alunos

nao conseguem coordenar os VArios registros que estdo a sua disposicao.

O proprio desenvolvimento do conhecimento levou a nocao de
representacdo, pois ela estd em todas as areas que estudam os fendmenos do
conhecimento. A oposi¢cdo mental/material é importante para o debate sobre a
analise da natureza do conhecimento e da compreensdo, interpretada como
oposicdo entre os conceitos independentes de toda linguagem e de todos os
sinais e 0s menos exteriores de comunicacao ou de expressao. Isto €, oposicao

entre significado (mental) e significante (material).

Para que um sistema semiético possa ser um registro de representacao,
ele deve preencher as trés atividades cognitivas fundamentais que s&o: a

formacao de uma representacao identificavel, o tratamento e a conversao.
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Exemplos de representacdo identificAvel: enunciado de uma frase
(compreensivel na lingua dada), elaboracdo de um texto, desenho de uma figura,

elaboracdo de um esquema, escrita de uma formula...

O tratamento de uma representacdo é a transformac&o desta no interior do
mesmo registro em que foi tomada (Exemplo: 0,25+0,25=0,5 ou %+% = %).

Existem regras de tratamento proprias a cada registro; sua natureza e o nimero
de tratamentos variam consideravelmente de um registro para outro. Por exemplo:
o céalculo é uma forma de tratamento préprio as escritas simbdlicas (calculo
numeérico, calculo algébrico, calculo proporcional...); a parafrase e a inferéncia sao
formas de tratamento em uma lingua natural; a reconfiguragdo € um tipo de
tratamento particular para as figuras geométricas: sendo esta uma das numerosas
operacdes que da ao registro das figuras um papel heuristico; a anamorfose é

uma forma de tratamento que se aplica a toda representacéo figural...

A conversdo de um registro de representacdo € a transformacéo deste em
um outro registro, conservando a totalidade ou uma parte do objeto matematico. A
conversao requer que o sujeito tenha percebido a diferenca entre, o que Frege
chamava o sentido e a referéncia dos simbolos ou dos signos. Para a escrita do

namero, é preciso distinguir a significacdo operatoria ligada ao significante (ela

nao pode ser a mesma para 0.25, para % e para 25 ELO_Z, € Nao Sao 0s mesmos

tratamentos para efetuar as trés adicbes 0.25+0.25=0.5;

NipE
+
NipE
1
N |-
)

2501072 + 2501072 = 50 ELO_Z) e 0 numero representado equivale ndo ao
significante 0.25, nem ao significante % nem ao significante 25 M10~2. Cada uma

dessas trés escritas tem uma significacdo operatoria diferente, mas representa o

mesmo numero (Duval, IREM, 1992).

A atividade de conversdo envolve o conceito de congruéncia e nao-
congruéncia. As mudancas de registro se situam ao lado dos sistemas produtores

de representacédo. E isso pode conduzir a uma distorcdo de imagens, pois o
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sujeito pode ver coisas diferentes. Caso ele reduza o objeto ao conteudo de
representacdo, duas escrituras diferentes de um mesmo ndamero sao entao vistas
como dois numeros diferentes. Estes fenbmenos séo os de congruéncia e de nao-
congruéncia. Por congruéncia entende-se “a representagcdo no registro de
chegada transparece de certa forma na representacao do registro de partida”, isto
€, a conversdao se da de forma natural. Caso contrario, entende-se nao-
congruéncia quando ha bloqueamento ou confusdo para a passagem de um
registro a outro. As conversdes nao-congruentes sao mais numerosas e sao
responsaveis pela maioria das dificuldades de aprendizagem matematica, ja que

elas dificultam a coordenacao entre registros.

Pavlopoulou (in Catto, Registros de representacdo e o Numero Racional,
2000, p. 31) estudou dois aspectos ligados a congruéncia ou ndo, na atividade de
conversdo. Em sua anélise sobre aprendizagem de Algebra Linear, ela observou

que dois fatores estariam intimamente ligados a essa questao:

1) A natureza dos registros de representacao: saber fazer a passagem do
registro tabela (T) ao registro gréafico (G) ndo permite fazer a passagem
de um registro tabela (T) ao registro de escrita simbdlico (S).

2) O sentido de converséao: saber fazer a passagem do registro simbolico

(S) ao registro tabela (T) ndo garante realizar o caminho inverso.

Existem diferentes graus de congruéncia dependendo do sentido da
conversdo. A conversdo da equacao da reta para o grafico é congruente, porém a
volta ndo o é. No entanto, sdo imprescindiveis as conversdes nos dois sentidos,
pois a aprendizagem requer a coordenacdo dos distintos registros de

representacdo que um dominio do conhecimento mobiliza.
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CAPITULO Il
PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo apresentamos os procedimentos metodoldgicos utilizados
para a realizacdo da pesquisa que pretende responder a questdo: como o livro
didatico apresenta a nocao Integral sob a 6tica dos registros de representacao de

Duval?

Para responder a questao, selecionamos dois livros didaticos para serem
analisados: Um Curso de Calculo, volume I, 52 edicdo de Hamilton Luiz Guidorizzi,
da editora LTC, Rio de Janeiro, 2001; e Célculo, volume I, 42 edicdo de James

Stewart, da editora Pioneira, Sdo Paulo, 2002.

Para a analise destes livros utilizamos alguns principios preconizados por
Bardin (2002) e pretendemos observar como os autores usam e de que forma

eles abordam este conceito por meio destes registros.

a) A escolha dos livros didaticos a serem analisados;
b) A formulacéo das hipoteses;

c) A selecao dos objetivos e das constatacbes que fundamentaram as

consideracdes finais e a concluséo.

Esta primeira etapa compreende a escolha dos livros didaticos a serem
analisados, a formulacdo das hipOteses e a selecdo de variaveis e algumas

constatagdes que possam fundamentar as conclusoes.
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Pretendemos analisar se os autores, nos livros, propiciam articulagéo entre

0S registros de representacao:

» Simbodlico (correspondendo ao numérico e ao algébrico);
* Figural (descrevendo um conjunto discreto ou continuo);
* Lingua natural e o

» Tabela.

Em cada registro considerado, procuramos descrever o0s tratamentos

envolvidos.

Em seguida, fizemos uma andlise de como o conceito integral é
apresentado em cada um dos livros em termos dos registros de representacao
semiodtica. A énfase foi dada as sec¢des que tratam propriamente da definicdo de
Integral e, nas aplicacdes, a prioridade foi dada ao célculo de area, de volume, de

comprimento de arco, de distancia e de trabalho.

Procuramos investigar como o assunto é introduzido, como os exemplos
sdo tratados e em que quantidade e quais as caracteristicas das listas de

exercicios.

Antes da escolha desses livros, procuramos aprimorar 0S conceitos
matematicos envolvidos no estudo da nocéo de integral. Para tal estudamos e
discutimos o assunto nos livros: Introdugcdo a Analise Matemética, 22 edicdo de
Geraldo Avila, Editora Edgard Blucher Ltda, 2000; Anélise Real, volume |, 32
edicdo de Elon Lages Lima, Colecdo Matematica Universitaria, 1997; e o artigo
Evolucdo dos Conceitos de Funcdo e de Integral. Revista Matematica
Universitaria, Rio de Janeiro, 1985, por Geraldo Avila. Além disso, sentimos a
necessidade de aprofundar os ensinamentos de Duval, no que se refere aos
registros de representagdo semiotica, no livro ‘Sémiosis et pensée humaine’.

Peter lang S.A. Berna. 1995, de Raymond Duval.
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A escolha recaiu em dois livros didaticos que abordam o ensino de Integral
e que constam das ementas de cursos de Calculo de diversas universidades
brasileiras, como por exemplo: Universidade de S&o Paulo, Universidade Federal
de Minas Gerais, Universidade Federal de Uberlandia e Pontificia Universidade
Catdlica de S&o Paulo. Estes livros se diferenciam quanto a sua origem, sendo
que um dos autores € brasileiro e outro norte americano, o que desde ja aponta
para o fato de que eles foram escritos para diferentes realidades universitarias.
Suas abordagens séo diferenciadas: um deles apresenta os assuntos, seguindo o
padrdo: definicdo, exemplo, teorema, exercicio,...; O outro introduz o contetdo
através da apresentacdo de problemas e, somente apos a resolucdo e discussao
destes é que oficializa a definicdo; além disso, este ultimo langca méao de recursos
tecnoldgicos tais como: computador, calculadora, etc. A quantidade de exercicios
colocada em cada obra é bem diferenciada, Stewart apresenta uma quantidade
mais ou menos cinco vezes superior ao do Guidorizzi. H4 uma variedade de
registros utilizados nos enunciados dos exercicios e exemplos. Ambos valorizam

exercicios que utilizam as técnicas de integracao.

Para alcancar o objetivo da pesquisa, fizemos uma pré-analise comparativa
dos contetudos abordados nos livros analisados. Esta fase consistiu em um
primeiro olhar sobre a maneira como cada um dos autores se coloca frente aos
conteudos tratados, como introduz um conceito, se utiliza ou ndo exemplos, de
ilustracdes gréficas, se propde ou ndo aplicagcbes, se apresenta ou ndo exercicios
resolvidos e também que tipo de exercicios sdo propostos, etc... Este trabalho
inicial tem por objetivo operacionalizar e sistematizar os procedimentos de

analise.

A pré-analise referida nada mais foi que uma leitura superficial, com
objetivo de estabelecer contato com as abordagens feitas pelos autores, para
verificar quais séo os registros de representacao utilizados pelos autores. A partir
deste momento, a leitura foi se tornando mais precisa e minuciosa para que fosse
possivel centrar as atencdes nas conversdes entre diferentes registros, bem como
nos tratamentos que ocorriam em cada registro. Porém, antes se fez um

levantamento das quantidades de exemplos e exercicios de cada um deles, com
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objetivo de quantificar os exemplos quanto aos registros utilizados nos
enunciados e nas resolugcdes. Em relacdo aos exercicios estes foram
categorizados quanto aos registros utilizados no enunciado e, além disso, quanto
ao tipo: se valorizam as técnicas, se sao apresentados como problemas ou se

propde a utilizacdo de recursos tecnolégicos.

Inicialmente, foram levantadas algumas questfes como:

1) Sera que estes dois livros apresentam varios registros de representacao
da Integral (lingua natural, simbdlico (numérico e algébrico), grafico e
tabela)?

2) Os tratamentos em cada registro sdo explorados?
3) Como é feito o trabalho envolvendo as conversdes?

4) Os livros dao subsidios para que o leitor ndo confunda o objeto e a sua
representacao?

A andlise foi norteada pela tentativa de elucidar as questdes formuladas,
partindo do material fornecido pelos dois livros. Além do estudo da apresentacao
do conceito da integral, das técnicas e das aplicagbes, foram destacados 35
exemplos e 30 exercicios para serem analisados. A escolha dos exemplos foi a
partir do tipo e quantidade de registros utilizados tanto no enunciado quanto na
resolucdo, procurando mostrar a trajetoria escolhida pelos autores para definir a
integral, trabalhar suas técnicas e a motivacao através de aplicacbes, mostrando
o significado deste estudo. Acrescentamos comentarios sobre os enunciados e
resolucdes, principalmente sobre os registros utilizados e em algumas ocasifes
colocamos observacdes sobre a pertinéncia e importancia do exemplo. Quanto as
resolucdes, foram comentadas ndo s6 quanto aos registros, mas também sobre a
importancia do mesmo. Isto foi feito mostrando algumas passagens (tratamentos
e conversdes) que os autores consideraram de forma implicita, mas que nds
julgamos fundamental para o desenvolvimento do nosso trabalho. Em alguns
casos foram feitos comentarios apenas de pontos importantes, visto que o

exemplo se encontra na sequéncia de outros resolvidos e ja comentados.
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Com os exercicios, nado foi diferente, a escolha se pautou na utilizacdo dos
registros nos enunciados e a importdncia no ambito do topico estudado,
buscamos mostrar variados tipos de enunciados na tentativa de apresentar
solugbes que contemplasse o maior nimero de registros e em alguns casos,
deixando como sugestdo até mais de uma maneira de resolver. Boa parte, dos
exercicios, foi resolvida na integra, em outros fizemos apenas comentarios sobre
pontos relevantes e incluimos como forma de ilustrar o uso de algum tipo de
registro ou exercicio diferente, como € o caso dos testes falso-verdadeiro, dos

exercicios sobre conceitos e daqueles que utilizam recursos tecnoldgicos.

A luz da teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Duval,
pretende-se uma comparacdo entre o tratamento dado pelos dois autores ao

conceito de Integral.

Passamos a seguir a fazer uma descri¢ao dos livros analisados, levantando

as principais caracteristicas de cada um.

Caracteristicas gerais dos livros

A editora Pioneira lancou recentemente no mercado brasileiro uma
traducdo do livro “Caélculo”, do autor James Stewart. Ele foi traduzido por
professores do Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao
Paulo. Seu autor é professor da McMaster University. Esta obra é dividida em dois

volumes, o tema integral encontra-se no volume I.

A obra é caracterizada por:

* No prefacio, o autor menciona caracteristicas da obra, inclusive fazendo
comentarios que, embora sem utilizar os termos da teoria de Duval,
indicam sua preocupagdao em utilizar diferentes representacées e a

mudanca entre seus registros. Ele aborda exercicios conceituais,
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apresenta-os em nivel gradativo de dificuldade, insere nos mesmos
dados do mundo real, procura dar énfase a tecnologia e explora a

resolucdo de problemas propostos.

» Ao conteudo integral o autor dedica os capitulos de 5 a 8 perfazendo um
total de 220 péaginas. Além disso, uma pequena parte do quarto capitulo é
destinada a questao da antidiferenciagéo.

* Os exemplos (153) sdo pontos de partida para se chegar ao conceito,
regras, propriedades e € apresentada uma grande quantidade de

exercicios resolvidos (1495).

* Em cada capitulo sdo apresentadas notas historicas referente ao topico

desenvolvido.

* O contetdo € dividido em capitulos, e estes em subsecdes, com a

caracteristica de uma abordagem compartimentalizada.

» Os capitulos, quando da apresentacdo do contetdo, sdo introduzidos

com alguns problemas.

« H& uma certa variedade nos tipos de exercicios, inclusive, capitulos
separados especialmente para aplicacdes dos conteudos, como é o caso

dos capitulos 6 e 8.

e Ha por parte do autor uma preocupacdo em motivar o uso de

calculadoras gréficas e computadores.

 Sd0 apresentados projetos de extensdo que visam a trabalhar a
imaginacdo dos estudantes, envolvé-los com a tecnologia, fazer
comparacao de métodos atuais com aqueles usados pelos iniciadores do
calculo e promover a antecipacdo de conceitos que serdo discutidos
posteriormente. Estes projetos sdo denominados de: projetos aplicados,

escritos, descobertas e de laboratorio.
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“Um Curso de Célculo”, volume |, de Hamilton Luiz Guidorizzi, da Editora
Livros Técnicos e Cientificos, € um livro que esta no mercado ja desde de 1985.
Baseia-se nos cursos de Calculo, ministrados aos alunos da Escola Politécnica da
USP, do Instituto de Matemética e Estatistica da USP e do Instituto de Ensino de
Engenharia Paulista - IEEP e esta em sua quinta edicdo. Esta obra é dividida em

quatro volumes.

7

e O conteudo é apresentado em 156 paginas distribuido em quatro

capitulos, (10 a 13) do volume 1.

* Primeiramente sdo apresentados 0s conceitos e teoremas. S&o dados
exemplos como forma de motivacdo ou interpretacdo geométrica ou

fisica, sempre que possivel.

« E apresentado um grande nimero de exercicios (cerca de 270), com uma
grande valorizacdo de mecanismos (algoritmos) de resolugcéo, bem como

exemplos (149).

* Ndo €& mencionado o uso de tecnologias, tais como: computador,

calculadoras, etc, bem como notas historicas sobre o contetdo.

* O conteudo € dividido em capitulos, e estes em secdes, com a

caracteristica de abordagem compartimentalizada.

» Apés fazer algumas aplicacdes sobre célculo de areas e trabalho o autor
ainda dedica um capitulo para aplicacbes da integral, como calculo de

volume, comprimento de curvas e centro de massa, etc.
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CAPITULO 1lI
ANALISE

Os livros analisados sédo: “Célculo”, de James Stewart e “Um Curso de
Célculo”, de Hamilton Luiz Guidorizzi. O primeiro apresenta o estudo da Integral
em cinco capitulos. Em um deles, continuando o estudo de derivadas, insere o
assunto antiderivada. No seguinte, trata da definicio de integral. Em outro
capitulo, desenvolve algumas aplicacdes e, na sequéncia, trabalha técnicas de
integracdo. No ultimo capitulo, volta a apresentar mais aplicacdes. O segundo
dedica quatro capitulos ao assunto. No primeiro trabalha, a primitiva de uma
funcdo; no segundo, apresenta a definicdo de Integral; no seguinte, trabalha as

técnicas de primitivacdo e no ultimo trata de aplicacdes.

Apresentaremos inicialmente uma analise quantitativa dos tipos de
registros de representacdo semidtica, utilizados por cada um dos autores. Em
seguida, € feita separadamente uma analise dos registros para cada um dos

livros.

3.1. — Anédlise quantitativa dos exemplos e exercicios

Para apresentar um panorama inicial das obras fazemos um “raio-X” do
interior das mesmas, buscando quantificar os exercicios e exemplos que sao
explorados. N&o é objetivo fazer uma anélise minuciosa dessas quantidades, mas
apresenta-las de forma sucinta e fazer uma pequena comparacao entre as obras.

Para tal, apresentamos quatro tabelas:
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A primeira delas (tabela 1), refere-se a quantidade de exemplos
apresentados nos diversos capitulos, que trata da integral, sob um olhar dos
registros utilizados na apresentacéo dos enunciados. Em outra (tabela 2), pode-se
verificar a exploragdo dos registros usados nas resolucdes propostas pelos
autores para os exemplos trabalhados.

Fazemos, também, uma apresentacéo de tabelas, mostrando a quantidade
de exercicios enunciados em cada obra, sob dois olhares: no primeiro (tabela 3),
0s exercicios sdo quantificados segundo os registros utilizados na elaboracao dos
enunciados. Em outro olhar (tabela 4), procuramos quantificar os exercicios,
fazendo diferenciacdo entre aqueles que utilizam técnicas, isto €, do tipo
“calcule...”; problemas propostos; exercicios nos quais 0s autores propdem a
utilizac&o de recursos tecnoldgicos (software e calculadora gréfica) e fizemos uma
quarta classificagdo para envolver exercicios diversos que ndo recaissem nos

casos anteriores.

Na analise do livro do Stewart, ndo foram computados os exercicios das
secdes “Problemas Quentes”, que também foram objetos de analise. Optamos por
essa ‘“exclusdo” a fim de podermos dar em todas as tabelas uma visédo
comparativa entre os dois livros. Estas secdes sdo apresentadas uma por
capitulo, trazendo, além de exemplos resolvidos, diversos exercicios perfazendo
um total de 56, nos quais podem ser observada a presenca dos diversos
registros.

Praticamente ndo ha a existéncia de exercicios que utilizam somente
técnicas para a resolucéao. Ha varias situacdes problemas para serem resolvidas e
sao colocados exercicios com sugestao para utilizar recursos tecnologicos. Neste
mesmo livro, é apresentada, no final de cada capitulo, uma revisdo que engloba
exercicios de verificagcdo de conceitos, teste falso-verdadeiro, exercicios e

exercicios diversos.

No livro de Stewart o conteudo de integral esta distribuido nos capitulos de

5 a 8, além disso, a secao 4.10 trabalha o assunto antiderivada, que foi objeto de
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nossa analise, os exemplos e exercicios desta secdo também fazem parte das
quatro tabelas. Queremos ressaltar que 0s exercicios relativos a esse item,
“revisdo dessa secao”, ndo foram computados na analise que segue, pois eles se
encontram no final, distribuidos entre o total de revisdo do capitulo que também

tratam de assuntos que nao foram analisados.

Destacamos que, em alguns exemplos e exercicios, ndo ha predominancia

de um Unico registro, portanto sdo contados em duas colunas.

No que se refere a quantidade de exemplos explorados nos capitulos, os
autores ndo divergem e, praticamente, ndo h4 diferencas: ambos utilizam entre
145 e 155 exemplos para desenvolver o assunto. Na secdo em que sao
trabalhadas as primitivas de uma funcéo, Guidorizzi utiliza uma quantidade
superior; ja nas aplicacdes, Stewart apresenta maior nimero, até porque o faz em
dois capitulos. Naqueles em que séo desenvolvidas as técnicas de integracéo, os
autores utilizam quantidades proximas e € nestes que aparecem 0 maior numero

de exemplos.

Nas trés primeiras tabelas em que sao trabalhados registros de
representacdo semiotica, é utilizada a legenda: (S) registro simbolico (englobando
simbdlico algébrico e simbdlico numérico), (G) grafico, (LN) lingua natural e (T)

tabelas.

QUANTIFICACAO DOS EXEMPLOS QUANTO AOS REGISTROS UTILIZADOS NO

ENUNCIADO
GUIDORIZZI STEWART
Capitulo| S G LN T Total Capitulo S G |LN| T | Total

10 17 3 20 Secdo 4.10| 4 4 4 8
11 23 14 13 29 5 32 3 16| 1 39

12 70 1 70 6 13 24 25

13 24 19 10 4 30 7 52 25 61

8 10 20 20
Total |[134| 34 26 4 149 Total 111 7 18 |1 153

Tabela 1
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A tabela 1 mostra a quantificacdo dos exemplos, considerando o0s registros
utilizados na apresentacédo dos enunciados dos mesmos. Observando esta tabela,
podemos fazer algumas consideracdes. Os registros mais utilizados pelos dois
autores sdo o simbolico e lingua natural. Isto ocorre em todos os capitulos. O
registro tabela € muito pouco utilizado, apenas Guidorizzi o faz no capitulo sobre
aplicacoes; isto também ocorre com o registro grafico, que é pouco utilizado por

Stewart.

O registro simbdlico aparece em grande quantidade em todos os capitulos,
mas vemos sua maior utilizacdo ao se trabalharem as técnicas de integracao.
Guidorizzi utiliza apenas este registro e Stewart explora também o registro lingua
natural. Os graficos sdo mais enfatizados por Guidorizzi, quando apresenta a

definicdo de Integral e as aplicagdes.

QUANTIFICACAO DOS EXEMPLOS QUANTO AOS REGISTROS UTILIZADOS NA

RESOLUCAO APRESENTADA
GUIDORIZZI STEWART

Capitulo| S G LN T Total Capitulo S G LN | T Total
10 20 7 20 Secdo 4.10| 4 4 4 8
11 25 13 5 29 5 31 17 18| 4 39
12 69 1 4 70 6 24 | 18 |23 | 1 25
13 20 23 13 4 30 7 57 23 41 | 4 61
8 20 | 14 9 | 2 20

Total |134| 37 29 4 149 Total 80 53 95 | 11 153

Tabela 2

Quanto aos registros usados nas resolugdes dos exemplos, a tabela 2
mostra que aqui aumenta, ainda mais, 0 uso do registro simbdlico. Quanto ao
registro lingua natural, Stewart dele lanca méao, mais vezes que o outro autor.
Podemos observar que o registro grafico é bastante explorado pelos dois autores
e também que os dados desta tabela associados ao da anterior apontam a
resisténcia quanto ao uso da conversdo do registro grafico para o simbodlico. Na

maioria dos casos, ela ocorre no sentido inverso dos registros citados
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anteriormente. O registro tabela € pouco usado, mas com um indice maior de

aparecimento nas resolucdes que nos enunciados.

Fazendo a andlise das tabelas referente ao numero de exercicios
propostos, deparamo-nos com uma surpresa, pois o numero deles colocado por
Stewart é superior a cinco vezes a quantidade usada por Guidorizzi. Com essa
grande quantidade, observamos que, em todos os capitulos, o numero de
exercicios também é maior. Guidorizzi apresenta um maior numero deles no
capitulo em que trabalha a definicdo da integral e o calculo de areas, com 109. Ja
Stewart apresenta maior quantidade na apresentacdo das técnicas de integracéo,
585. Podemos observar também que nos capitulos em que séo desenvolvidas as
aplicacdes, o autor apresenta 427 exercicios. No capitulo dedicado a definicdo
sdo colocados 406, e na secdo sobre primitivas sao apresentados 77,
aparentemente sao poucos, mas devemos considerar que esta é apenas uma

secédo do quarto capitulo.

QUANTIFICACAO DOS EXERCICIOS QUANTO AOS REGISTROS UTILIZADOS NO

ENUNCIADO
GUIDORIZZI STEWART

Capitulo| S | G LN T | Total Capitulo S G LN T | Total

10 17 8 25 Secao 4.10| 54 7 15 1 77
11 67 | 4 40 109 5 291 | 20 | 63 9 406

12 91 91 6 144 | 10 90 2 248

13 18 28 46 7 478 9 117 5 585

8 78 9 116 2 179
Total [193| 4 76 271 Total 1045 | 55 | 401 | 19 | 1495

Tabela 3

Nos enunciados dos exercicios, 0s autores usam mais 0S registros
simbdlico e lingua natural. Podemos observar que Guidorizzi usa unicamente o
primeiro registro para trabalhar as técnicas de integracdo e o lingua natural
aparece com uma certa expressdo nos enunciados dos exercicios dos capitulos

referentes a definicdo e das aplicacfes. O registro grafico é pouco utilizado e
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tabelas séo inexistentes. Ja Stewart utiliza os quatro registros, mas assim como o
autor citado anteriormente, a predominancia € dos registros simbalico e lingua
natural. Porém, o grafico aparece 55 vezes e as tabelas inseridas em 19
enunciados. Quando se trata do célculo de area, usa mais o registro grafico. O

lingua natural aparece de forma consideravel no momento das aplicacoes.

Na tabela abaixo, que se refere a quantificacdo de exercicios quanto ao
tipo de resolucdo, as siglas utilizadas possuem o0s seguintes significados (T)
exercicios que valorizam técnicas, (P) exercicios que séo situagbes problemas,
(O) outros e (RT) aqueles em que é sugerida a utilizacédo de recursos tecnoldgicos

(Computador, calculadora grafica, etc).

QUANTIFICACAO DOS EXERCICIOS QUANTO AO TIPO DE RESOLUCAO

GUIDORIZZI STEWART
Capitulo| T P O | RT | Total Capitulo T P O | RT| Total
10 11 5 9 25 Secdo 4.10| 48 16 13 6 77

11 90 17 2 109 5 267 | 62 76 19 406

12 81 10 91 6 135 | 70 | 43 | 13 | 248

13 23 16 7 46 7 418 | 32 35 | 44 585

8 50 [ 58| 73 | 18 | 179
Total |205| 38 28 271 Total 868 |238| 230 |100| 1495

Tabela 4

7

Nesta Ultima tabela, nosso interesse € fazer um levantamento,
principalmente, dos exercicios que usam técnicas e dos problemas propostos. No
momento desta andlise, surgiu outro item que achamos de fundamental
importancia considerar. SA0 0s exercicios em que é sugerido o uso de recurso
tecnologico, dada a crescente utlizacdo dos computadores. N&o nos
preocupamos com analise dos registros envolvidos ao se usarem estes recursos,
por se tratar, as vezes, de representacdes dinamicas o0 que seria tema para uma
outra pesquisa. Quanto a sugestao deste recurso, ela aparece apenas no livro do

Stewart e em quantidade consideravel, 100. Podemos observar que os exercicios
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gue utilizam técnicas aparecem em maior nimero, em ambos os livros, 0 gue nos
leva a verificar a associacdo com a utilizacdo do registro simbdlico. Ja os
problemas aparecem em um numero menor de vezes. No livro do Stewart, tem-se

um numero razoavel de problemas, cerca de 238.

O estudo desta ultima tabela, ressalta um fato: grande quantidade de
exercicios sugerindo a utilizacdo de recursos tecnologicos. Talvez isto se deva a
realidade vivenciada pela populacdo para a qual o livro foi elaborado. Surge uma
guestdo: sera que as nossas faculdades estdo aparelhadas para que o aluno

desenvolva tais atividades?

Outro aspecto que podemos observar € a grande quantidade de exercicio
trazida por este autor. Sera possivel o aluno estar desenvolvendo todas essas

atividades?

Vemos que nos dois livros ha a valorizacdo das regras ou algoritmos,
grande utilizacdo do registro simbdlico tanto para enunciar 0s exercicios quanto

para resolver os exemplos.

3.2. — Anédlise qualitativa dos registros

Apresentamos algumas consideragdes, quanto a maneira de conducéao da
andlise que propomos realizar. Os exercicios foram escolhidos, visando a
trabalhar o maximo possivel de registros de representacdo semidtica tanto nos
enunciados quanto nas resolucdes propostas pelos autores. As resolucbes séo
apresentadas na sua totalidade, parcialmente, ou, as vezes, omitidas, para evitar
repeticbes desnecessarias a compreensao geral. Em alguns casos € mostrado ou
comentado apenas aquilo que diferencia um exemplo ou um exercicio de outro ja

analisado. Buscamos mostrar os registros, tratamentos e conversdes utilizados
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em cada situacdo. Procuramos, em alguns momentos, detalhar aquilo que é

deixado de forma implicita pelos autores.

S&o mostrados os caminhos percorridos pelos autores para definir Integral,
destacando e comentando os passos envolvidos. A énfase € dada aos capitulos
que envolvem diretamente o conceito de Integral. Naqueles que tratam de
propriedades e aplicagcdes, em algumas demonstracbes, sdo apresentados
apenas comentarios referentes aos registros de representacdo, de uma maneira

generalizada.

Ambos os livros iniciam o tdpico Integral com a apresentacdo de primitiva
de uma funcdo, com comentarios sobre a definicdo, exemplos e exercicios. Em
seguida, trabalham o conceito de integral e suas propriedades. Neste capitulo,
vemos diferengas cruciais na maneira que os autores trabalham a introdugéo do
conceito. S&o mostradas, também, técnicas de primitivacdo e aplicacdes. Nestes
itens, cada autor usa uma ordem de assuntos. Para a analise que prossegue
foram selecionados 35 exemplos e 30 exercicios, além de definicbes ou

comentarios realizados pelos autores que julgamos pertinentes citar ou comentar.

3.2.1. —“Um Curso de Calculo” - Guidorizzi

Iniciaremos, fazendo uma descricdo dos capitulos 10 a 13 que sé&o
destinados ao assunto Integral. No capitulo 10, o autor desenvolve o assunto
primitiva de uma funcéo, utilizando predominantemente o registro simbdlico. Ele
trabalha primeiramente a relacéo entre fungcdes com derivadas iguais, mostrando
que se duas funcées F e G continuas em um intervalo | possuem derivadas

iguais F'(x)=G'(x), entdo elas diferem por uma constante. Isto &, F(x)=G(x)+K .
Depois define como funcgéo primitiva de f em um intervalo |, afuncdo F em I,
tal que F'(x)=f(x) para todo xO1. Neste capitulo, os exercicios sdo enunciados

no registro simbolico, com algumas exce¢des que analisaremos posteriormente.
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No capitulo 11, o autor utiliza trés se¢des para introduzir o conceito de
integral de Riemann, estuda propriedades e mostra algumas aplicacdes, como o
calculo de area e de trabalho realizado por uma forca constante. Os registros
mais utilizados sdo o simbdlico, a lingua natural e o grafico. Para o
desenvolvimento deste estudo, sao realizados, nos registros citados, tratamentos

e conversoes.

Nas secdes seguintes, apresenta algumas propriedades das integrais com
suas respectivas demonstragdes e faz a prova do Teorema Fundamental do
Célculo (TFC), apresentando exemplos de utilizacgdo do mesmo, no registro
simbdlico. Traz uma lista de 60 exercicios no registro simbdlico para que o aluno

possa fazer, aplicacdo desse teorema e também das propriedades, por exemplo

(Calcule J’Ol(x+3) dx).

Em outra secdo, desenvolve o calculo de areas a partir do Teorema
Fundamental do Célculo. Aqui é explorado o registro simbdlico, mas também
aparece de forma consideravel o registro grafico. Aléem de exemplos trabalhando
o célculo de areas, Integral € usada para resolver problemas aplicados a Fisica,
tais como calculo de deslocamento e do espacgo percorrido por uma particula que
se desloca sobre o eixo x. No final desta se¢do, aparece uma lista de 26
exercicios, caracterizados pela suas representacdes, nos registros simbdlico e
lingua natural. Na proxima secao, é feita a apresentacdo da mudanca de variavel
na integral, mostrando o enunciado de um teorema e a prova do mesmo e
elencando oito exemplos, na sua maioria, trabalhados no registro simbdlico. Na
altima secéao, trabalham-se aplicacdes a Fisica e os enunciados dos exercicios

estéo caracterizados pelo uso dos registros lingua natural e grafico.

No capitulo 12, sdo apresentadas as técnicas de primitivacdo tais como:
integracdo por partes, mudanca de variaveis, integrais indefinidas do tipo

I&dx' integrais de fungdes racionais, de produtos de seno e de co-seno,
(x-a)(x-p

poténcias de seno e de co-seno, de tangente e de secante. Nas sec¢cdes em que
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sdo trabalhadas estas técnicas, pode-se ver o predominio do uso de registro

simbolico.

O capitulo 13 traz mais algumas aplicacdes da integral tais como: céalculo
do volume de solido obtido pela rotagdo de um conjunto limitado do plano em
torno dos eixos x ou y, area de superficie de revolugdo, comprimento de arco de
curva inclusive na forma paramétrica. Apresenta um estudo das coordenadas
polares, em seguida, aplicando-as no calculo de area de superficie, comprimento
de curvas e de centro de massa. Para trabalhar estas aplicacées, o autor usa

varios registros, com predominancia significativa para o registro grafico.

A definicdo de integral, suas propriedades e algumas aplicacbes sao
apresentadas utilizando diversos registros de representacdo semiotica. A analise

de como se da esta apresentacao € o objeto e nosso estudo.

No capitulo 10, o autor apresenta uma relacao existente entre duas funcdes
que tém derivadas iguais, isto é, estas funcbes diferem por uma constante.
Utilizando o Teorema do Valor Médio, o autor apresenta a demonstracdo de que,

se uma funcdo f € continua em um intervalo | com derivada igual a zero no
mesmo, entdo, existe uma constante k tal que f(x)=k, para todo xem | . Em
seguida, demonstra, como conseqiéncia desse resultado, o teorema: “Sejam f e
g continuas no intervalo |. Se f'(x)=g'(x) em todo x interior a | , entdo
existird uma constante k tal que f(x)=g(x)+k paratodo x em | ”. Essa relagéo é

enunciada nos registros lingua natural e simbdlico e demonstrada neste ultimo

registro.

Seguem cinco exemplos que sao trabalhados no registro simbdlico. O que
fica em evidéncia sdo os tratamentos feitos neste registro. Como ilustracao

destacamos o quinto desses exemplos:
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Exemplo 5. Determine uma fungdo Yy = f(X), definida num intervalo aberto | , com 1011 , tal

que f(l) = -1 e, paratodoxem |, ﬂ = 2y°.
X
Solugéo
Devemos ter, para todo x em |, f (X) = 2[f (X)] 2.

A condicdo f (1) =-1 permite-nos  supor f (X) <0 em I Temos entdo
[f()?f ' (x)=2 xO1.

Lembrando que {—[f (X)]_l} '= [f (X) i (X) e que (ZX) '=2, resulta
LG =20 x01

Pelo corolario existe uma constante k tal que, para todo X1, —[f (X)]_1 =2x+k.
-1
2x-1

1
Da condigo f(1)= -1, segue k = —1. Afungéo f(x)= , X > > satisfaz as condicdes

1
dadas . (A condicdo X > E é para garantir que 1 pertenga ao dominio de f )

Exemplo 1: pagina 288

O enunciado € apresentado nos registros lingua natural e simbolico

(algébrico e numérico). Para iniciar a solugcdo, pode se ver um tratamento: de

jy 2y? para f'(x)=2[f(x)]2. A partir da condigdo f(1)=-1 pode-se dizer que
X

f(x)<0 para algum intervalo que contém x=1. Ocorre outro tratamento: de

= 2[f(x)]?, multiplicando ambos os membros da igualdade por [f(x)] 2,
obtendo-se [f(x)] 2f'(x)=2[f(x)] f (x]* e finamente [f(x]2f'(x)=2. Na
resolucao do autor, observando que pela regra da cadeia, o primeiro membro é a
{—[f(x)’lj}' e observamos que o segundo membro é (2x)', apresenta um
tratamento obtendo a igualdade { [f(x)] } . Tratando-se agora de duas

funcdes continuas com derivadas iguais em um intervalo |, o autor, aplicando o

teorema anteriormente demonstrado, faz um tratamento  obtendo
- [f(x)] = 2x + k.

Para chegar a conclusao de que k = -1, se para f(l) = —-1,podem ser feitos

0S seguintes calculos que o autor ndo explicita. Vejamos dois possiveis
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desenvolvimentos apresentando os registros simbdélico (algébrico e o numérico) a

partir de - [f (x)] *=2x+k, para todo xO1 .

Para x=1 e levando-se em conta a condigdo dada f(1)=-1 a igualdade

fica:

19 —(-1)"=20+k O B0 5, 0 -[-1]=2+k O 1=2+k O k=-1

-
29) _[f(x)]-lz_i, temos —i:2x+k, entao —i:2x+k [ _—1=2E1+K
() ) f(x) -
0 1=2+k U k=-1.
Em seguida, o autor afirma que a fungdo f(x)= 2_11,x>% satisfaz as
X—

condicbes dadas.

Por que isto é verdade?

Primeiro, como k=-1, temos que —[f(x)]‘1:2x—1. Mas, como

1
~[f(x] a1 podemos fazer os seguintes tratamentos: —m =2x-1 [

f(x)

—1=f(x)f2x-1) O f(x)= 2:1.

Porém, como essa fungdo é representada por um quociente e ha uma

. . - - L 1
variavel no denominador, deve ser verificada a condicdo 2x-1#0, isto €, x # > e

para garantir que 101, considerou o dominio da funcdo, como sendo

D =FkoRr/x>2H
u 28]
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Para encerrar esta se¢do, o autor propde uma lista de 14 exercicios com
enunciado nos registros lingua natural e simbdlico. Na sua maioria, 0s enunciados
apontam que as solu¢des podem ser obtidas utilizando raciocinios semelhantes

aos dos exemplos desenvolvidos, isto é, partindo de condi¢des, envolvendo a
funcdo e sua derivada, encontra-se a funcdo f. Segue uma resolucdo de um

exercicio.

4. Afungio y = f(x),xOR, étal que f(0)=1e f'(x)=2f(x) para todo X. Esboce o
grafico de f .

Exercicio 1: pagina 289

Para a resolugéo, usaremos a idéia desenvolvida anteriormente pelo autor,
isto é: se f'(x)=af(x) implica f(x)=ke™. Guidorizzi afrma que a fung&o
f(x)=e* xOR tem derivada f'(x)=e* e mostra através de um exemplo que as

Unicas func¢des que gozam desta propriedade séo as da forma f(x) =ke*, onde k

€ uma constante.

Aplicando este resultado na questdo proposta, como f '(x)=-2f(x), e
f(0)=1, temos 1=ke® O k =1. Portanto, f(x)=e™>*. Para se construir o gréfico
da representacdo algébrica da funcao f(x)=e‘2x, um dos procedimentos pode

ser, observar:

» Se a funcao é positiva e ndo possui raizes reais e, portanto, seu grafico

Nnao corta o eixo do Xx;

» O ponto onde corta o eixo dos y;

» Se a funcéo é crescente ou decrescente.

Da condicéo f(O) =1 segue que o grafico corta o eixo dos y no ponto (0,1).

Observando que através de um tratamento numérico podemos escrever a funcao
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f(x)=e? da forma f(x):%%g, fica evidente que trata-se de uma fungéo

exponencial de base positiva menor que 1, evidenciando que é decrescente.

Outra maneira de verificar o decrescimento da funcdo pode ser através do
estudo da derivada. Como a derivada f '(x): -2 €% ¢ negativa para qualquer
valor de x, isto implica que f(x) € decrescente em R. Segue a representacao

grafica.

-0,5 o 0,5 1 1,5 2

Podemos observar que este exercicio favorece a mudanca do registro
simbdlico para o grafico. Para encontrar a funcéo, utilizamos o registro simbalico
(algébrico e numérico) e na construcéo do gréfico, foram usadas idéias aplicadas

a funcdo exponencial, com tratamentos numéricos.

Na sequéncia, o autor apresenta a definicdo de primitiva de uma funcao,
colocando a integracdo como operacdo inversa da derivacdo e vice-versa,
trabalhando nos registros simbdlico e lingua natural. Sdo apresentados quinze
exemplos, nos quais sdo determinadas as primitivas de algumas funcdes,

procurando uma outra cuja derivada € a de partida. Segue um exemplo.
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Exemplo 3. Calcule.
a) I x*dx b) J' dx

Solucgéo

3
a) %XSEE x*. Logo, Ixzdx = %+ K.

b) O integrando é a fungéo constante f(x)=1. Entdo J'dx = J'lﬂix = x+k pois, (x)'=1.

Exemplo 2: pagina 291

O autor apresenta a solucdo no registro simbodlico e recorre a

3

) ) . , . X
conhecimentos anteriores: a funcdo f(X)= NG é derivada de F(x)=— e de

¢ 3

3
(J’xzdx). Logo essas fungdes diferem por uma constante, isto é J'x2dx = X? +K.

No item b, usa-se raciocinio semelhante, porém ha uma sutileza: qual é a
funcd@o que estara dando origem a uma primitiva? O registro ( dX) nao mostra a
existéncia de uma fungéo, mas a grafia do 1 esta implicita. A partir dai, a funcéo

f(x)=1 é derivada de F(x)=x e de ( 1-dX), donde [1dx = x+k.

Em alguns exemplos, o autor, utilizando o registro simbdlico e efetuando

tratamentos, explora a relagdo existente entre a derivagcdo e a integracdo. Os

enunciados dos exemplos de 3 a 11 séo todos tipo: Calcule J’f (x)jx. No exemplo
12, o autor nao utiliza, no enunciado o simbolo I . Aqui lanca mao da derivada

simbolizada por ﬂ
dx
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Exemplo 12. Determine y = y(x), XUR, tal que % =X,
X

Solucgéo

dy _ . 2

— =X = y=[x° dx.

dx Y I

Assim y—x—3+k
’ - 3 .

Exemplo 3: pagina 294

d
Pede-se para determinar y=y(x) de modo que d—i—xz. Esta ultima

representacdo caracteriza derivada e deve-se encontrar sua primitiva. Para
A ~ . dy — 2d ,
resolvé-la sdo feitos alguns tratamentos de I_ddx X—IX X, obtém-se

y= I x°dx . A partir dai, os tratamentos sdo os mesmos do exemplo anterior.

No exemplo seguinte, € tratada a mesma fun¢éo, porém com uma condi¢céo

especifica, isto é, o gréfico de sua primitiva deve passar por um ponto (x,Y,).
Sendo que x, pertence ao intervalo |, onde a funcdo e sua primitiva s&o

continuas.

Exemplo 13. Determine a Unica fungéo y = y(x), definida em R, tal que
Eﬂ =x
Colx
B0)=2.

Solucgéo

Y _en y=(@dx= 14k
dx X Y -[ 3
A condicdo y(O) = 2 significa que X =0, para , devemos ter y = 2. Vamos determinar k para

gue esta condi¢cdo esteja satisfeita.
Substituindo, entdo, em y :%x3+k’ x por 0 e y por 2, resulta K = 2. Assim, y= %x3 +2.

Exemplo 4: pagina 294
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Novamente o enunciado € apresentado no registro simbdlico com notacgao

da derivada. O grafico da primitiva devera passar pelo ponto (0,2); isto € indicado

por y(0)=2. Podemos ver na solucdo apresentada que, ap0s 0S mesmos
tratamentos feitos no exemplo anterior, encontra-se a primitiva y=:—13x3+k. A

partir da condicdo y(o): 2, é encontrado k. Vejamos os tratamentos realizados:

substitui-se na solucédo encontrada o valor de x por zero e de y por 2, temos

1
:§E0)3+k 0 2=0+k0 k=2 e conclui-se que a primitiva da funcso

y= X* com a condicdo y(O): 2¢ y=%x3+2.

E trabalhado um exemplo da Fisica, envolvendo velocidade e posicédo de
uma particula que se desloca sobre o eixo x em funcéo do tempo. O enunciado &
apresentado no registro lingua natural e com a condi¢do de que para tempo t =0

tem se a posi¢cdo x =1.

Exemplo 15. Uma particula desloca sobre o eixo x e sabe-se que no instante t, t =0, a
velocidade é V(t) =2t +1. Sabe-se, ainda, que no instante t =0 a particula encontra-se na

posicdo X =1. Determine a posigdo X = X(t)da particula no instante t.
Solugéo

Temos:

%=2t+1 0 x=[(2t+1)dt=t+t+k.

Para K =1, teremos X =1para t = 0. Assim, X(t) =t?+t+1..

Exemplo 5: pagina 295

Na solugcédo apresentada, pode-se visualizar a conversao para 0 registro
simbdlico, utilizando conhecimentos da aplicacdo de derivadas: a funcgéo
velocidade € a derivada do espaco em funcdo do tempo. Vejamos a conversao e

os tratamentos.
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A velocidade pode ser interpretada como a derivada do espago em fungao

L dx dx :
do tempo, isto &, v(t) = e Portanto, pode-se escrever m =2t+1. Temos ainda a

condicdo da posicdo x =1 paratempo t =0, que pode ser escrito simbolicamente
por x(O):l. Apoés a conversao do enunciado do registro lingua natural para o
registro simbdlico podem-se ver os seguintes tratamentos. Aplicando a operacao

de integragédo em ambos os lados da igualdade obtém x :J'(Zt +1) dt. Integrando

o segundo membro, tem-se x=t*+t+k. Da condi¢io x(O):l, segue que
1=0°+0+k, logo k =1. O que faz com que a solu¢éo que, anteriormente, seria

uma familia de fungdes, seja caracterizada pela Gnica fungdo x =t*+t+1.

O autor apresenta os exercicios em ordem crescente de dificuldade, eles
sao reproducdes fiéis dos exemplos tratados, e grande parte dos mesmos é
enunciada no registro simbdlico. Nos quatro primeiros exercicios, sao trabalhadas
43 questbes em que a resolucdo € aplicacdo direta de técnica, utilizando
tratamentos numérico ou algébrico e ndo favorecem as conversdes, envolvendo
diversos tipos de funcdes. Na sequéncia, os exercicios também sdo coOpias dos
exemplos apresentados no registro simbolico (algébrico e numérico). Sao
trabalhadas fungbes que apresentam uma condicdo especifica, isto é, o grafico de

sua primitiva deve passar por um ponto (xo,yo). Sendo que X, pertence ao
intervalo |, onde a fungdo e sua primitiva sdo continuas e é utilizado o registro

dy . . . ~
— . Semelhantemente, os primeiros exercicios, estes também néo favorecem as

dx
conversoes, ficando apenas com o0s tratamentos no registro simbdlico. Vejamos

alguns exercicios propostos e possiveis solucdes:

1. Calcule

a) Ix dx b) I3 dx c) J'(3x +1)dx ... f)-r(x3 +2X+ 3)dx

Exercicio 2: pagina 296
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Vejamos como proceder para a resolugdao do item f: A derivada de

[—1—+7+3XD ¢ x*+2x+3. Logo, a primtiva de y=x>+2x+3 ¢é

k*  2x° 0
G +— +3x+Kkp
04 2 B

O exercicio nao favorece a mudanca de registros. Para a resolucao, o leitor
provavelmente buscara idéias nos exemplos e, com isso, utilizara o mesmo

registro. O que a questao possibilita sdo os tratamentos discutidos nos exemplos.

Os proximos trés exercicios sdo exce¢cdo quanto a apresentacdo dos

enunciados, pois é feita no registro lingua natural e simbdlico.

Eles envolvem conceitos de Fisica e exige, por parte do leitor, interpretacao

e permite conversdes de registros, o que podera facilitar a solucao.

7. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade V(t) =t+3,t=>0. Sabe-se que,
no instante t = 0, a particula encontra-se na posi¢cdo X = 2.

a) Qual a posicao da particula no instante t?
b) Determine a posicdo da particula no instante t = 2?
c) Determine a aceleracdo?

Exercicio 3: pagina 298

Para a resolucdo deste exercicio, € necessaria a interpretacdo do seu
enunciado, convertendo-o para a linguagem matematica. Isto pode ser feito,

utilizando o registro simbdlico, tomando a funcéo de posicdo x = x(t), temos que a

funcdo velocidade v(t) pode ser interpretada como a derivada % Como

L Ox ) : o
v(t)=t+3, entdo E=t+3' Através de um tratamento no registro simbolico,

pode-se obter x=J'(t+3)dt. Encontrando a primitiva desta fungéo, teremos
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t? . - ]
X = 2 +3t + k. Por outro lado, a condi¢éo da posicao da particula ser x =2 para o

instante t =0, isto €&, x(O): 2, nos leva a concluir que k =2. Logo, a posicao da

] : . « t?
particula num instante t € dada pela fungéo x = 2 +3t+2.

Para responder a questdo b, a posicdo da particula para t=2 sera

2
encontrada, fazendo um tratamento numérico: x(2) = 25 +3[2+2=10.

A resposta da questédo ¢ é encontrada a partir das regras de derivada, pois

a funcéo aceleracdo é obtida a partir da derivada da velocidade. Logo, a(t) = %

Isto implica [v(t)] ‘= alt)=1.

O exercicio favorece a mudanca de registros. Sua resolucdo podera ser
efetuada com a mudanca do registro da lingua natural para o simbolico. Podem
ser realizados tratamentos tais como: célculos algébricos e numéricos, como 0s
que foram apresentados na sugestao de resolucdo. Ao se resolver este exercicio,
pode-se também explorar a interpretacdo geomeétrica da posicao da particula. Ela
pode ser usada como motivacdo para a interpretacdo da representacdo da

integral como uma area.

Nos enunciados dos exercicios, podem-se observar diferentes notacdes
em um mesmo registro, grande quantidade de questbes por exercicio e variacao
na representacado, inclusive alguns explorando conversdo de registros, como

segue.

Para finalizar, os exercicios 10 e 11 sdo apresentados nos registros
simbdlico e lingua natural. O primeiro envolve uma situacao da Fisica na qual se
procura a funcédo de posicao a partir da funcéo velocidade ou aceleragdo como
sendo a primeira derivada ou segunda, respectivamente, ndo favorecendo a

conversao de registro. No ultimo, o autor pede a mudanca para o registro gréfico.
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Para o leitor resolvé-lo, devera primeiro fazer tratamentos no registro simbdlico

para encontrar a primitiva. Vejamos possiveis solucoes:

10. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com fungdo de posicdo X = X(t), t=>0.
Determine X = X(t), sabendo que

2
a) %:Zt+3e x(0)=2 .0 ‘l X=3v(0)=1e x(0)=1

t2

Exercicio 4: pagina 298

d?x

Na questdo c do exercicio 10, temos Fz&v(o):l e x(0)=1.

Fisicamente, o que diz o enunciando? “Uma particula desloca-se sobre o eixo x
com funcédo de posicdo x= x(t), t >0". Deseja-se encontrar posi¢cdo da particula
em funcdo do tempo e, para isto,sdo dadas a derivada de segunda ordem e
condic¢des iniciais: para a velocidade, se t =0 entdo v =1 e para a posi¢ao, para

t=0 se x=1.

Para encontrar a solucéo, o leitor ndo precisa, necessariamente, mudar de
registro, mas deve ter conhecimento de que a fungao primitiva encontrada a partir
da aceleracédo € a velocidade e, de igual modo, que a primitiva calculada a partir
da velocidade, € a posicdo da particula em funcdo do tempo. Vejamos uma

possivel resolugéo e os tratamentos envolvidos:

. . d®x
Inicialmente, vamos fazer um tratamento no registro F:& De uma

2 2
forma genérica a fungéo % =3 pode ser escrita % = aft), na qual aft) é a

aceleracdo. Se aplicarmos a operacédo de integracdo de ambos os lados, teremos

dx A s ~ S
como resultado Py =3t +k. Antes de dar sequéncia a resolucao, o que significa

N dx .
este resultado encontrado? A primitiva Engk’ encontrada a partir da

aceleracdo, representa a funcdo da velocidade. S0 que da forma como esta
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colocada ela € uma familia de fungBes, mas o exercicio pede uma funcéo
especifica, aquela que satisfaz v(0)=1. Para encontra-la, podemos fazer alguns

tratamentos. Primeiramente, um tratamento algébrico para melhor visualizar a

fungdo trabalhada, de %:3Hk para v(t)=3t+k. E esta dltima forma de

representar € mais familiar ao aluno. Depois, um tratamento numérico para
encontrar o valor de k, determinando a funcdo especifica de acordo com a

condigdo dada. Se v(0)=1 e v(t)=3t+k, temos que 1=3D+k, entdo k=1,

Logo, podemos concluir que a funcéo da velocidade é v(t) =3t +1.

Encontrada a funcéo especifica da velocidade, podemos escrevé-la como

uma derivada % =3t +1. De forma generalizada, ela pode ser escrita % =v(t),

na qual a v(t) é a velocidade . Mas, o que nés estamos procurando é a fungéo da
posicdo. Aplicando a operacdo de integracdo de ambos os lados da igualdade

teremos x=I(3t+1)dt. A funcdo que deu origem a esta derivada foi

3t? . L .
x(t):7+t+k, na qual k é uma constante arbitraria. Desta maneira, ela

representa uma familia de funcdes. No entanto, o exercicio pede uma funcao
especifica na qual a posicao é x(0)=1. Para encontra-la, podemos fazer um

tratamento numérico, assim como foi feito para encontrar a funcdo velocidade. De

2
acordo com a condigido dada x(0)=1 e a fungdo encontrada x(t)=3t7+t+k,

2

temos que 1= +1+k, entdo k =0. Logo, podemos concluir que a funcéo da

2
posicdo é x(t)=3t7+t ,com t=0.

O exercicio ndo proporciona conversao de registro, mas pode dar ao leitor
oportunidade de relacionar conhecimento matematico com conhecimento fisico e

também, alguns tratamentos algébrico e numérico.



11. Esboce o gréfico da fungdo Yy = y(x), XU R, sabendo que % =2x-1le y(O) =0.
X
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Este exercicio pode propiciar ao aluno circular por alguns registros. Podera
fazer os tratamentos no registro simbdlico para encontrar a primitiva e depois
representar graficamente a funcdo. Pode fazer comparagcdes entre a funcao
representada e a sua derivada. Segue uma possivel resolucéo:

Para fazer o registro grafico, € necessario encontrar a primitiva da funcéo

Y

g 2x-1, com y(0)=0. Para isto, podem ser realizados tratamentos analogos
X

aos apresentados anteriormente. Aplicando a operacdo de integracdo de ambos
os lados da igualdade, temos y:I(Zx—l)dx, resultando que a primitiva é

2x° , L )
y:7—x+k ou y=x>-x+k, na qual k é uma constante arbitraria. Porém,

com a condicdo y(0)=0, através de um tratamento numérico, temos que

0=0°-0+k, entdo k = 0. A primitiva da funcéo é dada por y = x> - x.

Para se construir o grafico um dos procedimentos pode ser: observar que

ele € uma parébola e a partir dai determinar.

» Suas raizes (intersec¢cdo com o eixo X);
» O ponto onde corta o eixo dos y;
» O vértice

Seguem alguns tratamentos que podem ser realizados para a construcao

do mesmo:

Pela férmula de Bhéaskara, através de tratamento numérico encontram-se

as raizes x =0 ou x =1. Outra maneira de encontra-las é: fazendo um tratamento
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algébrico e em seguida um tratamento numérico, colocando x em evidéncia

y =x(x-1) e com y =0 segue x(x-1)=0, donde x=0 ou x-1=00 x=1.

O grafico corta o eixo dos y quando x =0, substituindo este valor em

y=x’-x,tem-se y=0.

Para determinar o vértice da parabola, podemos usar a seguinte estratégia:
como x=0 e x=1 tém a mesma ordenada, a abscissa do vértice é dada pelo

. . +1 1 _— .
ponto médio desses valores, dai &on:E. A ordenada do vértice é

. - 1 1 . - .
encontrada através do tratamento numérico Y. = %g _E = —Z, assim o vertice e

dado pelo ponto V :%,—%Q que também pode ser encontrado através das

. -b A
formulas x, :2_a ey, :4—a.

Os pontos encontrados para esbocar o grafico foram: o vértice da pardbola

V= %—%@ pontos onde o gréfico corta o eixo dos x: X'=(0,0) e X"=(1,0) e o

ponto que corta o eixo dos y é Y =(0,0). Segue o gréfico:
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O autor dedica inteiramente o capitulo 11 para definir a Integral de Riemann.
ApOs as trés primeiras secOes, destinadas a definicdo de integral, trabalha
propriedades, o Teorema Fundamental do Calculo, mudanca de variavel e

calculos de area e de trabalho.

Inicia os conceitos de particdo de um intervalo e de Soma de Riemann, nos
registros simbdlico e grafico. Comeca, definindo particdo de um intervalo fechado

[a, b] : como um conjunto  finito e ordenado de pontos
a=Xx<X<X<..<X =b, ndo necessariamente eqiidistantes. Esses pontos
definem os subintervalos [x,,x][x.x]...[x,.x] de [ab] que n&o precisam ter o
mesmo tamanho. A amplitude de cada intervalo [)g_l,xi] é denotada por

Ax =X —X_, e a maior delas € denominado norma da parti¢céo e € indicada por

maxAx . Apresenta uma representacéo grafica da particdo como segue:

Figura 1: pagina 299

Em seguida, é desenvolvida a Soma de Riemann. Ela é apresentada como
um ndmero, no registro simbdlico e, logo apds, o autor d4 o significado

geométrico dessa soma. Partindo de uma funcdo f definida em um intervalo
[a,b] e tomando uma particdo P:a=Xx,<X <X, <...<X,=Db do intervalo,
obtém-se os subintervalos [xo,xl],[xl,xj,...[xn_l,x,]. E escolhido um ponto ¢
arbitrario em cada um dos subintervalos da particdo e encontrado o valor da

fungdo em cada um dos pontos escolhidos, isto €, f(c,), f(c,)... f(c)... f(c,). A

soma dos produtos f(q)A>(1, f(cz)sz, f(q )A)g f(cn)M € um numero, que é

a soma de Riemann e ¢é indicada no registro simbdlico por

n

Z f(c)ax = f(c)ax + f(c,)Ax, +..+ f(c,)Ax, . Fazendo uma mudanca de
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registros, propde uma interpretacdo desta soma, representa a soma das areas de
n retangulos, cujas bases sdo o0s n subintervalos da particdo e a altura de cada

um deles é o valor da funcgéo, calculado no ponto arbitrario escolhido.

Em seguida, discute o sinal da Soma de Riemann: se f(c)>0 a area do

i-ésimo retangulo é dada por f(c)Ax, caso f(c)<O0, ela sera - f(c)Ax, o que

determina o sinal da soma. Continua com as ilustracfes que seguem:

Figura 2: pagina 300

Pode-se ver na figura que segue, um exemplo de soma de Riemann, em
que o intervalo [a,b] foi dividido em 6 partes em que correm f(c)<0 e f(g)>0,

dependendo se o retangulo se situa acima ou abaixo do eixo dos x. Destacam-se

0s registros simbdlico, gréafico e lingua natural.

6 , ~ . . ~
Z f(c_ )Ax. —Soma das areas dos retangulos acima do eixo Ox menos soma das areas dos
1 1
&

abaixo do eixo Ox.

Figura 3: pagina 300

A conversao de registros apresentada pelo autor, da a idéia geométrica do

n

que representa a soma Z f(c )ax .
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Na sequéncia, apresenta um exemplo para mostrar que, sendo F e f

[

definidas em [a,b], com F '= f, pelo Teorema do Valor Médio™, pode-se escolher

convenientemente um ponto ¢ em cada intervalo da particdo, tal que

F(b)-Fa)= Z fgc, EA‘ , como segue:

Pelo TVM, existe C em [Xi_l,)g] tal que F()g)— F()g_l): F(C_;I )()q —)g_l) ecom F = f
em [a,b] e AX, = X —X_, emresulta F(b)— F(a): i f(CI )AXi

Pagina 301

O autor mostra que para cada intervalo tem-se F(x )-F(x_)= tH, ngi,
a o

apresentado anteriormente, chega-se ao resultado desejado.

Em seguida, chama a atencdo para o fato de que para f continua em

n

[a, b], o valor da soma de Riemann calculado num ponto arbitrario ¢, Z f(c )Aax,
1=

difere pouco daquela calculada em ¢, cuja existéncia é garantida pelo TVM, visto

que se pode assumir Ax suficientemente pequeno. Conjecturamos que, com este

encaminhamento, o autor procura motivar a definicdo de Integral dada na secédo
n
seguinte como sendo, quando existir, 0 lim f(c,)Ax, no intervalo [a, b] :

maxAx, -0 =

Ressalta que se para uma funcdo f definida em [a,b], existir o limite

acima, ele serd denominado Integral de Riemann de f em [a,b] e indicado por

b . )er
I f (x)dx. Na representagéo simbélica tem-se:

! Teorema do Valor médio (TVM). Se f for continua em [a, b] e derivavel em ]a,b[, entdo existira pelo
menosum Cem ]a,b[ tal que w = f '(x) ou f(b)— f(a) = f '(x)(b—a).
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I:f(x)dx: lim S f(c)ax

O autor néo trata, neste momento, da questéao da integrabilidade. Ele parte
de uma fungao definida e limitada no intervalo [a, b] , porém trabalha com fungbes

continuas no intervalo e ndo apresenta casos daquelas que sdo descontinuas,

porém integraveis. No entanto, discute esta questdo em um anexo, no final do

livro.

Sao apresentadas algumas propriedades das integrais, trabalhadas no

registro simbalico.

Teorema. Sejam f e g integraveis em [a, b] e k uma constante. Entao
. b b b
a f +géintegravel em [a,b] eJ'a[f(x)+ a(x) dx = f (x) dx+ [ g(x) dx
b. kf éintegravel em [a,b] I:kf(x) dx=kJ':f(x) dx
c.Se f (X) > 0 para [a,b] , entdo Jj f(x)dx=0.
d Se cO ]a,b[ e f ¢ integravel em [a, C] e em [C, b] entdo

ﬁf(x) dxzﬁf(x) dx+chf(x) dx .

8.Se m< f(x)s M para a< x<b, entdo m(b—a)sf:f(x)dxs M(b—a).
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As propriedades a) e b) caracterizam a linearidade do operador integral. A
propriedade c) relaciona o sinal da funcdo com o sinal da Integral como resultado
da soma de Riemann. Segue a demonstracéo da propriedade d):



60

d) Para toda parti¢céo P de [a, b] ,com ¢, P,

Zf(ci)Axi—ij(x)dxﬂ':f(x)dx%i )ax - £ (x {

Como, por hipétese, f é integravel em [a,c] e em [C,b], dado € >0, existe 0 >0 tal
que,para toda particdo P de [a, b] ,com COP,e maxAx <o

‘Z AX —J’ f x{<% e Z f AX —J'bf(x) dx{<% e,  portanto,

i=m+1

Z f(c)Ax —B’ f (x dx+ff(x)dx%<s

Segue, entdo, da integrabilidade de f em [a b] queJ’ x) dx = J’ (x) dx +J’be x) dx

n

S tle)x - f(x)d{

i=m+1
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Como na maioria das demonstracfes, o0 autor usa 0s registros simbolico e
grafico, ficando em evidéncia apenas os tratamentos realizados. Uma delas, a

propriedade b), é deixada como exercicio para o leitor.

O Teorema Fundamental do Calculo, que relaciona a derivada e a integral

de uma funcao, é apresentado nos registros simbdlico e lingua natural.

1° Teorema Fundamental do Calculo: Se f for integravel em [a, b] e se F for uma primitiva de

f em[a b] entaoj' x) dx = F(b)- F(a).
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Este teorema é demonstrado, utilizando, principalmente, o registro

simbdlico e, em menor propor¢ao, o da lingua natural.
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Apoés ser mostrado o TFC, o autor apresenta sete exemplos, todos do tipo
“Calcule a integral”. Na resolucado, ha a predominancia do registro simbalico, com

tratamentos algébricos e numeéricos. Segue o terceiro exemplo:

Exemplo3. Calcule J;z (X3 + 3X —1) dx.

SolugaoJ’(x +3x— 1)dx S%+3%— g_ZT:+1—22—2 ouSeJaJ'z(x3+3x—1)dX:8
U [h

Exemplo 6: pagina 307

O enunciado estd no registro simbdlico e podem-se ver 0s seguintes

tratamentos: Pela  propriedade da soma de Integral, tem-se

Lz(x3 +3x—1) dx=L2x3 dx+£.23x dX‘J;Z dx e, pela da multiplicagdo por uma constante,

2 2 s
tem-se J; 3x dx=3L x dx; com esses tratamentos, encontra-se a primitiva da

Xt 3x?

funcdo que é F(x )_Z+7_X Fazendo um tratamento numeérico, obtém-se

4 2 4 2 .
F(z)_|:(o):EIZ £ 32 —ZB—E-,EMO——OB:B—O:S- Concluindo que f(x3+3x—1)dx:8.
04 2 0O 04 2 0 0

Pode-se notar que o autor ndo apresenta explicitamente a utilizacdo de
propriedades demonstradas anteriormente para resolver as questdes propostas
nos exemplos; lanca mao diretamente da operacao inversa da derivacao, isto €, a

primitivacao.

Nos exemplos, ndo aparecem intervalos de integracdo, envolvendo
nameros negativos. JA nos exercicios, ao contrario, aparece uma lista de
sessenta questdes, todas do mesmo tipo no registro simbdlico algébrico, com
varios intervalos, incluindo nimeros negativos. Eles estdo em ordem crescente de
dificuldade e ocorre a utilizacdo de outras letras além do x para indicar a variavel
de integracdo. Porém, eles ndo sugerem mudancas de registros, a resolucao do

primeiro exercicio mostra-nos os tratamentos feitos.
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1
1. Calcule J(')(X +3) dx.

Exercicio 6: pagina 308

Solucédo

F(X):%XZ +3X é a primitiva de f(X): X+3 e f & continua em [0;], assim

¢ .0 1 7
Jj(x+3) dX_E’EJrSXH) =5 *+31=2.

Esta é a maneira pela qual o leitor podera resolver, segundo os exemplos

do livro.

J& no exercicio 36, em que se pede para calcular a J‘_lli/f dt, o intervalo

envolve parte positiva e parte negativa da reta e a varidvel de integracdo é
representada por t. No entanto o leitor podera resolvé-lo seguindo o0s

procedimentos anteriores.

Na secdo seguinte dedicada ao célculo de éarea, aparece uma maior
diversificacdo de registros, visto que ha situagdes-problema expressas na lingua
natural e uso maior de gréficos para interpretacdo de regiées cujas areas devem

ser calculadas.

O autor abre esta se¢éo apresentando uma funcdo f continua e positiva
em [a,b] e explicita o interesse de calcular a area da regido A do plano limitada
pelas retas x=a, x=b, y=0 e pelo grafico de y = f(x). Faz uma converséo do

registro lingua natural para o grafico, que permite visualizar tal regido.
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o 1

T N

2 fa !

Figura 4: pagina 310

Propbe calcular a é&rea por aproximagdo. Considera uma particdo
Pra=X%,<X <X, <..<X,=b de [a,b] e escolhe, em cada subintervalo

[x_.x]; por um lado c; tal que f () seja o valor minimo nesse intervalo; e,

por outro lado, C:I em [Xi_l,Xi] tal que f (Czl) seja o0 valor maximo no intervalo.
n n

As somas de Riemann Z f(c)ax e Z f(Ei )Axi dao valores aproximados da area

gue se quer calcular , respectivamente por falta e por excesso.

Esses valores sdo expressos no registro simbdlico e pode-se observar, na
figura seguinte, uma conversdo para o0 registro grafico dessas somas

aproximadas.

Vi vy

N

1)

a h x ' X

Figura 5: pagina 311
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Aqui faz uma associacéo do célculo dessa &rea com a Integral. Se por um
lado, hd uma expressao que permite calcular a area por falta e outra por excesso,

que sao as somas de Riemann, respectivas, por outro lado, elas tendem a

If dx quando maxAx, — 0. Define entdo a area desejada por

b
drea A= f (x) dx

Em seguida, discute situacbes em que as regides do plano ndo sao

delimitadas por funcdes positivas no intervalo [a,b]. Primeiramente, discute o

caso em que f <0 em [a b] e, explicitando que a integral I dx< 0. Aqui, a

area da regido é definida por &rea A= —J’: f (x)olx .

W

area A= J’

Como f( )<Oem [ab] I (

Figura 6: pagina 312

Depois discute o caso em que a funcdo f € positiva em parte de seu

dominio e negativa em outras.
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] c d b b
Seja A o conjunto hachurado. Area :L f (x) dX—J'c f(x) dX+J'd f (x) dx :L |f (X] dx
Observe:
b c d b
L f (x) dx :L f (x) dX—J'c f(x) dX+J'd f(x) dx = soma das areas dos conjuntos acima

do eixo Ox menos soma das areas dos conjuntos abaixo do eixo Ox.

Figura 7: pagina 312

Verifica-se nessas figuras a presenca dos registros lingua natural, grafico e
simbdlico. E neste Ultimo, na segunda figura, observa-se a presenca de

tratamentos.

Séo trabalhados sete exemplos onde se nota uma exploracdo mais intensa
dos registros, alguns serdo mostrados a seguir. Nos enunciados sao usados
registros simbolico e lingua natural e na resolucdo aparecem o simbdlico e o
grafico. E dado um exemplo da Fisica, utilizando estratégia semelhante a do

calculo de area. Nos dois primeiros exemplos, o autor trata de fungcdes positivas.

Exemplo 1. Calcule a area do conjunto do plano limitado pelas retas X =0, x=1, y=0 e

pelo gréfico de f (X) =X,

Solucéo grea A= x* dx =

Exemplo 7: pagina 311



66

Para encontrar a area desejada, o autor faz uso dos registros gréafico e

simbdlico, o que pode facilitar a interpretacdo do mesmo.

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, € feito o seguinte

. . 1, Ok _
tratamento algébrico: area A:J’Ox dx = O30 e depois ocorre um tratamento
LW

D0 12 o
NUMErico -] = ——-— =

1 , Obtendo a area desejada.
83 3 3 3

Segue a andlise do exemplo 2.

1

X

Solugdo. A € o conjunto do plano limitado pelas retas x=1 x=2, y=0
1

y:?'

Exemplo 2. Calcule a &rea do conjunto A = HX, y)D R’/1<x<2e0<y< %
O O
e

pelo gréafico de

a2l opif 1
areaA—J;?dx—H;H —E

Exemplo 8: pagina 311

Neste exemplo, também é usado o registro simbdlico para delimitar a area
a ser calculada. O que difere do anterior € que, no enunciado, a regiao da qual se

7

quer calcular a &rea € constituida por um conjunto de pontos (x, y) do plano,
- 1 ~ .
sendo limitada por 1sx<2 e 0<y<— . O autor faz a conversdo do registro
X

simbdlico para o registro lingua natural e grafico, e apresenta um tratamento no
registro original. A resolucdo apresentada no grafico é analoga a do exemplo

anterior.
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O que nos chama a atencédo € o tipo de conversdo proposta, por ndo ser
muito comum. Segundo a teoria de Duval, esta conversao pode ser do tipo nao
congruente uma vez que o leitor pode nao visualizar os dados no registro de

chegada como sendo 0s mesmos apresentados no registro de partida.

No terceiro exemplo, a &rea da regido situada acima do eixo dos x tem o

mesmo valor da area que esta abaixo desse eixo.

Exemplo 3.
a) Calcule a area da regido limitada pelo gréafico de f(x): X3, pelo eixo do x e pelas retas

x=-1e x=1.

b) Calcule J’l ¢ dx.
-1

Solucgéo

, 0
a) area:J'_1x3 dx+J:)1x3 dx==+

N

Yi

. _ o5 1 . _Aa 1
areaA = J’_lx dx—Zr areaAz—ij dx—Z

4
b)rxc*dx:%g =0=d&rea A —&rea A
° 04 0,

Exemplo 9: pagina 313

O autor usa a seguinte estratégia: inicialmente calcula em separado as
areas das regibdes, respectivamente, acima e abaixo do eixo x e depois faz a
soma das duas. O enunciado € feito nos registros lingua natural e simbolico. Na
resolucao, utilizam-se os registros simbolico e grafico; e fica destacado que, para
calcular a area de uma regido, ndo se pode calcular a integral estendida ao

intervalo [—l]] , que neste caso € igual a zero.

Nos trés primeiros exemplos, o autor trabalha com apenas uma curva e

encontra a area da regido entre ela e o eixo dos x, dando o intervalo de
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integracdo. Nos proximos exemplos é calculada a area da regido entre duas

curvas.

No quarto exemplo, sédo fornecidas, no enunciado, as funcbes
correspondentes as duas curvas e o intervalo de integracdo. JA no exemplo
seguinte, ndo é dado o intervalo de integracdo; ele é encontrado, fazendo a
igualdade entre as expressdes que representam as funcdes. Escolhemos o

exemplo 5 como ilustracao.

Exemplo 5. Calcule a area do conjunto de todos os pontos (X, y) tais que X <y < \/;
Solugéo

y=x?

1=y

Exemplo 10: pagina 314

Na resolucdo o autor, por meio de um tratamento no registro simbadlico,
observa que a condicdo x°<y< Jx que consta no enunciado é equivalente a
xD[O,]]. Além disso, pode-se observar no registro grafico que o conjunto de
pontos limitados pelas duas curvas esta no intervalo [O]] O autor deixa, de forma
implicita, a maneira pela qual encontrou estes valores. Para isso, faz-se x* = Jx.
Com alguns tratamentos algébrico e numérico sdo encontrados x=0 e x=1.

Estas sdo as abscissas dos pontos de intercessao das curvas. Encontrados estes

pontos, a area entre as curvas € apresentada, no registro simbdlico, por
1 . ~
L(&—xz)dx. Dai em diante, os tratamentos sdo os mesmos dos exemplos

anteriores.



69

No préximo exemplo, no enunciado constam as expressdes algébricas e o
intervalo de integracdo, porém as curvas se interceptam neste intervalo, sendo
que no primeiro intervalo a curva que fica em posicao superior passa a ocupar a

posicao inferior no subintervalo seguinte.

Exemplo 6. Calcule a &rea da regido compreendida entre os graficosde y=X e y = x*, com

0<x<?2.

Solucgéo

As curvas Yy=X e y= x? interceptam-se nos pontos de abscissas 0 e 1. Entdo,
¢ x*d o¢ x*d

area= f[x x]dx+J’[x —>adx [—,— _H) 5'5 75 =1

=Y

Exemplo 11: pagina 314

Como no exemplo anterior, sdo encontrados os pontos de intercessao
entre as curvas e verifica-se que um deles tem abscissa 1, que ndo é uma das

extremidades do intervalo de integracdo. No intervalo [01] a curva y=x tem
valores superiores dos da curva y = x*, ja no intervalo [],2] ocorre 0 oposto, 0 que
faz com que o autor, no registro simbodlico, encontre a area a partir de
I:(x—xz)dx+f(x2—x)dx. Aqui também as conversBes e tratamentos S&o

analogos aos precedentes.

O autor, antes de trabalhar o dltimo exemplo, que trata de uma aplicagdo a

Fisica, faz um lembrete: se x=x(t) ¢ a fungdo (continua) posicdo de uma
particula em [a,b]. A diferenca x(b)-x(a) é o deslocamento da particula entre os

instantes a e b. Como x(t) é a primitva de v(t), segue pelo Teorema
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b

Fundamental do Calculo que x(b)—x(a)=Lv(t) dt. Por outro lado, define-se o

b
espaco percorrido pela particula entre os instantes a e b por J' |v(t] dt.
a

Em seguida, sdo mostrados, no registro grafico, os casos em que a curva
esta toda acima do eixo dos x. O espacgo percorrido entre instantes a e b sera
igual ao deslocamento entre estes instantes que, por sua vez, sera
numericamente igual a area da regido A, limitada pelas retas t =a, t =b, pelo

eixo dos t e pelo grafico de v(t), como esta ilustrado pela figura que segue:

Figura 8: pagina 315

Caso v(t)=0em [a,c] e v(t)< 0 em [c,b] o deslocamento entre os instantes
a e b sera x(b)—x(a)zj':v(t) dt =4rea A —4rea A,, enguanto o espago
percorrido entre estes instantes sera
J':v(t) dt :J':v(t) dt —J;bv(t) dt =area A +area A,, como se pode observar na

representacéo que segue:
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VA

Figura 9: pagina 315

Logo apds, apresenta um exemplo com o enunciado nos registros lingua

natural e simbadlico.

Exemplo 7. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v(t) =2-t.

a) Calcule o deslocamento entre os instantes t =1 e t = 3. Discuta o resultado encontrado.
b) Calcule o espaco percorrido entre os instantes 1 e 3.
Solucgéo

20

2 x3)-x)=[ (2-1) dt:él?t—za -0

Em [:LZ[ v(t)> 0, o que significa que no intervalo de tempo [lZ] a particula avanca no sentido
positivo; em ]2,3], V(t) <0, o que significa que neste intervalo de tempo a particula recua, de tal
modo que no instante t = 3 ela volta a ocupar a mesma posicédo por ela ocupada no instante
t=1.

x(1)

hY -
—-.4-—7
(3 x(2) x
b) (0] espaco Jbéfc'c';'rridb entre 0s instantes t=1 e t=3 é

f(z—t) dt :f(Z—t) dt —Jfl(Z—t) —

Observe que o espago percorrido entre os instantes 1 e 2 é J‘Z (2—t) dt :% e que 0 espaco
1

percorrido entre os instantes 2 e 3 é Ij(z ~t)dt = —J';(z ~t) dt %

Exemplo 12: pagina 315
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Na resolucao da questdo a), sdo utilizados: o registro simbalico (algébrico e
numerico) para encontrar o valor numérico do deslocamento entre os instantes
x=1 e x=3, 0 registro grafico, para a interpretacdo geométrica e o lingua

natural, para discutir o resultado encontrado.

A resolucdo, da questdo b), é apresentada no registro simbdlico (algébrico
numerico). Como se pode observar, o grafico da funcdo velocidade esta parte

acima do eixo dos x (intervalo [L2]) e outra parte abaixo (intervalo [2,3]). O

espaco percorrido serd igual a soma das areas calculadas em cada intervalo.

Os exemplos, na sua maioria, utilizam pelo menos dois registros, 0 que

estimula o uso das conversdes. Passaremos a olhar os exercicios.

Séao apresentados 26 sendo que 22 deles tém o mesmo enunciado, a saber
“desenhar um conjunto A do plano e calcular a sua area”, variando apenas a
definicdo de tal conjunto. Os quatro exercicios restantes referem-se ao calculo de
espaco, percorrido para uma particula, conhecida sua velocidade. Utiliza, nos
enunciados, os registros lingua natural e simbolico, possibilitando conversdes
para 0s registros simbdlico ou gréfico para que seja possivel a solugdo. Ha
problemas envolvendo céalculo de areas e conceitos de Fisica. Vejamos o terceiro

exercicio:

Nos exercicios de 1 a 22, desenhe o conjunto A dado e calcule a area.
3. A é o conjunto de todos (X, y) tais que x* —1< y<0.

Exercicio 7: pagina 316
Resolucao:

Para a constru¢do do gréfico, podem-se observar o ponto (O,—l) que é o

vértice da parabola e os pontos de intercessao do grafico com o eixo dos x, que
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sdo (-1,0) e (1,0) que fornecem os limites de integragéo. A area sera calculada

1
através da expressdo — J’_ 1(x2 —1) dx.

. Za}

-4,4 -1,z -1 & 1L,z 1,4

No enunciado deste exercicio, é proposta a conversao dos registros lingua
natural e simbdlico para o registro gréfico, o que facilita a interpretacdo da

situacao.

Como o grafico é simétrico em relacédo ao eixo y, o aluno podera calcular a

integral no intervalo [01] e multiplicar por 2, encontrando assim a area da regiao.

Alguns exercicios apresentam, nos enunciados, o intervalo de integracédo e
outros ndo. Ha os que enunciam apenas as representacdes simbdlicas das curvas

gue limitam a regido, devendo ser encontrado o intervalo.

Na resolugéo de todos os exercicios referentes a aplicacdo a Fisica, se for
feita a conversao para o registro grafico, ele apresenta parte acima e parte abaixo
do eixo dos x, o que faz com que a regido fique dividida em duas partes, como

pode ser visto no exercicio que segue:
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25. Uma particula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade y=-t*+t, t>0. Calcule o
espaco percorrido entre os instantes t =0e t =2.

Exercicio 8: pagina 317

Pode ser feita a conversdo para o registro grafico, no qual pode-se ter uma
visualizacdo do espaco percorrido como area de uma regido limitada pelas retas

t =0, t=2, pelo eixo dos x e pelo grafico de y = -t* +t.

i

-0,4 -0,z o 0,2 0,4 0,6 0,8 T \2 32,2 2,4
-0,s

O espaco percorrido corresponde a soma das integrais nos intervalos [O]]
e [12], visto que t =1 é a abscissa do ponto de intercessao entre o grafico e o

eixo dos x.

No registro algébrico temos A= J‘1 —t? +t)dt I( t? +t)dt. Atraves de

" © 0 0t 20
tratamento algébrico, encontra-se [T—+—O-[—+—. Com tratamento
03 20 O3 20
g-2H-2
numérico, conclui-se que A_E il 0 que corresponde ao espaco
0 o0

percorrido pela particula.
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Os exercicios em geral permitem conversdes, que sdo semelhantes aos

exemplos dados.

Na secdo, sobre mudanca de variavel, € dada énfase a exploracdo de
registro simbolico e praticamente ndo ha utilizacdo de outros registros, o que se
observa é a presenca de tratamentos. ApOs ser enunciado no registro lingua
natural e demonstrado no registro simbodlico algébrico o teorema que permite
fazer a mudanca de variavel, o autor trabalha uma série de exemplos no registro
simbdlico, ficando em evidéncia os tratamentos algébrico e numeérico.

Destacamos o0 segundo exemplo.

Exemplo 2. Calcule ﬁ~/2X—1 dx -
2
Solucgéo
o_1 1 .1
1 1@(—Eu+5,dx—§du
Facamos u =2x-1ou x=—u+—E 1
2 2[Xx==;u=0
o 2
X=Lu=1
H
1 2
f\/2x -1dx= J’I\/_ du-—J’l\/_d =%\/_é[=§ Assim rmdx_,-

Exemplo 13: pagina 319

O autor parte da substituicdo u=2x-1 ou x=%u+%. Isto implica na

- . ~ 1
mudanca dos limites de integragdo, que passa de a:E e b=1 para a'=0 e
b'=1, este tratamento é obtido através de tratamentos explicitados na solugéo. A

: . 1 . S
diferencial passa a ser dx:E du. Com a mudanga, no registro simbdlico

. . 1 . .
algébrico, a Integral fica Io Judu. Os tratamentos nos registros algébrico e

numerico para a integracdo sao semelhantes aos vistos em exemplos e exercicios

comentados anteriormente.
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Os exemplos nao favorecem as conversdes. Porém, o primeiro deles, que
se encontra a seguir, chama atencdo pelo uso do registro grafico para mostrar
que, quando se processa a mudanca de variavel, altera-se o intervalo de

integragao, mas o valor da integral ndo se modifica.

e \10
Exemplo 1. Calcule J(')(X 1)* dx.
Solucgéo
Facamos X—1=U, ouseja, X=U+1.
x=u+1, dx=(u+1)'duoudx=du

X=0u=-1

B(z]; u=0
DJ11|j) 1
(x-1°dx=u°du=p =—
Jj .r—l mig, 11

Exemplo 14: pagina 318

A area da regido A é o valor da integral, antes da mudanca de variavel e a
da regido B é o valor da integral ap6s a mudanca. Os calculos no registro
simbdlico sdo analogos aos do exemplo anterior. Mas, a conversao para o registro
grafico permite melhor visualizacéo, nao ficando abstrato para o leitor. Observa-se
que as curvas sao “parecidas”, houve apenas a translacéo horizontal de uma
unidade para a direita. Com isso, o intervalo também se desloca. Esta conversao
€ de fundamental importancia para o entendimento do que ocorre ao se fazer a

mudanca de variavel, o que nao é perceptivel no registro simbdlico.

O autor apresenta uma lista com dez exercicios, utilizando o registro
simbdlico e da lingua natural nos enunciados. Alguns séo réplicas dos exemplos,

COMo 0 que segue:
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1. Calcule.

a) f(x— 2)° dx

Exercicio 9: pagina 323

Para resolver o exercicio podemos fazer uma mudanca de variavel

[U=x-2;du=dx

u=x-2, entdo teremos Ex=l‘ u=-1
B(=2; u=0

Segue, através de  tratamentos  algébricos e numericos:

2 0 w0 (-1°_ 1
—25 dx = 5 = = - ==
J'l(x ) X J'_lu du %ggl 5 5 5

Podemos fazer a conversdo para o registro grafico. Observando-se a
fungdo f(x)=(x-2), vé-se que ela possui uma Unica raiz real, x = 2. Seu grafico
€ uma curva que corta o eixo dos y no ponto de ordenada (— 2)5. Com a mudanca
de variavel, obtém-se g(u)=u5, que tem o seguinte aspecto: raiz unica u=0,

corta 0 eixo dos y no ponto de abscissa zero e tem mesma “forma” da anterior

porém transladada de duas unidades para a esquerda, isto é: a curva de
f(x)=(x-2)f é deslocada em duas unidades no eixo dos x, para a esquerda, e
isto ocorre também com o intervalo de integracdo que passa de [],2] para [—10].

No registro grafico, tém-se:

0 K 0,5
00z 04 0,6 08 WA 1,8 T 1 2,4 6 2,8

0,5
1 & | H
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No sexto exercicio, é pedido para calcular a area da regido constituida por

um conjunto de pontos que € apresentada no registro simbdélico.

6. Calcule a area do conjunto dado.

a) A={(x, y)OR? /1< x<2e0< y<+/x-1}

Exercicio 10: pagina 324
Uma possivel resolucao é a seguinte:

A area da regiao solicitada é obtida calculando-se

2 a )Ed 2 . _
[ x-1 dx:r [u du=0Y20 - 2. Fazendo a mudanga de variavel, temos no registro
o M@/20 3
o0

X—1; du = dx
=1 u=0
2 u=1

simbolico

Q:‘Q':”E

Segue atraves de tratamentos algébricos e numericos:

u|
Jf\/x_—ldx=J;l\/Udu—a—

EBIZD 3

Podemos ver a regido da area calculada no registro grafico representado

por:

0 X 0
o o2 o4 06 08 1 1,2 1,4 L6 L8 2 22 2,4 2,6 2,3 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 [0 0,2 0,4 0,6 0,8 1L,z L% L6 L3
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Os exercicios ndo favorecem a conversao de registro, uma vez que o leitor
poderia calcular diretamente a integral utilizando os dados do enunciado. Porém
este procedimento pode induzir a erros como evidencia o exercicio 8 que

apresentamos a seguir por acha-lo instigador e desafiante.

8. Um aluno (precipitado), ao calcular a integral J’lwll+ x? dx , raciocinou da seguinte forma:
-1

fazendo a mudanca de variavel U =1+ X? , 0s novos extremos de integracdo seriam iguais a 2
(x=-10 u=2;, x=10 u=2) e assim a integral obtida apds a mudanca de variavel seria

igual a zero e, portanto, rlw/1+ x2 dx = 0!! Onde esta o erro?

Exercicio 11: pagina 325

O aluno, citado no enunciado, para resolver esta integral fez, no registro

simbdlico, os seguintes tratamentos:

A integral fl\/1+ x? dx=-[22\/a% nao pode ser resolvida desta maneira, pois
- X

apos se fazer a mudanca de varidvel, x passaria a ser uma constante, o que néo

é verdade. Caso procurasse substituir x por u teria u=1+x* 0 u-1=x* [

++/u-1==x, com duplicidade de escolhas para x.

A resolucdo desta integral pode ser feita utilizando a substituicdo

trigonomeétrica x =tgu. Este aluno ndo resolveu de uma maneira correta, mas ele
poderia verificar que sua resolugao estava errada caso fizesse uma converséo do

registro simbdlico para o grafico. Observaria que area da regiao representada nao

pode ser zero.
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Na seqiéncia, tem-se a sec¢do sobre trabalho, na qual se considera que o leitor
saiba o que é vetor. Apresenta quatro exemplos, envolvendo conceitos de Fisica.

Segue o0 segundo exemplo:

Exemplo 2. Um bloco de massa 10kg desliza sobre um plano inclinado, da altura de 5 m até o
solo. O plano inclinado forma com o solo um angulo de 30°. Calcule o trabalho realizado pela
forca gravitacional. (Suponha a aceleracao gravitacional constante e igual a 10m/s.)

Solucgéo

§, = 0 (posi¢do inicial)

solo

‘; $5 (posicio final)

Pela lei de Newton, a intensidade de F é Mg, onde M é a massa do bloco e g a aceleragao
gravitacional. A componente de F na direcéo do deslocamento é Mg cos60°. O trabalho T
realizado por F ¢é: T = (Mg COSGOOXS2 - Sl)

S, € o comprimento da hipotenusa do triangulo retangulo ABC: S,sen30°=5o0u s, =10.

Como COSGO°=%, M =10 e g =10, resulta T =500 .

Exemplo 15: pagina 328

O enunciado é apresentado na lingua natural e na resolucao séo utilizados
os registros lingua natural, grafico e simbolico. Sao realizados conversfes e

tratamentos.
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O objetivo da secéo € definir trabalho realizado por uma forca variavel com

a posicdo. Como trabalho é produto da forca pelo deslocamento, ele pode ser
b
interpretado como uma integral T = [ f (x) dx, quando uma particula é submetida

auma forca f com deslocamento dx.

Em seguida, sdo apresentados trés exemplos no registro lingua natural,
nos quais o autor utiliza integral para determinar o trabalho, através do registro

simbdlico, como no exemplo que segue:

Exemplo 5. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo Ox atua uma forca paralela ao

1
deslocamento e de componente f(X)I—z. Calcule o trabalho realizado pela for¢a no

X
deslocamento de X =1 até X = 2.
Solucgéo
Fw-L7

M *

: g
O trabalho realizado por F dee x=1até X=2 é ¢ =fi dx = D_EET =1j :

x* HxH 2

Exemplo 16: pagina 330

O enunciado é apresentado nos registros simbdlico e lingua natural, sendo

dada a forca f e o deslocamento no intervalo [LZ]. A resolucéo é desenvolvida,

utilizando os registros gréafico, o simbdlico e o da lingua natural.

No capitulo sobre as técnicas de primitivagdo, o autor utiliza onze sec¢des
para desenvolver o assunto. S&o apresentadas inicialmente as regras das

primitivas imediatas e, em seguida, as técnicas tais como: integracado por partes,

mudanca de varidveis, integrais indefinidas do tipo I& dx. integrais de

(x-a)(x-p)
funcdes racionais, produtos de seno e de co-seno, poténcias de seno e de co-
seno e de tangente e de secante. Nas secOes em que sdo trabalhadas as
técnicas, pode-se ver o predominio do uso de registro simbdlico nos exemplos

trabalhados e nos exercicios propostos, tanto nos enunciados quanto nas
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resolucdes dos exemplos. Sao trabalhados 69 exemplos e apresentados 91
exercicios e alguns com varias questdes. Destacamos o0 oitavo exemplo da secao
que versa sobre mudanca de variavel. E a Unica vez, neste capitulo, que autor

apresenta um registro gréfico.

Exemplo 8. Calcule a area do circulo de raio r.
Solucgéo

drea=4[ Jr?-x* dx
3

Temos Ir\/rz—x2 dx:rIr l—B—(g dx
0 0 DrD

O

Ck=rsenu :; dx=rcosudu
O

mx=0 ; u=0

O

k=r ; u="

O 2

J;\/rz -x? dx= rjogxfl—senzu r cosu du :rzjgcos2 udu qzjf%+%cosZu§du =ou

i 2
seja, I Vr? —x? dx-rz[:[lu+1sen2uEP L

H 4
Portanto, area = 4‘[.r Nr2=x? dx=rr?

Exemplo 17: pagina 368

No capitulo anterior, também s&o tratados exemplos e exercicios com

mudanca de variavel; porém aqui trata-se de uma substituicdo trigopnométrica.

Por esse motivo e também pelo fato de na resolucdo ser realizada
conversdo dos registros lingua natural, simbdlico e grafico, é que destacamos

esse exemplo.
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E apresentada uma conversdo para o registro grafico o que permite a
interpretacdo geométrica da regido que se deseja calcular a area e também que a
mesma regiao pode ser dividida em quatro partes e que encontrando uma dessas

partes basta multiplicar por 4, determinando a area desejada rr?2.

O proximo capitulo que traz mais algumas aplicagcdes da integral €
desenvolvido ao longo de nove secdes e apresenta aplicacdes tais como: calculo
do volume de solido obtido pela rotagcdo de um conjunto limitado do plano em
torno dos eixos x ou y, area de superficie de revolugdo, comprimento de arco de
curva, inclusive na forma paramétrica. Apresenta um estudo das coordenadas
polares, em seguida, aplica-as no célculo de area de superficie, comprimento de

curvas e de centro de massa.

Sdo apresentados 29 exemplos e 40 exercicios, alguns com varias
questbes. Para trabalhar estas aplicacbes, o autor usa varios registros, com
predominancia significativa para o registro grafico. A riqueza de registros esta nos
exemplos, onde o autor explora o registro grafico para mostrar a regido do plano

gue gera a figura ou o sélido formado.

Pode-se ver, no exemplo que segue, primeiramente no enunciado, a
utilizacdo dos registros da lingua natural e simbdlico. Na resolucdo, o registro
grafico € usado em trés etapas: de inicio € mostrado a regido do plano que sera
girada para formar o sélido; depois sao representadas as areas que geram o
s6lido como uma unica figura e que geram a parte oca do mesmo; e finalmente,
mostra o solido em uma representacao tridimensional, com e sem corte. E feito
um comentario no registro lingua natural, mostrando que o volume procurado é

obtido através V, -V, . E os calculos sdo mostrados no registro simbdlico.
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Exemplo 2. calcule o volume do sélido pela rotagdo, em torno do eixo x, do conjunto de todos
0s pares (X, y) tais que 1 Sysxl1lsx<2:
X

Solucgéo

O que queremos € o volume do sdlido obtido pela rotacéo, em torno do eixo x, do conjunto
hachurado. O volume V pedido € igual a V, -V, onde V, e V, s&o, respectivamente, 0s

volumes obtidos pela rotagdo, em torno do eixo x, dos conjuntos A, e A hachurados.
AR | ya

sy=x
L

o

V2 :7TJ;ZX2 dX:%T

Deste modo o volume V pedidoé v = 2= - ==—"",
3 2

Exemplo 18: pagina 402

Em nosso trabalho, cujo foco é analisar a abordagem que o autor faz da
definicdo de integral, ndo nos detivemos nestes capitulos que versam sobre

técnicas de primitivacdo e aplicacoes.
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3.2.2. — “Célculo” — Stewart

A obra “Calculo”, volume 1, 42 edicdo de James Stewart, da Editora
Pioneira, € um livro novo no mercado brasileiro, que foi traduzido por professores

do IME-USP. Seu autor é professor da McMaster University.

Stewart desenvolve o assunto em varios capitulos. Um deles trabalha a

questao da primitiva de uma funcéo sob o titulo de “Antiderivadas”.

O autor faz a definicdo de primitiva, discute a questdo da construcdo do
grafico de uma funcdo a partir do campo de dire¢cdo obtido por inclinacdes de
tangentes, faz aplicacdes a Fisica, resolvendo problemas de movimento retilineo.

Ha, no final desta secéo, uma lista de exercicios, envolvendo varios registros.

Dedica um capitulo a definicdo de Integral, dois outros, a aplicagbes e um
altimo, a técnicas de integracdo. Inicia o capitulo sobre Integral, elencando
diversas situacfes problemas envolvendo area e distancia para motivar a idéia de
integral como uma ferramenta para resolvé-las. Diversos registros séo utilizados
para definir area de uma regido determinada pelo grafico de uma fungédo, como
sendo o limite das somas das areas dos retangulos aproximantes; depois é

trabalhado o célculo da distancia a partir da velocidade.

Em seguida, é apresentada a integral também como limite das somas das
areas de retangulos, e trabalha alguns exemplos, calculando as integrais, usando
esse limite. Sdo desenvolvidas algumas propriedades da integral definida e é
apresentada, no final da secdo, uma lista de exercicio, aléem do que chama

“Projeto Descoberta”.

Depois é trabalhado o Teorema Fundamental do Calculo em duas partes e
finaliza a secdo contrapondo a diferenciacdo e integragdo como pProcessos

inversos um do outro, mostrando que isto simplifica bastante a solugédo de muitos
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problemas. Depois, sao trabalhados exemplos de integrais e sao apresentadas
algumas regras de integracdo. Na secéo seguinte, discute a regra da substituicao
e, em especial, sdo apresentados dois métodos para calcular a integral definida
por substituicdo e um método para calcular integrais de fungbes cujos gréaficos
possuem simetria. O capitulo € finalizado com uma secao que trata do logaritmo

definido a partir de integral.

No capitulo seguinte, sdo exploradas algumas aplicacdes da integral,
usando-a para calcular: areas entre curvas, volumes de sélidos de revolugéo e o
trabalho produzido por uma forca. Na primeira secdo, sdo calculadas areas de
regides entre graficos de duas func¢des. Em outra secéo, calculam-se volumes de
soélidos iniciando pelo cilindro; em seguida, € trabalhado o calculo de volumes
para ‘cascas’ cilindricas. Depois, calcula o trabalho a partir de uma forca dada, e
finalizando o capitulo, enuncia e interpreta simbolicamente o teorema do valor

meédio para integrais.

Em outro capitulo, sdo desenvolvidas as técnicas: integracao por partes,
substituicdo trigonométrica, integracdo de fungdes racionais e trigonométricas.
Finaliza com estratégias de integracdo, utilizando tabelas, sistemas algébricos

computacionais e integracao aproximada, além de integrais improprias.

No ultimo capitulo, sédo explorados aplicagcbes geométricas e calculos de
interesse da Fisica, Engenharia, Biologia, Economia, Estatistica, etc... Na primeira
secdao, é trabalhado o comprimento de arco, em seguida calcula-se a area de uma
superficie de revolucdo. Em outra, sobre aplicacdes a Fisica e a Engenharia, séo
exploradas pressao hidrostatica e forca e, em seguida, momentos e centros de
massa. Os assuntos sobre excedente do consumidor para um produto, na
Economia, circulacdo sanguinea e capacidade cardiaca, na Biologia, sao
trabalhados em outra secdo. Na Ultima, sdo trabalhadas questdes ligadas a

probabilidade, no que se refere as variaveis aleatdrias continuas.
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Passaremos a fazer uma analise dos registros utilizados nesta obra,
comecando pela parte do capitulo que trata de antiderivada e depois, focando o
proximo capitulo em que sera concentrada a maior parte da analise, visto que o

maior interesse, neste trabalho, é os registros utilizados na defini¢do integral.

O autor apresenta a integral indefinida como primitiva de uma funcéo. Ele
inicia esta secdo, fazendo um relato, no registro lingua natural, de aplicacbes de
primitivas para resolucéo de problemas na Fisica, Engenharia e na Biologia. Para
isto, define antiderivada em um intervalo | de uma fungcdo como sendo a funcéao

F, tal que F'(x)= f(x) para todo x em | . Discute a questdo de que se F é uma
primitiva de f, entdo F(x)+C também é primitiva, sendo C uma constante

arbitraria. Sao trabalhados quatro exemplos no registro simbdlico e o autor
também apresenta uma tabela de férmulas que permite encontrar antiderivadas

de alguns tipos de funcoes.

Funcdo |Antiderivada particular Funcao Antiderivada particular
cf (x) cF(x) senx — CosX
f(x)+g(x) F(x)+G(x) sec” X g x
X" (n#-1) X" SeCX tgx SeCX
n+1
}/ Inx 1 sen™x
X
1-x°
e e 1 tg~'x
COSX senx 1+ x°

Tabela 1: pagina 352

Podemos observar que o autor usa a notagdo sen'x e tg~'x para indicar,
respectivamente, as fungbes arcsen e arctg. Dos exemplos, destacamos o

terceiro:
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Exemplo 3. Encontre f se f ( ) e +20(1+xy (0 =-2

Solugdo: A antiderivada geral de f '(x)=e* + ¢ f(x)=e +20tg™x+C.

1+ x°
Para determinar C usamos o fato de que f(0)=-2 f(0)=e*+20tg™0+C =2. Assim,
temos C = =2 —-1=-3; logo, a solucéo particular é f (X) = +20tg"'x - 3.
A figura 2 mostra os graficos da solugdo da fungdo f' do exemplo 3 e de sua antiderivada f .

Note que f' (X)>O, logo f é sempre crescente. Note também que quando f' tem um
méaximo ou minimo, f aparenta ter um ponto de inflexdo. Logo o gréafico serve como verificagio

de nossos calculos.
40
Ly
-2 : 3

-25
Figura 3

Exemplo 19: pagina 353

O enunciado é apresentado nos registros lingua natural e simbolico. A
resolucdo € desenvolvida no registro simbolico, inclusive, usando resultados
propostos na tabela. O que fica em evidéncia sdo os tratamentos algébricos e
numéricos. Sao feitas conversdes: do registro simbdlico para o grafico, no qual é
mostrada a curva que representa a funcéo derivada e da antiderivada e também
para o registro lingua natural, no qual é feita uma analise sobre crescimento e

decrescimento de fungao.

Sao trabalhados exemplos, estudando a geometria das antiderivadas,
mostrando como construir os graficos de uma funcédo e de sua antiderivada; na
Fisica, € estudado o movimento de um objeto que se move em linha reta.
Diversos registros sao usados na sec¢do. Os enunciados sado apresentados no
simbdlico e lingua natural. Nas resolu¢des sdo utilizados os registros simbadlico,

lingua natural e gréafico; e séo feitas conversdes e tratamentos.



89

Exemplo 6. Se f (X) =+/1+ x® = X, eshoce o gréfico da antiderivada F que satisfaz a condicédo
inicial F(~1)=0.
Solug&o. Podemos pensar durante um dia em uma férmula para uma antiderivada de f sem

contudo lograr éxito. Uma segunda possibilidade poderia ser tracar o grafico de f primeiro e

entdo usa-lo para fazer o gréafico de f, como no exemplo 5. Poderia funcionar, mas em vez disso
vamos criar um grafico mais preciso, usando o que chamamos de campo de direcao.

Uma vez que f (O) =1, o gréfico de F tem inclinagdo 1 quando X = 0. Logo tragaremos varios

segmentos curtos da tangente com inclinagdo 1, todos centrados em X =0. Fazemos o
mesmo para varios outros valores de x, e o resultado esta mostrado na figura 5. 0 nome campo

de direcdo vem do fato de que cada segmento indica a diregdo na qual a curva Yy = F(X)
segue naguele ponto.

- /4 s 4 o~

o’ S VY ' 4
s Ve s /
7 Y ” 7
s i - /
Y / f o /
e s - /
e 7 7 - /
A s s ? A 2
Py s F. . /

' N _ 3
Figura 5 O campo de direcéo para f (X) =41+ X —x. Figura 6. O grafico de uma antiderivada segue o

Ainclinagdo do segmento de reta acimade X = a ¢é f (a) campo de direg3o.

Agora usamos o0 campo de direcao para esbocar o grafico de F. Devido a condicao inicial
F(—l) = (0, comegamos no ponto (—1,0) e tracamos o grafico para que ele siga a direcédo dos
segmentos tangentes. O resultado estd desenhado na figura 6. Qualquer outra antiderivada
seria obtida deslocando-se o gréafico de F para cima ou para baixo.

Exemplo 20: pagina 354

Utilizando as conversdes citadas no exemplo é explorada a construgdo do

grafico de uma antiderivada a partir do campo de direcéo.

No final da secéo, apresenta uma lista com 77 exercicios, sendo que 42
destes, sdo apresentados no registro simbdlico e os demais utilizam diversos
registros, inclusive figuram exercicios com propostas para usar recursos

computacionais.

Elencamos, a seguir, um exercicio, enfocando o registro simbdlico e outro,
propondo a utilizacdo de recurso computacional. No enunciado de ambos

predominam o registro lingua natural e simbdlico.
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1. Encontre a antiderivada mais geral da funcéo. (Verifique sua resposta diferenciando).

f(x)=6x*-8x+3

Exercicio 12: pagina 356

Uma possivel resolugdo € a que utiliza as regras propostas pelo autor.
Tem-se f(x)=6x?-8x+3 que pode ser escrita f(x)= f,(x)+ f,(x)+ f,(x), na qual
f(x)=6x%, f,(x)=-8x, e f,(x)=3, utlizando a tabela encontramos as
antiderivadas F(x)=2¢, F,(x)=-4x%, e F,(x)=3x. A partir de
f(x)= f,(x)+ f,(x)+ f,(x) temos que F(x)=F,(x)+F,(x)+F,(x), o que nos leva a

concluir que F(x)=2x* - 4x® +3x.

Como a proposta é calcular a antiderivada e, sabendo que duas funcbes

que possuem a mesma derivada diferem por uma constante, temos que

F(x)=2x* -4x* +3x+C.

No enunciado do exercicio a seguir, comparecem 0S registros lingua

natural e simbdlico.

50. a) Use um recurso computacional para fazer o gréfico de f (x) =2X - 3\/;

b) Comegando com o gréafico da parte a), esboce um grafico da antiderivada F que satisfaca
F(0)=1.

c) Use as regras dessa secao parra achar uma expressao para F (X)

d) Faca o grafico de F usando a express&o da parte c). Compare com seu esbogo da parte b.

Exercicio 13: pagina 357

A crescente utilizacdo de recursos tecnologicos tem se mostrado eficaz na
resolucao de certas questdes, principalmente no que se refere a representacdes
grafica. O autor propde a utlizacdo desta ferramenta para fazer uma
representacdo, no registro grafico, de uma funcdo. Além disso, solicita que sejam
dados os registros simbdlico algébrico e grafico da antiderivada e, por ultimo,

pede-se a comparacao entre os graficos. A atividade nao se restringe apenas ao
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uso da maquina; permite o desenvolvimento mental e proporciona a conversao de

registros, com as expressoes, “fazer o grafico”, "achar a expressao” e até mesmo

a conversdo para a lingua natural com a expressao “compare com seu esboco”.

O préximo exercicio propde uma converséo do registro simbdlico numérico

para o grafico.

57. Uma funcéo é definida pelo seguinte dado experimental. Use um campo de direcdo para
esbocar o grafico de sua antiderivada se a condico inicial é F (O) =0.

X 0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 1,2 14 1,6
f(x) 0 0,2 0,5 0,8 1,0 0,6 0,2 0 -0,1

Exercicio 14: pagina 358

Para sua resolugéo, deve-se observar a condigao inicial F(0)=0 e utilizar o
significado do sinal da derivada num intervalo. Caso f(x)>0, os segmentos de
tangente sdo ascendentes, o que permite concluir que F(x) € crescente nesse
intervalo. Se f(x)<0, entdo os segmentos de tangentes sdo descendentes e
F(x) é decrescente no mesmo. No intervalo ]0;1.4, f(x)>0, graficamente isto
significa que os segmentos de tangente séo ascendente. No ponto x=14, f vale

zero o que é traduzido graficamente pelos segmentos de tangente horizontais. No

]14; lG[, f(x)<0, logo os segmentos de tangentes sdo descendentes, isto &,

F(x) é decrescente conforme representagéo gréfica.

Y
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Além da diversificacdo de registros sdo apresentados exercicios do tipo

verificacdo de conceitos e testes tipo falso-verdadeiro, como os que seguem.

Verificacdo de conceitos
10. a) O que ¢ a antiderivada de uma fungdo f ?
b) Suponha que F, e F, sejam ambas antiderivadas de f em um intervalo | . Como

estdo relacionadas F, e F, ?

Testes falso-verdadeiro
Determine se o enunciado é verdadeiro ou falso. Se for verdadeiro, explique por qué. Se for
falso, explique por qué ou dé um exemplo que n&o confirme o enunciado.

16. A antiderivada mais geral de f (X) =x?é F(x)= 1 +c
X

Exercicio 15: pagina 359

Os enunciados destes exercicios sdo apresentados nos registros lingua
natural e simbodlico e para a resolucdo podem se utilizar variados registros,
dependendo da natureza da questdo. Eles propdem trabalhar conceitos,

justificativas, provas e defini¢des.

No proximo capitulo, o autor elenca diversas situacdes em que a integral
pode ser utilizada. Comeca destacando que, na tentativa de achar a area sob
uma curva ou a distancia percorrida por um carro, acaba-se utilizando um mesmo
tipo especial de limite. Passa a trabalhar sobre essas duas questdes que vao
“desembocar” na definicdo de Integral. Para iniciar o desenvolvimento do assunto,

apresenta primeiramente um problema da area.

O Problema da Area
Comecamos por tentar resolver o problema da area: achar a area de uma regido S que esta

sob a curva y = f(X) de a até b. Isso significa que S, ilustrada na figura 1, esta limitada

pelo grafico de uma fungéo continua f (onde f (X) >0), as retas verticais X=a e X=Db
€ 0 eixo X.

Pagina 367

A apresentacdo do enunciado ocorre nos registros lingua natural e

simboélico. E apresentada também a conversdo do primeiro deles para o registro
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grafico. Tem o cuidado de colocar uma funcdo arbitréria para que ndo venha
ocorrer uma instanciacao, que segundo Duval (1995, p. 28), é “a tomada de um

elemento particular de uma classe como o ‘representante’ desta classe”.

Figura 10: pagina 367

Para resolver o problema da area da regido S, o autor comeca discutindo o
significado dessa palavra. Discute a evolucdo das areas do retangulo, para a do
triangulo e depois para a de um poligono, que é dividido em triangulos. E uma
maneira para se chegar a intuicdo de area de uma regido com ‘lados curvos’. Esta
evolucdo mostra tratamentos no registro grafico, que pode facilitar a

generalizacao pretendida.

FIGLIRS 3
Aak A=<hk AmA #4484 ¢4

Figura 11: pagina 367

O autor retoma o procedimento utilizado no capitulo anterior para definir a
reta tangente a um ponto de uma curva, cuja inclinacdo é o limite das inclinacdes

de retas secantes para comparar com 0 processo de tomar a area da regido S
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como limite de soma das areas de retangulos. Apresenta um exemplo de regido S

delimitada superiormente por um segmento de parabola.

Exemplo 1. Use retangulos para estimar a area sob a parabola y = x?de 0 até 1 (a regido

parabdlica S ilustrada na figura 3).

¥
/(1. 1)

Exemplo 21: pagina 368

O enunciado é expresso no registro lingua natural e o autor apresenta uma
conversao para o registro grafico, no qual sdo mostrados os varios elementos

apresentados no problema, ficando claros os limites da regiao.

E interessante notar que foi pedido para estimar a area e ndo para
encontrar ou calcular, isto €, dar um valor aproximado, usando retangulos. Isto da

margem para se trabalhar com a quantidade de retangulos que se quiser.

A solucdo é apresentada, mostrando o célculo desta area de forma
evolutiva em termos da quantidade de retangulos. Propde este calculo por falta e
por excesso, considerando as alturas dos retadngulos como sendo os valores da
funcdo nos pontos, extremos direitos e esquerdos, respectivamente, de cada
subintervalo. Repete este processo para um numero de retangulos cada vez
maior e no final, traz uma tabela com os valores das areas com n variando de 10

a 1000 retangulos.

Primeiramente, no registro lingua natural, observa que a 4rea variade O a 1
porque a regido S esta contida em um quadrado de lado 1 unidade, mas que esta

estimativa pode ser melhorada. Para isto divide a regido em quatro faixas de
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mesma largura, chamadas de Si, S,, Sz e S4. Para ser dividida em 4 faixas, no

. e . - - 1 1 3
registro graflco, € necessario tracar as retas verticais x = Z, X= E, X=— e areta

4

x =1, conforme mostra a figura que segue.

Figura 12: pagina 368

Estas faixas ndo sdo retangulares. Para seguir a indicacdo expressa no
enunciado do problema, os retangulos sao construidos da seguinte maneira: as

~ , 1000 1000 308 ,0 - - ~ x
bases sdo os intervalos M0),= = — 1~ cujas dimensdes séo todas
45 282 485 5

. 1-0 1 . .
iguais, a saber Ax = e = 7 Para as alturas, o autor usa duas opgdes: considera
0 ponto de intersecdo da parabola, uma vez, com a reta vertical que passa pelo
extremo esquerdo do subintervalo e outra vez, com a reta vertical que passa pelo

extremo direito.

/(1, 1)

0

bk |
=

1
4

FIGURA 5

Figura 13: pagina 368



96

Para encontrar a area, ele faz a conversdo do registro grafico para o

simbdlico. A altura do retangulo é o valor da funcéo do ponto escolhido. Para os

o 1 1 3 A
pontos iniciais x =0, X:Z’ x=§ e X:Z’ encontra as alturas dos retangulos,

ditos inferiores, que sao f =0, fBlH——, fEH—— e fEQH=3, como
16 4 40 16

mostra a figura.

O valor da area desta regido, no registro simbdlico, ¢é
L, i 1Blg Blg 15% 0,21875. Pode-se notar pela representacdo
4 4 M40 4[25 44

grafica que esta area é menor que a procurada.

De forma analoga, é apresentado o calculo da aproximagdo da area

A , 1 1 9
tomando como altura dos retangulos superiores os valores y = G’ y= 2 y= 5

e x=1.

(1, 1)

R L]

Figura 14: pagina 368

Pela representacéo grafica, a area € maior que a area procurada.
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No registro simbolico, o valor encontrado para R,, €

TR L IRV I,

440 4RO 440

E feita uma comparagdo no registro simbdlico, 0,21875< A< 0,46875, na

qual A é a area da regido S.

A notacao usada pelo autor de L4 e R4 provavelmente seja proveniente

das palavras esquerdo e direito, que na lingua inglesa sédo left e right,

respectivamente. L indica a soma das areas dos retangulos cujas alturas € o valor

de y calculado no extremo esquerdo (left) da particio e R mostra a éarea

encontrada tomando para as alturas o valor de y no extremo direito (right).

Em seguida, ele repete este procedimento, utilizando oito retangulos

inferiores e oito superiores, obtendo aproximac¢des mais finas para a area
desejada, a saber 0,2734375< A<0,3984375. Aqui também s&o utilizados os

registros grafico, lingua natural e simbdlico, com conversdes entre eles.

um

{a) Usando os extremos csquerdos (k) Usandis o5 extreames dareslos

Figura 15: pagina 369

Podem ser observados os tratamentos no registro grafico, verificando por

lado, a variagdo na quantidade de subintervalos, que influencia na

aproximagdo da area. Por outro lado, a escolha dos extremos esquerdos ou

direitos dos mesmos, caracterizando a area por excesso ou por falta.
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E feita também a conversdo para o registro tabela, no qual ha uma

comparacao das areas por excesso ou por falta, com a variacdo do numero de

retangulos.

N L, R,
10 0,2850000 0,3850000
20 0,3087500 0,3587500
30 0,31668519 0,3510852
50 0,3234000 0,3434000
100 0,3283500 0,33835000
1000 | 0,3328335 0,3338335

Tabela 2: pagina 369

Isto permite uma melhor estimativa da area, pois aumentando o nimero de

retdngulos, por exemplo, para mil partes, temos que a area esta entre 0,3328335 e

0,3338335, 0 que seria muito dificil de visualizar no registro grafico.

O autor enfatiza que é possivel fazer uma boa estimativa do valor da area,

através da meédia aritmética das aproximacdes por falta ou excesso, que no caso

de n=1000 retangulos, obtém-se o resultado A= 0,3333335. Salienta também

que os valores de R, (soma das areas dos retangulos que possui a altura tomada

pelo ponto direito do intervalo) aproxima-se de 1 & medida gue se aumenta n, e
3

propde o proximo exemplo, para mostrar que efetivamente a soma das areas dos

retangulos aproximantes superiores tende a 1

3

aproximantes superiores tende a

¥

Exemplo 2: Para a regido S do Exemplo 1, mostre que a soma das areas dos retangulos

isto &, lIMR, I%.

n- oo

Exemplo 22: pagina 369
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Neste exemplo, 0 enunciado € apresentado nos registros lingua natural e

simbdlico e, na resolucéo, utiliza os registros simbdlico e grafico para mostrar que

, . . . 1
a soma das areas de retangulos aproximantes superiores tende a 3

Inicialmente, o autor apresenta uma figura de n retangulos aproximantes

. n c 1. .
superiores da regido S, destacando que a largura de cada um deles é —, isto €,
n

as bases dos retangulos sao fixadas com dimensao iguais. Apds os calculos que
serdo comentados a seguir, sdo apresentadas trés figuras similares a essa no
caso em que toma 10, 30, 50 retangulos, respectivamente. Em cada uma delas

expressa os valores R, correspondentes.

Para calcular a area aproximada R,, destaca que todo retangulo tem base

de mesma medida ! e as alturas sdo os valores da fungéo f(x) = X* nos pontos
n

o Sl
SN
Slw

n o , , ; ~
....,— (extremos direitos dos subintervalos); isto €, as alturas sao
n

218491

SHH
O,

A soma das areas dos n retadngulos €é expressa por

%Blé 1¥§ 1E§§+ +1EE§ O termo —.—2 é colocado em evidéncia

nng nong nmng
resultando R = (12 +22+3F +..+n ) Utilizando 0 resultado
+ + : -
1+2°4+3+...+n° = n(n ;)(ZZn 1) e aplicando tratamentos algébricos chega a
n
_(n+1)@2n+1) 10 1, 1
R =+—2""7 que fornece g =1H.1Hp+ 1H Passando ao limite para n - o e
6n’ 60 nO nO

utilizando resultado Iim1 =0, 0 autor conclui que limR, ==

n_>oon n - oo
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De forma andloga, utilizando os registros simbdlico e gréafico, mostra que o

limite das somas inferiores também tendem a 3 e conclui que limR, =limL, = E.

n- o n- o

Entdo, define area dessa regido como sendo o limite das somas das areas

A . . . : . 1
dos retangulos aproximantes, isto ¢, A=IimR, =limL, =

n_oo noo 3

Até este momento, foi trabalhado um caso particular, o da area sob o

gréafico da funcao f(x) = x*. Agora, o0 autor faz uma proposta de aplicar essa idéia

para areas de regides genéricas. Para isso, promove uma articulacdo entre os
registros simbdlico e grafico, nos quais podem-se ver tratamentos no registro
grafico, aumentando o numero de subintervalos e, em consequéncia, diminuindo

o tamanho de cada um deles e a area se aproximando do valor procurado.

Comeca, observando que uma regido S representada na figura a seguir é
subdividida em n faixas de igual largura. Sendo a largura do intervalo b-a, entédo

L b-a .
a largura de cada faixa € dada por Ax=——. Isto faz com que estas faixas
n

dividam o intervalo [a,b] em n subintervalos [XOX]] [xlxj ..,[xn_l,xr] , COM X, =a

e X, =b.

ik

Figura 16: pagina 371
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Como a fungéo agora considerada ndo € monétona, pode-se observar que
pelo registro grafico, tomando-se os extremos direitos dos subintervalos, ja ndo se
tém apenas retangulos superiores, mas ha uma mistura de superiores e inferiores.
Neste caso, ndo se pode afirmar que a area da soma dos retangulos seja maior
Oou menor que a area da regido S. Mas 0 que o0 autor mostra a seguir € que,
independentemente, de se tomar o extremo direito ou esquerdo dos subintervalos,
quando se aumenta o numero de retangulo a soma de suas areas tende para o

mesmo valor, que serd definida como a area de S.

JFix)

0 a x, x x X1 X b x

Figura 8: pagina 371

E sugerido um tratamento que pode ser visto tanto no registro simbolico
como no grafico, para sugerir que a area da regido S é aproximada pela soma das

areas desses retangulos, que é R, = f (x)Ax+ f(x,)Ax+...+ f(x,)Ax.

@n=2 ' (byn=4

LR )

0| a b

(c)n==8

Figura 18: pagina 372
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A figura acima mostra essa aproximacao para n=2, 4,8 e 12. Observamos

que essa aproximacao aparenta tornar-se cada vez melhor a medida que se

aumenta o namero de faixas, isto €, quando n - .

Em seguida, define a area da regido S por.

2. Definigdo. A area A da regi&io S que esta sob o grafico de uma fungéo continua f é o
limite das somas das areas dos retangulos aproximantes:

A=limR, = Lim[f (x )Ax+ f(x,)Ax +...+ f(x,)Ax]

Pagina 372

Ele faz uma observacéo que, do lado esquerdo dos subintervalos e com

uma fungdo continua, a area € A= Limw R, = Lirg[f (xO)Ax+ f(xl)Ax+...+ f(xn_l)Ax],

} ) 1
com os subintervalos Ax fixos de valor =.
n

Para calcular a area de S, o autor trabalha com um retadngulos de base

a A
= ——. Para a altura de cada retangulo, toma o valor de f em cada extremo
n

direito do subintervalo. A soma das éareas dos retangulos é dada por
R, = f(x)Ax+ f(x)Ax+...+ f (x,)Ax.

Em seguida, o autor observa que a altura de cada retangulo pode ser o
valor de f em um ponto arbitrario Xi* pertencente ao intervalo [>§_1,>§], chamado
ponto amostral, gerando a expressdo A = lim|f (x )ax+ f (x;)ax +...+ £ (x, )ax| para

a area procurada. No exemplo 3, dado a segquir, trabalha uma vez tomando os

extremos direitos e outra vez escolhendo os pontos médios dos subintervalos.
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Exemplo 3. Seja A &rea da regido que estd sob o grafico de f(X) =e”* entre X=0 e
X=2.
a) Usando os extremos direitos, ache uma expressao para A como limite.

b) Estime a area tomando como pontos amostrais 0s pontos médios e usando quatro e
depois dez subintervalos.

SOLUCAO
a) Uma vez que a=0 e b=2, a largura de um subintervalo é Ax:ﬂ =E, logo
n n
2 4 2 2n . A . .
X=—, X%=—, X%X=—, X =—. A soma das areas dos retangulos aproximantes &
n n n n

R, = f(x)Ax+ f(x)Ax+...+ f(x,)Ax = €9 Ax + €2 Ax +...+ € " AX

- e BH e BH |+ el
O O O

De acordo com a definicdo 2, aarea ¢ A=IImR, =1im
n_ooo

n - oo

2y p ¥ o
n(e )]

« - L2
Usando a notagdo somatoéria podemos escrever |[im — Ze 2n
n— oo n &=

E dificil computar este limite a m&o, mas com ajuda de um CAS isso ndo é tdo complicado.
Na secdo 5.3 seremos capazes de encontrar mais facilmente A usando um método diferente.

b) Com n=4 os subintervalos com mesma largura AXx=05 sdo
[O; 0,5], [0,5; ﬂ , [1; 15 e[ 15 jZ . Os pontos médios desses intervalos sao
x =025 x,=075 x,=125 e x, =175, ¢ a soma das areas dos quatro retangulos

aproximantes (veja a figura 14) é
4

M, = Z f(xi* )Ax = £(0,25)Ax + £(0,75)Ax + f (1,25)Ax + f (1,75)Ax

— g0 (0,5) +e 07 (0,5)_‘_ o1 (0,5)_‘_ el (0,5) - %(e—o,zs +e 07 4 g e—1,75) ~0,8557.
Logo uma estimativa para a area é A = 0,8557.

Com n=10 os subintervalos s&o [0;0,2], [0,204,.., [183 é os pontos médios s&o
X =0L %x=03 %=03.; X,=19. Assim
A=M,, = f(00)Ax+ f (03)Ax+ f (05)Ax+...+ F(19)Ax =02(€%* +e°3 +e%%+...+e™°)= 08632

Y& L
I y=e=
0| T z x
FIGLRA 14 FIGLIRA 15

Exemplo 23: pagina 373
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O enunciado é apresentado no registro lingua natural. A resolucdo da
questao a) € trabalhada no registro simbolico algébrico e a questdo b) é resolvida
nos registros simbolico numérico e grafico, no qual sdo propostos dois

tratamentos na particdo dos intervalos com n=4 e n=10.

O autor faz o seguinte comentario: “é dificil computar esse limite a méao,
mas com a ajuda de um CAS (sistemas algébricos computacionais) isso néo é tao
complicado”. Isto é, com o uso de outros sistemas de representacdo (o
computador, com um programa adequado ou uma calculadora) é possivel

encontra-lo, mesmo em se tratando de fun¢des “mais complexas”.

Nessa introdugéo ao conceito de integral, o autor se propos a trabalhar dois
problemas: a questao da area e a questéo da distancia. Em relacdo a este ultimo,
comenta que, no caso em que a velocidade seja constante, a distancia é facil de
ser encontrada, mas com a velocidade variavel isto ndo é t&o trivial e sugere uma

investigacdo a partir do exemplo a seguir.

Exemplo 4. Suponha que queiramos estimar a distancia percorrida por um carro durante um
intervalo de tempo de 30 segundos. A cada 5 segundos registramos a leitura do velocimetro na
seguinte tabela:
Tempo (s) 0 5 10 15 20 25 30
Velocidade (mi/h) 17 21 24 29 32 31 28

Exemplo 24: pagina 374

O enunciado é apresentado nos registros lingua natural e tabela, para
organizacdo dos dados coletados no velocimetro. De inicio, é realizado um
tratamento no registro tabela, no qual é feita uma mudanca de unidades, de milha

por hora para pés por segundo.

Tempo (segundos) 0 5 10 15 20 25 30
Velocidade (pés/s) 25 31 35 43 a7 46 41
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Esta conversdo é feita para se ter o tempo e a velocidade em unidades

consistentes.

E usado o registro simbodlico numérico para fazer uma estimativa da
distancia obtendo 31x5+35x5+43x5+47x5+46x5+41x5=1215 pés. O autor
comenta que este calculo lembra ao leitor o calculo da area. Ela é esbogada no
registro grafico, no qual sdo construidos retangulos cujas alturas sdo os valores

das velocidades iniciais para cada intervalo de tempo, conforme figura:

1] Lk h| M

Figura 18: pagina 375

Sendo a distancia dada por d = velocidade x tempo, 0 autor observa que a
distancia percorrida por um objeto que se move com velocidade v= f(t), e

aproximadamente f(ti)At. Disto resulta, apés a conversdo do registro grafico
para o simbélico, d =1im$ f(t,_)at=1im$ f( )At.

n-oo = n- oo

No final desta secdo, sdo apresentados 24 exercicios, em cujos

enunciados sao utilizados diversos registros. Mostremos alguns deles:

O enunciado do exercicio que segue é apresentado nos registros lingua

natural, simbdlico e gréfico.
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1. a) Lendo os valores do grafico dado de f, use cinco retangulos para encontrar
estimativas superior e inferior para a area sob o grafico dado de f de x=0 at¢ x =10.
Em cada caso, esboce os retangulos que vocé usar.

b) Ache novas estimativas usando dez retdngulos em cada caso.

!
\
:
.|.

1] 5 10 x

Exercicio 16: pagina 376

O proprio enunciado sugere, para resolucdo, um tratamento no registro
grafico, e em seguida, uma conversao para o registro simbdlico, no qual serdo

efetuados varios tratamentos. Isto tanto para a questdo a) quanto para a b).

O exemplo seguinte foi selecionado porque também é solicitado o céalculo
de estimativas de areas, porém seu enunciado esta nos registros lingua natural e
simbdlico e, para a resolugéo, o enunciado sugere a utilizacdo de quase todos os

registros.

5. a) Estime a &area sob o gréafico de f(X)= X*+2 de x=-1 até Xx=2 usando trés

retdngulos aproximantes e extremos direitos. Entdo aperfeicoe sua estimativa usando seis
retdngulos aproximantes. Esboce a curva e os retangulos aproximantes.

b)Repita a parte a) usando extremos esquerdos.

c) Repita a parte a) usando os pontos médios.

d) De seus esbocos das partes a), b) e ¢), qual aparenta ser a melhor estimativa?

Exercicio 17: pagina 376

A resolucdo envolve: a construcdo de grafico, para a interpretacdo da
regido da qual se deseja calcular a area; estimativa da mesma, utilizando o
registro simbolico, variando o niumero de retdngulos; usando somas das areas

dos retangulos superiores, inferiores e daqueles cujas alturas sdo dadas pelo
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valor da funcdo nos pontos médios de cada subintervalo; uma analise dos valores

encontrados que pode ser feita no registro lingua natural.

Os dois exercicios que seguem sao aplicacdes a Fisica.

No primeiro, o enunciado também é apresentado nos registros lingua
natural e tabela. A resolucdo pode ser feita no registro simbdlico com o auxilio do
grafico para interpretacdo da situacao-problema, seguindo 0s mesmos

procedimentos utilizados nos exemplos.

11. A velocidade de um corredor aumenta durante os trés primeiros segundos de uma corrida.
Sua velocidade na metade do segundo intervalo é dada em uma tabela. Ache as estimativas
superior e inferior para a distancia que ele percorreu durante esses trés segundos.

T(s) 0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0
V (pés/s) 0 6,2 10,8 14,9 18,1 19,4 20,2

Exercicio 18: pagina 377

No segundo, o enunciado € apresentado nos registros lingua natural e
grafico. A resolugdo pode ser feita no registro simbolico numérico, como
apresentado em exercicios anteriores. A resolucao ja € praticamente indicada no
enunciado, porém se o leitor quiser conseguir uma melhor aproximacéo, pode
usar um refinamento da particdo sugerida, fazendo calculo por falta ou por

€XCessO.

13. O grafico da velocidade de carro freando é mostrado. Use-o para estimar a distancia

|

percorrida pelo carro enquanto os freios estéo aplicados

¥
(peae]

[} r
| megueckan )

Exercicio 19: pagina 377
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Nessa lista sdo apresentados seis exercicios com proposta para utilizacdo
de sistemas computacionais. Segue um deles.

21. a) Expresse a dreasobacurva y = x> de 0 a 2 como um limite.

b) Use um sistema algébrico computacional para achar a soma em sua expresséo da parte a).
c¢) Calcule o limite da parte a).

Exercicio 20: pagina 378

Como a funcdo a ser trabalhada pode apresentar célculos muito

trabalhosos, a sugestdo de uso de um CAS, sugerido no item b, € amplamente
justificavel.

A proxima secdo € dedicada a definicdo de integral. O autor recorre ao
limite anteriormente trabalhado para o calculo de area e de distancia. Apresenta a

definicdo nos registros simbalico e lingua natural.

2. Definicdo da Integral Definida. Se f ¢ uma fungdo continua definida por a< X<b,

. . . . N a .

dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos de comprimentos iguais AX =——. Seja
n

XO(= a),xl,xz,...,xn(: b) 0os extremos desses subintervalos e vamos escolher os pontos

amostrais X, X,,..., X, nesses subintervalos de tal forma que X esta no i-ésimo subintervalo

[Xi_l, Xi] . Entdo a integral definida de f é Ibf (X)dx =lim i f (xi*)Ax.

Pagina 378
Na definicdo proposta podemos fazer as seguintes observacoes:

* A funcdo f tomada é continua, ndo sdo considerada as fungdes descontinuas

gue séo integraveis.

» Os subintervalos sdo de tamanhos iguais 0 que ndo é necessario, bastando que

apenas o0 maior deles tenda a zero. Vemos aqui uma comodidade para efeito de

calculo em que os tratamentos sao facilitados.
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 E estabelecido que o ponto a escolher nos intervalos sdo pontos amostrais
embora nos exemplos e exercicios propostos, os pontos escolhidos sejam

sempre as extremidades dos subintervalos ou o ponto medio dos mesmos.

* A definicdo é dada com o numero de subintervalos (n) tendendo a infinito (e n&o

fazendo o valor maximo de Ax tendo a zero).

O autor apresenta varias notas, sendo que a primeira segue abaixo,

explicando os elementos e simbolos utilizados na definigéo.

Notal. O simbolo | foi introduzido por Leibniz e é chamado de sinal de integral. Na notacéo
b

J' f(x) dx, f(x) é chamado de integrando, a e b s&o chamados de limites de integragéo, a
a

é o limite inferior , b € o limite superior, e o simbolo dX por si s6 ndo tem um significado

b
oficial; J' f(x) dx é todo um simbolo. O processo de calcular uma integral é chamado de
a

integracao.

Pagina 378

: b . . ~
Ressalta que a integral I f(x) dx, € um nimero e que ndo depende de x.
a

Em seguida, enfatiza que, sendo f continua, o limite sempre existe e resulta o

mesmo numero, ndo importando como é feita a escolha dos pontos nos

subintervalos.

n
Na proxima nota, explicita que a soma Z f (XiD)AX € a soma de Riemann.
=

No caso de f ser positiva, tal soma representa a soma das areas dos retangulos
. : . b : )
aproximantes. Assim, a integral de I f(x) dx pode ser interpretada como a area
a

sob acurva y = f(x), de aaté b.

! Pontos Amostrais. S&0 0s pontos )g* tomados arbitrariamente nos subintervalos, determinados pela
particdo.
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1

| —
I

0 i@ h
FIGURA 2

Figura 19: pagina 379

Nesta introducdo fica ressaltada a conversédo entre os registros gréfico,

simbdlico e lingua natural.

Aparece ainda, nesta nota, um tratamento nos registros simbdélico e gréafico

para a interpretacdo da integral, no caso em que f assume valores positivos e

negativos. Nesse caso, chama atencao para o significado da soma de Riemann;
ela € a soma das areas dos retangulos que estdo acima do eixo X e 0 “negativo”
das areas dos retangulos que estdo abaixo do eixo do x. Tomando-se o limite

dessas somas de Riemann, obtém-se a integral que pode ser interpretada como
. . , b , i . )
“area liquida”, isto &, I f(x) dx=A —A,. Sendo A, a area da regido acima o eixo
a

do x e abaixo do grafico de f e A, a area da regido abaixo do eixo x e acima do

grafico de f , utilizando o registro grafico ilustra esta situacao.

FIGURA 3 FIGURA 4
E, ﬂx,‘* )A.x € uma aproximacio para J-bf (x) dx ¢ a drea liquida.
a drea liguida. a

Figura 20: pagina 380

S&o desenvolvidos quatro exemplos. O segundo chama atencdo pela

quantidade de registros e tratamentos usados.
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Exemplo 2. a) Calcule a soma de Riemann para f(x): x®—6X tomando como pontos
amostrais os extremos direitose a=0, b=3 e n=6.

3
b) Calcul 5 - .
) acueL(x 6x)dx
1
Solugdo. A) Com N =6 o comprimento dos intervalos ¢ AX=—— = —— = E € 0s extremos

direitos sdo X, =0,5; X, =1,0; X, =15; X, =2,0; X; = 2,5; X, = 3,0. Logo a soma de
Riemann é

R, = Z )ox = £(05)Ax + f(1,0)Ax + f(1,5)Ax + f(2,0)Ax + f(25)Ax + f(3,0)Ax

= %(— 2,875-5-5,6 - 4+,625+9) = ~3,9375

Observe que f n&o é uma funcéo positiva, e portanto a soma se Riemann no representa uma

soma de areas de retangulos. Mas ela representa a soma das areas dos retangulos cinza (acima
do eixo x) menos a soma das areas dos retangulos azuis (abaixo do eixo x) na figura 5.

b) Com n subintervalos temos que Ax = b-a =3 Assim X, =0, % =3/n,x,=6/n, x;=9/n,
n n
em geral, X = 3i/n. Uma vez que estamos usando os extremos direitos, podemos usar a
equacao 3;
| (x —6x)dx—I|m f(x)Ax =lim S P = im 3 Z@g 65&—%
nﬁoolz nﬁoolz nl:ln nﬁoon &
- (27,18, D 0 . Be1m(n+1)df 54n( +1)

=
limy 25 ey ) TMETE 2z B 2z H

~imP2R+ 1] —27B.+1%=8—1—27=—£=—6,75
n-e54 0 nQg o np 4 4
Essa integral ndo pode ser interpretada como uma area, pois f assume valores positivos e

negativos. Mas ela pode ser interpretada como a diferenca de areas A — A,, sendo que
A e A, estdonafigura 6.

A figura 7 ilustra o célculo mostrando os termos positivos e negativos na soma de Riemann
direita R, para n = 40. Os valores na tabela mostram as somas de Riemann tendendo ao valor

exato da integral, — 6,75, quando N — oo,
¥ >

y=x~6x T y=x' - 6x

FIGURA & FIGURA 6
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n Ra
40 -6,3998
100 -6,6130
500 -6,7229
FIGURA 7 1000 -6,7365
—6,3998 5000 -6,7473

Exemplo 25: pagina 381

O enunciado é apresentado como combinagdo dos registros lingua natural
e simbdlico. Ele é dividido em duas questfes: na primeira, pede-se para calcular a

soma de Riemann para a fungdo f(x)=x*-6x, no intervalo [0,3] que é dividido
em 6 partes e na segunda, pede-se para determinar a integral da mesma funcéo

e no mesmo intervalo.

A resolucdo da primeira questdo € desenvolvida no registro simbdlico com

6
alguns tratamentos para se encontrar a resposta R6:Zf(>q)Ax:—3,9375.

Fazendo uma conversédo para o registro grafico, o autor comenta o significado

desse numero como sendo a diferenca de soma de area de retangulos.

Na segunda questao, o célculo é feito para o intervalo dividido em n partes
iguais, no registro simbdlico, no qual utiliza alguns tratamentos para se obter o

valor da integral como sendo -6,75. E realizada uma conversdo para o registro

grafico para mostrar a regido correspondente, dividida em A; e A,, as quais estao
localizadas acima e abaixo do eixo X, respectivamente. Comenta que este
resultado pode ser interpretado como a diferenca de area da superficie A; e A,.

Esta interpretagédo é justificada através de uma soma de Riemann R, para n =40

com conversdes dos registros lingua natural, grafico e tabela.

No final da solucdo, deixa-se uma observacdo que o calculo da integral

pode ser simplificado, o que sera discutido posteriormente.
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Este exemplo pode deixar claro para o leitor que o célculo da integral,
assim como da soma de Riemann, nem sempre representa uma area. Neste caso

a funcéo trabalhada n&o é positiva no intervalo [0,3].

Em seguida, é desenvolvido aquilo que o autor chama de regra do ponto

médio, que consiste em tomar o ponto amostral x’ como sendo o ponto médio X

de cada subintervalo. Isto é feito, usando os registros lingua natural e simbélico. E

resolvido um exemplo nos registros simbdlico e grafico, usando esta “escolha”.

Regra do ponto médio
_[: f (xax = Z f (% )ax = Ax[ f (x )+ 03 f (x,)] onde a=P e

n

- 1 adi
X :E(K_l,x): ponto médio de[)g_l,x]-

Pagina 384

Sao apresentadas em dois blocos, propriedades da integral no registro

simbdlico. No primeiro bloco, aparecem as 5 que seguem.

Propriedades da Integral

1. J:C dx = c(b - a), onde c ¢ qualquer constante
2. J’:[f (x)+ g(x)] dx :I: f(x) dx+J':g(x) dx
3. J:Cf (x) dx =CJ': f (x) dx, onde c € qualquer constante
4.J’:[f (x)- g(x)] dx =I: f (x) dx—-[:g(x) dx
c b b
S'Ia f (x) dx+J; f (x) dx =L f(x) dx

Pagina 385

A primeira propriedade é ilustrada, utilizando o registro gréfico e lingua

natural.
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Figura 21: pagina 385

Essa propriedade estabelece que a integral de funcéo constante f(x) =cé

a constante multiplicada pelo comprimento do intervalo. Se ¢>0 e a<b, isto

D~

esperado, pois c(b - a) a area do retangulo sombreada na figura.

Ja propriedade 2, € demonstrada no registro simbdlico, como se pode ver
abaixo.

L1160+ gl x=tim S [1(x)+ gl Jave=1im S 1 )x+ 5

=limy f(x)Ax+Limiig(x)AX =j:f (x) dX+j:9(X) dx

| —» o0

Pagina 386

A quinta propriedade € interpretada graficamente.

0

FIGURA 15

Pagina 386
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O exemplo a seguir, apresentado nos registros simbdlico e lingua natural,

objetiva a ilustracéo de tal propriedade.

10
0

8 10
Exemplo 7. Se J' f(x)dx=17 e J;) f(x)dx=12, acheaJ;3 f(x) dx.
Solugéo
8 10 10
Pela propriedade 5 temos J;) f (x) dx +L f (x) dx IJ;) f (x) dx.

Logo Of X) dx = Of X) dx — 81‘ X)dx=17-12=5
f : f

Exemplo 26: pagina 387

Em seguida, apresenta as propriedades comparativas.

Propriedades Comparativas da Integral

b
6.Se f(x)=0 para as XSb,entéoL f(x)dx=0.

7.se f(x)2 g(x) para a< x< b,entaof:f(x) dx > :g(x) dx.
b

8.Se m< f(x)< M para a< x<b, entdo m(b—a)sJ’ f(x)dx<M(b-a).

Q

Pagina 387

Demonstra a numero 8, depois de apresentar uma representacao grafica.

FGURA 16

Pagina 387

Em seguida, apresenta um exemplo também utilizando a conversao do

registro grafico para o simbalico.
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S&o apresentados 65 exercicios, em cujos enunciados sobressaem o0s
registros tabela, simbdlico, lingua natural e grafico e alguns com propostas de

utilizacao de recursos computacionais.

Alguns exercicios propdem o calculo da soma de Riemann, utilizando como
pontos amostrais 0s extremos direitos, esquerdos ou meédios, segue um exercicio

utilizando os pontos meédios.

3.Se f (X) =/x -2, 1< X< 6, calcule a soma de Riemann com N =5 correta até a sexta

casa decimal, tomando como pontos amostrais os pontos médios. O que representa a soma de
Riemann? llustre com um diagrama.

Exercicio 21: pagina 388

Uma possivel solucao é:

. L 5
Através de tratamento numérico, temos Ax:?:gzl e 0S pontos

médios dos subintervalos sdo x=15; x=25; x=35; x=45; x=55. Pela soma de

Riemann, temos Z (%, )ax =10{({15 - 2)+ (25 - 2)+ (35 - 2)+ ({25 - 2)+ (5.5 - 2)) = -0 856750-

No exercicio 8, cujo enunciado esta nos registros lingua natural e tabela,
séo solicitadas estimativas para o valor de uma integral, além de comparagdes e

comentarios sobre tais estimativas.

8. A tabela fornece os valores de uma funcéo obtidos experimentalmente. Use-o para estimar
6
J(') f(X) dx utilizando trés subintervalos iguais com (a) extremos direitos, (b)extremos

esquerdos e (c) pontos médios. Se for sabido que a funcéo é decrescente, vocé pode dizer se
suas estimativas sdo menores ou maiores do que o valor exato da integral?

X 0 1 2 3 4 5 6
F(x) 9,3 9,0 8,3 6,5 2,3 -7,6 -10,5

Exercicio 22: pagina 388
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No exercicio que segue, o autor propde o calculo de areas de regides entre

uma curva f(x) e o eixo do x, em diversos intervalos de integragdo. Em seu

enunciado, destacam-se 0s registros graficos, simbdlico e lingua natural.

29. O gréafico de f estdmostrado. Calcule cada integral interpretando-a em termos das areas.
2 5 7 9
J | f (x) dx b) [ f (x) dx o [ f (x) dx d [ f (x) dx
¥
N kb | |
[ 3 | \h |
| \ |
] 4 4 [\ ! 8 a
- N
_ : -

Exercicio 23: pagina 389

Exercicios desse tipo ndo sédo frequientemente explorados. O autor da o
enunciado utilizando o registro grafico e pede para que algumas integrais sejam
calculadas a partir de determinados intervalos dados. Para tal, o leitor devera
observar em cada caso qual é a figura geométrica da qual cada integral
representa a area. No caso da questdo c), f é negativa no intervalo de

integracdo. Podera também argumentar no registro lingua natural, o0 que também
confirma a importancia das conversdes, em especial das ndo congruentes e, em
consequéncia, a integral solicitada € o “negativo” da area calculada. Ja no item d,
a funcado apresenta partes positivas e partes negativas no intervalo de integracao.
Nesta Ultima parte deve se proceder como no anterior no que se refere ao

intervalo [5,9] :

O autor encerra esta se¢édo, com um projeto que denomina de descoberta,
gue compde-se de quatro exercicios, cada um deles subdividido em subitens.
Esse projeto se chama Funcbes Areas e objetiva exatamente a vincula¢do da
integral com area de uma regido plana. A dltima parte do projeto € uma questao

aberta solicitando uma conjectura relacionando a integral com a derivada. Esta
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conjectura pode servir de link com a secdo seguinte que trata do Teorema

Fundamental do Calculo.

Projeto Descoberta

Funcées Areas
l.a) Trace areta Y =2t +1 e use a geometria para achar a area sob essa reta, acima do eixo

t, e entre as retas verticais t =1 e t = 3.
b) Se X>1, seja A(X) a area da regido que estisob areta Yy=2t+l entre t=1e t =3.
Esboce essa regido e use a geometria para achar uma expressao para A(X).

c) Diferencie a funcéo area A(X). O que vocé nota?

2.a) Se Xx= -1, seja A(X) :J'_Xl(1+ tz) dt , A(X) representa a area de uma regido.

b) Use o resultado do exercicio 26 da secdo 5.2 para encontrar uma expressao para A(X).
c) Ache A (X) O que vocé nota?
d) Se X= -1 e h é um nimero positivo pequeno, entdo A(X— h)— A(X) representa a area de

uma regido. Descreva e esboce a regiao.
e) Trace um retangulo que aSJroxime a regido d parte (d). Comparando as areas dessas duas

A(x-h)- A(x)
h

f) Use a parte (e) para dar uma explicacédo intuitiva para o resultado da parte (c).

=1+ x°.

regibes, mostre que

3. a) Trace o gréafico da fungéo f (X) = COS(XZ) na janela de inspecao [0,2] por [—1,25; 1,25] .
b) Se definirmos uma nova fungdo g por g(X)=J(')XCOS(tZ)dt entao g(X) € a area sob o

grafico de f de 0 até x [até f(X) torna-se negativa, onde g(x) torna-se uma diferenca de

areas]. Use a parte (a) para determinar o valor de x no qual g(x) comeca a decrescer.
[Diferente da integral do problema 2, € impossivel calcular a integral definindo g para obter uma
expressédo explicita para g(X)].

c) Use o comando de integracio em sua calculadora ou computador para estimar
g(O,Z), g(0,4), g(0,6), ey g(l,8), g(O,Z). Entdo use esses valores para esbocar um grafico
de g.

d) Use o gréfico de g da parte (c) para esbogar o grafico de g' usando a interpretagéo de

g'(X) com a inclinagdo de uma reta tangente. Como comparar §' com o gréfico de f .

4. Suponha que f seja uma funcdo continua em um intervalo [a, b] e definimos uma nova

funcéo g pela equagéo g(x) = J: f (t) dt .

Baseado nos resultados dos problemas 1-3, conjecture uma expressao para g'(X).

Pagina 390

A secado que trata do Teorema Fundamental do Calculo inicia-se por um

comentario histérico do Calculo Diferencial e Integral, ressaltando que o calculo
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diferencial surgiu do problema da tangente, enquanto que o Calculo Integral
surgiu do problema da area. Destaca os papeéis de Newton e Leibniz na
exploracdo da relacéo integral /derivada. O autor divide este teorema em duas
partes: a parte |, é provada, usando os registros grafico e simbdlico, e tratamentos

neste dltimo registro.

O Teorema Fundamental do Célculo, Parte 1. Se f for continua em [a, b], entdo a funcdo

g definida por g(x) = J':f (t)dt a<x<b écontinuaem [a, b] e diferenciavel em (a,b) e

9'() = f(x).

Pagina 392

Logo apods, sao apresentados trés exemplos, envolvendo 0s registros

grafico e simbdlico, associando derivada e integral.

X
Exemplo 1. Ache a derivada da fungéo g(X)=J; V1+t? dt .
Solucéo.
Uma vez que 1‘(t)=\/1+t2 € continua, a Parte 1 do teorema Fundamental do Calculo

fornece g (X) =V1+x%.

Exemplo 27: pagina 394

No primeiro exemplo, o enunciado utiliza os registros simbdlico e lingua

natural e a resolucgéo é feita no registro simbdlico.

A prova da parte 2, do Teorema Fundamental do Célculo, é feita no registro
simbdlico e os exemplos propostos utilizam os registros de lingua natural,

simbalico e grafico.

Teorema Fundamental do Célculo, Parte 2. Se f for continua em [a,b], entao
J'bf(x) dx=F(b)- F(a) onde F ¢é qualquer antiderivada de f, isto é, uma funcdo tal que
a

F'=f.

Pagina 395



120

Destacamos o exemplo a seguir, que propde a verificagdo de um erro.

Exemplo 8. O que esta errado no seguinte calculo?

LgeXd 1, 4
-1, 3 3
Solucgéo

Para comecar notamos que esse calculo deve estar errado, pois a resposta é negativa, mas

b

[—l3] e a propriedade 6 de integrais estabelece que J' f(X) dx quando f =0. O Teorema
a

Fundamental do Calculo aplica-se a uma funcao continua. Ele ndo pode ser aplicado aqui, pois

b
J' f (X) dX n&o é continua em [—1,3]. De fato, f tem uma descontinuidade infinita em X =0,
a

1 L
portanto ) dX nao existe.
_1 X

Exemplo 28: pagina 397

A resolucdo € apresentada nos registros lingua natural e simbdlico.
Observamos que a fungdo integranda nado esta definida no ponto de abscissa zero
e o0 autor classifica este fato como sendo ela descontinua infinita neste ponto, logo
essa integral ndo existe. Este exemplo € bastante elucidativo no sentido de ndo
se aplicar o Teorema fundamental do Calculo quando suas hipoteses ndo séo

verificadas (no caso f deve ser continua em [a, b]).

No final da secdo, sdo apresentadas diferenciacdo e integracdo como
processos inversos. Em seguida, sdo apresentados 66 exercicios, com a

utilizacéo de varios tipos de registros nos enunciados.

Selecionamos o quinto exercicio, a primeira parte do TFC e o trigésimo que

utiliza a segunda parte do teorema.

5. Use a parte 1 do Teorema Fundamental do Calculo para achar a derivada da funcgéo

g(x) = LX«/1+ 2x dx.

30. Use a parte 2 do teorema Fundamental do Célculo para calcular a integral J:)l(3+ X\/;) dx,

ou explique por que ela ndo existe.

Exercicio 24: pagina 399
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O enunciado de ambos esta nos registros lingua natural e simbdélico.

A resolucédo do quinto é de fato uma aplicacéo direta do TFC, pois a funcéo

g(x):LX\/1+ 2t dté continua. A parte 1 do Teorema Fundamental do Célculo

fornece g'(x)=+1+2x.

A resolucédo do exercicio 30 também € uma aplicacédo direta da segunda

parte do teorema, pois

|:| 2 d 2 2
Il(3+x\/§)dx:@x+2X\/;D: .1+2EL\/i Eﬂ)+2[o‘/6 =17
0 0 5 4 5 5 5
No proximo exercicio, sugere a utilizagdo de recursos computacionais para
calcular a integral. Para a interpretacdo da diferenca, pode-se usar o registro

simbdlico e para fazer o esboco, o registro grafico.

45, Calcule a integral e interprete-a como uma diferenca das areas. llustre com um esboco.

fl X3 dx

Exercicio 25: pagina 399

Sabendo que a integral pode ser visualizada como uma area, podemos

calcula-la como soma de areas da seguinte maneira: dividimos o intervalo [—l2]

em duas partes [—lO] e [0,2], fazendo o célculo das integral nos novos intervalos

0 2 . - .
temosjlx3 dx e J’Ox3 dx, fazendo tratamentos algébricos e numéricos conclui-se

o, O _ 1 ., 0 _16 , L
ue X dx = =— e x> dx = =——_=4., A area da regiao a
que [ dad, 4 ) Hagd 4 J

esquerda do eixo dos y é o “negativo” da integral, no intervalo [-10], isto &,

—E—%§=% Entdo podemos expressar a integral pedida em termos de soma de

areas Iz x® dx:I0 x® dx+‘[2x3 dx:4—B-EH=E. Segue o gréfico.
-1 -1 0 O 4D 4
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O autor discute em uma sec¢ao a integral indefinida, salientando a diferenga

entre esta e a integral definida: a segunda ff(x) dx € um nimero e a primeira
a

I f(x)dx € uma familia de fungdes. Para desenvolver o contelido desta segéo,

sdo explorados varios registros, tais como: simbdlico, grafico, lingua natural e

tabela. Apresenta uma tabela de integrais indefinidas.

A seguir, em outra secao, € trabalhada a regra de substituicdo para calculo
de integrais no registro simbolico com poucas conversdes e na maioria dos
exemplos, observam-se tratamentos. E feita a prova da regra de substituicio para
integral definida. Destacamos um exemplo em que aparece a conversdao do
registro lingua natural para o grafico. O que permite a visualizacdo do que altera
nesta representacdo, quando se altera a variavel de integracéo. E pedido para se

calcular I:\/2x+1 dx.
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du
..toma-se U=2Xx+1e dx = 7 Para encontrar os novos limites de integracdo notamos que

guando X=0,u=1equando X=4,u=9.

Portanto J:\/2X+1 dx :_[19%\/6 du =%%u”§ = %(9% —1%)= 2—36

Observe que quando usamos (6) ndo retornamos a variavel x apés a integracdo. Simplesmente

calculamos a expresséo em u entre os valores apropriados de u.

¥ e y

Exemplo 26: pagina 414

Na resolucdo, as conversdes sdo fundamentais, pois vao e voltam do
registro simbdlico para o lingua natural, e termina com o registro grafico que
permite a visualizacdo da nova regido que possui area de mesmo valor que

anterior.

Em seguida, trabalha as integrais de funcbes simétricas. Enuncia o

seguinte teorema.

7. Integrais de fungbes Simétricas. Suponha que f ¢é continua em [— a, a] .

(@) Se f for par [f (-x)=f (X)] , entdo fa f(x) dx = 2]: f(x) dx.

(b) Se f forimpar [f (-x)=f (X)] , entdo J'_aa f(x)dx=0

Pagina: 415
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Faz a demonstracao no registro simbdlico e uma conversao para o registro

grafico que pode facilitar a visualizacao.

@ foue. [* foode=2 [ firde (b) f tmpar, [ fleyds = 0
= FIGURA 4

Pagina 416

A lista de exercicios traz 83, sendo que a maioria no registro simbalico,

alguns na lingua natural e dois deles sao aplicacées a Medicina e a Economia.

O capitulo € encerrado com uma secao, onde o logaritmo é definido como

integral.
x1
1. Definicdo. A funcéo logaritmo natural € uma funcéo definida por Inx =£ Edt x>0
Y
0 l x
Pagina 418

O autor d4 um tratamento alternativo para as funcdes Inx,e*,a*,log, x e

suas derivadas, utilizando o Teorema Fundamental do Célculo. O logaritmo
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natural é visualizado como uma area entre 0 eixo X e a curva ft)= Sao

~— | =

trabalhadas algumas propriedades dos logaritmos e a funcdo exponencial é
definida como funcéo inversa do logaritmo. Os exemplos desenvolvidos utilizam o
registro grafico e/ou simbdlico, e sdo apresentados dez exercicios nos registros

simbdlico e lingua natural.

No livro, ha dois capitulos sobre aplicacdes de integral. S&o trabalhados os
seguintes assuntos: calculo de areas de regides entre curvas, volumes de solidos
de revolucédo, trabalho produzido por uma for¢ca no deslocamento de um objeto,

etc... As situagBes-problema utilizam varios registros.
O capitulo inicia com a secdo sobre areas de regido plana entre curvas.

Neste ponto, poderia questionar-se: Este assunto ja néo foi trabalhado no
capitulo anterior? A resposta seria: foi apresentado o calculo da area de regibes,
em um intervalo [a,b] , compreendida entre uma curva y = f(x) e 0 eixo do x. Aqui
sdo estudados casos mais gerais de célculo de area de regides entre duas

curvas.
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Considere a regido S que esta entre as duas curvas Yy = f(X) ey= g(x) e entre as retas
verticais X=a e X =D, onde f e g sdo fungdes continuas e f(X)Z g(X) para todo x em
[a, b] . (Veja a figura 1.)

y=fx}

=y = g(x)

Assim como nés fizemos para areas sob curvas na secdo 5.1, dividimos s em n faixas de
larguras iguais e entdo aproximamos a i-ésima faixa por um retangulo com base AX e altura
£(x)

como pontos de amostragem, neste caso X =X . Assim a soma de Riemann

- g(Xi*). (Veja a figura 2.) Poderiamos ainda tomar todos os pontos extremos direitos

n
Z [f ()g*)— g()g*)AX €, portanto, uma aproximac¢do que nos intuitivamente pensamos como a
1=

areade S.

o i s S

L) - ()

Figura 2

Esta aproximacao parece melhor quando N — oo . Portanto nés definimos a area a de S como
o valor limite da soma das areas destes retangulos aproximantes.

A=tims [1(x)- ofs Jax

Pagina 433

Este ultimo limite pode ser interpretado como uma integral que fornece a

expressao da area desejada A= J’:[f (x)— g(x)] dx.

O autor desenvolve a idéia, iniciando com os registros lingua natural e
simbdlico. Em seguida, faz uma conversdo destes registros para o grafico. Apos

tratamentos neste registro, ha uma outra conversao para o registro simbalico.
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Sao desenvolvidos seis exemplos a partir dos registros citados.

Destacamos trés deles.

Exemplo 2. Encontre a area da regido entre as pardbolas y = X% e y =2X- X2
Solucéo. NOs primeiro encontramos os pontos de intersec¢do das parabolas resolvendo suas

equacdes simultaneamente. Isto resulta em X° =2X—X°, ou 2x®=2X. Portanto,
X(X—l) =0; assim, X=0 ou 1. Os pontos de intersec¢éo sé&o (0,0) e (ll). Nos vemos que

na figura 6 que as fronteiras superior e inferior sdo Yy; = 2X— X* e Ve = x%. A area de um
retangulo tipico é (yT - yb)AX = (ZX— XZ — XZ)AX e aregido esta entre X =0 e X =1. Entéo

a area total é A:Jj(Zx—sz)dXZZJj(Zx—Zx )dx Zékﬁ —SE]— B]—' ;,@_3

FIGURA &

Exemplo 30: pagina 434

O enunciado é apresentado nos registros lingua natural e simbdlico. A
resolucao inicia com estes registros, depois € feita uma converséo para o registro
grafico e finalizando com outra conversao para o registro simbélico, no qual é

dada a resposta.

No exemplo seguinte, o enunciado € apresentado nos registros lingua

natural e grafico.
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Exemplo 4. A figura 8 mostra as curvas de velocidade de dois corpos A e B, que parte lado a
lado e se movem na mesma estrada. O que a area entre as curvas representa? Use a regra do
ponto médio para estima-la.

B DL e

Exemplo 31: pagina 436

Na resolucdo, estdo envolvidos os registros simbdlico, tabela e lingua
natural. E feita uma convers&o do registro gréafico para o tabela. Os pontos médios

dos intervalos sdo calculados no registro simbdlico. Em seguida € dada a solucgéo.

Solugdo. N6s sabemos da secdo 5.4 que area sob a curva de velocidade a representa a
distancia percorrida pelo carro A durante 16 segundos. Similarmente a area sob a curva b é a
distancia percorrida pelo carro B durante o mesmo periodo de tempo. Assim a area entre estas
curvas, que é a diferenca entre as areas sob as curvas, é a distancia entre os carros apés 16
segundos. No6s obtemos as velocidades a partir do grafico e as convertemos para pés por

segundo Hmi/h = ?p&/sﬂ
i

t 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Va 0 34 54 67 76 84 89 92 95

Vg 0 21 34 44 51 56 60 63 65
VA-VB]| O 13 20 23 25 28 29 29 30

Nés usamos a regra do ponto médio com N =4 intervalos, de tal forma que At =4. Os
pontos médios dos intervalos sdo t =2,t,=6,1,=10 e t,=14. Nos estimamos a
distancia entre os carros apds 16 segundos, como a seguir:

J';s(vA v, ) dt = At(13+ 23+ 28+ 20)=4(93) =372 pés

Antes do proximo exemplo escolhido, o autor faz um comentério, usando
0s registros lingua natural, simbdlico e grafico, sobre funcdes que sdo melhor
tratadas considerando x como fungéo de y. Se duas fungées f(y) e g(y) séo

continuas e f(y)=g(y) para c<y<d, conforme figura abaixo, entdo a area é

A=j:[f(y)—g(y)] dy.
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Figura 22: pagina 437

Em seguida, é apresentado um exemplo para aplicagdo da integral para
uma curva x dada em fungdo de y. O enunciado € dado utilizando os registros

lingua natural e simboalico.

Exemplo 6. Encontre a area limitada pela reta y = x—1 e pela parabola y> = 2x+6.

Solugcdo Resolvendo as duas equagdes nos descobrimos que os pontos de interseccdo sao
(—1—2) e (5,4). Nos resolvemos a equacdo da parabola para x e notamos pela figura 13 que as
curvas de fronteira esquerda e direita séo

Xg=y+1l

FIGURA 13 FIGURA 14

NO6s devemos integrar entre os valores apropriados de y, y=-2 e y=4. Assim

A:fz(XR—XLdy):fzay+l)—%y2—3%13/ :J'_Az%y2 + y+3%ﬂy
= -;Eﬁ%fwg = —}(64)+8+16—Eg+2—8§:18

o, 6
NOs poderiamos ter encontrado a area no exemplo 6 integrando em relagéo a x em vez y, mas
o calculo é muito maior. Isto significa dividir a regido em dois e calcular as areas A; e A, na

figura 14. O método que nés usamos no exemplo 6 € muito mais facil.

Exemplo 32: pagina 437
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Na resolucao, séo utilizados os registros lingua natural, grafico e simbadlico.
Sao encontrados os pontos de interseccdo das curvas. Para isto, 0s possiveis
tratamentos, no registro simbdélico ndo sdo explicitados, mas 0s pontos Ssao
destacados no registro grafico. As fungbes dadas no enunciado sédo apresentadas
como y em funcdo de x, mas sdo mostradas no mesmo registro através de um
tratamento, como x em funcéo de y. E ressaltado que o intervalo de integragéo é

dado por -2<y<4 e apresenta os calculos no registro simbolico, com

tratamentos algébricos e numéricos. O exemplo é encerrado com um comentario
no registro lingua natural, que na integracdo em relacdo a x em vez de y, 0

calculo seria mais trabalhoso.

Dos 49 exercicios propostos, destacamos quatro deles a seguir.

Nos dois primeiros escolhidos, os enunciados sdo apresentados nos

registros da lingua natural e gréfico.

1-4. Encontre as areas das regides sombreadas.

)

¥4

y=xi_4x

Exercicio 27: pagina 438

A resolucéo pode ser feita, convertendo o registro grafico para o simbalico.

No primeiro, o intervalo de integracdo € dado pelos pontos de intercessdo das
6
duas curvas, que é [0,6] e a area € dada pela expressao A:J'02x—(x2 —4x)dx.

Utilizando tratamentos algébricos e numéricos, conclui-se que A= 36.
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No segundo exercicio, para facilitar o processo do calculo, pode-se fazer a

integracdo em funcdo de y. Com isso, teremos as curvas x=y-5 e x=Yy*, 0
intervalo de integracdo sera [-12] e a area dada por A= y?—(y-5)dy, com

tratamentos no registro simbolico, semelhantes ao ultimo exemplo, encontra-se a

area desejada.

Nos exercicios de 5 a 26, os enunciados sdo apresentados nos registros da
lingua natural e simbdlico. Na resolucdo deles, podem ser utilizados varios
registros, é necessaria a tomada de decisdo sobre a variavel de integracao.

Segue um deles:

13. Esboce a regido limitada pelas curvas dadas. Decida quando integrar em relagcdo a x ou y.
Desenhe um retangulo tipico de aproximacao e coloque sua altura e largura. Entdo calcule a
area da regido.

y=4x’, y=x*+3

Exercicio 28: pagina 438

O enunciado deste exercicio sugere que, na sua resolucdo, se facam
conversdes do registro simbodlico para o grafico, com alguns tratamentos neste

altimo e converte novamente para o simbalico.

O proximo exercicio selecionado tem uma peculiaridade, relaciona a curva

e a tangente por de seus pontos.

44, Encontre a area da regido limitada pela parabola y = X, pela reta tangente a esta

parabola em (ll), e 0 eixo X.

Exercicio 29: pagina 439

Para a resolucdo deste exercicio, € necessario mobilizar conhecimentos
anteriores, como a equagao da reta tangente a uma curva e observar que a
superficie da qual se quer calcular a area néo esta limitada somente por estas

duas curvas.
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Na determinacdo da reta tangente ao grafico de y=x* passando pelo
ponto de coordenadas (11), é preciso calcular o valor da derivada da fungéo

nesse ponto, que sera encontrado através de tratamentos algébricos e numéricos.
Sendo y'=2x, entdo y'(l)=2.1=2, o que fornece a equagéo da reta: y = 2x-1.

Pela representacéo grafica dessas curvas, obtém-se a superficie da qual se quer

1 1
calcular a area, que € dada por A=J:)x2dx—J'1/2(2x—1) dx. Apoés tratamentos

L , . 1
algébricos e numéricos, encontra-se A= E'

Na proxima secédo, o assunto € calculo de volume de soélidos de revolucéao,

a primeira € iniciada com comentarios no registro lingua natural. A definicdo

usando integral é apresentada no registro simbdlico e lingua natural, como segue:

Definicdo de volume. Seja S um solido que esta entre X =a e X =D. Seja a area da secédo
transversal de S no plano P,, passando por x & perpendicular ao eixo x, é A(X), onde a é uma
b
a

funcéo continua, entdo o volume de S é V =lim i A(Xi* )AX =J' A(X) dx.
n-oo
1=

Pagina 441
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Séao apresentados nove exemplos que utilizam nos enunciados 0s registros
lingua natural e simbdlico e na solucdo aparece também o registro grafico. No

quarto exemplo, temos:

Exemplo 4. A regido R limitada pela curvas Yy =X e y = xX* é girada ao redor do eixo x.
encontre o volume do soélido resultante.
Solugo. As curvas Y = X e Y = X° se interceptam nos pontos (0,0) e (ll). A regido entre

estes pontos, o sélido de rotacdo e a secao transversal perpendicular ao eixo x sdo mostrados

na figura 8. A secdo transversal no plano P, tem o formato de uma arruela (um anel anular) com
raio interno X° e raio externo X, portanto nés calculamos a area da secdo transversal

subtraindo a area do circulo interno da area do circulo externo; A(x) = 72 —;-[(xz)2 = n(x2 - x“).

3 5
Portanto temos y/ = J’lA(x)dx - J’ln(xz —*Xix = "%F( _LB: 2n
0 0 03 50 15
YA y 3

Y

0,0)

Exemplo 33: pagina 444

No enunciado e resolucéo, séo utilizados os registros citados. No registro
grafico é apresentada a regido entre os pontos, o solido de rotagdo e a secdo

transversal ao eixo x. Os célculos sdo mostrados no registro simbdlico.

Séao apresentados 69 exercicios com variacdo dos registros utilizados nos
enunciados. Comentaremos sobre os 12 exercicios apresentados, pois possuem
0 mesmo enunciado e, com um Unico grafico, pode-se conseguir solidos

diferentes na forma e na posigao.
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19-30. Veja a figura e encontre o volume gerado pela rotacdo da regido ao redor da reta dada.
YA _
y= Vx
0, 2) l| B(8,2)
R,
ERTNPN. Y
9] AR. Y X
19. R; ao redor de OA 20. R, ao redor de OC
21. R, ao redor de AB 22. R, ao redor de BC
23. R, ao redor de OA 24. R, ao redor de OC
25. R, ao redor de BC 26. R, ao redor de AB
27. R; ao redor de OA 28. R; ao redor de OC
29. R; ao redor de BC 30. R; ao redor de AB

Exercicio 30: pagina 449
O exercicio é apresentado nos registros grafico e simbdlico. Girando a
figura em torno de varios eixos, encontram-se diversos solidos. E para a
resolucado € necessario, em alguns enunciados, integrar em funcdo de x e em

outros em funcéo dey.

Na resolucao destes exercicios talvez fosse interessante trata-la no registro
simbdlico e também usar um CAS para que o leitor tenha visualizagéo

tridimensional dos céalculos que sédo desenvolvidos.

Em outra secdo, é apresentado o trabalho produzido por uma for¢ca ao
deslocar um objeto. O registro lingua natural € o mais usado no enunciado dos
vinte e seis exercicios propostos. Nos exemplos, as solugdes utilizam o registro

simbdlico e da lingua natural.

No udltimo capitulo, s&o trabalhadas mais aplicacdes de integral. E feito
calculo do comprimento de arco, area de superficie de revolucdo, aplicacbes a
Fisica, a Engenharia, a Economia, a Biologia e a Probabilidade. Neste capitulo, os
exercicios enfatizam o registro lingua natural, por se tratarem de situacdes-

problema.
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O autor deduz a férmula de comprimento de arco que transcrevemos

abaixo.

A Férmula de Comprimento de Arco. Se f 'for continua em [a, b], entdo o comprimento da

curva y = f(x),a< x<b,é L =J’:w/1+[f "(x)]° dx.

Pagina 542

Destacamos o0 exemplo a seguir, em cujo enunciado e resolugcao

percebem-se conversdes entre os registros lingua natural, simbolico e grafico.

Exemplo 1. Calcule o comprimento do arco da parabola semicubica y2 = x? entre os pontos
(ll) e (4,8) (veja a figura 5).

Solug&o. Para a porcéo superior da curva temos Y = x¥? e ﬂ = ng/z e assim a férmula do

dx
comprimento de arco da sz 1+ %g dx:f /1+%x dx- Se substituirmos U =1+9x/4,
X

entio du=9dx/4. Quando Xx=1, u=13/4; quando Xx=4, u=10. Portanto

—il ° —ﬂ 3/de _ED 32 3 ZD_i _
L—gj';M\/GdU—gE-Eu g, 7l %g 5—27(80\/E 13/13)

YA

-

.

=y

]

FIGURA 5

Exemplo 34: pagina 543

Selecionamos um exemplo de aplicagdo a Economia, que utiliza no
enunciado e na solucdo os registros simbdlico e lingua natural, que trata do

excedente do consumidor.
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Exemplo 1. A demanda por um produto é p =1200-0,2x —0,0001x*. Calcule excedente do
consumidor quando o nivel de vendas € 500.

Solugdo. Como o ndmero de produtos vendidos é X =500, o prego correspondente é

p =1200- (0,2)(500)— (0,0001)(500)2 =1075. Portanto, da definicdo 1, o excedente do

consumidor é
00

[, [P~ p] dx = ["(1200 - 0,2~ 0,0001" ~1075) dx = [ (125 -0,2x ~0,0001x*) x

125-01x> - (0,0001)% %00 = (125)(500) - (0,2)(500)" - (O’OLB)@OO)S = $33.33333

Exemplo 35: pagina 565

A solucéo é apresentada utilizando os registros simbolico e lingua natural,
mas para facilitar a compreensdo do mesmo o autor j4 havia trabalhado a

visualizacédo do conceito excedente consumidor no registro grafico, como segue.

P = px)

excedente
do consumidor

, . (X, P)
p=r \

0 X X
Pagina 565

A seguir apresentamos, sob o titulo “conclus6es” uma comparacédo entre 0s

dois livros, bem como destacamos algumas consideracoes finais.
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CAPITULO IV
CONCLUSAO

Apesar de o livro didatico ndo ser o Unico elemento responsavel pelo saber
adquirido pelos estudantes, ele tem um papel destacado no processo de ensino e
aprendizagem, em funcdo da sua importancia como um instrumento pedagogico
para o professor, sugerindo-lhe conteudo, atividades e até mesmo metodologia de
ensino. Mesmo em meio a tanta tecnologia o livro é o grande curriculista e
também um manual muito importante para professores e alunos. Em outro
aspecto observamos a importancia e a riqueza que existe por detras das
representacdes e que espelham a alma e a vida de seus escritores, revelando
momentos, idéias e conhecimentos de homens que dedicaram suas vidas a
Matematica e ao seu ensino. Cada autor no seu momento de inspiragdo procura
registrar a esséncia dessa disciplina tdo importante, seja mostrando as
aplicacoes, curiosidades ou explorando os registros que sao de fundamental
importancia para o entendimento dos conteudos representados, e que, de certa

forma, atrai o leitor para aprofundar os seus conhecimentos.

O livro didatico a cada dia que passa vai sendo mais e mais estruturado
didaticamente, para que venha a ser um instrumento facilitador da aprendizagem
de futuros alunos, inclusive para atender as necessidades do ensino em meio a
essa grande corrida tecnoldgica que esta proposta, pois a educacgdo hoje, tanto
nos niveis fundamental, médio e superior € impraticavel sem estes recursos que
envolvem os homens e os autores estdo tendo que adequar os livros a essa
realidade. Visando atender essa necessidade, Stewart propde o uso do CAS
(sistemas algébricos computacionais). Poderiamos pensar se o estudante e/ou a
escola brasileira estariam aparelhados para a realidade do mundo tecnoldgico.

N&o resta duavidas que temos que nos preparar para essa revolucdao do ensino,
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que sofre mudangas a cada instante. Estes recursos também usam
representacdes. quais sdo elas, como sao utilizadas, quais as influéncias no
ensino? Devemos buscar respostas para que estes recursos tao importantes nao

sejam utilizados apenas como um passa tempo.

Os livros didaticos ndo devem ser vistos apenas como meios de
representacdo dos contetudos para serem transmitidas definicdes, regras e
propriedades. Eles devem abranger um conteudo vivo, que consiga “conversar”
com seu leitor e contenha mais do que apenas aquelas representacdes. Por
detras de cada uma delas deve-se revelar o quanto a Matemética € importante e
levar o leitor a ter o desejo e gosto por estuda-la. O que temos freqiientemente
ouvido de alunos € que os livros de Matematica sdo complexos e ninguém
entende nada do que estd escrito. Fica entdo uma boa oportunidade de uma
pesquisa para responder a pergunta: Qual sera a leitura que aluno faz de livros

didaticos ao estudar a integral?

Comecamos por relatar nossas consideracdes e conclusées com o objetivo
de: primeiro fazer um apanhado geral de diferencas e semelhangas entre as duas
obras, levantando pontos pertinentes encontrados nessa andlise, cujo interesse &
ajudar a futuros leitores no entendimento desse conteudo a partir do estudo em
livros didaticos. Depois passaremos a comentar a nossa analise no que diz
respeito a utilizacdo dos registros no desenvolvimento do conceito de integral e
também em algumas aplicacdes que julgamos de fundamental importancia como

complemento da aprendizagem do mesmo.

Julgamos importante fazer a comparacao entre os livros, ndo para dizer
que um seja melhor ou pior que o outro, mas para mostrar a importancia da
utilizacdo dos registros no auxilio a aprendizagem Matematica, pois 0s objetos
matematicos somente podem ser trabalhados e estudados a partir de suas
representacdes. Para Duval circular pelos registros de representacdao semidtica €
de fundamental importancia, entdo para esse autor os livros devem favorecer esta

circulacao entre os mesmos.
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Os dois livros escolhidos para a analise sdo usados atualmente por
universidades brasileiras. A primeira diferenca percebida é que eles foram
elaborados para publicos alvo diferentes. Enquanto Guidorizzi preparou um livro
para atender a cursos de calculo da Escola Politécnica da USP, Instituto de
Matematica Estatistica da USP e Instituto de Ensino de Engenharia do IEEP,
Stewart construiu um livro para a sociedade norte-americana, que possui uma
tecnologia mais aperfeicoada que ja esta inserida nas escolas e universidades.
Isto acarreta um problema relativo a tradugéo para adaptar o livro ao nosso aluno,
nao s6 em termos de linguagem (por exemplo: o brasileiro, ndo usa as unidades
milhas por hora, nem pés por minutos), mas também a proépria tecnologia a qual

nem todos os brasileiros tém acesso.

Pelo prefacio dos livros podemos observar que eles sdo diferentes,
enquanto Guidorizzi se preocupa em relatar as alteracbes que o livro sofreu de
uma edicdo para outra, como por exemplo: inclusdo de capitulos e secoes,
Stewart comenta sobre a estrutura do livro mostrando caracteristicas, tais como:
inclusdo de exercicios conceituais, dados do mundo real, uso da tecnologia, a
resolucdo de problemas e fazendo um resumo do que € pretendido em cada
capitulo, dando uma visdo do que sera desenvolvido no livro, podendo levar o
leitor a querer descobrir mais do assunto. Ele mostra também que detém
conhecimentos sobre a importancia das representacdées no estudo de

Matematica, quando faz o seguinte comentario:

Tentei implementar essa meta atraves da Regra de Trés: “Topicos devem
ser apresentados geométrica, numérica e algebricamente”. Visualizacao,
experimentacdo numérica e gréfica e outras abordagens mudaram
radicalmente a forma de ensinar o raciocinio conceitual. Mais
recentemente, a Regra de Trés foi expandida, tornando-se a Regra de

Quatro, com o acréscimo do ponto de vista verbal ou descritivo. (p. Vii)

As obras estudadas apresentam o0 assunto na mesma sequéncia:
antiderivada ou primitiva, definicdo de integral, técnicas de integracdo e
aplicacoes. Guidorizzi usa um capitulo para desenvolver a primitiva de uma

funcdo; apresenta em outro a definicdo de integral, depois faz aplicacbes no



140

calculo de areas e trabalho; trata em seguida todas técnicas de integracéo e no
altimo capitulo faz aplicacdes; para isso utiliza 156 paginas de seu livro. Para
desenvolver o conteudo sdo colocados 271 exercicios que utilizam em seus
enunciados o registro simbdlico e o lingua natural, o autor valoriza exercicios que
usam técnicas na resolucéo, apresenta alguns problemas e ndo h& sugestédo para
utilizacao de recursos tecnoldgicos. Dos 149 exemplos, a maioria deles, tem seus
enunciados apresentados no registro simbodlico e em alguns utiliza os registros

lingua natural e grafico, o que também ocorre com as resolucgdes.

Stewart usa uma secéo para trabalhar a primitiva; apresenta a definicdo em
um capitulo; faz algumas aplicacbes sobre célculo de area, volume e trabalho;
depois trabalha mais técnicas de integracdo e no final, faz mais aplicacdes,
totalizando 222 paginas utilizadas. Nas quais sado apresentados 1495 exercicios
que privilegiam o registro simbdélico, em maior quantidade, e o registro lingua
natural em menor. Podemos observar também que ha uma valorizagcdo das
técnicas, de situacOes problemas e exercicios em que € sugerido uso de recursos
tecnolégicos. Sao desenvolvidos 153 exemplos que sdo enunciados utilizando
principalmente o registro simbodlico e também em menor escala o registro lingua
natural, com as solucbes valorizando ndo sO estes registros, mas também o

registro grafico.

Quanto ao numero de paginas utilizadas vemos que Stewart dedica maior
espaco para desenvolver o conteudo. Quanto ao numero de exemplos os autores
usam mais ou menos a mesma estratégia, com pequena diferenca. A quantidade
de exercicios apresentada por Stewart € muito superior, poderia ser questionado,
se ha necessidade desse numero exagerado, se o professor trabalharia todos.
Mas podemos perceber que ha uma variedade maior de exercicios e, além disso,

o livro € um manual que nédo precisa ser usado na sua totalidade.

Como Duval nos mostra a importancia dos registros de representacao
semidtica, ele proprio diz que 0s objetos matematicos ndo existem em si mesmos,

mas através das representacdes. Observamos que os dois autores fazem uso dos
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mesmos registros, sdo eles: simbdlico (algébrico e numérico), lingua natural,

grafico e tabela, que sédo usados para apresentar e desenvolver a integral.

As duas abordagens de apresentacdo do conceito de integral tém pontos
distintos: se por um lado, Guidorizzi apresenta o conceito de forma mais técnica,
Stewart procura apresentar o conceito de forma a facilitar o entendimento e
visualizacdo por parte do leitor, através de exemplos. O primeiro utiliza os
registros simbolico e grafico para levar, de forma rapida, & definicdo de integral,
apos definir particdo e soma de Riemann, faz em seguida apresentacdo de
algumas propriedades na forma de teorema, com algumas demonstracdes, no
registro simbolico. O segundo, através dos problemas de area e distancia, que
sdo um incentivo para o aluno estudar o assunto, faz um trabalho intenso
explorando, em especial, os registros grafico e simbdlico para chegar a definigcéo.
Desenvolve o calculo das areas por aproximacdo usando a construcdo de
retangulos, que chama de aproximantes. Trabalha a visualizacdo da area,
tomando como altura dos mesmos o0s valores das fungdes nos extremos
esquerdos e direitos das bases que s&o iguais. Faz comparacéo entre valores
encontrados, e na medida que se aumenta 0 numero de retangulos percebe-se
que o valor tende a um determinado valor. S6 entdo é usado o registro simbolico
para mostrar que a area pode ser encontrada através do limite da soma das areas
desses retangulos, quando o numero deles tende ao infinito. Ele trabalha durante
todo o desenvolvimento utilizando bases de mesma largura. Na definicdo ele
explicita que o ponto escolhido na particdo é arbitrario, porém nos exemplos e
exercicios propostos apenas utiliza os extremos e o ponto médio de cada
subintervalo. Em nota é relatado que os subintervalos podem ser de tamanhos
diferentes e que o maior deles tenda a zero. Vemos assim que o livro contempla
na totalidade, pontos importantes e essenciais da definicdo da integral de

Riemann.

Ja Guidorizzi escreve sobre a escolha arbitraria do ponto nos subintervalos,
qgue ela difere pouco de quando se toma o ponto médio e também diz que os
tamanhos dos subintervalos podem ser tdo pequenos guanto se queira. No

entanto também nao explicita que eles podem ter tamanhos distintos, apesar de
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definir a integral partindo do limite da soma com a medida do maior dos

subintervalos tendendo a zero.

Ambos os autores ndo discutem a questdo da integrabilidade de funcdes
que ndo sejam continuas. Guidorizzi parte de uma funcéo definida e limitada no
intervalo [a,b] e trata a questao da integrabilidade num anexo. J& Stewart parte de
uma funcdo continua. Num dos exemplos, Stewart discute a questdo da nao
existéncia da integral de uma func&o que nao esta definida num ponto do intervalo
de integracdo, descrevendo tal fato como sendo a ocorréncia de uma

“descontinuidade infinita” nesse ponto.

Entendemos que esta questdo deveria ser mais aprofundada, inclusive,
explorando o registro grafico para observar pontos de descontinuidade,
mostrando que em alguns casos fun¢des descontinuas sdo integraveis e em
outros ndo, como ocorre no exemplo citado em que a fungcdo tem um ponto de
“descontinuidade infinita”. E também poderia ser trabalhada mais explicitamente a
questdo do refinamento de uma particdo, e que 0s pontos escolhidos séo
arbitrarios, ndo precisando ser os extremos dos subintervalos, como propde

Stewart.

Na sequéncia, a definicdo, Guidorizzi apresenta o teorema fundamental do
calculo e resolve alguns exemplos sem citar o calculo de areas. Em seguida

define area como uma integral, e no caso de ser f negativa em um intervalo [a, b]

. ) . b -
a area é dada por area=—I f(x)dx. Ele desenvolve uma série de exemplos
a

utilizando os registros lingua natural, simbolico e grafico, inclusive em um dos
exemplos o conjunto de pontos € dado por uma expressao no registro simbolico
algébrico que é convertido pelo autor para o registro lingua natural e gréfico, o
gue nédo é usual, mas que pode facilitar o entendimento do exemplo. Para Duval

esse tipo de conversao deve ser mais explorado, pois séo ditas ndo-congruentes.

No momento de apresentar o estudo sobre areas os autores utilizam
principalmente os registros gréfico e simbdlico, o que € bastante explorado nos

exemplos. Stewart em exercicios, a partir de uma representagdo grafica, propde
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estimativas de area, nas quais Sdo necessarias conversdes para 0 registro

simbdlico, no qual sao realizados tratamentos para encontrar a solucao.

Os dois livros apresentam o capitulo destinado as técnicas de integracao
apos a definicao de integral. Neles, os registros sao pouco explorados, ficando em
evidéncia o uso do registro simbdlico, o que para Duval ndo é nada interessante,
pois aparecem apenas 0s tratamentos. Isto talvez se faca necessario por se tratar
de uma parte muito técnica e com muitas regras que precisam ser assimiladas
pelo leitor. Os autores fazem de uma forma muito interessante, no registro grafico,
a apresentacdo da regra mudanca de varidvel, o que é possivel através da
conversdo. Sendo que no exemplo apresentado por Guidorizzi, a visualizacéo €&
facilitada, pois a regido permanece com a mesma forma, apenas ha um
deslocamento no sentido do eixo dos X, ja no exemplo de Stewart, a regido sofre
um achatamento vertical e para compensar um alongamento no sentido

horizontal.

Nos capitulos que tratam de aplicacbes, podemos observar uma riqueza
maior de registros e sao apresentadas muitas situacdes problemas que fazem
com que o leitor circule pelos mesmos. As conversfes sdo mostradas nos
exemplos e até mesmos nos exercicios propostos ha condi¢cdes para a realizacao

de varias delas, o que para Duval é algo interessante para a aprendizagem.

Na tentativa de responder as questdes propostas, observamos que o0s
autores utilizam varios registros ndo sé na apresentacdo do conteudo, como
também, nos exemplos e nos enunciados dos exercicios propostos, em alguns
casos propondo aos leitores a mudanca de registros. Na definicdo, Stewart
explora mais registros, principalmente, o grafico. Ambos os autores ddo grande
énfase ao registro simbdlico quando trabalha as técnicas de integracéo,
mostrando de forma sutil a mudanca de variavel através do registro gréafico, o que
normalmente € feito no registro simbdlico. Com isso percebemos que as
conversdes sao valorizadas, 0 que ocorre em todo o livro. Em muitos exemplos
elas sdo exploradas nas resolugfes, especialmente nos capitulos em que sdo

trabalhadas as aplicacdes. Podemos ver varias situacdes problemas que exigem,
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de forma natural, a conversao para que sejam resolvidas. Até as conversdes nao

congruentes sao contempladas.

As conversbes foram utilizadas na apresentacdo e interpretacdo de
situacdes problema, com a utilizacdo dos registros gréficos simbdlico e lingua
natural; para o desenvolvimento dos exemplos. Houve a exploracao
principalmente do registro grafico que ajuda na visualizagcdo da regido a ser
encontrada e a conversao para o registro tabela que melhor quantifica o valor

desta area.

Os tratamentos sao fundamentais, em especial, nos registros lingua natural
e simbdlico sédo bastante explorados em todos os capitulos. Naqueles em que sao

trabalhadas as técnicas, sua utilizacdo é acentuada.

Stewart faz, de forma interessante, tratamentos no registro grafico, que sao
importantes para que o leitor perceba que as integrais inferiores e superiores
tendem para um mesmo valor na medida em que se aumenta o numero de

retangulos.

Quanto a nao confundir o objeto (integral) e a sua representacdo nao
percebemos um trabalho mais especifico dos autores. Esta questdo deveria ser
mais explorada na tentativa de esclarecer para o leitor o que € o objeto e como

diferencia-lo da representacao.

Quanto as aplicacdes da integral, além dos classicos casos da Geometria e
da Fisica, no livro de Stewart sdo encontrados exemplos e exercicios relativos a
outras areas do conhecimento, como: Biologia, Quimica, Medicina, Estatistica,

Economia, Probabilidade, etc.

Além das diferencas ja apontadas na abordagem da integral feita nos livros
analisados, destaca-se a presenca de “projetos de extens&do” encontrados no final
dos capitulos do livro de Stewart. Segundo o autor tais projetos poderiam ser um

instrumento para envolver os estudantes e torna-los aprendizes ativos.
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Concluimos que o0s registros sdo apresentados, 0s tratamentos e
conversdes sdo explorados e assim, almejamos que esta pesquisa sirva para
reflexao inicial dos professores de matematica, principalmente os de Célculo, para
gue reflitam sobre a possibilidade de desenvolver um ensino mais significativo e
contextualizado. Desta forma, esperamos que com este trabalho possamos
contribuir para uma mudanca expressiva e permanente do processo ensino
aprendizagem do calculo utilizando o livro didatico como uma ferramenta viva,
transformando o aluno em um agente ativo de sua aprendizagem e o professor

assumindo uma postura de facilitador dessa aprendizagem.
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Anexo 1

Prefacio — Livro Um Curso de Calculo



PREFACIO

Este livro baseia-se nos cursos de Célculo ministrados aos alunos da Escola Politécnica
da USP, do Instituto de Matematica ¢ Estatistica da USP e do Instituto de Ensino de Enge-
nharia Paulista — IEEP.

Os assuntos abordados neste volume sdo os de limite, derivada e integral de fungoes de
uma varidvel real.

O curso € desenvolvido de forma que os conceitos e teoremas apresentados venham, sempre
que possivel, acompanhados de uma motivagio ou interpretacio geométrica ou fisica. As de-
monstragdes de alguns teoremas ou foram deixadas para o final da seco ou colocadas em apén-
dice, o que significa que o leitor poderd, numa primeira leitura, omiti-las, se assim o desejar.

Muitos problemas que ocorrem muito cedo na Fisica requerem, para suas resolugdes, ¢ conhe-
cimento de equagdes diferenciais; por este motivo, € impottante ue o aluno entre em contate com
elas o mais rdpido possivel. Neste volume, no Cap. 14, estudamos as equagdes diferenciais ordi-
narias de 1.* ordem, de varidveis separdveis, € as lineares de 1.* ordem. Deixamos para o inicio
do Vol. 2 o estudo das equagdes diferenciais lineares de 2.* ordem com coeficientes constantes.
Qutros tipos de equagdes diferenciais serdo estudados ao longo dos Vols. 2,3 e 4.

Para atender ao curso de Fisica, talvez haja necessidade de o professor ter que antecipar
o estudo das integrais; se este for o caso, sugerimos deixar o capitule sobre o estudo das
varia¢des das fungGes (Cap. 9) para ser estudado apds o Cap. 14.

Quanto aos exemplos e exercicios, pensamos té-1os colocado em mimero suficiente para
a compreensio da matéria. Procuramos dispor os exercicios em ordem crescente de dificul-
dade. Existem exercicios que apresentam certas sutilezas e que requerem, para suas resolu-
¢Oes, um maior dominio do assunto; deste modo, ndo se aborrega caso nao consiga resolver
alguns deles: tudo que vocé tera que fazer, nestas horas, ¢ seguir em frente e retomnar a eles
quando se sentir mais senhor de si. Coloco-me 2 disposi¢io para quaisquer esclarecimentos
ou troca de idéias, tanto pessoalmente quanto por carta, aos cuidados da Editora. Ficana,
ainda, muito feliz em receber sugestdes ou criticas visando a um aprimoramento do texto.

Observamos que o 2.° Teorema Fundamental do Célculo bem como as integrais impré-
prias serdo vistos no Vol. 2.

Na 4.* edi¢io, foram incluidos dois capitulos: um, atual Cap. 13 e que antes fazia parte
do Vol. 2, sobre aplica¢des das integrais ao célculo de volumes de sélidos de revolugdo, de
4reas de superficies de revolugio, de comprimentos de curvas, de dreas € comprimentos de
curvas em coordenadas polares e de centros de massa; e outro, novo (Cap. 17), sobre
Arquimedes, Pascal, Fermat e o calculo de dreas. Trés novas seg¢bes, sobre integragao de
fungdes trigonométricas, foram acrescentadas ao Cap. 12. A Segio 12.9 (exercicios do ca-
pitulo) da edigdo anterior foi eliminada e os exercicios distribuidos pelas se¢des do capi-
tulo. A Secio 1.8 (Principio de Indugao Finita) da edi¢do anterior foi, também, eliminada e
parte dela deslocada para a Segéo 17.2,

Nesta 5.* ediciio foram feitas uma revisdo meticulosa do texto ¢ corregGes de algumas
falhas graficas relacionadas ao texto e as figuras.

Nao poderiamos deixar de agradecer, pela cuidadosa leitura do manuscrito, as colegas
Elvia Mureb Sallum e Zara Issa Abud. E ainda com satisfagdo que agradeco ao colega Nel-
son Achcar pelas sugesides e comentdrios que muito contribuiram para 0 apnmoramento
das apostilas precursoras deste livro. Finalmente, agradecemos a Editora LTC pelo exce-
lente trabalho grifico e pela forma cordial com que sempre nos tratou.

Hamilton Luiz Guidorizzi
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Prefacio

Uma grande descoberta envolve a solugio de um grande problema,
mas hd uma semente de descoberta na solugio de qualquer
problema. Seu problema pode ser modesto; porém, se ele desafiar
sua curiosidade e fizer funcionar sua capacidade inventiva, ¢ caso
vocé o resolva sozinho, entfio vocé poderd experimentar a tensio e o
prazer do triunfo da descoberta.

George Polya

A arte de ensinar, segundo Mark Van Doren, ¢ a de tomar parte em descobertas. Tentei escrever
um livro que tome parte na descoberta do cdlculo pelos estudantes — por seu aspecto pratico bem
como por sua surpreendente beleza. Nesta edigfo, como nas trés anteriores, pretendi transmitir
avs estudantes um sentide de utilidade do célculo e desenvolver competéncia técnica, mas tam-
bém mec empenhei em dar uma avaliagio da beleza intrinseca do assunto. Newton sem diivida
experimentou uma sensagio de triunfo no momento de suas grandes descobertas. Eu gostaria
que os esmudantes partilhassem dessa emogo.

A énfase estd na compreenséo dos conceitos. Penso que todos concordam que esta deve
ser a meta principal no ensino do calculo. De fato, 0 impeto para o atual movimento de
reforma do célculo vem da Conferéncia de Tulane, de 1986, que formulou como recomen-
dacdo fundamental:

Focalizar na compreensido conceitual,

Tentei implementar essa meta através da Regra de Trés: "Topicos devem ser apresentados
geométrica, numérica e algebricamente”. Visualizagdo, experimentagio numérica e grafica
e outras abordagens mudaram radicalmente a forma de ensinar o raciocinio conceitual.
Mais recentemente, a Regra de Trés foi expandida, tornando-se a Regra de Quatro, com o
acréscimo do ponto de vista verbal ou descritivo.

Ao preparar a quarta edigio parti da premissa de que € possivel alcangar a compreen-
$&0 conceitual e ainda manter as melhores tradi¢des do cdlculo tradicional. O livro contém
elementos de reforma, mas dentro de um contexto de um curriculo tradicional.

Caracteristicas

Exercicios Conceituais

A maneira mais importante de encorajar a compreensio conceitual € através dos proble-
mas que prescrevemos, Com essa finalidade delineei vérios tipos de novos problemas,
Alguns conjuntos de exercicios comegam com questdes exigindo a explicagao do signifi-
cado do conceito bésico da segio. (Veja, por exemplo, os primeiros cxercicios, nas Segdes
2.2, 2.5 ¢ 2.6.) Analogamente, todas as se¢Oes de revisio comegam por uma verificagio
conceitual e um teste do tipo verdadeiro—falso. Outros exercicios testam a compreensio
conceitual através de grificos e tabelas (veja os Exercicios 1-3 na Segfio 2.8, Exercicios
33-36 na Segio 2.9 e Exercicios 1-4 na Secdio 3.7). Um outro tipo de exercicio usa a



Conjuntos Gradativos de Exercicios

Dados do Mundo Real

Projetos

Tecnologia

Resolugéo de Problemas

Vi

descrigio verbal para testar & compreensdo conceitual (veja o Exercicio 8 na Secio 2.5,
Exercicio 44 na Segdo 2.9, Exercicios 57 e 58 na Segiio 4.3 e Exercicio 67 na Segio 7.8).
Eu particularmente valorizo problemas que combinam e comparam abordagens grificas,
numéricas e algébricas (veja os Exercicios 33-34 na Segdo 2.6 e Exercicio 21 na
Secdo 3.3).

Mais do que 30% dos exercicios sio novos. Cada conjunto de exercicios é cuidadosamente
graduado, progredindo desde exercicios conceituais basicos e problemas destinados a
desenvolvimento de habilidades até problemas mais desafiantes envolvendo aplicagdes ¢
provas,

Meu assistente e eu gastamos um bom tempo em bibliotecas, contatando companhias e
agéncias governamentais e procurando na Internet por dados do mundo real para intro-
duzir, motivar ¢ ilustrar os conceitos do célculo. Como resultade, muites de nossos exem-
plos e exercicios tratam de fungdes definidas por tais dados numéricos ou grificos. Veja,
por exemplo, as Figuras 1, 11 e 12 na Sego 1.1 (sismogramas do terremoto de
Northridge), Exercicio 32 na Segdo 2.9 (laxas de fumantes entre alunos do curso
secunddrio), Exercicio 12 da Segio 5.1 (velocidade do 6nibus espacial Endeavour) e Figu-
ra 4 da Segio 5.4 (consumo de energia em Sdo Francisco).

Uma maneira de envolver os estudantes e entdo torné-los aprendizes ativos € fazé-los tra-
balhar (talvez em grupos) em projetos de extensdo, que d3o um grande sentimento de rea-
lizagio quando finalizados. Isso inclui quatro tipos de projetos: Projetos Aplicados, que
envolvem aplicagdes destinadas a apelar para a imaginagio dos estudantes; Projeros de
Laboratdrio, que envolvem tecnologia; Projetos Escritos, que pedem aos estudantes que
comparem métodos atuais com aqueles usados pelos fundadores do cédlculo (por exemplo,
0 método de Fermat para encontrar tangentes); e Projetos Descobertas, que antecipam
resultados que serdo discutidos posteriormente ou encorajam a descoberta através do
reconhecimento do padriio (veja a Segdo 7.6).

A disponibilidade de tecnologia torna ainda mais importante compreender claramente os
congeitos que fundamentam as imagens na tela. Quando usados adequadamente, calcu-
ladoras gréficas e computadores sio ferramentas valiosas na descoberta e compreensio
desses conceitos. Este livro pode ser usado com ou sem tecnologia, e usei dois simbolos
especiais para indicar quando um tipo especial de maquina for necessario, O fcone il indi-
ca um exemplo ou exercicio que requer o uso de tal tecnologia, mas isso néo significa que
ela ndc possa ser usada também em outros exercicios. O simbolo J¥ € reservado para os
problemas em que € requerida toda a capacidade de um sistema algébrico computacional
(como Derive, Maple, Mathematica ou TI-92). Todavia, a tecnologia niio torna obsoletos
0 ldpis e o papel. Cdlculos a mio e esbogos sao freqiientemente preferiveis a tecnologia
para ilustrar e reforgar alguns conceitos. Professores e estudantes precisam desenvolver a
habilidade para decidir quando é mais apropriado a méquina ou a mio.

Os estudantes usualmente t€m dificuldades com problemas para os quais nfio h4 um iinico
procedimento bem definide para obter a resposta. Penso que ninguém se aperfeicoou
muito na estratégia das quatro etapas de George Polya para a solugfio dos problemas;
assim, incluf uma versdo de seus principios apds o Capitulo 1. Eles serdo aplicaveis,
explicita e implicitamente, em todo o livro. Apds os outros capftulos cologuei segdes
denominadas Problemas Quentes, que apresentam como atragio principal exemplos de
como atacar problemas desafiantes do cédleulo. Ao selecionar os variados problemas para
essas seqles tive em mente seguir os consethos de David Hilbert: "Um problema
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matematico deve ser dificil para nos seduzir, mas nfio inacessivel de forma a zombar de
nossos estorgos”. Quando coloquei esses problemas desafiadores como tarefas de testes,
graduei-os de diferentes maneiras. Aqui, eu recompensei significativamente o estudante
por idéias na diregio de uma solugiio e por reconhecer quais principios da solugio de pro-
blemas sdo relevantes.

Conteudo

Apresentagio

Capitulo 1
Fungies e Modelos

Capituio 2
Limites e Derivadas

Capitulo 3
Regras de Diferanciaciio

Capitulo 4

Aplicagdes da Direfenciagio

Capitulo 5
Integrais

Capitulo 6
Aplicages de Integragao

A seguinte descrigdo dos capitulos focaliza algumas das mudangas nesta edigio.

O livro comega com uma visdo geral do assunto, incluinde uma lista de questdes para
motivar o estudo do célculo,

Desde o inicio estao enfatizadas as representagdes mdltiplas de fungdes: verbal, numérica,
visual e algébrica. Uma discussdo de modelos matemdticos leva a uma revisdo das fungdes
padrdes, incluindo fungdo exponencial e logaritmica, sob esses quatro pontos de vista.

O material sobre limites estd motivado por uma discussdo anterior dos problemas da tan-
gente ¢ da velocidade. Limites sio tratados sob os pontos de vista descritivo, grafico,
numérico e algébrico. A Se¢dio 2.4, sobre a definigio precisa de um limite em termos de &
8, é opcional. As Segdes 2.8 e 2.9 tratam de derivadas (especialmente de fungdes definidas
gréfica e numericamente) antes das regras de diferenciago, cobertas no Capitulo 3. Aqui
os exemplos e exercicios exploram os significados das derivadas em vérios contextos,

Todas as fungdes bésicas sdo diferenciadas aqui, incluindo exponencial, logaritmica e
inversa das fungdes trigonométricas. Quando as derivadas sdo computadas em aplicacées,
0s estudantes sdo questionados a explicar seus significados.

As segdes sobre fungSes mondtonas e concavidade foram combinadas em uma dnica, que
explica como as derivadas afetam o aspecto do grafico. Fazer grificos com tecnologia
enfaliza a interagdo entre o cdlculo, calculadoras e a andlise de familias de curvas. Sio
dados preblemas substanciais de otimizagdo, inclusive uma explicagdo de por que vocé
deverd elevar sua cabega 42° para ver o topo de um arco-iris.

Os problemas de drea e distancia servem para motivar a integral definida, com a notagio
somatoria introduzida conforme necessdrio. (Uma cobertura completa da notagio
somatoria ¢ dada no Apéndice E.) Decidi tornar a definicdo de integral mais simples, prin-
cipalmente por tomar subintervalos de igual amplitude. A &nfase estd colocada na expli-
cagdo do significado da integral em vdrios contextos, bem como na estimativa dos valores
dela a partir de gréficos e tabelas. Pensando nisso dividi a se¢io sobre o Teorema Funda-
mental do Célculo em duas segdes.

Apresentei aqui as aplicagdes da integragio — drea, volume, trabatho, valor médio —, que podem
ser feitas razoavelmente sem técnicas especializadas de integragio. Sdo enfatizados métodos
genéricos. A meta € tornar 0s estudantes capazes de dividir uma quantidade em partes pequenas,
estimar com somas de Riemann e reconhecer o limite como uma integral.
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Capitulo7 Uma breve descrigdo das substituigdes racionalizantes foi incorporada a segiio sobre
Técnicas de Integragdo  fragdes parciais, porém as demais técnicas estio completamente cobertas. O uso de sis-
temas algébricos computacionais cstd discutido na Secdo 7.6,

Capitulo 8  Expomos aqui as aplicagdes — comprimento do arco e drea da superficie — para as quais ¢
Mais Aplicacdes de Integragdo  util ter disponivel todas as téenicas de integragiio, bem como aplicagdes a biologia. econo-
miz ¢ [isica (for¢u hidrostitica e centro de massa). Uma nova seciio sobre probabilidade
foi também incluida. Ha aqui mais aplicagdes do que realisticamente podem ser cobertas
em um dado curso. Cabe aos protessores selecionar aquelas adequadas a seus alunos e
pelas quais (8m mais entusiasmo.

Ao Estudante

Ha uma diferenca entre ler um texto de célculo e um jornal ou um romance, on até
mesmo um livro de fisica, Assim, ndo desanime se vocé tiver de ler uma passagem mais
de uma vez para poder entendé-la. Vocé deve ter ldpis, papel e uma calculadora 4 méo para
esbogar um diagrama ou fazer um céilculo.

Alguns estudantes comegam a fazer suas tarefas de casa e léem o texto somente quan-
do empacam em algum exercicio. Sugiro gue vocé leia e tente compreender uma secio do
texto antes de comegar os exercicios. Em particular, vocé deve examinar as definicdes para
entender o significado exato dos termos.

Parte da meta deste curso ¢ treind-lo a pensar logicamente. Aprender a escrever a
solugiio dos exercicios de uma forma conexa, passo a passo € com sentengas explicativas —
e ndo uma fileira de equagdes desconexas ou férmulas.

As respostas dos exercicios de ndimero impar estio no fim do livro. Alguns deles pedem
uma explicagdo verbal, uma interpreta¢iio ou uma descri¢io. Em tais casos, ndo existe uma
maneira {inica de dar a resposta; logo, ndo se preocupe em obter a resposta definitiva, Além
disso, hd vdrias formas de expressar uma resposta numérica ou algébrica; assim, se sua
resposta for diferente da minha, nio conclua imediatamente que a sua estd errada. Por

) exemplo, se a resposta dada no fim do livro for 2 — 1 e vocé obtiver 1/(1 + +2), entio
vocé estd certo, ¢ racionalizando o denominador veremos que as respostas s3o iguais.

O icone 3 indica que definitivamente um exercicio requer o uso de uma caleuladora
grifica ou um computador com software grifico. (A Secio 1.4 discute o uso desses recur-
sos e de algumas falhas que vocé poderd encontrar.) Porém, isse ndo significa que recur-
sos graficos ndo possam ser usados para verificar seu trabalho em outros exercicios. O
stmbolo JX: estd reservado para problemas em que se faz necessério o uso de um sistema
algébrico computacional (como Derive, Maple, Mathematica ou TI-92). Voc8 ird encon-
trar também o simbolo [, que o adverte sobre a possibilidade de cometer um erro. Esse
simbolo aparece em situagdes onde observei que um grande nimero de estudantes tende a
cometer 0 mesmo erro.

O célculo — muito justamente — é considerado um dos maiores feitos do intelecto
humano. Espero que vocé descubra que eie ndo € somente itil, mas também intrinseca-
mente belo.
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