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RESUMO

O ensino e aprendizagem de Cálculo Diferencial e Integral considerado

básico nos cursos da área de Ciências Exatas, muitas vezes tem sido focado, ao

longo dos anos numa prática metodológica “tradicional” baseada em: definições,

teoremas, propriedades, exemplos e exercícios. Essa metodologia tem

contribuído para um índice muito alto de abandono e repetência. No ensino desta

disciplina mesmo com as novas tecnologias usadas como ferramentas didáticas,

o livro didático ainda tem uma importância fundamental. Neste trabalho

escolhemos o tema Integral para analisar como dois livros didáticos tratam este

conteúdo, à luz da teoria dos Registros de Representação Semiótica de Raymond

Duval. Trata-se de uma análise qualitativa, baseada num exame cuidadoso das

duas obras selecionadas. A escolha destes livros recaiu naqueles usados

atualmente em universidades, que possuem abordagens diferenciadas e que

foram destinados a públicos diferentes. O livro é um manual que traz muitos

registros de representação. A análise foi feita de forma a permitir que eles possam

ser melhor explorados, indicando a futuros professores e alunos que os mesmos

são ricos em informações e que se bem utilizadas podem se constituir em um

instrumento valioso para a aprendizagem. Procuramos mostrar os diversos

registros usados pelos autores, os tratamentos realizados e as conversões, entre

os registros, que segundo a teoria de Duval, para a aquisição do conhecimento

são de fundamental importância. Voltamos o olhar para os registros utilizados ao

apresentar conceitos, exemplos e exercícios, com uma análise mais criteriosa. Os

resultados mostram que se os livros forem bem explorados, podem levar o aluno

a um maior entendimento, através da utilização das conversões, com visualização

gráfica dos conceitos em uma situação contextualizada e motivadora, tanto para

os alunos como para os professores.

Palavras-chave: integral, livro didático, registros de representação

semiótica, tratamentos, conversões.



ABSTRACT

Teaching and learning Integral considered basic in the field of Mathematics

Education courses, for many times it has focused on a ‘traditional’ methodological

practice based on: definitions, theorems, properties, examples and tests. That

methodology has been contributing to a very high rate of abandonment and failure.

In teaching this subject, even if we have new technologies used as didactic tools,

the textbook is still very important. In this paper, we have chosen Integral to

analyze how two chosen textbooks treat this content, based on the Registers of

Semiotic Representation by Raymond Duval. It is a qualitative analysis, based on

a careful exam of two selected works. We chose those books used in universities

nowadays, which have different approaches and readers. The book is a textbook

which brings a lot of registers of representation. The analysis allows a deeper

study of textbooks, showing future teachers and students that the books have

great information and if we know how to use them they can be a valuable tool for

the learning process. We tried to show several registers used by authors, the

treatments and conversions between registers, which are very important to

knowledge acquisition, according to Duval’s theory. We look back to the registers

used when presenting conceptions, examples and tests, through a more careful

analysis. The results show that books can be better studied in a way the student

gets a wide comprehension, through conversions, with graphic displays of

concepts in a situation of context and motivation both for students and teachers.

Key-words: integral, textbook, registers of semiotic representation,

treatments, conversions.
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APRESENTAÇÃO

O tema a que nos propusemos estudar é o conceito de Integral. Ele está

inserido na linha de pesquisa “A Matemática na Estrutura Curricular e a Formação

de Professores”, do Programa de Estudos Pós-graduados em Educação

Matemática da Pontifícia Universidade Católica de São Paulo, e o objetivo é

analisar os registros de representação semiótica apresentados em dois livros

didáticos relativamente ao conceito de Integral. São eles: Um Curso de Cálculo,

volume I, 5ª edição de Hamilton Luiz Guidorizzi, da editora LTC, Rio de Janeiro,

2001; e Cálculo, volume I, 4ª edição de James Stewart, da editora Pioneira, São

Paulo, 2002.

Nos últimos anos, surgiram muitas pesquisas visando diagnosticar as

causas das dificuldades apresentadas no processo de ensino e aprendizagem de

Cálculo Diferencial e Integral, bem como tentando buscar soluções inclusive

lançando mão de tecnologias facilitadoras de aprendizagem dos conceitos

tratados nessa disciplina. Vários softwares (maple, graphmática, winplot, etc...) e

seqüências de ensino têm sido criados e usados na Educação Matemática.

Porém, o livro didático ainda continua sendo amplamente utilizado como manual

dos professores. A pesquisa é desenvolvida com um olhar voltado para os dois

livros didáticos citados, que serão analisados segundo a teoria dos registros de

representação semiótica de Raymond Duval.

Este trabalho, não se propõe a analisar etapas do processo de ensino de

Integral, como, por exemplo, a atuação do professor, cujo desempenho

possivelmente tenha um caráter decisivo, uma vez que limitações da literatura

poderiam ser contornadas em atividades de sala de aula, como também a riqueza

de um texto poderia estar sendo obscurecida. Wuo em seu trabalho, A Física e os
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Livros: Uma análise do saber físico nos livros didáticos adotados para o ensino

médio (1999, p. 3), afirma que:

“... mesmo não sendo o livro o elemento único a garantir que o que ali se

apresente corresponda ao saber apreendido pelos estudantes, há o

destaque de ser (o livro) o grande curriculista, dada a sua importância

como instrumento pedagógico para o professor, quando lhe sugere

conteúdo, metodologia e atividades”.

Recentemente, vários livros de Cálculo têm procurado inovar o processo de

ensino e aprendizagem dos conteúdos tratados, substituindo uma abordagem que

se inicia pelas definições, propriedades e técnicas, para, somente então, passar

às aplicações por outra, na qual se privilegia a aquisição dos conceitos pelo

aluno, tendo necessariamente, como um de seus pontos de partida situações

problema.

Esta pesquisa busca verificar como o conteúdo de Integral está

apresentado em dois livros didáticos; ela se propõe investigar os diversos

registros de representação semiótica relativos a este conteúdo que estão

presente nestes livros e descobrir se os mesmos lançam mão de registros de

representação, quais os tratamentos realizam em um mesmo registro e que

conversões de um para outro, são apresentados.

O trabalho está desenvolvido da seguinte maneira.

No capítulo I, apresenta-se a escolha do tema, o problema de pesquisa, o

contexto que a envolve e o pressuposto teórico, a saber: os registros de

representação semiótica de Duval.

O capítulo II destaca os procedimentos metodológicos da pesquisa,

baseados nos de Bardin (2002) e se constitui de três etapas:
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•  A escolha dos livros didáticos a serem examinados.

•  A formulação das hipóteses.

•  A seleção dos objetivos e as constatações que fundamentaram as conclusões e

considerações finais.

No capítulo III, inicia-se a análise dos livros de Cálculo Diferencial e

Integral, fazendo um breve mapeamento quantitativo dos exemplos e exercícios

apresentados pelos autores, nos capítulos em que se desenvolve a Integral, suas

regras e aplicações. Depois é feito um estudo destes capítulos, procurando

evidenciar os distintos registros de representação empregados e quais

tratamentos e conversões são realizados.

No capítulo IV, são apresentadas as conclusões e considerações finais,

através da confrontação dos pontos positivos e negativos que foram observados

na análise apresentada no terceiro capítulo.
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CAPÍTULO I

PROBLEMÁTICA E FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1. – Problemática

Minha experiência em sala de aula tem mostrado que muitos alunos não

compreendem o conceito de integral, que é de fundamental importância na

Matemática. Essa dificuldade se revela em diversos momentos, como por

exemplo, ao se deparar com um problema na língua natural em que se pede para

calcular a área de uma região. Em geral, o aluno tem dificuldade de representar

graficamente tal situação e de interpretar a integral como sendo a ferramenta, por

excelência, para efetuar esse cálculo. Tais dificuldades talvez sejam devidas ao

ensino que, na maioria das vezes, se restringe à aplicação de técnicas, de regras

e de algoritmos, como é evidenciado nos resultados de muitas pesquisas em

Educação Matemática.

Segundo alguns pesquisadores a disciplina Cálculo Diferencial e Integral,

presente em vários cursos de nível superior, tem como objetivo servir de base na

formação em diversas carreiras, devido a sua grande aplicabilidade, entre outras

coisas, desempenhando importante papel na representação dos fenômenos e

como instrumentos para a resolução de problemas. No entanto, sabe-se que a

maneira como é desenvolvida é alvo de críticas e preocupações de alunos e

professores dos mais diversos cursos de graduação, seja da área de exatas,

biológicas ou humanas (Catapani, 2001; in Bolema nº 16, p. 48).

De modo geral, o sistema educativo tem enfrentado problemas em

disciplinas matemáticas, e com o Cálculo não é diferente. Essa disciplina tem
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apresentado elevados índices de reprovação, evasão e insucesso, e

desconsiderando outros fatores, esses problemas têm afastado das universidades

vários alunos que conseguiram alcançar o terceiro grau (Cabral, 1992; Franchi,

1993, 1995; Palis, 1995).

Barbosa &  Neto (1992, p. 61-62), realizaram um estudo em relação ao

rendimento dos alunos na mesma disciplina de Cálculo na Universidade Federal

do Ceará, através de uma amostra de 97 alunos de 18 turmas desta disciplina.

Foi constatado que apenas 27,9% dos alunos obtiveram aprovação e o restante

72,1% não obtiveram êxito. Em alguns casos estes percentuais de aprovação são

baixíssimos, como ocorreu com uma turma do curso de Matemática, com 9,4% de

aprovação e uma turma do curso de Geologia, com 6,4% de aprovação.

Segundo Morellatti (2001), a situação não difere muito do panorama

apresentado por aqueles autores em 1992. Em sua pesquisa realizada na

UNESP/Presidente Prudente de 1993 a 1998, constatou que os percentuais de

alunos reprovados oscilaram de 50% a 71%. Podemos observar que houve uma

pequena melhora, mesmo assim, o índice é preocupante, o que levou Palis (1995)

a apontar para a necessidade de se buscarem alternativas de ação pedagógica

que, aliadas a outras medidas, possam resolver ou amenizar esse problema que,

desde muitos anos, subsiste no Ensino Superior.

Leme, em Aspectos processuais e Estruturais da Noção de Derivada

(2003, p. 80), conclui que há nos livros didáticos fatores que podem gerar

dificuldades para a compreensão do conceito de derivada, ao priorizar a

representação simbólica. O que é feito não só pelos livros e pela maioria dos

professores.

Barufí (1999, p. 127 – 133), após analisar 24 livros, concluiu que bons

livros sempre existiram e que se a maioria deles focalizaram as idéias mais

importantes do Cálculo através de problemas motivadores. Outros mesmos não

partindo de situações problema, conseguiram mostrar diversas aplicações do

Cálculo. Nos resultados de sua pesquisa, conclui também que 29% dos livros
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analisados explicitam fortemente as idéias fundamentais do cálculo que

historicamente propiciaram seu desenvolvimento ou que são importantes por sua

atualidade. Observou que 38% deles apresentam problemas importantes para

motivar a introdução dos conceitos. Detectou que 66% utilizam outras

representações, além da simbólica, com o objetivo de convencer o leitor, discutir

dificuldades e mostrar caminhos possíveis.

Melo em seu trabalho, Conceito de Integral: Uma proposta computacional

para o seu ensino e aprendizagem (2002, p. 1), comenta que os conceitos de

Cálculo Diferencial e Integral, na maioria das vezes, têm sido “ensinados e

apreendidos” por meio de aulas que valorizam a memorização, a aplicação de

técnicas, regras e algoritmos.

No processo de organização e comunicação de saberes pela escola, há

que se considerar a natureza conflituosa, tanto da construção do conhecimento

como de sua transmissão, sendo que nesta última, entre a concepção teórica e

organizacional dos conteúdos a serem ensinados e a sua viabilização pelo

esquema escolar e apresentação em sala de aula, existe uma distância

considerável. Isto é, o que foi pensado para a aprendizagem como proposta

curricular, passando pelas diretrizes pedagógicas, pelos livros didáticos, pelos

programas, pela apresentação em sala de aula e pelo que é cobrado nas

avaliações, vai sofrendo adequações e determinações que refletem, em cada um

desses níveis, tensões próprias e contraditórias.

Segundo os PCNs (1998, p. 21), “... os professores apóiam-se quase

exclusivamente nos livros didáticos,...”. Esta realidade é vivenciada também no

Ensino Superior.

Caraça (2000) comenta a respeito da diferença que há entre um

conhecimento em produção e o conhecimento já transposto para o livro didático.

Ele aborda esse aspecto interessante, enfatizando que se costuma trabalhar

somente o conteúdo conforme está no livro didático, esquecendo-se da forma ou

dos problemas e etapas envolvidos na construção do conhecimento. Para ele:
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“Os conhecimentos estão encadeados nos livros de forma harmoniosa e

quase sempre não são questionados. Deve-se estar atento, pois na

construção da Ciência há toda uma influência da vida social, das

condições de produção, e isto é que faz dela um organismo vivo e

interessante para ser estudado”.

Saviani (in Wuo, 1999, p. 193) enfatiza que a seqüência lógica da disciplina

escolar não segue a da ciência, mas dela se aproxima, na medida em que permite

ao aluno familiarizar-se com os fundamentos das ciências, sua lógica, seu

conteúdo, suas teorias, etc.

Na construção do conhecimento matemático, o aluno vê-se como um

pesquisador na luta pelas novas descobertas e, para isso, as representações são

imprescindíveis; os livros tornam-se objetos importantes nesta maneira de se

ensinar. O governo brasileiro já criou o Programa Nacional do Livro Didático

(PNLD). As análises feitas por esse programa recaem sobre os livros do Ensino

Fundamental e Médio. Vemos aqui uma boa justificativa para, também, estarmos

estudando os livros didáticos do Ensino Superior.

Dada a influência que os livros didáticos exercem no processo escolar, eles

poderiam (ou não) favorecer uma visão do real significado da Integral, mostrando

a dinâmica de sua estrutura e a história dos seus sujeitos e objetos. Contudo,

para que os resultados das atividades realizadas em sala de aula se aproximem

da Ciência e possam propiciar ao aluno uma visão mais autêntica, é preciso que o

professor domine toda essa complexidade. Esse resultado pode depender mais

do trabalho do professor, de como ele se apropriou desse conhecimento do que

dos livros didáticos e currículos, das peculiaridades de sua formação científica e

da consciência que tenha dos fundamentos de seu trabalho, o que ressalta a

necessidade de atenção especial para a formação do educador. No entanto, em

muitos casos o papel desempenhado pelo livro é predominante no processo

ensino e aprendizagem; ele participa como um significativo recurso pedagógico

para professores e alunos.
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A relação entre professor, livro didático e aluno é discutida por Aline Robert

e Jacqueline Robinet (1989) em um de seus trabalhos de pesquisa sobre os

enunciados de exercícios e as representações dos autores de livros didáticos.

Elas afirmam que, freqüentemente, existe uma ligação estreita entre as

representações metacognitivas dos professores de Matemática e as dos autores

de livros didáticos, embora, na prática, muitos professores façam ajustes nos

exercícios apresentados nesses livros. As autoras ressaltam que estes exercícios

podem exercer influência sobre a aprendizagem da matemática, pois, por

exemplo, a freqüência com que certo tipo de exercício aparece pode fazer com

que o aluno acredite que aquilo que eles tratam indicam o que é mais importante

no tema estudado mesmo que os exercícios não sejam resolvidos em sua

totalidade (in Araújo, A Metamatemática no Livro Didático de Álgebra Linear,

2002, p. 11).

Quanto à abordagem de conteúdos matemáticos os PCNs de 1998,

explicitam que:

“... o que também se observa em termos escolares é que muitas vezes

os conteúdos matemáticos são tratados isoladamente e são

apresentados e exauridos num único momento. Quando acontece de

serem tomados (geralmente num mesmo nível de aprofundamento,

apoiando-se nos mesmos recursos), é apenas com a perspectiva de

utilizá-los como ferramentas para a aprendizagem de novas noções. De

modo geral, parece não se levar em conta que, para o aluno consolidar e

ampliar um conceito, é fundamental que ele o veja em novas extensões,

representações ou conexões com outros conceitos” (PCN, 1998, p. 22 e

23).

Acreditamos que esta colocação é válida também para o Nível Superior. No

ensino de Integral é dada ênfase aos algoritmos, privilegiando-se as regras que

são tratadas isoladamente e depois são feitas aplicações em cálculo de área,

volume, deslocamentos, espaços percorridos, centros de gravidade...
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Qualquer que seja o processo utilizado para se alcançar sucesso na

aprendizagem, ele se apóia em algum tipo de representação, uns mais

sofisticados com representações dinâmicas (softwares) outros mais simples

(usando papel e lápis). Pode-se observar que essas tais representações são

importantes, pois o aluno, na tentativa de resolver qualquer questão, procura

representá-lo de alguma forma, como meio de auxiliar o entendimento.

Porém, mesmo com tanta tecnologia, nas aulas o livro didático ainda é

muito presente. Ele traz uma infinidade de representações que, talvez, possam

estar sendo mal utilizadas.

A proposta deste trabalho é examinar a relação entre o saber (integral), tal

como é aceito pela comunidade científica, e sua apropriação pela educação

escolar em nível superior, considerando essa manifestação apenas em livros

didáticos.

A princípio, foram levantadas algumas questões tais como: Será que os

dois livros trazem todas as formas para a representação de Integral? Os

tratamentos são explorados nos seus diversos registros? É dada importância às

conversões? Como isso se dá? As conversões não-congruentes são exploradas?

Os tratamentos são diferenciados das conversões? Os livros dão condições para

que o aluno não confunda o objeto e sua representação?

1.2. – Fundamentação Teórica

Para nortear o trabalho foi escolhida a Teoria Registros de Representação

Semiótica de Duval, que trata de aspectos cognitivos relacionados com a

aquisição dos conhecimentos matemáticos.

Poderia se levantar uma questão: Por que utilizar uma teoria produzida

para estudar a aquisição do conhecimento para analisar livros didáticos?
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Na tentativa de responder a essa questão, reportamo-nos ao capítulo III da

obra “Conversion et Articulation des Representation Analogiques” de Duval, que é

dedicada a analisar as representações produzidas em um capítulo de livro, em

uma seqüência, em trabalhos de alunos ou mesmo em artigos de revista de

grande público, em um hipertexto... Afirma o autor:

“... não se podem analisar as representações sem, primeiramente,

identificar as funções que comandariam sua produção. Essas são as duas

questões que devemos agora abordar. Como efetuar uma análise funcional

de representações? O que se pode esperar de uma análise funcional de

representações?”

Esse mesmo autor em “Interação de Níveis de representação da

compreensão de textos” (1991, p.163), destaca que a análise de texto ganhou

força com as pesquisas de Charniak, Schank, Kintch, Rumelhart e M. Fayol. Este

último fazendo um balanço sobre os trabalhos envolvendo análise de textos,

destaca três questões cruciais:

•  O que se entende por compreensão;

•  É difícil distinguir a compreensão durante a leitura e a compreensão geral;

•  Do ponto de vista didático, pouco se tem esclarecido sobre a aprendizagem da

compreensão de textos.

Para Duval, quando se analisam os modelos de compreensão elaborados

até o momento, pode-se notar que os mesmos são essencialmente centrados no

leitor e não tomam verdadeiramente as características próprias do texto que

podem modificar a situação de leitura e a natureza da tarefa de compreensão.

No entanto a análise de texto é importante, pois os tratamentos que

intervêm no processo de compreensão do mesmo não são unicamente os ligados

ao grau de complexidade da forma lingüística, dependem também do conteúdo

cognitivo que ele traz.
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“Não se pode descartar o fato de que certas “apresentações” podem ser

mais completas que outras, ou que elas podem ser mais adequadas aos

procedimentos exigidos para apropriar o conteúdo tratado. Se a

compreensão, durante a leitura, resulta da “interação entre um leitor e um

texto” ela pode ser tão importante para suplantar o desnível entre o

conteúdo cognitivo próprio ao texto, com aquilo que é próprio do leitor”

(Duval, 1991, p.164).

Para que se obtenha êxito em uma leitura, a base do conhecimento do

leitor é muito importante, porém a estrutura do texto pode facilitar ou dificultar

essa compreensão. Duval afirma que, é fácil distinguir a base de conhecimento do

leitor e o conteúdo cognitivo. Em compensação, a distinção de um conteúdo

cognitivo e a apresentação de um texto é muito delicada de se estabelecer:

•  Conteúdo cognitivo “é o conjunto de representações correspondente a

uma compreensão que permita fazer associações ou inferências e

controlar a pertinência ou a legitimidade”.

•  Organização redacional “é o nível de organização do texto ao qual podem

ser determinadas as representações relativas ao conteúdo cognitivo

desenvolvido pelo texto” (Duval, 1991 p.166 -167).

A distinção destes termos se reflete na diferença entre dois tipos de

procedimento para avaliar a compreensão: seja uma restituição do todo ou de

parte do texto, seja uma produção diferente do mesmo mais em relação direta

com o ele. A primeira remete à compreensão do conteúdo redacional apresentado

no texto e a segunda leva à compreensão do conteúdo no campo cognitivo da

situação.

Será enfatizada a primeira, fazendo uma análise funcional das

representações do conceito de Integral em dois livros didáticos. Esta análise será

feita levando em conta as representações impressas nos livros. Mas o que se

entende por representação?
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Essa palavra na língua portuguesa possui vários sentidos, entre os quais

podemos citar:

•  “Ato ou efeito de representar;

•  Exposição escrita de motivos, de queixas, etc..., a quem de direito;

•  Coisa que se representa;

•  Reprodução daquilo que se pensa;

•  Aparato inerente a um cargo, ao status social;

•  Qualidade indispensável ou recomendável;

•  O conjunto de representantes;

•  Conteúdo concreto apreendido pelo sentido, pela imaginação, pela memória ou

pelo pensamento;

•  Ato ou efeito de representar, interpretação”. (Aurélio, p.1489).

Segundo Giordan (in Nehring, A Multiplicação e seus Registros de

Representação nas Séries Iniciais, 1996, p. 63), na educação, o termo

representação está muito vinculado ao sentido de concepções prévias que o

aluno tem sobre conhecimentos trabalhados na escola. Ele faz a seguinte

observação:

“... (representação) enfatiza o eixo de que se trata, em um primeiro nível,

de um conjunto de idéias coordenadas e imagens coerentes explicativas,

utilizadas por pessoas que aprendem para raciocinar frente a situações

problemas e sobre tudo evidencia a idéia de que este conjunto traduz

uma estrutura mental subjacente responsável por estas manifestações

contextuais”.

Para Duval, o termo “representação” não pode ser empregado sem um

adjetivo que o especifique. Pois as distinções entre os tipos de representação

tendem a se multiplicar. Ele distingue as representações através da relação de
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duas funções: objetivação ou expressão e de tratamento. Assim, ele distingue três

classes de representações:

•  As representações que exercem somente a função de tratamento, as

representações internas, que revelam tratamentos não intencionais e

inconscientes;

•  As representações que exercem somente a função de objetivação; nesta

classe aparecem imagens mentais, crenças...;

•  As representações que exercem a função de tratamento e de objetivação;

aqui aparecem as representações semióticas.

Segundo Duval, os objetos matemáticos são abstratos e para serem

apreendidos devem ser evocados através de representações semióticas, e é

importante não confundir o objeto matemático com sua representação. Ele

levanta, em sua teoria, três pontos importantes da função cognitiva para a

existência dos registros semióticos usados em matemática. São eles: a

representação, o tratamento e a conversão. Sendo que o que garante a

apreensão de um objeto e sua conceitualização é a coordenação entre os vários

registros de representação. Em suas pesquisas, percebeu que as maiores

dificuldades de aprendizagem surgem no contexto da conversão. Isto é, os alunos

não conseguem coordenar os vários registros que estão à sua disposição.

O próprio desenvolvimento do conhecimento levou à noção de

representação, pois ela está em todas as áreas que estudam os fenômenos do

conhecimento. A oposição mental/material é importante para o debate sobre a

análise da natureza do conhecimento e da compreensão, interpretada como

oposição entre os conceitos independentes de toda linguagem e de todos os

sinais e os menos exteriores de comunicação ou de expressão. Isto é, oposição

entre significado (mental) e significante (material).

Para que um sistema semiótico possa ser um registro de representação,

ele deve preencher as três atividades cognitivas fundamentais que são: a

formação de uma representação identificável, o tratamento e a conversão.
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Exemplos de representação identificável: enunciado de uma frase

(compreensível na língua dada), elaboração de um texto, desenho de uma figura,

elaboração de um esquema, escrita de uma fórmula...

O tratamento de uma representação é a transformação desta no interior do

mesmo registro em que foi tomada (Exemplo: 5,025,025,0 =+  ou 
2

1

4

1

4

1 =+ ).

Existem regras de tratamento próprias a cada registro; sua natureza e o número

de tratamentos variam consideravelmente de um registro para outro. Por exemplo:

o cálculo é uma forma de tratamento próprio às escritas simbólicas (cálculo

numérico, cálculo algébrico, cálculo proporcional...); a paráfrase e a inferência são

formas de tratamento em uma língua natural; a reconfiguração é um tipo de

tratamento particular para as figuras geométricas: sendo esta uma das numerosas

operações que dá ao registro das figuras um papel heurístico; a anamorfose é

uma forma de tratamento que se aplica a toda representação figural...

A conversão de um registro de representação é a transformação deste em

um outro registro, conservando a totalidade ou uma parte do objeto matemático. A

conversão requer que o sujeito tenha percebido a diferença entre, o que Frège

chamava o sentido e a referência dos símbolos ou dos signos. Para a escrita do

número, é preciso distinguir a significação operatória ligada ao significante (ela

não pode ser a mesma para 25.0 , para 
4

1
 e para 21025 −⋅ , e não são os mesmos

tratamentos para efetuar as três adições 5.025.025.0 =+ ; 
2

1

4

1

4

1 =+  e

222 105010251025 −−− ⋅=⋅+⋅ ) e o número representado equivale não ao

significante 25.0 , nem ao significante 
4

1
, nem ao significante 21025 −⋅ . Cada uma

dessas três escritas tem uma significação operatória diferente, mas representa o

mesmo número (Duval, IREM, 1992).

A atividade de conversão envolve o conceito de congruência e não-

congruência. As mudanças de registro se situam ao lado dos sistemas produtores

de representação. E isso pode conduzir a uma distorção de imagens, pois o
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sujeito pode ver coisas diferentes. Caso ele reduza o objeto ao conteúdo de

representação, duas escrituras diferentes de um mesmo número são então vistas

como dois números diferentes. Estes fenômenos são os de congruência e de não-

congruência. Por congruência entende-se “a representação no registro de

chegada transparece de certa forma na representação do registro de partida”, isto

é, a conversão se dá de forma natural. Caso contrário, entende-se não-

congruência quando há bloqueamento ou confusão para a passagem de um

registro a outro. As conversões não-congruentes são mais numerosas e são

responsáveis pela maioria das dificuldades de aprendizagem matemática, já que

elas dificultam a coordenação entre registros.

Pavlopoulou (in Catto, Registros de representação e o Número Racional,

2000, p. 31) estudou dois aspectos ligados à congruência ou não, na atividade de

conversão. Em sua análise sobre aprendizagem de Álgebra Linear, ela observou

que dois fatores estariam intimamente ligados a essa questão:

1) A natureza dos registros de representação: saber fazer a passagem do

registro tabela (T) ao registro gráfico (G) não permite fazer a passagem

de um registro tabela (T) ao registro de escrita simbólico (S).

2) O sentido de conversão: saber fazer a passagem do registro simbólico

(S) ao registro tabela (T) não garante realizar o caminho inverso.

Existem diferentes graus de congruência dependendo do sentido da

conversão. A conversão da equação da reta para o gráfico é congruente, porém à

volta não o é. No entanto, são imprescindíveis as conversões nos dois sentidos,

pois a aprendizagem requer a coordenação dos distintos registros de

representação que um domínio do conhecimento mobiliza.
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CAPÍTULO II

PROCEDIMENTOS METODOLÓGICOS

Neste capítulo apresentamos os procedimentos metodológicos utilizados

para a realização da pesquisa que pretende responder à questão: como o livro

didático apresenta a noção Integral sob a ótica dos registros de representação de

Duval?

Para responder a questão, selecionamos dois livros didáticos para serem

analisados: Um Curso de Cálculo, volume I, 5ª edição de Hamilton Luiz Guidorizzi,

da editora LTC, Rio de Janeiro, 2001; e Cálculo, volume I, 4ª edição de James

Stewart, da editora Pioneira, São Paulo, 2002.

Para a análise destes livros utilizamos alguns princípios preconizados por

Bardin (2002) e pretendemos observar como os autores usam e de que forma

eles abordam este conceito por meio destes registros.

a) A escolha dos livros didáticos a serem analisados;

b) A formulação das hipóteses;

c) A seleção dos objetivos e das constatações que fundamentaram as

considerações finais e a conclusão.

Esta primeira etapa compreende a escolha dos livros didáticos a serem

analisados, a formulação das hipóteses e a seleção de variáveis e algumas

constatações que possam fundamentar as conclusões.
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Pretendemos analisar se os autores, nos livros, propiciam articulação entre

os registros de representação:

•  Simbólico (correspondendo ao numérico e ao algébrico);

•  Figural (descrevendo um conjunto discreto ou contínuo);

•  Língua natural e o

•  Tabela.

Em cada registro considerado, procuramos descrever os tratamentos

envolvidos.

Em seguida, fizemos uma análise de como o conceito integral é

apresentado em cada um dos livros em termos dos registros de representação

semiótica. A ênfase foi dada às seções que tratam propriamente da definição de

Integral e, nas aplicações, a prioridade foi dada ao cálculo de área, de volume, de

comprimento de arco, de distância e de trabalho.

Procuramos investigar como o assunto é introduzido, como os exemplos

são tratados e em que quantidade e quais as características das listas de

exercícios.

Antes da escolha desses livros, procuramos aprimorar os conceitos

matemáticos envolvidos no estudo da noção de integral. Para tal estudamos e

discutimos o assunto nos livros: Introdução à Análise Matemática, 2ª edição de

Geraldo Ávila, Editora Edgard Blucher Ltda, 2000; Análise Real, volume I, 3ª

edição de Elon Lages Lima, Coleção Matemática Universitária, 1997; e o artigo

Evolução dos Conceitos de Função e de Integral. Revista Matemática

Universitária, Rio de Janeiro, 1985, por Geraldo Ávila. Além disso, sentimos a

necessidade de aprofundar os ensinamentos de Duval, no que se refere aos

registros de representação semiótica, no livro ‘Sémiosis et pensée humaine’.

Peter lang S.A. Berna. 1995, de Raymond Duval.
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A escolha recaiu em dois livros didáticos que abordam o ensino de Integral

e que constam das ementas de cursos de Cálculo de diversas universidades

brasileiras, como por exemplo: Universidade de São Paulo, Universidade Federal

de Minas Gerais, Universidade Federal de Uberlândia e Pontifícia Universidade

Católica de São Paulo. Estes livros se diferenciam quanto à sua origem, sendo

que um dos autores é brasileiro e outro norte americano, o que desde já aponta

para o fato de que eles foram escritos para diferentes realidades universitárias.

Suas abordagens são diferenciadas: um deles apresenta os assuntos, seguindo o

padrão: definição, exemplo, teorema, exercício,...; O outro introduz o conteúdo

através da apresentação de problemas e, somente após a resolução e discussão

destes é que oficializa a definição; além disso, este último lança mão de recursos

tecnológicos tais como: computador, calculadora, etc. A quantidade de exercícios

colocada em cada obra é bem diferenciada, Stewart apresenta uma quantidade

mais ou menos cinco vezes superior ao do Guidorizzi. Há uma variedade de

registros utilizados nos enunciados dos exercícios e exemplos.  Ambos valorizam

exercícios que utilizam as técnicas de integração.

Para alcançar o objetivo da pesquisa, fizemos uma pré-análise comparativa

dos conteúdos abordados nos livros analisados. Esta fase consistiu em um

primeiro olhar sobre a maneira como cada um dos autores se coloca frente aos

conteúdos tratados, como introduz um conceito, se utiliza ou não exemplos, de

ilustrações gráficas, se propõe ou não aplicações, se apresenta ou não exercícios

resolvidos e também que tipo de exercícios são propostos, etc... Este trabalho

inicial tem por objetivo operacionalizar e sistematizar os procedimentos de

análise.

A pré-análise referida nada mais foi que uma leitura superficial, com

objetivo de estabelecer contato com as abordagens feitas pelos autores, para

verificar quais são os registros de representação utilizados pelos autores. A partir

deste momento, a leitura foi se tornando mais precisa e minuciosa para que fosse

possível centrar as atenções nas conversões entre diferentes registros, bem como

nos tratamentos que ocorriam em cada registro. Porém, antes se fez um

levantamento das quantidades de exemplos e exercícios de cada um deles, com
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objetivo de quantificar os exemplos quanto aos registros utilizados nos

enunciados e nas resoluções. Em relação aos exercícios estes foram

categorizados quanto aos registros utilizados no enunciado e, além disso, quanto

ao tipo: se valorizam as técnicas, se são apresentados como problemas ou se

propõe a utilização de recursos tecnológicos.

Inicialmente, foram levantadas algumas questões como:

1) Será que estes dois livros apresentam vários registros de representação

da Integral (língua natural, simbólico (numérico e algébrico), gráfico e

tabela)?

2) Os tratamentos em cada registro são explorados?

3) Como é feito o trabalho envolvendo as conversões?

4) Os livros dão subsídios para que o leitor não confunda o objeto e a sua

representação?

A análise foi norteada pela tentativa de elucidar as questões formuladas,

partindo do material fornecido pelos dois livros. Além do estudo da apresentação

do conceito da integral, das técnicas e das aplicações, foram destacados 35

exemplos e 30 exercícios para serem analisados. A escolha dos exemplos foi a

partir do tipo e quantidade de registros utilizados tanto no enunciado quanto na

resolução, procurando mostrar a trajetória escolhida pelos autores para definir a

integral, trabalhar suas técnicas e a motivação através de aplicações, mostrando

o significado deste estudo. Acrescentamos comentários sobre os enunciados e

resoluções, principalmente sobre os registros utilizados e em algumas ocasiões

colocamos observações sobre a pertinência e importância do exemplo. Quanto às

resoluções, foram comentadas não só quanto aos registros, mas também sobre a

importância do mesmo. Isto foi feito mostrando algumas passagens (tratamentos

e conversões) que os autores consideraram de forma implícita, mas que nós

julgamos fundamental para o desenvolvimento do nosso trabalho. Em alguns

casos foram feitos comentários apenas de pontos importantes, visto que o

exemplo se encontra na seqüência de outros resolvidos e já comentados.
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Com os exercícios, não foi diferente, a escolha se pautou na utilização dos

registros nos enunciados e a importância no âmbito do tópico estudado,

buscamos mostrar variados tipos de enunciados na tentativa de apresentar

soluções que contemplasse o maior número de registros e em alguns casos,

deixando como sugestão até mais de uma maneira de resolver. Boa parte, dos

exercícios, foi resolvida na integra, em outros fizemos apenas comentários sobre

pontos relevantes e incluímos como forma de ilustrar o uso de algum tipo de

registro ou exercício diferente, como é o caso dos testes falso-verdadeiro, dos

exercícios sobre conceitos e daqueles que utilizam recursos tecnológicos.

À luz da teoria dos Registros de Representação Semiótica de Duval,

pretende-se uma comparação entre o tratamento dado pelos dois autores ao

conceito de Integral.

Passamos a seguir a fazer uma descrição dos livros analisados, levantando

as principais características de cada um.

Características gerais dos livros

A editora Pioneira lançou recentemente no mercado brasileiro uma

tradução do livro “Cálculo”, do autor James Stewart. Ele foi traduzido por

professores do Instituto de Matemática e Estatística da Universidade de São

Paulo. Seu autor é professor da McMaster University. Esta obra é dividida em dois

volumes, o tema integral encontra-se no volume I.

A obra é caracterizada por:

•  No prefácio, o autor menciona características da obra, inclusive fazendo

comentários que, embora sem utilizar os termos da teoria de Duval,

indicam sua preocupação em utilizar diferentes representações e a

mudança entre seus registros. Ele aborda exercícios conceituais,
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apresenta-os em nível gradativo de dificuldade, insere nos mesmos

dados do mundo real, procura dar ênfase à tecnologia e explora a

resolução de problemas propostos.

•  Ao conteúdo integral o autor dedica os capítulos de 5 a 8 perfazendo um

total de 220 páginas. Além disso, uma pequena parte do quarto capítulo é

destinada à questão da antidiferenciação.

•  Os exemplos (153) são pontos de partida para se chegar ao conceito,

regras, propriedades e é apresentada uma grande quantidade de

exercícios resolvidos (1495).

•  Em cada capítulo são apresentadas notas históricas referente ao tópico

desenvolvido.

•  O conteúdo é dividido em capítulos, e estes em subseções, com a

característica de uma abordagem compartimentalizada.

•  Os capítulos, quando da apresentação do conteúdo, são introduzidos

com alguns problemas.

•  Há uma certa variedade nos tipos de exercícios, inclusive, capítulos

separados especialmente para aplicações dos conteúdos, como é o caso

dos capítulos 6 e 8.

•  Há por parte do autor uma preocupação em motivar o uso de

calculadoras gráficas e computadores.

•  São apresentados projetos de extensão que visam a trabalhar a

imaginação dos estudantes, envolvê-los com a tecnologia, fazer

comparação de métodos atuais com aqueles usados pelos iniciadores do

cálculo e promover a antecipação de conceitos que serão discutidos

posteriormente. Estes projetos são denominados de: projetos aplicados,

escritos, descobertas e de laboratório.
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“Um Curso de Cálculo”, volume I, de Hamilton Luiz Guidorizzi, da Editora

Livros Técnicos e Científicos, é um livro que está no mercado já desde de 1985.

Baseia-se nos cursos de Cálculo, ministrados aos alunos da Escola Politécnica da

USP, do Instituto de Matemática e Estatística da USP e do Instituto de Ensino de

Engenharia Paulista - IEEP e está em sua quinta edição. Esta obra é dividida em

quatro volumes.

•  O conteúdo é apresentado em 156 páginas distribuído em quatro

capítulos, (10 a 13) do volume I.

•  Primeiramente são apresentados os conceitos e teoremas. São dados

exemplos como forma de motivação ou interpretação geométrica ou

física, sempre que possível.

•  É apresentado um grande número de exercícios (cerca de 270), com uma

grande valorização de mecanismos (algoritmos) de resolução, bem como

exemplos (149).

•  Não é mencionado o uso de tecnologias, tais como: computador,

calculadoras, etc, bem como notas históricas sobre o conteúdo.

•  O conteúdo é dividido em capítulos, e estes em seções, com a

característica de abordagem compartimentalizada.

•  Após fazer algumas aplicações sobre cálculo de áreas e trabalho o autor

ainda dedica um capítulo para aplicações da integral, como cálculo de

volume, comprimento de curvas e centro de massa, etc.
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CAPÍTULO III

ANÁLISE

Os livros analisados são: “Cálculo”, de James Stewart e “Um Curso de

Cálculo”, de Hamilton Luiz Guidorizzi. O primeiro apresenta o estudo da Integral

em cinco capítulos. Em um deles, continuando o estudo de derivadas, insere o

assunto antiderivada. No seguinte, trata da definição de integral. Em outro

capítulo, desenvolve algumas aplicações e, na seqüência, trabalha técnicas de

integração. No último capítulo, volta a apresentar mais aplicações. O segundo

dedica quatro capítulos ao assunto. No primeiro trabalha, a primitiva de uma

função; no segundo, apresenta a definição de Integral; no seguinte, trabalha as

técnicas de primitivação e no último trata de aplicações.

Apresentaremos inicialmente uma análise quantitativa dos tipos de

registros de representação semiótica, utilizados por cada um dos autores. Em

seguida, é feita separadamente uma análise dos registros para cada um dos

livros.

3.1. – Análise quantitativa dos exemplos e exercícios

Para apresentar um panorama inicial das obras fazemos um “raio-X” do

interior das mesmas, buscando quantificar os exercícios e exemplos que são

explorados. Não é objetivo fazer uma análise minuciosa dessas quantidades, mas

apresentá-las de forma sucinta e fazer uma pequena comparação entre as obras.

Para tal, apresentamos quatro tabelas:
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A primeira delas (tabela 1), refere-se à quantidade de exemplos

apresentados nos diversos capítulos, que trata da integral, sob um olhar dos

registros utilizados na apresentação dos enunciados. Em outra (tabela 2), pode-se

verificar a exploração dos registros usados nas resoluções propostas pelos

autores para os exemplos trabalhados.

Fazemos, também, uma apresentação de tabelas, mostrando a quantidade

de exercícios enunciados em cada obra, sob dois olhares: no primeiro (tabela 3),

os exercícios são quantificados segundo os registros utilizados na elaboração dos

enunciados. Em outro olhar (tabela 4), procuramos quantificar os exercícios,

fazendo diferenciação entre aqueles que utilizam técnicas, isto é, do tipo

“calcule...”; problemas propostos; exercícios nos quais os autores propõem a

utilização de recursos tecnológicos (software e calculadora gráfica) e fizemos uma

quarta classificação para envolver exercícios diversos que não recaíssem nos

casos anteriores.

Na análise do livro do Stewart, não foram computados os exercícios das

seções “Problemas Quentes”, que também foram objetos de análise. Optamos por

essa “exclusão” a fim de podermos dar em todas as tabelas uma visão

comparativa entre os dois livros. Estas seções são apresentadas uma por

capítulo, trazendo, além de exemplos resolvidos, diversos exercícios perfazendo

um total de 56, nos quais podem ser observada a presença dos diversos

registros.

Praticamente não há a existência de exercícios que utilizam somente

técnicas para a resolução. Há várias situações problemas para serem resolvidas e

são colocados exercícios com sugestão para utilizar recursos tecnológicos. Neste

mesmo livro, é apresentada, no final de cada capítulo, uma revisão que engloba

exercícios de verificação de conceitos, teste falso-verdadeiro, exercícios e

exercícios diversos.

No livro de Stewart o conteúdo de integral está distribuído nos capítulos de

5 a 8, além disso, a seção 4.10 trabalha o assunto antiderivada, que foi objeto de
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nossa análise, os exemplos e exercícios desta seção também fazem parte das

quatro tabelas. Queremos ressaltar que os exercícios relativos a esse item,

“revisão dessa seção”, não foram computados na análise que segue, pois eles se

encontram no final, distribuídos entre o total de revisão do capítulo que também

tratam de assuntos que não foram analisados.

Destacamos que, em alguns exemplos e exercícios, não há predominância

de um único registro, portanto são contados em duas colunas.

No que se refere à quantidade de exemplos explorados nos capítulos, os

autores não divergem e, praticamente, não há diferenças: ambos utilizam entre

145 e 155 exemplos para desenvolver o assunto. Na seção em que são

trabalhadas as primitivas de uma função, Guidorizzi utiliza uma quantidade

superior; já nas aplicações, Stewart apresenta maior número, até porque o faz em

dois capítulos. Naqueles em que são desenvolvidas as técnicas de integração, os

autores utilizam quantidades próximas e é nestes que aparecem o maior número

de exemplos.

Nas três primeiras tabelas em que são trabalhados registros de

representação semiótica, é utilizada a legenda: (S) registro simbólico (englobando

simbólico algébrico e simbólico numérico), (G) gráfico, (LN) língua natural e (T)

tabelas.

QUANTIFICAÇÃO DOS EXEMPLOS QUANTO AOS REGISTROS UTILIZADOS NO
ENUNCIADO

GUIDORIZZI STEWART

Capítulo S G LN T Total Capítulo S G LN T Total

10 17 3 20 Seção 4.10 4 4 4 8

11 23 14 13 29 5 32 3 16 1 39

12 70 1 70 6 13 24 25

13 24 19 10 4 30 7 52 25 61

8 10 20 20

Total 134 34 26 4 149 Total 111 7 89 1 153

Tabela 1
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A tabela 1 mostra a quantificação dos exemplos, considerando os registros

utilizados na apresentação dos enunciados dos mesmos. Observando esta tabela,

podemos fazer algumas considerações. Os registros mais utilizados pelos dois

autores são o simbólico e língua natural. Isto ocorre em todos os capítulos. O

registro tabela é muito pouco utilizado, apenas Guidorizzi o faz no capítulo sobre

aplicações; isto também ocorre com o registro gráfico, que é pouco utilizado por

Stewart.

O registro simbólico aparece em grande quantidade em todos os capítulos,

mas vemos sua maior utilização ao se trabalharem as técnicas de integração.

Guidorizzi utiliza apenas este registro e Stewart explora também o registro língua

natural. Os gráficos são mais enfatizados por Guidorizzi, quando apresenta a

definição de Integral e as aplicações.

QUANTIFICAÇÃO DOS EXEMPLOS QUANTO AOS REGISTROS UTILIZADOS NA
RESOLUÇÃO APRESENTADA

GUIDORIZZI STEWART

Capítulo S G LN T Total Capítulo S G LN T Total

10 20 7 20 Seção 4.10 4 4 4 8

11 25 13 5 29 5 31 17 18 4 39

12 69 1 4 70 6 24 18 23 1 25

13 20 23 13 4 30 7 57 23 41 4 61

8 20 14 9 2 20

Total 134 37 29 4 149 Total 80 53 95 11 153

Tabela 2

Quanto aos registros usados nas resoluções dos exemplos, a tabela 2

mostra que aqui aumenta, ainda mais, o uso do registro simbólico. Quanto ao

registro língua natural, Stewart dele lança mão, mais vezes que o outro autor.

Podemos observar que o registro gráfico é bastante explorado pelos dois autores

e também que os dados desta tabela associados ao da anterior apontam a

resistência quanto ao uso da conversão do registro gráfico para o simbólico. Na

maioria dos casos, ela ocorre no sentido inverso dos registros citados
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anteriormente. O registro tabela é pouco usado, mas com um índice maior de

aparecimento nas resoluções que nos enunciados.

Fazendo a análise das tabelas referente ao número de exercícios

propostos, deparamo-nos com uma surpresa, pois o número deles colocado por

Stewart é superior a cinco vezes a quantidade usada por Guidorizzi. Com essa

grande quantidade, observamos que, em todos os capítulos, o número de

exercícios também é maior. Guidorizzi apresenta um maior número deles no

capítulo em que trabalha a definição da integral e o cálculo de áreas, com 109. Já

Stewart apresenta maior quantidade na apresentação das técnicas de integração,

585. Podemos observar também que nos capítulos em que são desenvolvidas as

aplicações, o autor apresenta 427 exercícios. No capítulo dedicado à definição

são colocados 406, e na seção sobre primitivas são apresentados 77,

aparentemente são poucos, mas devemos considerar que esta é apenas uma

seção do quarto capítulo.

QUANTIFICAÇÃO DOS EXERCÍCIOS QUANTO AOS REGISTROS UTILIZADOS NO
ENUNCIADO

GUIDORIZZI STEWART

Capítulo S G LN T Total Capítulo S G LN T Total

10 17 8 25 Seção 4.10 54 7 15 1 77

11 67 4 40 109 5 291 20 63 9 406

12 91 91 6 144 10 90 2 248

13 18 28 46 7 478 9 117 5 585

8 78 9 116 2 179

Total 193 4 76 271 Total 1045 55 401 19 1495

Tabela 3

Nos enunciados dos exercícios, os autores usam mais os registros

simbólico e língua natural. Podemos observar que Guidorizzi usa unicamente o

primeiro registro para trabalhar as técnicas de integração e o língua natural

aparece com uma certa expressão nos enunciados dos exercícios dos capítulos

referentes à definição e das aplicações. O registro gráfico é pouco utilizado e
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tabelas são inexistentes. Já Stewart utiliza os quatro registros, mas assim como o

autor citado anteriormente, a predominância é dos registros simbólico e língua

natural. Porém, o gráfico aparece 55 vezes e as tabelas inseridas em 19

enunciados. Quando se trata do cálculo de área, usa mais o registro gráfico. O

língua natural aparece de forma considerável no momento das aplicações.

Na tabela abaixo, que se refere à quantificação de exercícios quanto ao

tipo de resolução, as siglas utilizadas possuem os seguintes significados (T)

exercícios que valorizam técnicas, (P) exercícios que são situações problemas,

(O) outros e (RT) aqueles em que é sugerida a utilização de recursos tecnológicos

(Computador, calculadora gráfica, etc).

QUANTIFICAÇÃO DOS EXERCÍCIOS QUANTO AO TIPO DE RESOLUÇÃO

GUIDORIZZI STEWART

Capítulo T P O RT Total Capítulo T P O RT Total

10 11 5 9 25 Seção 4.10 48 16 13 6 77

11 90 17 2 109 5 267 62 76 19 406

12 81 10 91 6 135 70 43 13 248

13 23 16 7 46 7 418 32 35 44 585

8 50 58 73 18 179

Total 205 38 28 271 Total 868 238 230 100 1495

Tabela 4

Nesta última tabela, nosso interesse é fazer um levantamento,

principalmente, dos exercícios que usam técnicas e dos problemas propostos. No

momento desta análise, surgiu outro item que achamos de fundamental

importância considerar. São os exercícios em que é sugerido o uso de recurso

tecnológico, dada a crescente utilização dos computadores. Não nos

preocupamos com análise dos registros envolvidos ao se usarem estes recursos,

por se tratar, às vezes, de representações dinâmicas o que seria tema para uma

outra pesquisa. Quanto à sugestão deste recurso, ela aparece apenas no livro do

Stewart e em quantidade considerável, 100. Podemos observar que os exercícios
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que utilizam técnicas aparecem em maior número, em ambos os livros, o que nos

leva a verificar a associação com a utilização do registro simbólico. Já os

problemas aparecem em um número menor de vezes. No livro do Stewart, tem-se

um número razoável de problemas, cerca de 238.

O estudo desta última tabela, ressalta um fato: grande quantidade de

exercícios sugerindo a utilização de recursos tecnológicos. Talvez isto se deva à

realidade vivenciada pela população para a qual o livro foi elaborado. Surge uma

questão: será que as nossas faculdades estão aparelhadas para que o aluno

desenvolva tais atividades?

Outro aspecto que podemos observar é a grande quantidade de exercício

trazida por este autor. Será possível o aluno estar desenvolvendo todas essas

atividades?

Vemos que nos dois livros há a valorização das regras ou algoritmos,

grande utilização do registro simbólico tanto para enunciar os exercícios quanto

para resolver os exemplos.

3.2. – Análise qualitativa dos registros

Apresentamos algumas considerações, quanto à maneira de condução da

análise que propomos realizar. Os exercícios foram escolhidos, visando a

trabalhar o máximo possível de registros de representação semiótica tanto nos

enunciados quanto nas resoluções propostas pelos autores. As resoluções são

apresentadas na sua totalidade, parcialmente, ou, às vezes, omitidas, para evitar

repetições desnecessárias à compreensão geral. Em alguns casos é mostrado ou

comentado apenas aquilo que diferencia um exemplo ou um exercício de outro já

analisado. Buscamos mostrar os registros, tratamentos e conversões utilizados
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em cada situação. Procuramos, em alguns momentos, detalhar aquilo que é

deixado de forma implícita pelos autores.

São mostrados os caminhos percorridos pelos autores para definir Integral,

destacando e comentando os passos envolvidos. A ênfase é dada aos capítulos

que envolvem diretamente o conceito de Integral. Naqueles que tratam de

propriedades e aplicações, em algumas demonstrações, são apresentados

apenas comentários referentes aos registros de representação, de uma maneira

generalizada.

Ambos os livros iniciam o tópico Integral com a apresentação de primitiva

de uma função, com comentários sobre a definição, exemplos e exercícios. Em

seguida, trabalham o conceito de integral e suas propriedades. Neste capítulo,

vemos diferenças cruciais na maneira que os autores trabalham a introdução do

conceito. São mostradas, também, técnicas de primitivação e aplicações. Nestes

itens, cada autor usa uma ordem de assuntos. Para a análise que prossegue

foram selecionados 35 exemplos e 30 exercícios, além de definições ou

comentários realizados pelos autores que julgamos pertinentes citar ou comentar.

3.2.1. – “Um Curso de Cálculo” - Guidorizzi

Iniciaremos, fazendo uma descrição dos capítulos 10 a 13 que são

destinados ao assunto Integral. No capitulo 10, o autor desenvolve o assunto

primitiva de uma função, utilizando predominantemente o registro simbólico. Ele

trabalha primeiramente a relação entre funções com derivadas iguais, mostrando

que se duas funções F  e G  contínuas em um intervalo I  possuem derivadas

iguais ( ) ( )xGxF '' = , então elas diferem por uma constante. Isto é, ( ) ( ) KxGxF += .

Depois define como função primitiva de f  em um intervalo I ,  a função F  em I ,

tal que ( ) ( )xfxF ='  para todo Ix ∈ . Neste capítulo, os exercícios são enunciados

no registro simbólico, com algumas exceções que analisaremos posteriormente.
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No capítulo 11, o autor utiliza três seções para introduzir o conceito de

integral de Riemann, estuda propriedades e mostra algumas aplicações, como o

cálculo de área e de trabalho realizado por uma força constante. Os registros

mais utilizados são o simbólico, a língua natural e o gráfico. Para o

desenvolvimento deste estudo, são realizados, nos registros citados, tratamentos

e conversões.

Nas seções seguintes, apresenta algumas propriedades das integrais com

suas respectivas demonstrações e faz a prova do Teorema Fundamental do

Cálculo (TFC), apresentando exemplos de utilização do mesmo, no registro

simbólico. Traz uma lista de 60 exercícios no registro simbólico para que o aluno

possa fazer, aplicação desse teorema e também das propriedades, por exemplo

(Calcule ( )∫ +
1

0
3 dxx ).

Em outra seção, desenvolve o cálculo de áreas a partir do Teorema

Fundamental do Cálculo. Aqui é explorado o registro simbólico, mas também

aparece de forma considerável o registro gráfico. Além de exemplos trabalhando

o cálculo de áreas, Integral é usada para resolver problemas aplicados à Física,

tais como cálculo de deslocamento e do espaço percorrido por uma partícula que

se desloca sobre o eixo x. No final desta seção, aparece uma lista de 26

exercícios, caracterizados pela suas representações, nos registros simbólico e

língua natural. Na próxima seção, é feita a apresentação da mudança de variável

na integral, mostrando o enunciado de um teorema e a prova do mesmo e

elencando oito exemplos, na sua maioria, trabalhados no registro simbólico. Na

última seção, trabalham-se aplicações à Física e os enunciados dos exercícios

estão caracterizados pelo uso dos registros língua natural e gráfico.

No capítulo 12, são apresentadas as técnicas de primitivação tais como:

integração por partes, mudança de variáveis, integrais indefinidas do tipo

( )
( ) ( )dx

xx

xP
∫ −− βα

, integrais de funções racionais, de produtos de seno e de co-seno,

potências de seno e de co-seno, de tangente e de secante. Nas seções em que
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são trabalhadas estas técnicas, pode-se ver o predomínio do uso de registro

simbólico.

O capítulo 13 traz mais algumas aplicações da integral tais como: cálculo

do volume de sólido obtido pela rotação de um conjunto limitado do plano em

torno dos eixos x ou y, área de superfície de revolução, comprimento de arco de

curva inclusive na forma paramétrica. Apresenta um estudo das coordenadas

polares, em seguida, aplicando-as no cálculo de área de superfície, comprimento

de curvas e de centro de massa. Para trabalhar estas aplicações, o autor usa

vários registros, com predominância significativa para o registro gráfico.

A definição de integral, suas propriedades e algumas aplicações são

apresentadas utilizando diversos registros de representação semiótica. A análise

de como se dá esta apresentação é o objeto e nosso estudo.

No capitulo 10, o autor apresenta uma relação existente entre duas funções

que têm derivadas iguais, isto é, estas funções diferem por uma constante.

Utilizando o Teorema do Valor Médio, o autor apresenta a demonstração de que,

se uma função f  é contínua em um intervalo I  com derivada igual a zero no

mesmo, então, existe uma constante k  tal que ( ) kxf = , para todo x em I . Em

seguida, demonstra, como conseqüência desse resultado, o teorema: “Sejam f  e

g  contínuas no intervalo I . Se ( ) ( )xgxf '' =  em todo x  interior a  I  , então

existirá uma constante k  tal que ( ) ( ) kxgxf +=  para todo x  em  I ”. Essa relação é

enunciada nos registros língua natural e simbólico e demonstrada neste último

registro.

Seguem cinco exemplos que são trabalhados no registro simbólico. O que

fica em evidência são os tratamentos feitos neste registro. Como ilustração

destacamos o quinto desses exemplos:



42

Exemplo 1: página 288

O enunciado é apresentado nos registros língua natural e simbólico

(algébrico e numérico). Para iniciar a solução, pode se ver um tratamento: de

22y
dx

dy =  para ( ) ( )[ ] 22' xfxf = . A partir da condição ( ) 11 −=f  pode-se dizer que

( ) 0<xf  para algum intervalo que contém 1=x . Ocorre outro tratamento: de

( ) ( )[ ] 22' xfxf = , multiplicando ambos os membros da  igualdade por ( )[ ] 2−xf ,

obtendo-se ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ] 222 2' xfxfxfxf ⋅= −−  e finalmente ( )[ ] ( ) 2'2 =− xfxf . Na

resolução do autor, observando que pela regra da cadeia, o primeiro membro é a

( )[ ]{ } '1−− xf  e observamos que o segundo membro é ( ) '2x , apresenta um

tratamento obtendo a igualdade ( )[ ]{ } ( ) ''1 2xxf =− − . Tratando-se agora de duas

funções contínuas com derivadas iguais em um intervalo I , o autor, aplicando o

teorema anteriormente demonstrado, faz um tratamento obtendo

( )[ ] kxxf +=− − 21 .

Para chegar à conclusão de que 1−=k , se para ( ) 11 −=f ,podem ser feitos

os seguintes cálculos que o autor não explicita. Vejamos dois possíveis

Exemplo 5. Determine uma função ( )xfy = , definida num intervalo aberto I , com I∈1 , tal

que ( ) 11 −=f  e, para todo x em I , 22y
dx

dy = .

Solução

Devemos ter, para todo x em I, ( ) ( )[ ] 22' xfxf = .

A condição ( ) 11 −=f  permite-nos supor ( ) 0<xf  em I. Temos então

( )[ ] ( ) Ixxfxf ∈=− ,2'2
.

Lembrando que ( )[ ]{ } ( )[ ] ( )xfxfxf '' 21 −− =−  e que ( ) 2'2 =x , resulta

( )[ ]{ } ( ) Ixxxf ∈=− − ,'2'1
.

Pelo corolário existe uma constante k tal que, para todo Ix ∈ , ( )[ ] kxxf +=− − 21
.

Da condição ( ) 11 −=f , segue 1−=k . A função ( )
2

1
,

12

1 >
−

−= x
x

xf  satisfaz as condições

dadas . (A condição 
2

1>x  é para garantir que 1 pertença ao domínio de f .)
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desenvolvimentos apresentando os registros simbólico (algébrico e o numérico) a

partir de ( )[ ] kxxf +=− − 21 , para todo Ix ∈ .

Para 1=x  e levando-se em conta a condição dada ( ) 11 −=f  a igualdade

fica:

1ª) ( ) k+⋅=−− − 121 1  ⇒  k+=




−

− 2
1

1  ⇒  [ ] k+=−− 21  ⇒  k+= 21  ⇒  1−=k

2ª)  ( )[ ] ( )xf
xf

11 −=− − , temos ( ) kx
f

+=− 2
1

1
, então ( ) kx

xf
+=− 2

1
 ⇒  K+⋅=

−
−

12
1

1

⇒  K+= 21  ⇒ 1−=k .

Em seguida, o autor afirma que a função ( )
2

1
,

12

1 >
−

−= x
x

xf  satisfaz as

condições dadas.

Por que isto é verdade?

Primeiro, como 1−=k , temos que ( )[ ] 121 −=− − xxf . Mas, como

( )[ ] ( )xf
xf

11 −=− −  podemos fazer os seguintes tratamentos: ( ) 12
1 −=− x
xf

 ⇒

( ) ( )121 −⋅=− xxf  ⇒  ( )
12

1

−
−=
x

xf .

Porém, como essa função é representada por um quociente e há uma

variável no denominador, deve ser verificada a condição 012 ≠−x , isto é, 
2

1≠x  e

para garantir que I∈1 , considerou o domínio da função, como sendo







 >∈=

2

1
/ xRxD .
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Para encerrar esta seção, o autor propõe uma lista de 14 exercícios com

enunciado nos registros língua natural e simbólico. Na sua maioria, os enunciados

apontam que as soluções podem ser obtidas utilizando raciocínios semelhantes

aos dos exemplos desenvolvidos, isto é, partindo de condições, envolvendo a

função e sua derivada, encontra-se a função f . Segue uma resolução de um

exercício.

isto

(f

ún

é u

(f

da

ser

Ob

4
. A função ( ) Rxxfy ∈= , , é tal que ( ) 10 =f  e ( ) ( )xfxf 2' =  para todo x . Esboce o

gráfico de f .
Exercício 1: página 289

Para a resolução, usaremos a idéia desenvolvida anteriormente pelo autor,

 é: se ( ) ( )xfxf α='  implica ( ) xkexf α= . Guidorizzi afirma que a função

) Rxex x ∈= ,  tem derivada ( ) xexf ='  e mostra através de um exemplo que as

icas funções que gozam desta propriedade são as da forma ( ) xkexf = , onde k

ma constante.

Aplicando este resultado na questão proposta, como ( ) ( )xfxf 2' −= , e

) 10 = , temos 021 ⋅−= ke  ⇒  1=k . Portanto, ( ) xexf 2−= . Para se construir o gráfico

 representação algébrica da função ( ) xexf 2−= , um dos procedimentos pode

, observar:

•  Se a função é positiva e não possui raízes reais e, portanto, seu gráfico

não corta o eixo do x;

•  O ponto onde corta o eixo dos y;

•  Se a função é crescente ou decrescente.

Da condição ( ) 10 =f  segue que o gráfico corta o eixo dos y no ponto (0,1).

servando que através de um tratamento numérico podemos escrever a função
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( ) xexf 2−=  da forma ( )
x

e
xf 





=

2

1
, fica evidente que trata-se de uma função

exponencial de base positiva menor que 1, evidenciando que é decrescente.

Outra maneira de verificar o decrescimento da função pode ser através do

estudo da derivada. Como a derivada ( ) xexf 22' −−=  é negativa  para qualquer

valor de x, isto implica que ( )xf  é decrescente em R. Segue a representação

gráfica.

Podemos observar que este exercício favorece a mudança do registro

simbólico para o gráfico. Para encontrar a função, utilizamos o registro simbólico

(algébrico e numérico) e na construção do gráfico, foram usadas idéias aplicadas

à função exponencial, com tratamentos numéricos.

Na seqüência, o autor apresenta a definição de primitiva de uma função,

colocando a integração como operação inversa da derivação e vice-versa,

trabalhando nos registros simbólico e língua natural. São apresentados quinze

exemplos, nos quais são determinadas as primitivas de algumas funções,

procurando uma outra cuja derivada é a de partida. Segue um exemplo.
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Exemplo 2: página 291

O autor apresenta a solução no registro simbólico e recorre a

conhecimentos anteriores: a função ( ) 2xxf =  é derivada de ( )
3

3x
xF =  e de

( )∫ dxx 2 . Logo essas funções diferem por uma constante, isto é k
x

dxx +=∫ 3

3
2 .

No item b, usa-se raciocínio semelhante, porém há uma sutileza: qual é a

função que estará dando origem a uma primitiva? O registro ( )∫ dx  não mostra a

existência de uma função, mas a grafia do 1 está implícita. A partir daí, a função

( ) 1=xf  é derivada de ( ) xxF =  e de ( )∫ dx.1 , donde kxdx +=∫1 .

Em alguns exemplos, o autor, utilizando o registro simbólico e efetuando

tratamentos, explora a relação existente entre a derivação e a integração. Os

enunciados dos exemplos de 3 a 11 são todos tipo: Calcule ( )dxxf∫ . No exemplo

12, o autor não utiliza, no enunciado o símbolo ∫ . Aqui lança mão da derivada

simbolizada por 
dx

dy
.

Exemplo 3. Calcule.

a) ∫ dxx2 b) ∫dx

Solução

a) 23 '
3

1
xx =





. Logo, k
x

dxx +=∫ 3

3
2 .

b) O integrando é a função constante ( ) 1=xf . Então ∫∫ +=⋅= kxdxdx 1  pois, ( ) 1'=x .
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Exemplo 3: página 294

Pede-se para determinar ( )xyy =  de modo que 2x
dx

dy = . Esta última

representação caracteriza derivada e deve-se encontrar sua primitiva. Para

resolvê-la são feitos alguns tratamentos de xdxdx
dx

dy
∫∫ = 2

, obtém-se

∫= dxxy 2 . A partir daí, os tratamentos são os mesmos do exemplo anterior.

No exemplo seguinte, é tratada a mesma função, porém com uma condição

específica, isto é, o gráfico de sua primitiva deve passar por um ponto ( )00 , yx .

Sendo que 0x  pertence ao intervalo I , onde a função e sua primitiva são

contínuas.

Exemplo 12. Determine ( ) Rxxyy ∈= , , tal que  2x
dx

dy = .

Solução

2x
dx

dy = ⇔ dxxy ∫= 2 .

Assim,  k
x

y +=
3

3

.

Exemplo 13. Determine a única função ( )xyy = , definida em R, tal que

( )





=

=

.20

2

y

x
dx

dy

Solução

2x
dx

dy = ∫ +==⇒ kxdxxy 32

3

1 .

A condição ( ) 20 =y  significa que 0=x , para , devemos ter 2=y . Vamos determinar k para

que esta condição esteja satisfeita.

Substituindo, então, em kxy += 3

3

1 , x por 0 e y por 2, resulta 2=k . Assim, 2
3

1 3 += xy .
Exemplo 4: página 294
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Novamente o enunciado é apresentado no registro simbólico com notação

da derivada. O gráfico da primitiva deverá passar pelo ponto ( )2,0 ; isto é indicado

por ( ) 20 =y . Podemos ver na solução apresentada que, após os mesmos

tratamentos feitos no exemplo anterior, encontra-se a primitiva kxy += 3

3

1
. A

partir da condição ( ) 20 =y , é encontrado k . Vejamos os tratamentos realizados:

substitui-se na solução encontrada o valor de x por zero e de y por 2, temos

⇒+⋅= k30
3

1
2  ⇒+= k02 2=k  e conclui-se que  a primitiva da função

2xy =  com  a condição ( ) 20 =y  é 2
3

1 3 += xy .

É trabalhado um exemplo da Física, envolvendo velocidade e posição de

uma partícula que se desloca sobre o eixo x em função do tempo. O enunciado é

apresentado no registro língua natural e com a condição de que para tempo 0=t

tem se a posição 1=x .

sim

ve

os
Exemplo 15. Uma partícula desloca sobre o eixo x e sabe-se que no instante t, 0≥t , a

velocidade é ( ) 12 += ttv . Sabe-se, ainda, que no instante 0=t  a partícula encontra-se na

posição 1=x . Determine a posição ( )txx = da partícula no instante t.

Solução

( ) 1012 =+= xet
dt

dx

Temos:

( )∫ ++=+=⇒+= kttdttxt
dt

dx 21212 .

Para 1=k , teremos 1=x para 0=t . Assim, ( ) .12 ++= tttx .
Exemplo 5: página 295

Na solução apresentada, pode-se visualizar a conversão para o registro

bólico, utilizando conhecimentos da aplicação de derivadas: a função

locidade é a derivada do espaço em função do tempo. Vejamos a conversão e

 tratamentos.
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A velocidade pode ser interpretada como a derivada do espaço em função

do tempo, isto é, ( )
dt

dx
tv = . Portanto, pode-se escrever 12 += t

dt

dx
. Temos ainda a

condição da posição 1=x  para tempo 0=t , que pode ser escrito simbolicamente

por ( ) 10 =x . Após a conversão do enunciado do registro língua natural para o

registro simbólico podem-se ver os seguintes tratamentos. Aplicando a operação

de integração em ambos os lados da igualdade obtêm ( ) tdtx ∫ += 12 . Integrando

o segundo membro, tem-se kttx ++= 2 . Da condição ( ) 10 =x , segue que

k++= 001 2 , logo 1=k . O que faz com que a solução que, anteriormente, seria

uma família de funções, seja caracterizada pela única função 12 ++= ttx .

O autor apresenta os exercícios em ordem crescente de dificuldade, eles

são reproduções fiéis dos exemplos tratados, e grande parte dos mesmos é

enunciada no registro simbólico. Nos quatro primeiros exercícios, são trabalhadas

43 questões em que a resolução é aplicação direta de técnica, utilizando

tratamentos numérico ou algébrico e não favorecem as conversões, envolvendo

diversos tipos de funções. Na seqüência, os exercícios também são cópias dos

exemplos apresentados no registro simbólico (algébrico e numérico). São

trabalhadas funções que apresentam uma condição específica, isto é, o gráfico de

sua primitiva deve passar por um ponto ( )00 , yx . Sendo que 0x  pertence ao

intervalo I , onde a função e sua primitiva são contínuas e  é utilizado o registro

dx

dy
. Semelhantemente, os primeiros exercícios, estes também não favorecem as

conversões, ficando apenas com os tratamentos no registro simbólico. Vejamos

alguns exercícios propostos e possíveis soluções:
1. Calcule

a) ∫ dxx b) ∫ dx3 c) ( )dxx∫ +13  ...... f) ( )∫ ++ dxxx 323
Exercício 2: página 296
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Vejamos como proceder para a resolução do item f: A derivada de









++ x

xx
3

2

2

4

24

 é 323 ++ xx . Logo, a primitiva de 323 ++= xxy  é









+++ kx

xx
3

2

2

4

24

.

O exercício não favorece a mudança de registros. Para a resolução, o leitor

provavelmente buscará idéias nos exemplos e, com isso, utilizará o mesmo

registro. O que a questão possibilita são os tratamentos discutidos nos exemplos.

Os próximos três exercícios são exceção quanto à apresentação dos

enunciados, pois é feita no registro língua natural e simbólico.

Eles envolvem conceitos de Física e exige, por parte do leitor, interpretação

e permite conversões de registros, o que poderá facilitar a solução.

e

u

f

v

p

7. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade ( ) 0,3 ≥+= tttv . Sabe-se que,

no instante 0=t , a partícula encontra-se na posição 2=x .

a) Qual a posição da partícula no instante t?
b) Determine a posição da partícula no instante 2=t ?
c) Determine a aceleração?
Exercício 3: página 298

Para a resolução deste exercício, é necessária a interpretação do seu

nunciado, convertendo-o para a linguagem matemática. Isto pode ser feito,

tilizando o registro simbólico, tomando a função de posição ( )txx = , temos que a

unção velocidade ( )tv  pode ser interpretada como a derivada 
dt

dx
. Como

( ) 3+= tt , então 3+= t
dt

dx
. Através de um tratamento no registro simbólico,

ode-se obter ( )∫ += dttx 3 . Encontrando a primitiva desta função, teremos
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kt
t

x ++= 3
2

2

. Por outro lado, a condição da posição da partícula ser 2=x  para o

instante 0=t , isto é, ( ) 20 =x , nos leva a concluir que 2=k . Logo, a posição da

partícula num instante t  é dada pela função 23
2

2

++= t
t

x .

Para responder à questão b, a posição da partícula para 2=t  será

encontrada, fazendo um tratamento numérico:  ( ) 10223
2

2
2

2

=+⋅+=x .

A resposta da questão c é encontrada a partir das regras de derivada, pois

a função aceleração é obtida a partir da derivada da velocidade. Logo, ( )
dt

dv
ta = .

Isto implica ( )[ ] ( ) 1' == tatv .

O exercício favorece a mudança de registros. Sua resolução poderá ser

efetuada com a mudança do registro da língua natural para o simbólico. Podem

ser realizados tratamentos tais como: cálculos algébricos e numéricos, como os

que foram apresentados na sugestão de resolução. Ao se resolver este exercício,

pode-se também explorar a interpretação geométrica da posição da partícula. Ela

pode ser usada como motivação para a interpretação da representação da

integral como uma área.

Nos enunciados dos exercícios, podem-se observar diferentes notações

em um mesmo registro, grande quantidade de questões por exercício e variação

na representação, inclusive alguns explorando conversão de registros, como

segue.

Para finalizar, os exercícios 10 e 11 são apresentados nos registros

simbólico e língua natural. O primeiro envolve uma situação da Física na qual se

procura a função de posição a partir da função velocidade ou aceleração como

sendo a primeira derivada ou segunda, respectivamente, não favorecendo a

conversão de registro. No último, o autor pede a mudança para o registro gráfico.
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Para o leitor resolvê-lo, deverá primeiro fazer tratamentos no registro simbólico

para encontrar a primitiva. Vejamos possíveis soluções:

F

c

e

c

t

r

d

d

p

f

a

c

e

a

10. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição ( ) 0, ≥= ttxx .

Determine ( )txx = , sabendo que

a) 32 += t
dx

 e ( ) 20 =x  ... c) ( ) 10,3
2

2

== v
xd

 e ( ) 10 =x
Exercício 4: página 298

Na questão c do exercício 10, temos 3
2

2

=
dt

xd
, ( ) 10 =v  e ( ) 10 =x .

isicamente, o que diz o enunciando? “Uma partícula desloca-se sobre o eixo x

om função de posição ( ) 0, ≥= ttxx ”. Deseja-se encontrar posição da partícula

m função do tempo e, para isto,são dadas a derivada de segunda ordem e

ondições iniciais: para a velocidade, se 0=t  então 1=v  e para a posição, para

0=  se 1=x .

Para encontrar a solução, o leitor não precisa, necessariamente, mudar de

egistro, mas deve ter conhecimento de que a função primitiva encontrada a partir

a aceleração é a velocidade e, de igual modo, que a primitiva calculada a partir

a velocidade, é a posição da partícula em função do tempo. Vejamos uma

ossível resolução e os tratamentos envolvidos:

Inicialmente, vamos fazer um tratamento no registro 3
2

2

=
dt

xd
. De uma

orma genérica a função 3
2

2

=
dt

xd
 pode ser escrita ( )ta

dt

xd =
2

2

, na qual ( )ta  é a

celeração. Se aplicarmos a  operação de integração de ambos os lados, teremos

omo resultado kt
dt

dx += 3 . Antes de dar seqüência à resolução, o que significa

ste resultado encontrado? A primitiva kt
dt

dx += 3 , encontrada a partir da

celeração, representa a função da velocidade. Só que da forma como está

dt dt
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colocada ela é uma família de funções, mas o exercício pede uma função

específica, aquela que satisfaz ( ) 10 =v . Para encontrá-la, podemos fazer alguns

tratamentos. Primeiramente, um tratamento algébrico para melhor visualizar a

função trabalhada, de kt
dt

dx += 3  para ( ) kttv += 3 . E esta última forma de

representar é mais familiar ao aluno. Depois, um tratamento numérico para

encontrar o valor de k , determinando a função específica de acordo com a

condição dada.  Se ( ) 10 =v  e ( ) kttv += 3 , temos que k+⋅= 031 , então 1=k .

Logo, podemos concluir que a função da velocidade é ( ) 13 += ttv .

Encontrada a função específica da velocidade, podemos escrevê-la como

uma derivada 13 += t
dt

dx
. De forma generalizada, ela pode ser escrita ( )tv

dt

dx = ,

na qual a ( )tv  é a velocidade . Mas, o que nós estamos procurando é a função da

posição. Aplicando a operação de integração de ambos os lados da igualdade

teremos ( )∫ += dttx 13 . A função que deu origem a esta derivada foi

( ) kt
t

tx ++=
2

3 2

, na qual k  é uma constante arbitrária. Desta maneira, ela

representa uma família de funções. No entanto, o exercício pede uma função

específica na qual a posição é ( ) 10 =x . Para encontrá-la, podemos fazer um

tratamento numérico, assim como foi feito para encontrar a função velocidade. De

acordo com a condição dada ( ) 10 =x  e a função encontrada ( ) kt
t

tx ++=
2

3 2

,

temos que k++⋅= 1
2

03
1

2

, então 0=k . Logo, podemos concluir que a função da

posição  é ( ) t
t

tx +=
2

3 2

, com 0≥t .

O exercício não proporciona conversão de registro, mas pode dar ao leitor

oportunidade de relacionar conhecimento matemático com conhecimento físico e

também, alguns tratamentos algébrico e numérico.
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Exercício 5: página 298

Este exercício pode propiciar ao aluno circular por alguns registros. Poderá

fazer os tratamentos no registro simbólico para encontrar a primitiva e depois

representar graficamente a função. Pode fazer comparações entre a função

representada e a sua derivada. Segue uma possível resolução:

Para fazer o registro gráfico, é necessário encontrar a primitiva da função

12 −= x
dx

dy
, com ( ) 00 =y . Para isto, podem ser realizados tratamentos análogos

aos apresentados anteriormente. Aplicando a operação de integração de ambos

os lados da igualdade, temos ( ) xdxy ∫ −= 12 , resultando que a primitiva é

kx
x

y +−=
2

2 2

 ou kxxy +−= 2 , na qual k  é uma constante arbitraria. Porém,

com a condição ( ) 00 =y , através de um tratamento numérico, temos que

k+−= 000 2 , então 0=k . A primitiva da função é dada por xxy −= 2 .

Para se construir o gráfico um dos procedimentos pode ser: observar que

ele é uma parábola e a partir daí determinar.

•  Suas raízes (intersecção com o eixo x);

•  O ponto onde corta o eixo dos y;

•  O vértice

Seguem alguns tratamentos que podem ser realizados para a construção

do mesmo:

Pela fórmula de Bháskara, através de tratamento numérico encontram-se

as raízes 0=x  ou 1=x . Outra maneira de encontrá-las é: fazendo um tratamento

11. Esboce o gráfico da função ( ) Rxxyy ∈= , , sabendo que 12 −= x
dx

dy
 e ( ) 00 =y .
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algébrico e em seguida um tratamento numérico, colocando x em evidência

( )1−= xxy  e com 0=y  segue ( ) 01 =−xx , donde 0=x  ou ⇒=− 01x 1=x .

O gráfico corta o eixo dos y quando 0=x , substituindo este valor em

xxy −= 2 , tem-se 0=y .

Para determinar o vértice da parábola, podemos usar a seguinte estratégia:

como 0=x  e 1=x  têm a mesma ordenada, a abscissa do vértice é dada pelo

ponto médio desses valores, daí 
2

1

2

10 =+=vx . A ordenada do vértice é

encontrada através do tratamento numérico 
4

1

2

1

2

1
2

−=−




=vy , assim o vértice  é

dado pelo ponto 




 −=

4

1
,

2

1
V , que também pode ser encontrado através das

fórmulas 
a

b
xv 2

−=  e 
a

yv 4

∆−= .

Os pontos encontrados para esboçar o gráfico foram: o vértice da parábola






 −=

4

1
,

2

1
V , pontos onde o gráfico corta o eixo dos x: ( )0,0'=X  e ( )0,1'' =X  e o

ponto que corta o eixo dos y é ( )0,0=Y . Segue o gráfico:
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O autor dedica inteiramente o capítulo 11 para definir a Integral de Riemann.

Após as três primeiras seções, destinadas à definição de integral, trabalha

propriedades, o Teorema Fundamental do Cálculo, mudança de variável e

cálculos de área e de trabalho.

Inicia os conceitos de partição de um intervalo e de Soma de Riemann, nos

registros simbólico e gráfico. Começa, definindo partição de um intervalo fechado

[ ]ba, , como um conjunto finito e ordenado de pontos

bxxxxa n =<<<<= ....210 , não necessariamente eqüidistantes. Esses pontos

definem os subintervalos [ ] [ ] [ ]nn xxxxxx ,,...,,,, 12110 −  de [ ]ba,  que não precisam ter o

mesmo tamanho. A amplitude de cada intervalo [ ]ii xx ,1−  é denotada por

1−−=∆ iii xxx  e a maior delas é  denominado norma da partição e é indicada por

ixmáx∆ . Apresenta uma representação gráfica da partição como segue:

Figura 1: página 299

Em seguida, é desenvolvida a Soma de Riemann. Ela é apresentada como

um número, no registro simbólico e, logo após, o autor dá o significado

geométrico dessa soma. Partindo de uma função f  definida em um intervalo

[ ]ba,  e tomando uma partição bxxxxaP n =<<<<= ....: 210  do intervalo,

obtêm-se os subintervalos [ ] [ ] [ ]nn xxxxxx ,,...,,,, 12110 − . É escolhido um ponto ic

arbitrário em cada um dos subintervalos da partição e encontrado o valor da

função em cada um dos pontos escolhidos, isto é, ( ) ( ) ( ) ( )ni cfcfcfcf ,...,,...,, 21 . A

soma dos produtos ( ) ( ) ( ) ( ) nnii xcfxcfxcfxcf ∆∆∆∆ ...,,...,,, 2211  é um número, que é

a soma de Riemann e é indicada no registro simbólico por

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

∆++∆+∆=∆
n

i
nnii xcfxcfxcfxcf

1
2211 ... . Fazendo uma mudança de
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registros, propõe uma interpretação desta soma, representa a soma das áreas de

n retângulos, cujas bases são os n subintervalos da partição e a altura de cada

um deles é o valor da função, calculado no ponto arbitrário escolhido.

Em seguida, discute  o sinal da Soma de Riemann: se ( ) 0>icf  a área do

i-ésimo retângulo é dada por ( ) ii xcf ∆ , caso ( ) 0<icf , ela será ( ) ii xcf ∆− , o que

determina o sinal da soma. Continua com as ilustrações que seguem:

Figura 2: página 300

Pode-se ver na figura que segue, um exemplo de soma de Riemann, em

que o intervalo [ ]ba,  foi dividido em 6 partes em que correm ( ) 0<icf  e ( ) 0>icf ,

dependendo se o retângulo se situa acima ou abaixo do eixo dos x. Destacam-se

os registros simbólico, gráfico e língua natural.

Figura 3: página 300

A conversão de registros apresentada pelo autor, dá a idéia geométrica do

que representa a soma ( ) i

n

i
i xcf ∆∑

=1

.

( ) =∆∑
=

6

1i
ii xcf Soma das áreas dos retângulos acima do eixo 0x menos soma das áreas dos

abaixo do eixo 0x.

( ) iii Rdeáreaxcf =∆   ( ) iii xcfRdeárea ∆−=
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Na seqüência, apresenta um exemplo para mostrar que, sendo F  e f

definidas em [ ]ba, , com fF =' , pelo Teorema do Valor Médio1, pode-se escolher

convenientemente um ponto ic
_

 em cada intervalo da partição, tal que

( ) ( ) i

n

i
i xcfaFbF ∆




=− ∑

=1

_

, como segue:

a

[a

d

q

e

s

a

∫

  
1 

m

Pelo TVM, existe ic  em [ ]ii xx ,1−  tal que ( ) ( ) ( )( )11 ' −− −=− iiiii xxcFxFxF  e com fF =

em [ ]ba,  e 1−−=∆ iii xxx  em resulta ( ) ( ) ( )∑ ∆=−
n

ii xcfaFbF
Página 301

O autor mostra que para cada intervalo tem-se ( ) ( ) iiii xcfxFxF ∆




=− −

_

1
,

presentado anteriormente, chega-se ao resultado  desejado.

Em seguida, chama a atenção para o fato de que para f  contínua em

]b, , o valor da soma de Riemann calculado num ponto arbitrário ic , ( ) i

n

i
i xcf ∆∑

=1

,

ifere pouco daquela calculada em ic
_

, cuja existência é garantida pelo TVM, visto

ue se pode assumir ix∆  suficientemente pequeno. Conjecturamos que, com este

ncaminhamento, o autor procura motivar a definição de Integral dada na seção

eguinte como sendo, quando existir, o ( ) i

n

i
i

xmáx
xcf

i

∆∑
=→∆

1
0

lim  no intervalo [ ]ba, .

Ressalta que se para uma função f  definida em [ ]ba, , existir o limite

cima, ele será denominado Integral de Riemann de f  em [ ]ba,  e indicado por

( )b

a
dxxf . Na representação simbólica tem-se:

                                              
Teorema do Valor médio (TVM). Se f for contínua em [ ]ba,  e derivável em ] [ba, , então existirá pelo

enos um c em ] [ba,  tal que 
( ) ( ) ( )xf

ab

afbf
'=

−
−

 ou ( ) ( ) ( )( )abxfafbf −=− ' .

−i 1
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O autor não trata, ne

de uma função definida e lim

contínuas no intervalo e nã

porém integráveis. No enta

livro.

São apresentadas a

registro simbólico.

As propriedades a) e

propriedade c) relaciona o s

da soma de Riemann. Segu

nb

Teorema. Sejam f e g integráve

a. gf + é integrável em [ ba,

b. kf é integrável em [ ]ba,  e

c. Se ( ) 0≥xf  para [ ]ba, , en

d. Se ] [bac ,∈  e 

( ) ( )∫ ∫∫ +=
c

a

b

c

b

a
fdxxfdxxf

8. Se ( ) Mxfm ≤≤  para a ≤
ste momento, da questão da integrabilidade. Ele parte

itada no intervalo [ ]ba, , porém trabalha com funções

o apresenta casos daquelas que são descontínuas,

nto, discute esta questão em um anexo, no final do

lgumas propriedades das integrais, trabalhadas no

Página 303

 b) caracterizam a linearidade do operador integral. A

inal da função com o sinal da Integral como resultado

e a demonstração da propriedade d):

( ) ( )∑∫
=→∆

∆=
i

ii
xmáxa

xcfdxxf
i 1

0
lim

is em [ ]ba,  e k uma constante. Então

]  e ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf

 ( ) ( )∫∫ =
b

a

b

a
dxxfkdxxkf

tão ( )∫ ≥
b

a
dxxf 0 .

f  é integrável em [ ]ca, e em [ ]bc,  então

( ) dxx .

bx ≤ , então ( ) ( ) ( )∫ −≤≤−
b

a
abMdxxfabm .
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g

p

d

s

d) Para toda partição P de [ ]ba, , com Pci ∈ ,

temos

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∑∑ ∫∫∫∑ −∆+−∆≤



 +−∆

+===

b

c

n

mi
ii

m

i

c

aii

b

c

c

a

n

i
ii dxxfxcfdxxfxcfdxxfdxxfxcf

111

.

Como, por hipótese, f   é integrável em [ ]ca,  e em [ ]bc, , dado 0>ε , existe 0>δ  tal

que,para toda partição P de  [ ]ba, , com Pc ∈ , e δ<∆ ixmáx

( ) ( )
21

ε<−∆∑ ∫
=

m

i

c

aii dxxfxcf  e ( ) ( )
21

ε<−∆ ∫∑
+=

b

c

n

mi
ii dxxfxcf  e, portanto,

( ) ( ) ( ) ε<



 +−∆ ∫∫∑

=

b

c

c

a

n

i
ii dxxfdxxfxcf

1

.

Segue, então, da integrabilidade de f  em [ ]ba,  que ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf .
Página 304

Como na maioria das demonstrações, o autor usa os registros simbólico e

ráfico, ficando em evidência apenas os tratamentos realizados. Uma delas, a

ropriedade b), é deixada como exercício para o leitor.

O Teorema Fundamental do Cálculo, que relaciona a derivada e a integral

e uma função, é apresentado nos registros simbólico e língua natural.

Página 306

Este teorema é demonstrado, utilizando, principalmente, o registro

imbólico e, em menor proporção, o da língua natural.

1º Teorema Fundamental do Cálculo: Se f  for integrável em [ ]ba,  e se F for uma primitiva de

f  em [ ]ba, , então  ( ) ( ) ( )∫ −=
b

a
aFbFdxxf .
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Após ser mostrado o TFC, o autor apresenta sete exemplos, todos do tipo

“Calcule a integral”. Na resolução, há a predominância do registro simbólico, com

tratamentos algébricos e numéricos. Segue o terceiro exemplo:

t

∫

t

f

p

n

p

n

s

v

d

d

p

Exemplo3. Calcule ( ) dxxx∫ −+
2

0

3 13 .

Solução: ( ) 2
1223

13
42242 3 −+=





−+=−+ x
xx

dxxx  ou seja ( ) 813
2 3 =−+ dxxx
Exemplo 6: página 307

O enunciado está no registro simbólico e podem-se ver os seguintes

ratamentos: Pela propriedade da soma de Integral, tem-se

( ) ∫∫∫ −+=−+
2

0

2

0

2

0

32

0

3 313 dxdxxdxxdxxx  e, pela da multiplicação por uma constante,

em-se ∫∫ =
2

0

2

0
33 dxxdxx ; com esses tratamentos, encontra-se a primitiva da

unção que é ( ) x
xx

xF −+=
2

3

4

24

. Fazendo um tratamento numérico, obtém-se

( ) ( ) 8080
2

0
3

4

0
2

2

2.3

4

2
02

2424

=−=







−+−








−+=− FF . Concluindo que ( ) 813

2

0

3 =−+∫ dxxx .

Pode-se notar que o autor não apresenta explicitamente a utilização de

ropriedades demonstradas anteriormente para resolver as questões propostas

os exemplos; lança mão diretamente da operação inversa da derivação, isto é, a

rimitivação.

Nos exemplos, não aparecem intervalos de integração, envolvendo

úmeros negativos. Já nos exercícios, ao contrário, aparece uma lista de

essenta questões, todas do mesmo tipo no registro simbólico algébrico, com

ários intervalos, incluindo números negativos. Eles estão em ordem crescente de

ificuldade e ocorre a utilização de outras letras além do x para indicar a variável

e integração. Porém, eles não sugerem mudanças de registros, a resolução do

rimeiro exercício mostra-nos os tratamentos feitos.

2424
0

0 
∫ 0∫
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Exercício 6: página 308

Solução

( ) xxxF 3
2

1 2 +=  é a primitiva de ( ) 3+= xxf  e f  é contínua em [ ]1,0 , assim

( )
2

7
1.3

2

1
3

2
3

21

0

2
1

0
=+=








+=+∫ x

x
dxx .

Esta é a maneira pela qual o leitor poderá resolver, segundo os exemplos

do livro.

Já no exercício 36, em que se pede para calcular a dtt∫−

1

1

3 , o intervalo

envolve parte positiva e parte negativa da reta e a variável de integração é

representada por t. No entanto o leitor poderá resolvê-lo seguindo os

procedimentos anteriores.

Na seção seguinte dedicada ao cálculo de área, aparece uma maior

diversificação de registros, visto que há situações-problema expressas na língua

natural e uso maior de gráficos para interpretação de regiões cujas áreas devem

ser calculadas.

O autor abre esta seção apresentando uma função f  contínua e positiva

em [ ]ba,  e explicita o interesse de calcular a área da região A do plano limitada

pelas retas ax = , bx = , 0=y  e pelo gráfico de ( )xfy = . Faz uma conversão do

registro língua natural para o gráfico, que permite visualizar tal região.

1. Calcule ( )∫ +
1

0
3 dxx .
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Figura 4: página 310

Propõe calcular a área por aproximação. Considera uma partição

bxxxxaP n =<<<<= ....: 210  de [ ]ba,  e escolhe, em cada subintervalo

[ ]ii xx ,1− ; por um lado ic  tal que ( )icf  seja o valor mínimo nesse intervalo; e,

por outro lado, ic  em [ ]ii xx ,1−  tal que ( )icf   seja o valor máximo no intervalo.

As somas de Riemann ( ) i

n

i
i xcf ∆∑

=1

 e ( ) i

n

i
i xcf ∆∑

=1

 dão valores aproximados da área

que se quer calcular , respectivamente por falta e por excesso.

( ) ( )∑∑
==

∆≤≤∆
n

i
iii

n

i
i xcfAáreaxcf

11

Esses valores são expressos no registro simbólico e pode-se observar, na

figura seguinte, uma conversão para o registro gráfico dessas somas

aproximadas.
Figura 5: página 311
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Aqui faz uma associação do cálculo dessa área com a Integral. Se por um

lado, há uma expressão que permite calcular a área por falta e outra por excesso,

que são as somas de Riemann, respectivas, por outro lado, elas tendem a

( )dxxf
b

a∫ , quando 0→∆ ixmáx . Define então a área desejada por

( )∫=
b

a
dxxfAárea .

Em seguida, discute situações em que as regiões do plano não são

delimitadas por funções positivas no intervalo [ ]ba, . Primeiramente, discute o

caso em que 0≤f  em [ ]ba,  e, explicitando que a integral ( ) 0≤∫
b

a
dxxf . Aqui, a

área da região é definida por ( )∫−=
b

a
dxxfAárea .

Figura 6: página 312

Depois discute o caso em que a função f  é positiva em parte de seu

domínio e negativa em outras.

( )∫ ≤−=
b

a
xfAárea 0

Como ( ) 0≤xf  em [ ]ba, , ( )∫ ≤
b

a
xf 0 .
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Figura 7: página 312

Verifica-se nessas figuras a presença dos registros língua natural, gráfico e

simbólico. E neste último, na segunda figura, observa-se a presença de

tratamentos.

São trabalhados sete exemplos onde se nota uma exploração mais intensa

dos registros, alguns serão mostrados a seguir. Nos enunciados são usados

registros simbólico e língua natural e na resolução aparecem o simbólico e o

gráfico. É dado um exemplo da Física, utilizando estratégia semelhante à do

cálculo de área. Nos dois primeiros exemplos, o autor trata de funções positivas.

Exemplo 7: página 311

Exemplo 1. Calcule a área do conjunto do plano limitado pelas retas 0=x , 1=x , 0=y  e

pelo gráfico de ( ) 2xxf = .

Solução 
3

1

3

1

0

3
1

0

2 =







== ∫

x
dxxAárea

Seja A o conjunto hachurado. ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ =+−=
b

a

b

d

d

c

c

a
dxxfdxxfdxxfdxxfÁrea

Observe:

( ) ( ) ( ) ( ) =+−= ∫∫∫∫
b

d

d

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxfdxxf  soma das áreas dos conjuntos acima

do eixo 0x menos soma das áreas dos conjuntos abaixo do eixo 0x.
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Para encontrar a área desejada, o autor faz uso dos registros gráfico e

simbólico, o que pode facilitar a interpretação do mesmo.

Aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo, é feito o seguinte

tratamento algébrico: 

1

0

3
1

0

2

3 







== ∫

x
dxxAárea  e depois ocorre um tratamento

numérico 
3

1

3

0

3

1

3

221

0

3

=−=






 x
, obtendo a área desejada.

Segue a análise do exemplo 2.

a 

qu

se

si

re

an
Exemplo 2. Calcule a área do conjunto ( )






 ≤≤≤≤∈=

2

2 1
021/,

x
yexRyxA .

Solução. A é o conjunto do plano limitado pelas retas 0,2,1 === yxx  e pelo gráfico de

2

1

x
y = .

111
2

2 
Exemplo 8: página 311

Neste exemplo, também é usado o registro simbólico para delimitar a área

ser calculada. O que difere do anterior é que, no enunciado, a região da qual se

er calcular a área é constituída por um conjunto de pontos ( )yx,  do plano,

ndo limitada por 21 ≤≤ x  e 
2

1
0

x
y ≤≤ . O autor faz a conversão do registro

mbólico para o registro língua natural e gráfico, e apresenta um tratamento no

gistro original. A resolução apresentada no gráfico é análoga à do exemplo

terior.

21
1 2

=
−== ∫ x

dx
x

Aárea
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O que nos chama a atenção é o tipo de conversão proposta, por não ser

muito comum. Segundo a teoria de Duval, esta conversão pode ser do tipo não

congruente uma vez que o leitor pode não visualizar os dados no registro de

chegada como sendo os mesmos apresentados no registro de partida.

No terceiro exemplo, a área da região situada acima do eixo dos x tem o

mesmo valor da área que está abaixo desse eixo.

Exemplo 9: página 313

O autor usa a seguinte estratégia: inicialmente calcula em separado as

áreas das regiões, respectivamente, acima e abaixo do eixo x e depois faz a

soma das duas. O enunciado é feito nos registros língua natural e simbólico. Na

resolução, utilizam-se os registros simbólico e gráfico; e fica destacado que, para

calcular a área de uma região, não se pode calcular a integral estendida ao

intervalo [ ]1,1− , que neste caso é igual a zero.

Nos três primeiros exemplos, o autor trabalha com apenas uma curva e

encontra a área da região entre ela e o eixo dos x, dando o intervalo de

Exemplo 3.
a) Calcule a área da região limitada pelo gráfico de ( ) 3xxf = , pelo eixo do x e pelas retas

1−=x  e 1=x .

b) Calcule ∫−

1

1

3 dxx .

Solução

a) 
2

1

4

1

4

11

0

30

1

3 =+=+= ∫∫−
dxxdxxárea

4

10

1

3
1 =−= ∫−

dxxáreaA
4

11

0

3
2 == ∫ dxxáreaA

b) 
12

1

1

4
1

1

3 0
4

AáreaAárea
x

dxx −==







=

−
−∫
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integração. Nos próximos exemplos é calculada a área da região entre duas

curvas.

No quarto exemplo, são fornecidas, no enunciado, as funções

correspondentes às duas curvas e o intervalo de integração. Já no exemplo

seguinte, não é dado o intervalo de integração; ele é encontrado, fazendo a

igualdade entre as expressões que representam as funções. Escolhemos o

exemplo 5 como ilustração.

Exemplo 10: página 314

Na resolução o autor, por meio de um tratamento no registro simbólico,

observa que a condição xyx ≤≤2  que consta no enunciado é equivalente a

[ ]1,0∈x . Além disso, pode-se observar no registro gráfico que o conjunto de

pontos limitados pelas duas curvas está no intervalo [ ]1,0 . O autor deixa, de forma

implícita, a maneira pela qual encontrou estes valores. Para isso, faz-se xx =2 .

Com alguns tratamentos algébrico e numérico são encontrados 0=x  e 1=x .

Estas são as abscissas dos pontos de intercessão das curvas. Encontrados estes

pontos, a área entre as curvas é apresentada, no registro simbólico, por

( ) dxxx∫ −
1

0

2 . Daí em diante, os tratamentos são os mesmos dos exemplos

anteriores.

Exemplo 5. Calcule a área do conjunto de todos os pontos ( )yx,  tais que xyx ≤≤2 .

Solução

( )
3

1

3

1

3

2

33

2
1

0

3
31

0

2 =−=







−=−= ∫

x
xdxxxárea .

Observe: para cada x em [ ]1,0 , ( )yx,  pertence ao conjunto se, e somente se, xyx ≤≤2
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No próximo exemplo, no enunciado constam as expressões algébricas e o

intervalo de integração, porém as curvas se interceptam neste intervalo, sendo

que no primeiro intervalo a curva que fica em posição superior passa a ocupar a

posição inferior no subintervalo seguinte.

Exemplo 11: página 314

Como no exemplo anterior, são encontrados os pontos de intercessão

entre as curvas e verifica-se que um deles tem abscissa 1, que não é uma das

extremidades do intervalo de integração. No intervalo [ ]1,0  a curva xy =  tem

valores superiores dos da curva 2xy = , já no intervalo [ ]2,1  ocorre o oposto, o que

faz com que o autor, no registro simbólico, encontre a área a partir de

( ) ( ) dxxxdxxx ∫∫ −+−
2

1

21

0

2 . Aqui também as conversões e tratamentos são

análogos aos precedentes.

O autor, antes de trabalhar o último exemplo, que trata de uma aplicação à

Física, faz um lembrete: se ( )txx =  é a função (contínua) posição de uma

partícula em [ ]ba, . A diferença ( ) ( )axbx −  é o deslocamento da partícula entre os

instantes a  e b . Como ( )tx  é a primitiva de ( )tv , segue pelo Teorema

Exemplo 6. Calcule a área da região compreendida entre os gráficos de xy =  e 2xy = , com

20 ≤≤ x .
Solução

As curvas xy =  e 2xy =  interceptam-se nos pontos de abscissas 0 e 1. Então,

[ ] [ ] 1
2332

2

1

231

0

32
2

1

21

0

2 =







−+








−=−+−= ∫∫

xxxx
dxxxdxxxárea .
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Fundamental do Cálculo que ( ) ( ) ( )∫=−
b

a
dttvaxbx . Por outro lado, define-se o

espaço percorrido pela partícula entre os instantes a  e b  por ( )∫
b

a
dttv .

Em seguida, são mostrados, no registro gráfico, os casos em que a curva

está toda acima do eixo dos x. O espaço percorrido entre instantes a  e b   será

igual ao deslocamento entre estes instantes que, por sua vez, será

numericamente  igual à área da região A, limitada pelas retas at = , bt = , pelo

eixo dos t e pelo gráfico de ( )tv , como está ilustrado pela figura que segue:

Figura 8: página 315

Caso ( ) 0≥tv em [ ]ca,  e ( ) 0≤tv  em [ ]bc,  o deslocamento entre os instantes

a  e b  será ( ) ( ) ( ) 21 AáreaAáreadttvaxbx
b

a
−==− ∫ , enquanto o espaço

percorrido entre estes instantes será

( ) ( ) ( ) 21 AáreaAáreadttvdttvdttv
b

c

c

a

b

a
+=−= ∫∫∫ , como se pode observar na

representação que segue:
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Logo após, a

natural e simbólico.

Exemplo 7. Uma partíc

a) Calcule o deslocam
b) Calcule o espaço pe
Solução

a) ( ) ( ) ( )213
2

1
−=− ∫ txx

Em [ [ ( ) 0,2,1 >tv , o qu

positivo; em ] ] ( ),3,2 tv

modo que no instante

1=t .

b) O espaço 

( ) ( )22
2

1

3

1
−=− ∫∫ dtdtt

Observe que o espaç

percorrido entre os ins
Figura 9: página 315

presenta um exemplo com o enunciado nos registros língua

Exemplo 12: página 315

ula desloca-se sobre o eixo x com velocidade ( ) ttv −= 2 .

ento entre os instantes 1=t  e 3=t . Discuta o resultado encontrado.
rcorrido entre os instantes 1 e 3.

0
2

2
3

1

2

=







−= t

tdt

.

e significa que no intervalo de tempo [ ]2,1  a partícula avança no sentido

0< , o que significa que neste intervalo de tempo a partícula recua, de tal

 3=t  ela volta a ocupar a mesma posição por ela ocupada no instante

percorrido entre os instantes 1=t  e 3=t  é

( ) 12
3

21
=−− ∫ dttt .

o percorrido entre os instantes 1 e 2 é ( )
2

1
2

2

1
=−∫ dtt  e que o espaço

tantes 2 e 3 é ( ) ( )
2

1
22

3

2

3

2
=−−=− ∫∫ dttdtt .
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Na resolução da questão a), são utilizados: o registro simbólico (algébrico e

numérico) para encontrar o valor numérico do deslocamento entre os instantes

1=x  e 3=x , o registro gráfico, para a interpretação geométrica e o língua

natural, para discutir o resultado encontrado.

A resolução, da questão b), é apresentada no registro simbólico (algébrico

numérico). Como se pode observar, o gráfico da função velocidade está parte

acima do eixo dos x (intervalo [ ]2,1 ) e outra parte abaixo (intervalo [ ]3,2 ). O

espaço percorrido será igual à soma das áreas calculadas em cada intervalo.

Os exemplos, na sua maioria, utilizam pelo menos dois registros, o que

estimula o uso das conversões. Passaremos a olhar os exercícios.

São apresentados 26 sendo que 22 deles têm o mesmo enunciado, a saber

“desenhar um conjunto A do plano e calcular a sua área”, variando apenas a

definição de tal conjunto. Os quatro exercícios restantes referem-se ao cálculo de

espaço, percorrido para uma partícula, conhecida sua velocidade. Utiliza, nos

enunciados, os registros língua natural e simbólico, possibilitando conversões

para os registros simbólico ou gráfico para que seja possível a solução. Há

problemas envolvendo cálculo de áreas e conceitos de Física. Vejamos o terceiro

exercício:

R

v

Nos exercícios de 1 a 22, desenhe o conjunto A dado e calcule a área.

3. A é o conjunto de todos ( )yx,  tais que 012 ≤≤− yx .
Exercício 7: página 316

esolução:

Para a construção do gráfico, podem-se observar o ponto ( )1,0 −  que é o

értice da parábola e os pontos de intercessão do gráfico com o eixo dos x, que
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são ( )0,1−  e ( )0,1  que fornecem os limites de integração. A área será calculada

através da expressão ( )∫−
−−

1

1

2 1 dxx .

No enunciado deste exercício, é proposta a conversão dos registros língua

natural e simbólico para o registro gráfico, o que facilita a interpretação da

situação.

Como o gráfico é simétrico em relação ao eixo y, o aluno poderá calcular a

integral no intervalo [ ]1,0  e multiplicar por 2, encontrando assim a área da região.

Alguns exercícios apresentam, nos enunciados, o intervalo de integração e

outros não. Há os que enunciam apenas as representações simbólicas das curvas

que limitam a região, devendo ser encontrado o intervalo.

Na resolução de todos os exercícios referentes à aplicação à Física, se for

feita a conversão para o registro gráfico, ele apresenta parte acima e parte abaixo

do eixo dos x, o que faz com que a região fique dividida em duas partes, como

pode ser visto no exercício que segue:
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Exercício 8: página 317

Pode ser feita a conversão para o registro gráfico, no qual pode-se ter uma

visualização do espaço percorrido como área de uma região limitada pelas retas

0=t , 2=t , pelo eixo dos x e pelo gráfico de tty +−= 2 .

O espaço percorrido corresponde à soma das integrais nos intervalos [ ]1,0

e [ ]2,1 , visto que 1=t  é a abscissa do ponto de intercessão entre o gráfico e o

eixo dos x.

No registro algébrico temos ( ) ( )∫ ∫ +−−+−=
1

0

2

1

22 dtttdtttA . Através de

tratamento algébrico, encontra-se 
2

1

231

0

23

2323 







+−−








+− tttt

. Com tratamento

numérico, conclui-se que 
6

5

3

2

6

1 =




 −−=A , o que corresponde ao espaço

percorrido pela partícula.

25. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade 0,2 ≥+−= ttty . Calcule o

espaço percorrido entre os instantes  0=t  e 2=t .
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Os exercícios em geral permitem conversões, que são semelhantes aos

exemplos dados.

Na seção, sobre mudança de variável, é dada ênfase à exploração de

registro simbólico e praticamente não há utilização de outros registros, o que se

observa é a presença de tratamentos. Após ser enunciado no registro língua

natural e demonstrado no registro simbólico algébrico o teorema que permite

fazer a mudança de variável, o autor trabalha uma série de exemplos no registro

simbólico, ficando em evidência os tratamentos algébrico e numérico.

Destacamos o segundo exemplo.

m

b

d

a

n

c

Exemplo 2. Calcule dxx∫ −
1

2

1 12 .

Solução

Façamos 12 −= xu ou 
2

1

2

1 += ux















==

==

=+=

1;1

0;
2

1
2

1
;

2

1

2

1

ux

ux

dudxux

1
111
Exemplo 13: página 319

O autor parte da substituição 12 −= xu  ou 
2

1

2

1 += ux . Isto implica na

udança dos limites de integração, que passa de 
2

1=a  e 1=b  para 0'=a  e

1'= , este tratamento é obtido através de tratamentos explicitados na solução. A

iferencial passa a ser dudx
2

1= . Com a mudança, no registro simbólico

lgébrico, a Integral fica ∫
1

0
duu . Os tratamentos nos registros algébrico e

umérico para a integração são semelhantes aos vistos em exemplos e exercícios

omentados anteriormente.

3

2

3

2

2

1

2

1
12

0

3

00
2

1 =



===− ∫∫∫ xduuduudxx . Assim  

3

2
12

1

2

1 =−∫ dxx .
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Os exemplos não favorecem as conversões. Porém, o primeiro deles, que

se encontra a seguir, chama atenção pelo uso do registro gráfico para mostrar

que, quando se processa a mudança de variável, altera-se o intervalo de

integração, mas o valor da integral não se modifica.

Exemplo 14: página 318

A área da região A é o valor da integral, antes da mudança de variável e a

da região B é o valor da integral após a mudança. Os cálculos no registro

simbólico são análogos aos do exemplo anterior. Mas, a conversão para o registro

gráfico permite melhor visualização, não ficando abstrato para o leitor. Observa-se

que as curvas são “parecidas”, houve apenas a translação horizontal de uma

unidade para a direita. Com isso, o intervalo também se desloca. Esta conversão

é de fundamental importância para o entendimento do que ocorre ao se fazer a

mudança de variável, o que não é perceptível no registro simbólico.

O autor apresenta uma lista com dez exercícios, utilizando o registro

simbólico e da língua natural nos enunciados. Alguns são réplicas dos exemplos,

como o que segue:

Exemplo 1. Calcule ( )∫ −
1

0

101 dxx .

Solução
Façamos ux =−1 , ou seja, 1+= ux .

( )







==
−==

=+=+=

0;1

1;0

'1;1

ux

ux

dudxouduudxux

( )∫ ∫−
−

=







==−

1

0

0

1

0

1

11
1010

11

1

11
1

u
duudxx

B
A
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Exercício 9: página 323

Para resolver o exercício podemos fazer uma mudança de variável

2−= xu , então teremos 






==
−==

=−=

0;2

1;1

;2

ux

ux

dxduxu
.

Segue, através de tratamentos algébricos e numéricos:

( ) ( )
6

1

6

1

6

0

6
2

660

1

6
0

1

52

1

5 −=−−=







==−

−
−∫∫

u
duudxx .

Podemos fazer a conversão para o registro gráfico. Observando-se a

função ( ) ( )52−= xxf , vê-se que ela possui uma única raiz real, 2=x . Seu gráfico

é uma curva que corta o eixo dos y no ponto de ordenada ( )52− . Com a mudança

de variável, obtém-se ( ) 5uug = , que tem o seguinte aspecto: raiz única 0=u ,

corta o eixo dos y no ponto de abscissa zero e tem mesma “forma” da anterior

porém transladada de duas unidades para a esquerda, isto é:  a curva de

( ) ( )52−= xxf  é deslocada em duas unidades no eixo dos x, para a esquerda, e

isto ocorre também com o intervalo de integração que passa de [ ]2,1  para [ ]0,1− .

No registro gráfico, têm-se:

   

1. Calcule.

a) ( )∫ −
2

1

52 dxx
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No sexto exercício, é pedido para calcular a área da região constituída por

um conjunto de pontos que é apresentada no registro simbólico.

Exercício 10: página 324

Uma possível resolução é a seguinte:

A área da região solicitada é obtida calculando-se

( )
3

2

2/3
1

1

0

2

3
1

0

2

1
=














==− ∫∫

u
duudxx . Fazendo a mudança de variável, temos no registro

simbólico 






==
==

=−=

1;2

0;1

;1

ux

ux

dxduxu
.

Segue através de tratamentos algébricos e numéricos:

( )
3

2

2/3
1

1

0

2

3
1

0

2

1
=














==− ∫∫

u
duudxx .

Podemos ver a região da área calculada no registro gráfico representado

por:

        

6. Calcule a área do conjunto dado.

a) ( ){ }1021/, 2 −≤≤≤≤∈= xyexRyxA
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Os exercícios não favorecem a conversão de registro, uma vez que o leitor

poderia calcular diretamente a integral utilizando os dados do enunciado. Porém

este procedimento pode induzir a erros como evidencia o exercício 8 que

apresentamos a seguir por achá-lo instigador e desafiante.

s

u

A

a

é

±

t

p

r

p

8. Um aluno (precipitado), ao calcular a integral dxx∫−
+

1

1

21  , raciocinou da seguinte forma:

fazendo a mudança de variável 21 xu +=  , os novos extremos de integração seriam iguais a 2
( 21;21 =⇒==⇒−= uxux )  e assim a integral obtida após a mudança de variável seria

igual a zero e, portanto, 01
1

1

2 =+∫−
dxx !! Onde está o erro?
Exercício 11: página 325

O aluno, citado no enunciado, para resolver esta integral fez, no registro

imbólico, os seguintes tratamentos:

21 x+=  ⇒  













=⇒=
=⇒−=

=⇒=

21

21
2

2

ux

ux

dx
x

du
dxxdu

 integral ∫ ∫−
=+

1

1

2

2

2

2
1

x

du
udxx  não pode ser resolvida desta maneira, pois

pós se fazer a mudança de variável, x passaria a ser uma constante, o que não

 verdade. Caso procurasse substituir x por u teria 21 xu +=  ⇒  21 xu =−  ⇒

xu ±=−1 , com duplicidade de escolhas para x.

A resolução desta integral pode ser feita utilizando a substituição

rigonométrica utgx = . Este aluno não resolveu de uma maneira correta, mas ele

oderia verificar que sua resolução estava errada caso fizesse uma conversão do

egistro simbólico para o gráfico. Observaria que área da região representada não

ode ser zero.
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Na seqüência, tem-se a seção sobre trabalho, na qual se considera que o leitor

saiba o que é vetor. Apresenta quatro exemplos, envolvendo conceitos de Física.

Segue o segundo exemplo:

o

tr
Exemplo 2. Um bloco de massa 10kg desliza sobre um plano inclinado, da altura de 5 m até o
solo. O plano inclinado forma com o solo um ângulo de 30º. Calcule o trabalho realizado pela
força gravitacional. (Suponha a aceleração gravitacional constante e igual a 10m/s.)
Solução

Pela lei de Newton, a intensidade de F
r

 é Mg, onde M é a massa do bloco e g a aceleração

gravitacional. A componente de F
r

 na direção do deslocamento é 060cosMg . O trabalho τ
realizado por F

r
 é: ( )( )12

060cos ssMg −=τ .

2s  é o comprimento da hipotenusa do triângulo retângulo ABC: 105º30sen 22 == sous .

Como 
1

º60cos = , 10=M  e 10=g , resulta j500=τ .
Exemplo 15: página 328

O enunciado é apresentado na língua natural e na resolução são utilizados

s registros língua natural, gráfico e simbólico. São realizados conversões e

atamentos.

2
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O objetivo da seção é definir trabalho realizado por uma força variável com

a posição. Como trabalho é produto da força pelo deslocamento, ele pode ser

interpretado como uma integral ( )∫=
b

a
dxxfτ , quando uma partícula é submetida

a uma força f  com deslocamento dx .

Em seguida, são apresentados três exemplos no registro língua natural,

nos quais o autor utiliza integral para determinar o trabalho, através do registro

simbólico, como no exemplo que segue:

da

ut

pa

pr

m

fu

se

té

tra
Exemplo 5. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo 0x atua uma força paralela ao

deslocamento e de componente ( )
2

1

x
xf = . Calcule o trabalho realizado pela força no

deslocamento de 1=x  até 2=x .
Solução

r
2

2
111
Exemplo 16: página 330

O enunciado é apresentado nos registros simbólico e língua natural, sendo

da a força f e o deslocamento no intervalo [ ]2,1 . A resolução é desenvolvida,

ilizando os registros gráfico, o simbólico e o da língua natural.

No capítulo sobre as técnicas de primitivação, o autor utiliza onze seções

ra desenvolver o assunto. São apresentadas inicialmente as regras das

imitivas imediatas e, em seguida, as técnicas tais como:  integração por partes,

udança de variáveis, integrais indefinidas do tipo ( )
( )( ) dx

xx

xP
∫ −− βα

, integrais de

nções racionais, produtos de seno e de co-seno, potências de seno e de co-

no e de tangente e de secante. Nas seções em que são trabalhadas as

cnicas, pode-se ver o predomínio do uso de registro simbólico nos exemplos

balhados e nos exercícios propostos, tanto nos enunciados quanto nas

O trabalho realizado por F de e 1=x  até 2=x  é ∫ =



 −==

1
1

2 2
j

x
dx

x
τ .
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resoluções dos exemplos. São trabalhados 69 exemplos e apresentados 91

exercícios e alguns com várias questões. Destacamos o oitavo exemplo da seção

que versa sobre mudança de variável. É a única vez, neste capítulo, que autor

apresenta um registro gráfico.

m

c

e

Exemplo 8. Calcule a área do círculo de raio r.
Solução

∫ −=
r

dxxrárea
0

224

Temos ∫∫ 




−=−

rr
dx

r

x
rdxxr

0

2

0

22 1













==

==
==

2
;

0;0

cos;

π
urx

ux

duurdxusenrx

∫∫∫∫ =




 +==−=− 2

0

22

0

222

0

2

0

22 2cos
2

1

2

1
coscos1

πππ

duurduurduurusenrdxxr
r

ou

seja, 
4

2
4

1

2

1 22

0

2

0

22 r
usenurdxxr

r π
π

=



 +=−∫ .

Portanto, 2224 rdxxrárea
r

π=−= ∫ .
Exemplo 17: página 368

No capítulo anterior, também são tratados exemplos e exercícios com

udança de variável; porém aqui trata-se de uma substituição trigonométrica.

Por esse motivo e também pelo fato de na resolução ser realizada

onversão dos registros língua natural, simbólico e gráfico, é que destacamos

sse exemplo.

0
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É apresentada uma conversão para o registro gráfico o que permite a

interpretação geométrica da região que se deseja calcular a área e também que a

mesma região pode ser dividida em quatro partes e que encontrando uma dessas

partes basta multiplicar por 4, determinando a área desejada  2rπ .

O próximo capítulo que traz mais algumas aplicações da integral é

desenvolvido ao longo de nove seções e apresenta aplicações tais como: cálculo

do volume de sólido obtido pela rotação de um conjunto limitado do plano em

torno dos eixos x ou y, área de superfície de revolução, comprimento de arco de

curva, inclusive na forma paramétrica. Apresenta um estudo das coordenadas

polares, em seguida, aplica-as no cálculo de área de superfície, comprimento de

curvas e de centro de massa.

São apresentados 29 exemplos e 40 exercícios, alguns com várias

questões.  Para trabalhar estas aplicações, o autor usa vários registros, com

predominância significativa para o registro gráfico. A riqueza de registros está nos

exemplos, onde o autor explora o registro gráfico para mostrar a região do plano

que gera a figura ou o sólido formado.

Pode-se ver, no exemplo que segue, primeiramente no enunciado, a

utilização dos registros da língua natural e simbólico. Na resolução, o registro

gráfico é usado em três etapas: de início é mostrado a região do plano que será

girada para formar o sólido; depois são representadas as áreas que geram o

sólido como uma única figura e que geram a parte oca do mesmo; e finalmente,

mostra o sólido em uma representação tridimensional, com e sem corte. É feito

um comentário no registro língua natural, mostrando que o volume procurado é

obtido através 12 VV − . E os cálculos são mostrados no registro simbólico.
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Exemplo 18: página 402

Em nosso trabalho, cujo foco é analisar a abordagem que o autor faz da

definição de integral, não nos detivemos nestes capítulos que versam sobre

técnicas de primitivação e aplicações.

Exemplo 2. calcule o volume do sólido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto de todos

os pares ( )yx,  tais que 21,
1 ≤≤≤≤ xxy
x

.

Solução

O que queremos é o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto
hachurado. O volume V pedido é igual a 12 VV −  onde 2V  e 

1V  são, respectivamente, os

volumes obtidos pela rotação, em torno do eixo x, dos conjuntos 2A  e 1A  hachurados.

3

72

1

2
2

ππ == ∫ dxxV           e        
2

12

1

2

1

ππ =




= ∫ dx

x
V

Deste modo o volume V pedido é 
3

11

23

7 πππ =−=V .
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3.2.2. – “Cálculo” – Stewart

A obra “Cálculo”, volume 1, 4ª edição de James Stewart, da Editora

Pioneira, é um livro novo no mercado brasileiro, que foi traduzido por professores

do IME-USP. Seu autor é professor da McMaster University.

Stewart desenvolve o assunto em vários capítulos. Um deles trabalha a

questão da primitiva de uma função sob o título de “Antiderivadas”.

O autor faz a definição de primitiva, discute a questão da construção do

gráfico de uma função a partir do campo de direção obtido por inclinações de

tangentes, faz aplicações à Física, resolvendo problemas de movimento retilíneo.

Há, no final desta seção, uma lista de exercícios, envolvendo vários registros.

Dedica um capítulo à definição de Integral, dois outros, a aplicações e um

último, a técnicas de integração. Inicia o capítulo sobre Integral, elencando

diversas situações problemas envolvendo área e distância para motivar a idéia de

integral como uma ferramenta para resolvê-las. Diversos registros são utilizados

para definir área de uma região determinada pelo gráfico de uma função, como

sendo o limite das somas das áreas dos retângulos aproximantes; depois é

trabalhado o cálculo da distância a partir da velocidade.

Em seguida, é apresentada a integral também como limite das somas das

áreas de retângulos, e trabalha alguns exemplos, calculando as integrais, usando

esse limite. São desenvolvidas algumas propriedades da integral definida e é

apresentada, no final da seção, uma lista de exercício, além do que chama

“Projeto Descoberta”.

Depois é trabalhado o Teorema Fundamental do Cálculo em duas partes e

finaliza a seção contrapondo a diferenciação e integração como processos

inversos um do outro, mostrando que isto simplifica bastante a solução de muitos
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problemas. Depois, são trabalhados exemplos de integrais e são apresentadas

algumas regras de integração. Na seção seguinte, discute a regra da substituição

e, em especial, são apresentados dois métodos para calcular a integral definida

por substituição e um método para calcular integrais de funções cujos gráficos

possuem simetria. O capitulo é finalizado com uma seção que trata do logaritmo

definido a partir de integral.

No capitulo seguinte, são exploradas algumas aplicações da integral,

usando-a para calcular: áreas entre curvas, volumes de sólidos de revolução e o

trabalho produzido por uma força. Na primeira seção, são calculadas áreas de

regiões entre gráficos de duas funções. Em outra seção, calculam-se volumes de

sólidos iniciando pelo cilindro; em seguida, é trabalhado o cálculo de volumes

para ‘cascas’ cilíndricas. Depois, calcula o trabalho a partir de uma força dada, e

finalizando o capítulo, enuncia e interpreta simbolicamente o teorema do valor

médio para integrais.

Em outro capitulo, são desenvolvidas as técnicas: integração por partes,

substituição trigonométrica, integração de funções racionais e trigonométricas.

Finaliza com estratégias de integração, utilizando tabelas, sistemas algébricos

computacionais e integração aproximada, além de integrais impróprias.

No último capitulo, são explorados aplicações geométricas e cálculos de

interesse da Física, Engenharia, Biologia, Economia, Estatística, etc... Na primeira

seção, é trabalhado o comprimento de arco, em seguida calcula-se a área de uma

superfície de revolução. Em outra, sobre aplicações à Física e à Engenharia, são

exploradas pressão hidrostática e força e, em seguida, momentos e centros de

massa. Os assuntos sobre excedente do consumidor para um produto, na

Economia, circulação sanguínea e capacidade cardíaca, na Biologia, são

trabalhados em outra seção. Na última, são trabalhadas questões ligadas à

probabilidade, no que se refere às variáveis aleatórias contínuas.
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Passaremos a fazer uma análise dos registros utilizados nesta obra,

começando pela parte do capitulo que trata de antiderivada e depois, focando o

próximo capítulo em que será concentrada a maior parte da análise, visto que o

maior interesse, neste trabalho, é os registros utilizados na definição integral.

O autor apresenta a integral indefinida como primitiva de uma função. Ele

inicia esta seção, fazendo um relato, no registro língua natural, de aplicações de

primitivas para resolução de problemas na Física, Engenharia e na Biologia. Para

isto, define antiderivada em um intervalo I  de uma função como sendo a função

F , tal que ( ) ( )xfxF ='  para todo x em I . Discute a questão de que se F  é uma

primitiva de f , então ( ) CxF +  também é primitiva, sendo C  uma constante

arbitrária. São trabalhados quatro exemplos no registro simbólico e o autor

também apresenta uma tabela de fórmulas que permite encontrar antiderivadas

de alguns tipos de funções.

Função Antiderivada particular Função Antiderivada particular
( )xcf ( )xcF xsen xcos−

( ) ( )xgxf + ( ) ( )xGxF + x2sec xtg

( )1−≠nxn

1

1

+

+

n

xn tgxxsec xsec

x
1 xln

21

1

x−
x1sen−

xe xe
xcos xsen 21

1

x+
xtg 1−

Tabela 1: página 352

Podemos observar que o autor usa a notação x1sen−  e xtg 1−  para indicar,

respectivamente, as funções senarc  e tgarc . Dos exemplos, destacamos o

terceiro:
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Exemplo 19: página 353

O enunciado é apresentado nos registros língua natural e simbólico. A

resolução é desenvolvida no registro simbólico, inclusive, usando resultados

propostos na tabela. O que fica em evidência são os tratamentos algébricos e

numéricos. São feitas conversões: do registro simbólico para o gráfico, no qual é

mostrada a curva que representa a função derivada e da antiderivada e também

para o registro língua natural, no qual é feita uma análise sobre crescimento e

decrescimento de função.

São trabalhados exemplos, estudando a geometria das antiderivadas,

mostrando como construir os gráficos de uma função e de sua antiderivada; na

Física, é estudado o movimento de um objeto que se move em linha reta.

Diversos registros são usados na seção. Os enunciados são apresentados no

simbólico e língua natural. Nas resoluções são utilizados os registros simbólico,

língua natural e gráfico; e são feitas conversões e tratamentos.

Exemplo 3. Encontre f  se ( ) ( ) 12120'
−++= xexf x  e ( ) 20 −=f .

Solução: A antiderivada geral de ( )
21

20
'

x
exf x

+
+=  é ( ) Cxtgexf x ++= −120 .

Para determinar C usamos o fato de que ( ) 20 −=f  ( ) 20200 1 =++= − Ctgef x . Assim,

temos 312 −=−−=C ; logo, a solução particular é ( ) 320 1 −+= − xtgexf x .

A figura 2 mostra os gráficos da solução da função 'f  do exemplo 3 e de sua antiderivada f .

Note que ( ) 0' >xf , logo f  é sempre crescente. Note também que quando 'f  tem um

máximo ou mínimo, f  aparenta ter um ponto de inflexão. Logo o gráfico serve como verificação

de nossos cálculos.

Figura 3
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Exemplo 20: página 354

Utilizando as conversões citadas no exemplo é explorada a construção do

gráfico de uma antiderivada a partir do campo de direção.

No final da seção, apresenta uma lista com 77 exercícios, sendo que 42

destes, são apresentados no registro simbólico e os demais utilizam diversos

registros, inclusive figuram exercícios com propostas para usar recursos

computacionais.

Elencamos, a seguir, um exercício, enfocando o registro simbólico e outro,

propondo a utilização de recurso computacional. No enunciado de ambos

predominam o registro língua natural e simbólico.

Exemplo 6. Se ( ) xxxf −+= 31 , esboce o gráfico da antiderivada F que satisfaz a condição

inicial ( ) 01 =−F .

Solução. Podemos pensar durante um dia em uma fórmula para uma antiderivada de f  sem

contudo lograr êxito. Uma segunda possibilidade poderia ser traçar o gráfico de f  primeiro e

então usa-lo para fazer o gráfico de f, como no exemplo 5. Poderia funcionar, mas em vez disso
vamos criar um gráfico mais preciso, usando o que chamamos de campo de direção.

Uma vez que ( ) 10 =f , o gráfico de F tem inclinação 1 quando 0=x . Logo traçaremos vários

segmentos curtos da tangente com inclinação 1, todos centrados em 0=x . Fazemos o
mesmo para vários outros valores de x, e o resultado está mostrado na figura 5. o nome campo

de direção vem do fato de que cada segmento indica a direção na qual a curva ( )xFy =
segue naquele ponto.

 
Figura 5 O campo de direção para ( ) xxxf −+= 31 . 

A inclinação do segmento de reta acima de ax =  é ( )af . 
     

 Figura 6. O gráfico de uma antiderivada segue o 
campo de direção. 

Agora usamos o campo de direção para esboçar o gráfico de F. Devido à condição inicial

( ) 01 =−F , começamos no ponto ( )0,1−   e traçamos o gráfico para que ele siga a direção dos

segmentos tangentes. O resultado está desenhado na figura 6. Qualquer outra antiderivada
seria obtida deslocando-se o gráfico de F para cima ou para baixo.
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Te

1f

an

f

co
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F

na

re

gr

re

da

pe
1. Encontre a antiderivada mais geral da função. (Verifique sua resposta diferenciando).

( ) 386 2 +−= xxxf
Exercício 12: página 356

Uma possível resolução é a que utiliza as regras propostas pelo autor.

m-se ( ) 386 2 +−= xxxf  que pode ser escrita ( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxf 321 ++= , na qual

( ) ( ) ( ) 3,8,6 32
2 =−== xfexxfxx , utilizando a tabela encontramos as

tiderivadas ( ) ( ) ( ) xxFexxFxxF 3,4,2 3
2

2
3

1 =−== . A partir de

( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfx 321 ++=  temos que ( ) ( ) ( ) ( )xFxFxFxF 321 ++= , o que nos leva a

ncluir que ( ) xxxxF 342 23 +−= .

Como a proposta é calcular a antiderivada e, sabendo que duas funções

e possuem a mesma derivada diferem por uma constante, temos que

( ) Cxxxx ++−= 342 23 .

No enunciado do exercício a seguir, comparecem os registros língua

tural e simbólico.

Exercício 13: página 357

A crescente utilização de recursos tecnológicos tem se mostrado eficaz na

solução de certas questões, principalmente no que se refere a representações

áfica. O autor propõe a utilização desta ferramenta para fazer uma

presentação, no registro gráfico, de uma função. Além disso, solicita que sejam

dos os registros simbólico algébrico e gráfico da antiderivada e, por último,

de-se a comparação entre os gráficos. A atividade não se restringe apenas ao

50. a) Use um recurso computacional para fazer o gráfico de ( ) xxxf 32 −= .

b) Começando com o gráfico da parte a), esboce um gráfico da antiderivada F  que satisfaça
( ) 10 =F .

c) Use as regras dessa seção parra achar uma expressão para ( )xF .

d) Faça o gráfico de F  usando a expressão da parte c). Compare com seu esboço da parte b.
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uso da máquina; permite o desenvolvimento mental e proporciona a conversão de

registros, com as expressões, “fazer o gráfico”, ”achar a expressão” e até mesmo

a conversão para a língua natural com a expressão “compare com seu esboço”.

O próximo exercício propõe uma conversão do registro simbólico numérico

para o gráfico.

s

t

in

F

s

z

]
F

57. Uma função é definida pelo seguinte dado experimental. Use um campo de direção para

esboçar o gráfico de sua antiderivada se a condição inicial é ( ) 00 =F .

x 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6
( )xf 0 0,2 0,5 0,8 1,0 0,6 0,2 0 -0,1
Exercício 14: página 358

Para sua resolução, deve-se observar a condição inicial ( ) 00 =F  e utilizar o

ignificado do sinal da derivada num intervalo. Caso ( ) 0>xf , os segmentos de

angente são ascendentes, o que permite concluir que ( )xF  é crescente nesse

tervalo. Se ( ) 0<xf , então os segmentos de tangentes são descendentes e

( )x  é decrescente no mesmo. No intervalo ] [4,1;0 , ( ) 0>xf , graficamente isto

ignifica que os segmentos de tangente são ascendente. No ponto 4,1=x , f  vale

ero o que é traduzido graficamente pelos segmentos de tangente horizontais. No

[6,1;4,1 , ( ) 0<xf , logo os segmentos de tangentes são descendentes, isto é,

( )x  é decrescente conforme representação gráfica.
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Além da diversificação de registros são apresentados exercícios do tipo

verificação de conceitos e testes tipo falso-verdadeiro, como os que seguem.

Exercício 15: página 359

Os enunciados destes exercícios são apresentados nos registros língua

natural e simbólico e para a resolução podem se utilizar variados registros,

dependendo da natureza da questão. Eles propõem trabalhar conceitos,

justificativas, provas e definições.

No próximo capítulo, o autor elenca diversas situações em que a integral

pode ser utilizada. Começa destacando que, na tentativa de achar a área sob

uma curva ou a distância percorrida por um carro, acaba-se utilizando um mesmo

tipo especial de limite. Passa a trabalhar sobre essas duas questões que vão

“desembocar” na definição de Integral. Para iniciar o desenvolvimento do assunto,

apresenta primeiramente um problema da área.

si

Verificação de conceitos
10. a) O que  é a antiderivada de uma função f ?

    b) Suponha que 1F  e 2F  sejam ambas antiderivadas de f  em um intervalo I . Como

estão relacionadas 1F  e 2F  ?

Testes falso-verdadeiro
Determine se o enunciado é verdadeiro ou falso. Se for verdadeiro, explique por quê. Se for
falso, explique por quê ou dê um exemplo que não confirme o enunciado.

16. A antiderivada mais geral de ( ) 2−= xxf  é ( ) c
x

xF +−= 1
O Problema da Área
Começamos por tentar resolver o problema da área: achar a área de uma região S que está

sob a curva ( )xfy =  de a  até b . Isso significa que S, ilustrada na figura 1, está limitada

pelo gráfico de uma função contínua f  (onde ( ) 0≥xf  ), as retas verticais ax =  e bx =
e o eixo x.
Página 367

A apresentação do enunciado ocorre nos registros língua natural e

mbólico. É apresentada também a conversão do primeiro deles para o registro
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gráfico. Tem o cuidado de colocar uma função arbitrária para que não venha

ocorrer uma instanciação, que segundo Duval (1995, p. 28), é “a tomada de um

elemento particular de uma classe como o ‘representante’ desta classe”.

Para resolver o

significado dessa pal

triângulo e depois pa

maneira para se cheg

evolução mostra tr

generalização preten

O autor retoma

reta tangente a um p

de retas secantes pa
Figura 10: página 367

 problema da área da região S, o autor começa discutindo o

avra. Discute a evolução das áreas do retângulo, para a do

ra a de um polígono, que é dividido em triângulos. É uma

ar à intuição de área de uma região com ‘lados curvos’. Esta

atamentos no registro gráfico, que pode facilitar a

dida.

Figura 11: página 367

 o procedimento utilizado no capítulo anterior para definir a

onto de uma curva, cuja inclinação é o limite das inclinações

ra comparar com o processo de tomar a área da região S
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como limite de soma das áreas de retângulos. Apresenta um exemplo de região S

delimitada superiormente por um segmento de parábola.

Exemplo 21: página 368

O enunciado é expresso no registro língua natural e o autor apresenta uma

conversão para o registro gráfico, no qual são mostrados os vários elementos

apresentados no problema, ficando claros os limites da região.

É interessante notar que foi pedido para estimar a área e não para

encontrar ou calcular, isto é, dar um valor aproximado, usando retângulos. Isto dá

margem para se trabalhar com a quantidade de retângulos que se quiser.

A solução é apresentada, mostrando o cálculo desta área de forma

evolutiva em termos da quantidade de retângulos. Propõe este cálculo por falta e

por excesso, considerando as alturas dos retângulos como sendo os valores da

função nos pontos, extremos direitos e esquerdos, respectivamente, de cada

subintervalo. Repete este processo para um número de retângulos cada vez

maior e no final, traz uma tabela com os valores das áreas com n variando de 10

a 1000 retângulos.

Primeiramente, no registro língua natural, observa que a área varia de 0 a 1

porque a região S está contida em um quadrado de lado 1 unidade, mas que esta

estimativa pode ser melhorada. Para isto divide a região em quatro faixas de

Exemplo 1. Use retângulos para estimar a área sob a parábola 2xy = de 0 até 1 (a região

parabólica S ilustrada na figura 3).
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mesma largura, chamadas de S1, S2, S3 e S4. Para ser dividida  em 4 faixas, no

registro gráfico, é necessário traçar as retas verticais 
4

1=x , 
2

1=x , 
4

3=x  e a reta

1=x , conforme mostra a figura que segue.

Estas faixas n

enunciado do problem

bases são os interv

iguais, a saber 
1=∆x

o ponto de interseçã

extremo esquerdo do

extremo direito.
Figura 12: página 368

ão são retangulares. Para seguir a indicação expressa no

a, os retângulos são construídos da seguinte maneira: as

alos 























1,
4

3
,

4

3
,

2

1
,

2

1
,

4

1
,

4

1
,0 , cujas dimensões são todas

4

1

4

0 =− . Para as alturas, o autor usa duas opções: considera

o da parábola, uma vez, com a reta vertical que passa pelo

 subintervalo e outra vez, com a reta vertical que passa pelo
Figura 13: página 368
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Para encontrar a área, ele faz a conversão do registro gráfico para o

simbólico. A altura do retângulo é o valor da função do ponto escolhido. Para os

pontos iniciais 0=x , 
4

1=x , 
2

1=x  e 
4

3=x , encontra as alturas dos retângulos,

ditos inferiores, que são ( ) 00 =f , 
16

1

4

1 =






f , 
4

1

2

1 =






f  e 
16

9

4

3 =






f , como

mostra a figura.

O valor da área desta região, no registro simbólico, é

21875,0
4

3

4

1

2

1
.

4

1

4

1
.

4

1
0.

4

1
222

2
4 =





+





+





+=L . Pode-se notar pela representação

gráfica que esta área é menor que a procurada.

De forma análoga, é apresentado o cálculo da aproximação da área

tomando como altura dos retângulos superiores os valores 
16

1=y , 
4

1=y , 
16

9=y

e 1=x .

Pela representaç
Figura 14: página 368

ão gráfica, a área é maior que a área procurada.
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No registro simbólico, o valor encontrado para 4R , é

46875,0
32

15
1.

4

1

4

3

4

1

2

1

4

1

4

1

4

1 2
222

4 ==+




+





+





=R .

É feita uma comparação no registro simbólico, 46875,021875,0 << A , na

qual A é a área da região S .

A notação usada pelo autor de 4L  e 4R  provavelmente seja proveniente

das palavras esquerdo e direito, que na língua inglesa são left e right,

respectivamente. L indica a soma das áreas dos retângulos cujas alturas é o valor

de y calculado no extremo esquerdo (left) da partição e R mostra a área

encontrada tomando para as alturas o valor de y no extremo direito (right).

Em seguida, ele repete este procedimento, utilizando oito retângulos

inferiores e oito superiores, obtendo aproximações mais finas para a área

desejada, a saber 3984375,02734375,0 << A . Aqui também são utilizados os

registros gráfico, língua natural e simbólico, com conversões entre eles.

Po

um lado

aproxima

direitos d
Figura 15: página 369

dem ser observados os tratamentos no registro gráfico, verificando por

, a variação na quantidade de subintervalos, que influencia na

ção da área. Por outro lado, a escolha dos extremos esquerdos ou

os mesmos, caracterizando a área por excesso ou por falta.
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É feita também a conversão para o registro tabela, no qual há uma

comparação das áreas por excesso ou por falta, com a variação do número de

retângulos.

N Ln Rn

10 0,2850000 0,3850000
20 0,3087500 0,3587500
30 0,31668519 0,3510852
50 0,3234000 0,3434000
100 0,3283500 0,33835000
1000 0,3328335 0,3338335

Tabela 2: página 369

Isto permite uma melhor estimativa da área, pois aumentando o número de

retângulos, por exemplo, para mil partes, temos que a área está entre 3328335,0  e

3338335,0 , o que seria muito difícil de visualizar no registro gráfico.

O autor enfatiza que é possível fazer uma boa estimativa do valor da área,

através da média aritmética das aproximações por falta ou excesso, que no caso

de 1000=n  retângulos, obtém-se o resultado 3333335,0≈A . Salienta também

que os valores de Rn (soma das áreas dos retângulos que possui a altura tomada

pelo ponto direito do intervalo) aproxima-se de 
3

1 , à medida que se aumenta n, e

propõe o próximo exemplo, para mostrar que efetivamente a soma das áreas dos

retângulos aproximantes superiores tende a 
3

1 .

Exemplo 22: página 369

Exemplo 2: Para a região S do Exemplo  1, mostre que a soma das áreas dos retângulos

aproximantes superiores tende a  
3

1 , isto é, 
3

1
lim =

∞→n
nR .
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Neste exemplo, o enunciado é apresentado nos registros língua natural e

simbólico e, na resolução, utiliza os registros simbólico e gráfico para mostrar que

a soma das áreas de retângulos aproximantes superiores tende a 
3

1
.

Inicialmente, o autor apresenta uma figura de n retângulos aproximantes

superiores da região S, destacando que a largura de cada um deles é 
n

1
, isto é,

as bases dos retângulos são fixadas com dimensão iguais. Após os cálculos que

serão comentados a seguir, são apresentadas três figuras similares a essa no

caso em que toma 10, 30, 50 retângulos, respectivamente. Em cada uma delas

expressa os valores nR  correspondentes.

Para calcular a área aproximada nR , destaca que todo retângulo tem base

de mesma medida 
n

1  e as alturas são os valores da função ( ) 2xxf =  nos pontos

n

n

nnn
,...,

3
,

2
,

1
 (extremos direitos dos subintervalos); isto é, as alturas são

2222

,...,
3

,
2

,
1


























n

n

nnn
.

A soma das áreas dos n retângulos é expressa por

2222
1

...
312111






++





+





+





=

n

n

nnnnnnn
Rn . O termo 

2

1
.

1

nn
 é colocado em evidência

resultando ( )2222
3

...321
1

n
n

Rn ++++= . Utilizando o resultado

( )( )
2

232

6

121
...321

n

nnn
n

++=++++  e aplicando tratamentos algébricos chega a

( )( )
26

121

n

nn
Rn

++
=  que fornece 





 +





 +=

nn
Rn

1
2

1
1

6

1 . Passando ao limite para ∞→n  e

utilizando  resultado 0
1

lim =
∞→ nn

, o autor conclui que 
3

1
lim =

∞→ n
n

R .
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De forma análoga, utilizando os registros simbólico e gráfico, mostra que o

limite das somas inferiores também tendem a 
3

1
 e conclui que 

3

1
limlim ==

∞→∞→ n
n

n
n

LR .

Então, define área dessa região como sendo o limite das somas das áreas

dos retângulos aproximantes, isto é, .
3

1
limlim ===

∞→∞→ n
n

n
n

LRA

Até este momento, foi trabalhado um caso particular, o da área sob o

gráfico da função ( ) 2xxf = . Agora, o autor faz uma proposta de aplicar essa idéia

para áreas de regiões genéricas. Para isso, promove uma articulação entre os

registros simbólico e gráfico, nos quais podem-se ver tratamentos no registro

gráfico, aumentando o número de subintervalos e, em conseqüência, diminuindo

o tamanho de cada um deles e a área se aproximando do valor procurado.

Começa, observando que uma região S representada na figura a seguir é

subdividida em n faixas de igual largura. Sendo a largura do intervalo ab − , então

a largura de cada faixa é dada por 
n

ab
x

−=∆ . Isto faz com que estas faixas

dividam o intervalo [ ]ba,  em n subintervalos [ ] [ ] [ ]nn xxxxxx ,..,,,,, 12110 − , com ax =0

e bxn = .

Figura 16: página 371
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Como a função agora considerada não é monótona, pode-se observar que

pelo registro gráfico, tomando-se os extremos direitos dos subintervalos, já não se

têm apenas retângulos superiores, mas há uma mistura de superiores e inferiores.

Neste caso, não se pode afirmar que a área da soma dos retângulos seja maior

ou menor que a área da região S. Mas o que o autor mostra a seguir é que,

independentemente, de se tomar o extremo direito ou esquerdo dos subintervalos,

quando se aumenta o número de retângulo a soma de suas áreas tende para o

mesmo valor, que será definida como a área de S.

É su

como no g

áreas dess
Figura 8: página 371

gerido um tratamento que pode ser visto tanto no registro simbólico

ráfico, para sugerir que a área da região S é aproximada pela soma das

es retângulos, que é ( ) ( ) ( ) xxfxxfxxfR nn ∆++∆+∆= ...21 .

Figura 18: página 372
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A figura acima mostra essa aproximação para 128,4,2 en = . Observamos

que essa aproximação aparenta tornar-se cada vez melhor à medida que se

aumenta o número de faixas, isto é, quando ∞→n .

Em seguida, define a área da região S por.

Página 372

Ele faz uma observação que, do lado esquerdo dos subintervalos e com

uma função contínua, a área é ( ) ( ) ( )[ ]xxfxxfxxfRA n
n

n
n

∆++∆+∆== −∞→∞→ 110 ...limlim ,

com os subintervalos x∆  fixos de valor 
n

1
.

Para calcular a área de S, o autor trabalha com um retângulos de base

n

ab
x

−
=∆ . Para a altura de cada retângulo, toma o valor de f  em cada extremo

direito do subintervalo. A soma das áreas dos retângulos é dada por

( ) ( ) ( ) xxfxxfxxfR nn ∆++∆+∆= ...21 .

Em seguida, o autor observa que a altura de cada retângulo pode ser o

valor de f  em um ponto arbitrário *
ix pertencente ao intervalo [ ]ii xx ,1− , chamado

ponto amostral, gerando a expressão ( ) ( ) ( )[ ]xxfxxfxxfA n
n

∆++∆+∆=
∞→

**
2

*
1 ...lim  para

a área procurada. No exemplo 3, dado a seguir, trabalha uma vez tomando os

extremos direitos e outra vez escolhendo os pontos médios dos subintervalos.

2. Definição. A área A da região S que está sob o gráfico de uma função contínua f  é o

limite das somas das áreas dos retângulos aproximantes:

( ) ( ) ( )[ ]xxfxxfxxfRA n
n

n
n

∆++∆+∆==
∞→∞→

...limlim 21
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Exemplo 3. Seja A área da região que está sob o gráfico de ( ) xexf −=   entre 0=x  e

2=x .
a) Usando os extremos direitos, ache uma expressão para A como limite.
b) Estime a área tomando como pontos amostrais os pontos médios e usando quatro e

depois dez subintervalos.

SOLUÇÃO

a) Uma vez que 0=a  e 2=b , a largura de um subintervalo é 
nn

x
202 =−=∆ , logo

n

n
x

n

i
x

n
x

n
x ni

2
,

2
,

4
,

2
21 ==== . A soma das áreas dos retângulos aproximantes é

( ) ( ) ( ) xexexexxfxxfxxfR nxxx
nn ∆++∆+∆=∆++∆+∆= −−− ...... 21

21






++





+





= −−−

n
e

n
e

n
e nnnn 2

...
22 242

De acordo com a definição 2, a área é ( )nnnn

n
n

n
eee

n
RA 242 ...

2
limlim −−−

∞→∞→
+++== .

Usando a notação somatória podemos escrever ∑
=

−

∞→

n

i

ni

n
e

n 1

22
lim .

É difícil computar este limite a mão, mas com ajuda de um CAS isso não é tão complicado.
Na seção 5.3 seremos capazes de encontrar mais facilmente A usando um método diferente.

b) Com 4=n  os subintervalos com mesma largura 5,0=∆x  são

[ ] [ ] [ ] [ ]2;5,15,1;1,1;5,0,5,0;0 e . Os pontos médios desses intervalos são

75,125,1,75,0,25,0 *
4

*
3

*
2

*
1 ==== xexxx , é a soma das áreas dos quatro retângulos

aproximantes (veja a figura 14) é

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xfxfxfxfxxfM
i

i ∆+∆+∆+∆=∆= ∑
=

75,125,175,025,0
4

1

*
4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 8557,0
2

1
5,05,05,05,0 75,125,175,025,075,125,175,025,0 ≈+++=+++= −−−−−−−− eeeeeeee .

Logo uma estimativa para a área é 8557,0≈A .

Com 10=n  os subintervalos são [ ] [ ] [ ]2;8,1,...,4,0;2,0,2,0;0  é os pontos médios são

9,1;...;3,0;3,0;1,0 *
10

*
3

*
2

*
1 ==== xxxx . Assim

( ) ( ) ( ) ( ) xfxfxfxfMA ∆++∆+∆+∆=≈ 9,1...5,03,01,010
 ( ) 8632,0...2,0 9,15,03,01,0 ≈++++= −−−− eeee
Exemplo 23: página 373
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O enunciado é apresentado no registro língua natural. A resolução da

questão a) é trabalhada no registro simbólico algébrico e a questão b) é resolvida

nos registros simbólico numérico e gráfico, no qual são propostos dois

tratamentos na partição dos intervalos com 4=n  e 10=n .

O autor faz o seguinte comentário: “é difícil computar esse limite à mão,

mas com a ajuda de um CAS (sistemas algébricos computacionais) isso não é tão

complicado”. Isto é, com o uso de outros sistemas de representação (o

computador, com um programa adequado ou uma calculadora) é possível

encontrá-lo, mesmo em se tratando de funções “mais complexas”.

Nessa introdução ao conceito de integral, o autor se propôs a trabalhar dois

problemas: a questão da área e a questão da distância. Em relação a este último,

comenta que, no caso em que a velocidade seja constante, a distância é fácil de

ser encontrada, mas com a velocidade variável isto não é tão trivial e sugere uma

investigação a partir do exemplo a seguir.

o

t

p

Exemplo 4. Suponha que queiramos estimar a distância percorrida por um carro durante um

intervalo de tempo de 30 segundos. A cada 5 segundos registramos a leitura do velocímetro na

seguinte tabela:

Tempo (s) 0 5 10 15 20 25 30

Velocidade (mi/h) 17 21 24 29 32 31 28
Exemplo 24: página 374

O enunciado é apresentado nos registros língua natural e tabela, para

rganização dos dados coletados no velocímetro. De início, é realizado um

ratamento no registro tabela, no qual é feita uma mudança de unidades, de milha

or hora para pés por segundo.

Tempo (segundos) 0 5 10 15 20 25 30

Velocidade (pés/s) 25 31 35 43 47 46 41
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Esta conversão é feita para se ter o tempo e a velocidade em unidades

consistentes.

É usado o registro simbólico numérico para fazer uma estimativa da

distância obtendo 1215541546547543535531 =+++++ xxxxxx  pés. O autor

comenta que este cálculo lembra ao leitor o cálculo da área. Ela é esboçada no

registro gráfico, no qual são construídos retângulos cujas alturas são os valores

das velocidades iniciais para cada intervalo de tempo, conforme figura:

Sendo a dist

distância percorrida

aproximadamente 

para o simbólico, d

No final de

enunciados são utili

O enunciado

natural, simbólico e
Figura 18: página 375

ância dada por tempoxvelocidaded = , o autor observa que a

 por um objeto que se move com velocidade ( )tfv = , é

( ) ttf i ∆ . Disto resulta, após a conversão do registro gráfico

( ) ( )∑∑
=∞→=

−∞→
∆=∆=

n

i
i

n

n

i
i

n
ttfttf

11
1 limlim .

sta seção, são apresentados 24 exercícios, em cujos

zados diversos registros. Mostremos alguns deles:

 do exercício que segue é apresentado nos registros língua

 gráfico.



106

gr

ef

de

si

re

re

re

do
1. a) Lendo os valores do gráfico dado de f , use cinco retângulos para encontrar

estimativas superior e inferior para a área sob o gráfico dado de f  de 0=x  até 10=x .

Em cada caso, esboce os retângulos que você usar.

b) Ache novas estimativas usando dez retângulos em cada caso.
Exercício 16: página 376

O próprio enunciado sugere, para resolução, um tratamento no registro

áfico, e em seguida, uma conversão para o registro simbólico, no qual serão

etuados vários tratamentos. Isto tanto para a questão a) quanto para a b).

O exemplo seguinte foi selecionado porque também é solicitado o cálculo

 estimativas de áreas, porém seu enunciado está nos registros língua natural e

mbólico e, para a resolução, o enunciado sugere a utilização de quase todos os

gistros.

Exercício 17: página 376

A resolução envolve: a construção de gráfico, para a interpretação da

gião da qual se deseja calcular a área; estimativa da mesma, utilizando o

gistro simbólico, variando o número de retângulos; usando somas das áreas

s retângulos superiores, inferiores e daqueles cujas alturas são dadas pelo

5. a) Estime a área sob o gráfico de ( ) 23 += xxf  de 1−=x  até 2=x  usando três

retângulos aproximantes e extremos direitos. Então aperfeiçoe sua estimativa usando seis
retângulos aproximantes. Esboce a curva e os retângulos aproximantes.
b)Repita a parte a) usando extremos esquerdos.
c) Repita a parte a) usando os pontos médios.
d) De seus esboços das partes a), b) e c), qual aparenta ser a melhor estimativa?



107

valor da função nos pontos médios de cada subintervalo; uma análise dos valores

encontrados que pode ser feita no registro língua natural.

Os dois exercícios que seguem são aplicações à Física.

No primeiro, o enunciado também é apresentado nos registros língua

natural e tabela. A resolução pode ser feita no registro simbólico com o auxílio do

gráfico para interpretação da situação-problema, seguindo os mesmos

procedimentos utilizados nos exemplos.

g

a

e

u

e

11. A velocidade de um corredor aumenta durante os três primeiros segundos de uma corrida.

Sua velocidade na metade do segundo intervalo é dada em uma tabela. Ache as estimativas

superior e inferior para a distância que ele percorreu durante esses três segundos.

T (s) 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
V (pés/s) 0 6,2 10,8 14,9 18,1 19,4 20,2
Exercício 18: página 377

No segundo, o enunciado é apresentado nos registros língua natural e

ráfico. A resolução pode ser feita no registro simbólico numérico, como

presentado em exercícios anteriores. A resolução já é praticamente indicada no

nunciado, porém se o leitor quiser conseguir uma melhor aproximação, pode

sar um refinamento da partição sugerida, fazendo cálculo por falta ou por

xcesso.
13. O gráfico da velocidade de carro freando é mostrado. Use-o para estimar a distância

percorrida pelo carro enquanto os freios estão aplicados
Exercício 19: página 377
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Nessa lista são apresentados seis exercícios com proposta para utilização

de sistemas computacionais. Segue um deles.

tr

ju

li

d

•

•

21.  a) Expresse a área sob a curva 5xy =  de 0 a 2 como um limite.

b) Use um sistema algébrico computacional para achar a soma em sua expressão da parte a).
c) Calcule o limite da parte a).
Exercício 20: página 378

Como a função a ser trabalhada pode apresentar cálculos muito

abalhosos, a sugestão de uso de um CAS, sugerido no item b, é amplamente

stificável.

A próxima seção é dedicada à definição de integral. O autor recorre ao

mite anteriormente trabalhado para o cálculo de área e de distância. Apresenta a

efinição nos registros simbólico e língua natural.

Página 378

Na definição proposta podemos fazer as seguintes observações:

 A função f  tomada é contínua, não são considerada as funções descontínuas

que são integráveis.

 Os subintervalos são de tamanhos iguais o que não é necessário, bastando que

apenas o maior deles tenda a zero. Vemos aqui uma comodidade para efeito de

cálculo em que os tratamentos são facilitados.

2. Definição da Integral Definida. Se f  é uma função contínua definida por bxa ≤≤ ,

dividimos o intervalo [ ]ba,  em n subintervalos de comprimentos iguais 
n

ab
x

−=∆ . Seja

( ) ( )bxxxax n == ,...,,, 210  os extremos desses subintervalos e vamos escolher os pontos

amostrais **
2

*
1 ,...,, nxxx nesses subintervalos de tal forma que *

ix  está no i-ésimo subintervalo

[ ]ii xx ,1− . Então a integral definida de f  é ( ) ( )∑∫
=∞→

∆=
n

i
i

n

b

a
xxfdxxf

1

*lim .
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•  É estabelecido que o ponto a escolher nos intervalos são pontos amostrais1,

embora nos exemplos e exercícios propostos, os pontos escolhidos sejam

sempre as extremidades dos subintervalos ou o ponto médio dos mesmos.

•  A definição é dada com o número de subintervalos (n) tendendo a infinito (e não

fazendo o valor máximo de x∆  tendo a zero).

O autor apresenta várias notas, sendo que a primeira segue abaixo,

explicando os elementos e símbolos utilizados na definição.

Página 378

Ressalta que a integral ( )∫
b

a
dxxf , é um número e que não depende de x.

Em seguida, enfatiza que, sendo f  contínua, o limite sempre existe e resulta o

mesmo número, não importando como é feita a escolha dos pontos nos

subintervalos.

Na próxima nota, explicita que a soma ( )∑
=

∗ ∆
n

i
i xxf

1

 é a soma de Riemann.

No caso de f  ser positiva, tal soma representa a soma das áreas dos retângulos

aproximantes. Assim, a integral de ( )∫
b

a
dxxf  pode ser interpretada como a área

sob a curva ( )xfy = , de a até b.

                                                
1 Pontos Amostrais: São os pontos *

ix  tomados arbitrariamente nos subintervalos, determinados pela

partição.

Nota1. O símbolo ∫ foi introduzido por Leibniz e é chamado de sinal de integral. Na notação

( )∫
b

a
dxxf , ( )xf  é chamado de integrando, a e b são chamados de limites de integração, a

é o limite inferior , b é o limite superior, e o símbolo dx  por si só não tem um significado

oficial; ( )∫
b

a
dxxf  é todo um símbolo. O processo de calcular uma integral é chamado de

integração.
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simb

para 

nega

ela é

das á

dess

“área

do x 

gráfic

quan
Figura 19: página 379

Nesta introdução fica ressaltada a conversão entre os registros gráfico,

ólico e língua natural.

Aparece ainda, nesta nota, um tratamento nos registros simbólico e gráfico

a interpretação da integral, no caso em que f  assume valores positivos e

tivos. Nesse caso, chama atenção para o significado da soma de Riemann;

 a soma das áreas dos retângulos que estão acima do eixo x e o “negativo”

reas dos retângulos que estão abaixo do eixo do x. Tomando-se  o limite

as somas de Riemann, obtém-se a integral que pode ser interpretada como

 líquida”, isto é, ( ) 21 AAdxxf
b

a
−=∫ . Sendo 1A  a área da região acima o eixo

e abaixo do gráfico de f  e 2A  a área da região abaixo do eixo x e acima do

o de f , utilizando o registro gráfico ilustra esta situação.
Figura 20: página 380

São desenvolvidos quatro exemplos. O segundo chama atenção pela

tidade de registros e tratamentos usados.
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Exemplo 2. a) Calcule a soma de Riemann para ( ) xxxf 63 −=  tomando como pontos

amostrais os extremos direitos e 63,0 === neba .

b) Calcule ( )∫ −
3

0

3 6 dxxx .

Solução. A) Com 6=n  o comprimento dos intervalos é 
2

1

6

03

6
=−=−=∆ ab

x  e os extremos

direitos são 0,3;5,2;0,2;5,1;0,1;5,0 654321 ====== xxxxxx . Logo a soma de

Riemann é

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xfxfxfxfxfxfxxfR
n

i
i ∆+∆+∆+∆+∆+∆=∆= ∑

=
0,35,20,25,10,15,0

1
6

( ) 9375,39625,46,55875,2
2

1 −=++−−−−=

Observe que f  não é uma função positiva, e portanto a soma se Riemann não representa uma

soma de áreas de retângulos. Mas ela representa a soma das áreas dos retângulos cinza (acima
do eixo x) menos à soma das áreas dos retângulos azuis (abaixo do eixo x) na figura 5.

b) Com n subintervalos temos que 
nn

ab
x

3=−=∆ . Assim nxnxnxx /9,/6,/3,0 3210 ==== ,

em geral, nixi /3= . Uma vez que estamos usando os extremos direitos, podemos usar a

equação 3;

 

( ) ( )

( ) ( )

75,6
4

27
27

4

811
127

1
1

4

81
lim

2

154

2

181
lim

5481
lim

18273
lim

3
6

33
lim

33
limlim6

2

2
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1
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1

3
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3
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



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



=∆=−

∞→

∞→==∞→=∞→

=∞→=∞→=∞→

∑∑∑

∑∑∑∫

nn

nn

n
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n
i

n
i

n
i

n
i
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n

i

n

i
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i
fxxfdxxx

n

n

n

i

n

i
n

n

i
n

n

i
n

n

i
n

n

i
n

Essa integral não pode ser interpretada como uma área, pois f  assume valores positivos e

negativos. Mas ela pode ser interpretada como a diferença de áreas 21 AA − , sendo que

21 AeA  estão na figura 6.

A figura 7 ilustra o cálculo mostrando os termos positivos e negativos na soma de Riemann

direita nR  para 40=n . Os valores na tabela mostram as somas de Riemann tendendo ao valor

exato da integral, 75,6− , quando ∞→n .
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n Rn

40 -6,3998
100 -6,6130
500 -6,7229
1000 -6,7365
5000 -6,7473

Exemplo 25: página 381

O enunciado é apresentado como combinação dos registros língua natural

e simbólico. Ele é dividido em duas questões: na primeira, pede-se para calcular a

soma de Riemann para a função ( ) xxxf 63 −= ,  no intervalo [ ]3,0  que é dividido

em  6 partes e na segunda, pede-se para determinar a integral da mesma função

e no mesmo intervalo.

A resolução da primeira questão é desenvolvida no registro simbólico com

alguns tratamentos para se encontrar a resposta ( ) 9375,3
6

1
6 −=∆= ∑

=i
i xxfR .

Fazendo uma conversão para o registro gráfico, o autor comenta o significado

desse número como sendo a diferença de soma de área de retângulos.

Na segunda questão, o cálculo é feito para o intervalo dividido em n partes

iguais, no registro simbólico, no qual utiliza alguns tratamentos para se obter  o

valor da integral como sendo 75,6− . É realizada uma conversão para o registro

gráfico para mostrar a região correspondente, dividida em A1 e A2, as quais estão

localizadas acima e abaixo do eixo x, respectivamente. Comenta que este

resultado pode ser interpretado como a diferença de área da superfície A1 e A2.

Esta interpretação é justificada através de uma soma de Riemann nR  para 40=n

com conversões dos registros língua natural, gráfico e tabela.

No final da solução, deixa-se uma observação que o cálculo da integral

pode ser simplificado, o que será discutido posteriormente.
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Este exemplo pode deixar claro para o leitor que o cálculo da integral,

assim como da soma de Riemann, nem sempre representa uma área. Neste caso

a função trabalhada não é positiva no intervalo [ ]3,0 .

Em seguida, é desenvolvido aquilo que o autor chama de regra do ponto

médio, que consiste em tomar o ponto amostral ∗
ix  como sendo o ponto médio ix

de cada subintervalo. Isto é feito, usando os registros língua natural e simbólico. É

resolvido um exemplo nos registros simbólico e gráfico, usando esta “escolha”.

Página 384

São apresentadas em dois blocos, propriedades da integral no registro

simbólico. No primeiro bloco, aparecem as 5 que seguem.

na

Regra do ponto médio

( ) ( ) ( ) ( )[ ]n

n

i
i

b

a
xfxfxxxfdxxf +⋅⋅⋅+∆=∆≈ ∑∫

=
1

1

 onde 
n

ab
x

−=∆  e

( ) [ ]iiiii xxdemédiopontoxxx ,,
2

1
11 −− == .
Propriedades da Integral

1. ( )abcdxc
b

a
−=∫ , onde c é qualquer constante

2. ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf

3. ( ) ( )∫∫ =
b

a

b

a
dxxfcdxxcf , onde c é qualquer constante

4. ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫∫ −=−
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf

bc b
Página 385

A primeira propriedade é ilustrada, utilizando o registro gráfico e língua

tural.

5. ( ) ( ) ( )∫∫ ∫ =+
aa c

dxxfdxxfdxxf



114

Figura 21: página 385

Essa propriedade estabelece que a integral de função constante ( ) cxf =  é

a constante multiplicada pelo comprimento do intervalo. Se 0>c  e ba < , isto é

esperado, pois ( )abc −  a área do retângulo sombreada na figura.

Já propriedade 2, é demonstrada no registro simbólico, como se pode ver

abaixo.

Página 386

A quinta propriedade é interpretada graficamente.

 ( )abcdxc
b

a
−=∫

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )∑∑∑∫
==∞→=∞→

∆+∆=∆+=+
n

i
i

n

i
i

n

n

i
ii

n

b

a
xxgxxfxxgxfdxxgxf

111

limlim

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∑ ∑ +=∆+∆=
∞→ ∞→∞→∞→

b

a

b

a

n

i

n

i
i

n
i

n
dxxgdxxfxxgxxf limlim
Página 386
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O exemplo a seguir, apresentado nos registros simbólico e língua natural,

objetiva a ilustração de tal propriedade.

re
Exemplo 7. Se ( ) 17
10

0
=∫ dxxf  e ( ) 12

8

0
=∫ dxxf , ache a ( )∫

10

8
dxxf .

Solução

Pela propriedade 5 temos ( ) ( ) ( )∫∫ ∫ =+
10

0

8

0

10

8
dxxfdxxfdxxf .

81010
Exemplo 26: página 387

Em seguida, apresenta as propriedades comparativas.

Página 387

Demonstra a número 8, depois de apresentar uma representação gráfica.

Em seguida, apre

gistro gráfico para o sim

Logo ( ) ( ) ( ) 51217
008

=−=−= ∫∫∫ dxxfdxxfdxxf

Propriedades Comparativas da Integral

6. Se ( ) 0≥xf  para bxa ≤≤ , então ( )∫ ≥
b

a
dxxf 0 .

7. Se ( ) ( )xgxf ≥  para bxa ≤≤ , então ( ) ( )∫∫ ≥
b

a

b

a
dxxgdxxf .

8. Se ( ) Mxfm ≤≤  para bxa ≤≤ , então ( ) ( ) ( )∫ −≤≤−
b

a
abMdxxfabm .
Página 387

senta um exemplo também utilizando a conversão do

bólico.
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São apresentados 65 exercícios, em cujos enunciados sobressaem os

registros tabela, simbólico, língua natural e gráfico e alguns com propostas de

utilização de recursos computacionais.

Alguns exercícios propõem o cálculo da soma de Riemann, utilizando como

pontos amostrais os extremos direitos, esquerdos ou médios, segue um exercício

utilizando os pontos médios.

m

R

s

c

3. Se ( ) 61,2 ≤≤−= xxxf , calcule a soma de Riemann com 5=n  correta até a sexta

casa decimal, tomando como pontos amostrais os pontos médios. O que representa a soma de
Riemann? Ilustre com um diagrama.
Exercício 21: página 388

Uma possível solução é:

Através de tratamento numérico, temos 1
5

5

5

16 ==−=∆x  e os pontos

édios dos subintervalos são 5,5;5,4;5,3;5,2;5,1 ===== xxxxx . Pela soma de

iemann, temos ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 856759,025,525,425,325,225,11
1

−=−+−+−+−+−⋅=∆∑
=

xxf
n

i
i

.

No exercício 8, cujo enunciado está nos registros língua natural e tabela,

ão solicitadas estimativas para o valor de uma integral, além de comparações e

omentários sobre tais estimativas.
8. A tabela fornece os valores de uma função obtidos experimentalmente. Use-o para estimar

( )∫
6

0
dxxf  utilizando três subintervalos iguais com (a) extremos direitos, (b)extremos

esquerdos e (c) pontos médios. Se for sabido que a função é decrescente, você pode dizer se
suas estimativas são menores ou maiores do que o valor exato da integral?

X 0 1 2 3 4 5 6
F(x) 9,3 9,0 8,3 6,5 2,3 -7,6 -10,5
Exercício 22: página 388
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No exercício que segue, o autor propõe o cálculo de áreas de regiões entre

uma curva ( )xf  e o eixo do x, em diversos intervalos de integração. Em seu

enunciado, destacam-se os registros gráficos, simbólico e língua natural.

e

c

o

r

in

c

c

a

N

in

q

E

in

a

29. O gráfico de f  está mostrado. Calcule cada integral interpretando-a em termos das áreas.
2 5 7 9
Exercício 23: página 389

Exercícios desse tipo não são freqüentemente explorados. O autor dá o

nunciado utilizando o registro gráfico e pede para que algumas integrais sejam

alculadas a partir de determinados intervalos dados. Para tal, o leitor deverá

bservar em cada caso qual é a figura geométrica da qual cada integral

epresenta a área. No caso da questão c), f  é negativa no intervalo de

tegração. Poderá também argumentar no registro língua natural, o que também

onfirma a importância das conversões, em especial das não congruentes e, em

onseqüência, a integral solicitada é o “negativo” da área calculada. Já no item d,

 função apresenta partes positivas e partes negativas no intervalo de integração.

esta última parte deve se proceder como no anterior no que se refere ao

tervalo [ ]9,5 .

O autor encerra esta seção, com um projeto que denomina de descoberta,

ue compõe-se de quatro exercícios, cada um deles subdividido em subitens.

sse projeto se chama Funções Áreas e objetiva exatamente a vinculação da

tegral com área de uma região plana. A última parte do projeto é uma questão

berta solicitando uma conjectura relacionando a integral com a derivada. Esta

a) ( )∫0
dxxf b) ( )∫0

dxxf c) ( )∫5
dxxf d) ( )∫0

dxxf
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conjectura pode servir de link com a seção seguinte que trata do Teorema

Fundamental do Cálculo.

A seção que trata do Teo

comentário histórico do Cálculo 

Funções Áreas
1.a) Trace a reta  12 += ty  e use a

t, e entre as retas verticais 1=t  e =t
b) Se 1>x , seja ( )xA  a área da re

Esboce essa região e use a geometri

c)  Diferencie a função área ( )xA . O

2. a) Se 1−≥x , seja ( ) (∫−
+=

x
xA

1
1

b) Use o resultado do exercício 26 da

c) Ache ( )xA' . O que você nota?

d) Se 1−≥x  e h é um número posit

uma região. Descreva e esboce a reg
e) Trace um retângulo que aproxime

regiões, mostre que 
( ) ( )

h

xAhxA −−

f) Use a parte (e) para dar uma explic

3. a) Trace o gráfico da função ( )xf

b) Se definirmos uma nova função 

gráfico de f  de 0 até x [até ( )xf  

áreas]. Use a parte (a) para determ

[Diferente da integral do problema 2, 

expressão explícita para ( )xg ].

c) Use o comando de integraçã
( ) ( ) ( ) ( ),8,1...,,6,0,4,0,2,0 ggggg

de g.
d) Use o gráfico de g da parte (c) p

( )xg '  com a inclinação de uma reta 

4. Suponha que f  seja uma funçã

função g pela equação ( ) (∫=
x

a
tfxg

Baseado nos resultados dos problem
Projeto Descoberta

 geometria para achar a área sob essa reta, acima do eixo

3 .

gião que está sob a reta 12 += ty  entre 1=t  e 3=t .

a para achar uma expressão para ( )xA .

 que você nota?

) dtt 2  , ( )xA  representa a área de uma região.

 seção 5.2 para encontrar uma expressão para ( )xA .

ivo pequeno, então ( ) ( )xAhxA −−  representa a área de

ião.
 a região d parte (d). Comparando as áreas dessas duas

21 x+≈ .

ação intuitiva para o resultado da parte (c).

( )2cos x=  na janela de inspeção [ ]2,0  por [ ]25,1;25,1− .

g por ( ) ( )∫=
x

dttxg
0

2cos então ( )xg  é a área sob o

torna-se negativa, onde ( )xg  torna-se uma diferença de

inar o valor de x no qual ( )xg  começa a decrescer.

é impossível calcular a integral definindo g para obter uma

o em sua calculadora ou computador para estimar
( )2,0 . Então use esses valores para esboçar um gráfico

ara esboçar o gráfico de 'g  usando a interpretação de

tangente. Como comparar 'g  com o gráfico de f .

o contínua em um intervalo [ ]ba,  e definimos uma nova

) dt .

as 1-3, conjecture uma expressão para ( )xg ' .
Página 390

rema Fundamental do Cálculo inicia-se por um

Diferencial e Integral, ressaltando que o cálculo
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diferencial surgiu do problema da tangente, enquanto que o Cálculo Integral

surgiu do problema da área. Destaca os papéis de Newton e Leibniz na

exploração da relação integral /derivada. O autor divide este teorema em duas

partes: à parte I, é provada, usando os registros gráfico e simbólico, e tratamentos

neste último registro.

Página 392

Logo após, são apresentados três exemplos, envolvendo os registros

gráfico e simbólico, associando derivada e integral.

n

s

s

O Teorema Fundamental do Cálculo, Parte 1. Se f  for contínua em [ ]ba, , então a função

g  definida por ( ) ( ) bxadttfxg
x

a
≤≤= ∫  é contínua em [ ]ba,  e diferenciável em ( )ba,  e

( ) ( )xfxg =' .
Exemplo 1. Ache a derivada da função ( ) ∫ +=
x

dttxg
0

21  .

Solução.

Uma vez que ( ) 21 ttf +=  é contínua, a Parte 1 do teorema Fundamental do Cálculo

2

Exemplo 27: página 394

No primeiro exemplo, o enunciado utiliza os registros simbólico e língua

atural e a resolução é feita no registro simbólico.

A prova da parte 2, do Teorema Fundamental do Cálculo, é feita no registro

imbólico e os exemplos propostos utilizam os registros de língua natural,

imbólico e gráfico.

fornece ( ) 1' xxg += .
Teorema Fundamental do Cálculo, Parte 2. Se f  for contínua em [ ]ba, , então

( ) ( ) ( )∫ −=
b

a
aFbFdxxf  onde F  é qualquer antiderivada de f , isto é, uma função tal que

fF =' .
Página 395
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Destacamos o exemplo a seguir, que propõe a verificação de um erro.

Exemplo 28: página 397

A resolução é apresentada nos registros língua natural e simbólico.

Observamos que a função integranda não está definida no ponto de abscissa zero

e o autor classifica este fato como sendo ela descontínua infinita neste ponto, logo

essa integral não existe. Este exemplo é bastante elucidativo no sentido de não

se aplicar o Teorema fundamental do Cálculo quando suas hipóteses não são

verificadas (no caso f  deve ser contínua em [ ]ba, ).

No final da seção, são apresentadas diferenciação e integração como

processos inversos. Em seguida, são apresentados 66 exercícios, com a

utilização de vários tipos de registros nos enunciados.

Selecionamos o quinto exercício, a primeira parte do TFC e o trigésimo que

utiliza a segunda parte do teorema.

Exercício 24: página 399

5. Use a parte 1 do Teorema Fundamental do Cálculo para achar a derivada da função

( ) ∫ +=
x

dxxxg
0

21 .

30. Use a parte 2 do teorema Fundamental do Cálculo para calcular a integral ( )dxxx∫ +
1

0
3 ,

ou explique por que ela não existe.

Exemplo 8. O que está errado no seguinte cálculo?

3

4
1

3

1

1

1
1

1

1
1

1 2
−=−−=




−

=
−

−

−∫
x

dx
x

Solução

Para começar notamos que esse cálculo deve estar errado, pois a resposta é negativa, mas

[ ]3,1−  e a propriedade 6 de integrais estabelece que ( )∫
b

a
dxxf  quando .0≥f  O Teorema

Fundamental do Cálculo aplica-se a uma função contínua. Ele não pode ser aplicado aqui, pois

( )∫
b

a
dxxf  não é contínua em [ ]3,1− . De fato, f  tem uma descontinuidade infinita em 0=x ,

portanto ∫−

1

1 2

1
dx

x
 não existe.
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O enunciado de ambos está nos registros língua natural e simbólico.

A resolução do quinto é de fato uma aplicação direta do TFC, pois a função

( ) ∫ +=
x

dttxg
0

21 é contínua. A parte 1 do Teorema Fundamental do Cálculo

fornece ( ) xxg 21' += .

A resolução do exercício 30 também é uma aplicação direta da segunda

parte do teorema, pois

( )
5

17

5

002
03

5

112
1.3

5

2
33

22
1

0

2
1

0
=




 ⋅+⋅−




 ⋅+=







+=+∫

xx
xdxxx .

No próximo exercício, sugere a utilização de recursos computacionais para

calcular a integral. Para a interpretação da diferença, pode-se usar o registro

simbólico e para fazer o esboço, o registro gráfico.

Exercício 25: página 399

Sabendo que a integral pode ser visualizada como uma área, podemos

calculá-la como soma de áreas da seguinte maneira: dividimos o intervalo [ ]2,1−

em duas partes [ ]0,1−  e [ ]2,0 , fazendo o cálculo das integral nos novos intervalos

temos ∫−

0

1

3 dxx  e ∫
2

0

3 dxx , fazendo tratamentos algébricos e numéricos conclui-se

que 
4

1

4

0

1

4
0

1

3 −=







=

−
−∫

x
dxx  e 4

4

16

4

2

0

4
2

0

3 ==







=∫

x
dxx . A área da região a

esquerda do eixo dos y é o “negativo” da integral, no intervalo [ ]0,1− , isto é,

4

1

4

1 =




 −− . Então podemos expressar a integral pedida em termos de soma de

áreas 
4

17

4

1
4

2

0

30

1

32

1

3 =




 −−=+= ∫∫∫ −−

dxxdxxdxx . Segue o gráfico.

45. Calcule a integral e interprete-a como uma diferença das áreas. Ilustre com um esboço.

∫−

2

1

3 dxx
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O autor discute em uma seção a integral indefinida, salientando a diferença

entre esta e a integral definida: a segunda ( )∫
b

a
dxxf  é um número e a primeira

( )∫ dxxf  é uma família de funções. Para desenvolver o conteúdo desta seção,

são explorados vários registros, tais como: simbólico, gráfico, língua natural e

tabela. Apresenta uma tabela de integrais indefinidas.

A seguir, em outra seção, é trabalhada a regra de substituição para cálculo

de integrais no registro simbólico com poucas conversões e na maioria dos

exemplos, observam-se tratamentos. É feita a prova da regra de substituição para

integral definida. Destacamos um exemplo em que aparece a conversão do

registro língua natural para o gráfico. O que permite a visualização do que altera

nesta representação, quando se altera a variável de integração. É pedido para se

calcular ∫ +
4

0
12 dxx .
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r

p

a

s

... toma-se 12 += xu  e 
2

du
dx = . Para encontrar os novos limites de integração notamos que

quando 1,0 == ux  e quando 9,4 == ux .

Portanto ( )
3

26
19

3

1

3

2

2

1

2

1
12 2

3
2

3

9

1

239

1

4

0
=−=

⋅==+ ∫∫ uduudxx .

Observe que quando usamos (6) não retornamos à variável x após a integração. Simplesmente

calculamos a expressão em u entre os valores apropriados de u.
Exemplo 26: página 414

Na resolução, as conversões são fundamentais, pois vão e voltam do

egistro simbólico para o língua natural, e termina com o registro gráfico que

ermite a visualização da nova região que possui área de mesmo valor que

nterior.

Em seguida, trabalha as integrais de funções simétricas. Enuncia o

eguinte teorema.

Página: 415

7. Integrais de funções Simétricas. Suponha que f  é contínua em [ ]aa,− .

(a) Se f  for par ( ) ( )[ ]xfxf =− , então ( ) ( )∫∫ =
−

aa

a
dxxfdxxf

0
2 .

(b) Se f  for ímpar ( ) ( )[ ]xfxf =− , então ( ) 0=∫−

a

a
dxxf
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Faz a demonstração no registro simbólico e uma conversão para o registro

gráfico que pode facilitar a visualização.

Página 416

A lista de exercícios traz 83, sendo que a maioria no registro simbólico,

alguns na língua natural e dois deles são aplicações à Medicina e à Economia.

O capítulo é encerrado com uma seção, onde o logaritmo é definido como

integral.

s

x 1
u

Página 418

O autor dá um tratamento alternativo para as funções xaex a
xx log,,,ln  e

as derivadas, utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo. O logaritmo

1. Definição.  A função logaritmo natural é uma função definida por ∫ >= xdt
t

x
1

0ln
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natural é visualizado como uma área entre o eixo x e a curva ( )
t

tf
1= . São

trabalhadas algumas propriedades dos logaritmos e a função exponencial é

definida como função inversa do logaritmo. Os exemplos desenvolvidos utilizam o

registro gráfico e/ou simbólico, e são apresentados dez exercícios nos registros

simbólico e língua natural.

No livro, há dois capítulos sobre aplicações de integral. São trabalhados os

seguintes assuntos: cálculo de áreas de regiões entre curvas, volumes de sólidos

de revolução, trabalho produzido por uma força no deslocamento de um objeto,

etc... As situações-problema utilizam vários registros.

O capítulo inicia com a seção sobre áreas de região plana entre curvas.

Neste ponto, poderia questionar-se: Este assunto já não foi trabalhado no

capítulo anterior? A resposta seria: foi apresentado o cálculo da área de regiões,

em um intervalo [ ]ba, , compreendida entre uma curva ( )xfy =  e o eixo do x. Aqui

são estudados casos mais gerais de cálculo de área de regiões entre duas

curvas.
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e

s

t

Considere a região S que está entre as duas curvas ( )xfy =  e ( )xgy =  e entre as retas

verticais ax =  e bx = , onde f e g são funções contínuas e ( ) ( )xgxf ≥  para todo x em

[ ]ba, . (Veja a figura 1.)

Assim como nós fizemos para áreas sob curvas na seção 5.1, dividimos s em n faixas de
larguras iguais e então aproximamos a i-ésima faixa por um retângulo com base x∆  e altura

( ) ( )**
ii xgxf − . (Veja a figura 2.) Poderíamos ainda tomar todos os pontos extremos direitos

como pontos de amostragem, neste caso ii xx =* . Assim a soma de Riemann

( ) ( )[ ]∑
=

∆−
n

i
ii xxgxf

1

**  é, portanto, uma aproximação que nós intuitivamente pensamos como a

área de S.

Figura 2

Esta aproximação parece melhor quando ∞→n . Portanto nós definimos a área a de S como
o valor limite da soma das áreas destes retângulos aproximantes.

n
**
Pagina 433

Este último limite pode ser interpretado como uma integral que fornece a

xpressão da área desejada ( ) ( )[ ] dxxgxfA
b

a∫ −= .

O autor desenvolve a idéia, iniciando com os registros língua natural e

imbólico. Em seguida, faz uma conversão destes registros para o gráfico. Após

ratamentos neste registro, há uma outra conversão para o registro simbólico.

( ) ( )[ ]∑
=∞→

∆−=
i

ii
n

xxgxfA
1

lim
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São desenvolvidos seis exemplos a partir dos registros citados.

Destacamos três deles.

Exemplo 30: página 434

O enunciado é apresentado nos registros língua natural e simbólico. A

resolução inicia com estes registros, depois é feita uma conversão para o registro

gráfico e finalizando com outra conversão para o registro simbólico, no qual é

dada a resposta.

No exemplo seguinte, o enunciado é apresentado nos registros língua

natural e gráfico.

Exemplo 2. Encontre a área da região entre as parábolas 2xy =  e 22 xxy −= .

Solução. Nós primeiro encontramos os pontos de intersecção das parábolas resolvendo suas

equações simultaneamente. Isto resulta em 22 2 xxx −= , ou xx 22 2 = . Portanto,

( ) 01 =−xx ; assim, 0=x  ou 1.  Os pontos de intersecção são ( )0,0  e ( )1,1 . Nos vemos que

na figura 6 que as fronteiras superior e inferior são 22 xxyT −=  e 2xyB = . A área de um

retângulo típico é ( ) ( ) xxxxxyy bT ∆−−=∆− 222  e a região está entre 0=x  e 1=x . Então

a área total é ( ) ( )
3

1

3

1

2

1
2

32
222222

1

0

32
1

0

21

0

2 =




 −=








−=−=−= ∫∫

xx
dxxxdxxxA .
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n

d

o

t

c

A

Exemplo 4. A figura 8 mostra as curvas de velocidade de dois corpos A e B, que parte lado a
lado e se movem na mesma estrada. O que a área entre as curvas representa? Use a regra do
ponto médio para estimá-la.
Exemplo 31: página 436

Na resolução, estão envolvidos os registros simbólico, tabela e língua

atural. É feita uma conversão do registro gráfico para o tabela. Os pontos médios

os intervalos são calculados no registro simbólico. Em seguida é dada a solução.

Antes do próximo exemplo escolhido, o autor faz um comentário, usando

s registros língua natural, simbólico e gráfico, sobre funções que são melhor

ratadas considerando x como função de y. Se duas funções ( )yf  e ( )yg  são

ontínuas e ( ) ( )ygyf ≥  para dyc ≤≤ , conforme figura abaixo, então a área é

( ) ( )[ ]∫ −=
d

c
dyygyf .

Solução. Nós sabemos da seção 5.4 que área sob a curva de velocidade a representa a
distância percorrida pelo carro A durante 16 segundos. Similarmente a área sob a curva b é a
distância percorrida pelo carro B durante o mesmo período de tempo. Assim a área entre estas
curvas, que é a diferença entre as áreas sob as curvas, é a distância entre os carros após 16
segundos. Nós obtemos as velocidades a partir do gráfico e as convertemos para pés por

segundo 




 = spéshmi /

3600

5280
/1 .

t 0 2 4 6 8 10 12 14 16
vA 0 34 54 67 76 84 89 92 95
vB 0 21 34 44 51 56 60 63 65

VA - VB 0 13 20 23 25 28 29 29 30

Nós usamos a regra do ponto médio com 4=n  intervalos, de tal forma que 4=∆t . Os

pontos médios dos intervalos são 1410,6,2 4321 ==== tettt . Nós estimamos a

distância entre os carros após 16 segundos, como a seguir:

( ) ( ) ( ) péstdtvv BA 37293429282313
16

0
==+++∆≈−∫
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Figura 22: pagina 437

Em seguida, é apresentado um exemplo para aplicação da integral para

uma curva x dada em função de y. O enunciado é dado utilizando os registros

língua natural e simbólico.

Exemplo 32: página 437

Exemplo 6. Encontre a área limitada pela reta 1−= xy  e pela parábola 622 += xy .

Solução Resolvendo as duas equações nós descobrimos que os pontos de intersecção são
( )2,1 −−  e ( )4,5 . Nós resolvemos a equação da parábola para x e notamos pela figura 13 que as

curvas de fronteira esquerda e direita são

3
2

1 2 −= yxL
1+= yxR

Nós devemos integrar entre os valores apropriados de y, 2−=y  e 4=y . Assim

( ) ( ) dyyydyyydyxxA LR ∫∫∫ −−−





 ++=













 −−+=−=

4

2

24

2

24

2
3

2

1
3

2

1
1

( ) 1882
3

4
16864

6

1
4

232

1
4

2

23

=




 −+−++−=




+





−=

−

y
yy

Nós poderíamos ter encontrado a área no exemplo 6 integrando em relação à x em vez y, mas
o cálculo é muito maior. Isto significa dividir a região em dois e calcular as áreas A1 e A2 na
figura 14. O método que nós usamos no exemplo 6 é muito mais fácil.
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Na resolução, são utilizados os registros língua natural, gráfico e simbólico.

São encontrados os pontos de intersecção das curvas. Para isto, os possíveis

tratamentos, no registro simbólico não são explicitados, mas os pontos são

destacados no registro gráfico. As funções dadas no enunciado são apresentadas

como y em função de x, mas são mostradas no mesmo registro através de um

tratamento, como x em função de y. É ressaltado que o intervalo de integração é

dado por 42 ≤≤− y  e apresenta os cálculos no registro simbólico, com

tratamentos algébricos e numéricos. O exemplo é encerrado com um comentário

no registro língua natural, que na integração em relação a x em vez de y, o

cálculo seria mais trabalhoso.

Dos 49 exercícios propostos, destacamos quatro deles a seguir.

Nos dois primeiros escolhidos, os enunciados são apresentados nos

registros da língua natural e gráfico.

Exercício 27: página 438

A resolução pode ser feita, convertendo o registro gráfico para o simbólico.

No primeiro, o intervalo de integração é dado pelos pontos de intercessão das

duas curvas, que é [ ]6,0  e a área é dada pela expressão ( )∫ −−=
6

0

2 42 dxxxxA .

Utilizando tratamentos algébricos e numéricos, conclui-se que 36=A .

1-4. Encontre as áreas das regiões sombreadas.
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No segundo exercício, para facilitar o processo do cálculo, pode-se fazer a

integração em função de y. Com isso, teremos as curvas 5−= yx  e 2yx = , o

intervalo de integração será [ ]2,1−  e a área dada por ( )∫ −−= dyyyA 52 , com

tratamentos no registro simbólico, semelhantes ao último exemplo, encontra-se a

área desejada.

Nos exercícios de 5 a 26, os enunciados são apresentados nos registros da

língua natural e simbólico. Na resolução deles, podem ser utilizados vários

registros, é necessária a tomada de decisão sobre a variável de integração.

Segue um deles:

c

ú

e

a

s

d

13. Esboce a região limitada pelas curvas dadas. Decida quando integrar em relação à x ou y.
Desenhe um retângulo típico de aproximação e coloque sua altura e largura. Então calcule a
área da região.
Exercício 28: página 438

O enunciado deste exercício sugere que, na sua resolução, se façam

onversões do registro simbólico para o gráfico, com alguns tratamentos neste

ltimo e converte novamente para o simbólico.

O próximo exercício selecionado tem uma peculiaridade, relaciona a curva

 a tangente por de seus pontos.

24xy = , 32 += xy
44. Encontre a área da região limitada pela parábola 2xy = , pela reta tangente a esta

parábola em ( )1,1 , e o eixo x.
Exercício 29: página 439

Para a resolução deste exercício, é necessário mobilizar conhecimentos

nteriores, como a equação da reta tangente a uma curva e observar que a

uperfície da qual se quer calcular a área não está limitada somente por estas

uas curvas.
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Na determinação da reta tangente ao gráfico de 2xy =  passando pelo

ponto de coordenadas ( )1,1 , é preciso calcular o valor da derivada da função

nesse ponto, que será encontrado através de tratamentos algébricos e numéricos.

Sendo xy 2'= , então ( ) 21.21' ==y , o que fornece a equação da reta: 12 −= xy .

Pela representação gráfica dessas curvas, obtém-se a superfície da qual se quer

calcular a área, que é dada por ( )∫ ∫ −−=
1

0

1

2/1

2 12 dxxdxxA . Após tratamentos

algébricos e numéricos, encontra-se 
12

1=A .

Na próxima seção, o assunto é cálculo de volume de sólidos de revolução,

a primeira é iniciada com comentários no registro língua natural. A definição

usando integral é apresentada no registro simbólico e língua natural, como segue:

Página 441

Definição de volume. Seja S um sólido que está entre ax =  e bx = . Seja a área da seção

transversal de S no plano Px, passando por x é perpendicular ao eixo x, é ( )xA , onde a é uma

função contínua, então o volume de S  é ( ) ( )∑ ∫
=∞→

=∆=
n

i

b

ai
n

dxxAxxAV
1

*lim .



133

São apresentados nove exemplos que utilizam nos enunciados os registros

língua natural e simbólico e na solução aparece também o registro gráfico. No

quarto exemplo, temos:

Exemplo 33: página 444

No enunciado e resolução, são utilizados os registros citados. No registro

gráfico é apresentada a região entre os pontos, o sólido de rotação e a seção

transversal ao eixo x. Os cálculos são mostrados no registro simbólico.

São apresentados 69 exercícios com variação dos registros utilizados nos

enunciados. Comentaremos sobre os 12 exercícios apresentados, pois possuem

o mesmo enunciado e, com um único gráfico, pode-se conseguir sólidos

diferentes na forma e na posição.

Exemplo 4. A região R limitada pela curvas xy =  e 2xy =  é girada ao redor do eixo x.

encontre o volume do sólido resultante.

Solução. As curvas xy =  e 2xy =  se interceptam nos pontos ( )0,0  e ( )1,1 . A região entre

estes pontos, o sólido de rotação e a seção transversal perpendicular ao eixo x são mostrados

na figura 8. A seção transversal no plano P, tem o formato de uma arruela (um anel anular) com

raio interno 2x  e raio externo x, portanto nós calculamos a área da seção transversal

subtraindo a área do círculo interno da área do círculo externo; ( ) ( ) ( )42222 xxxxxA −=−= πππ .

Portanto temos ( ) ( )
15

2

53

53
1

0

1

0

42 πππ =







−=−== ∫ ∫

xx
dxxxdxxAV
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fi

r

o

s

tr

d

v

s

c

F

e

p

19-30. Veja a figura e encontre o volume gerado pela rotação da região ao redor da reta dada.

19. R1 ao redor de OA 20. R1 ao redor de OC
21. R1 ao redor de AB 22. R1 ao redor de BC
23. R2 ao redor de OA 24. R2 ao redor de OC
25. R2 ao redor de BC 26. R2 ao redor de AB
27. R3 ao redor de OA 28. R3 ao redor de OC
29. R3 ao redor de BC 30. R3 ao redor de AB
Exercício 30: página 449

O exercício é apresentado nos registros gráfico e simbólico. Girando a

gura em torno de vários eixos, encontram-se diversos sólidos. E para a

esolução é necessário, em alguns enunciados, integrar em função de x e em

utros em função de y.

Na resolução destes exercícios talvez fosse interessante tratá-la no registro

imbólico e também usar um CAS para que o leitor tenha visualização

idimensional dos cálculos que são desenvolvidos.

Em outra seção, é apresentado o trabalho produzido por uma força ao

eslocar um objeto. O registro língua natural é o mais usado no enunciado dos

inte e seis exercícios propostos. Nos exemplos, as soluções utilizam o registro

imbólico e da língua natural.

No último capítulo, são trabalhadas mais aplicações de integral. É feito

álculo do comprimento de arco, área de superfície de revolução, aplicações à

ísica, à Engenharia, à Economia, à Biologia e à Probabilidade. Neste capítulo, os

xercícios enfatizam o registro língua natural, por se tratarem de situações-

roblema.
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O autor deduz a fórmula de comprimento de arco que transcrevemos

abaixo.

Página 542

Destacamos o exemplo a seguir, em cujo enunciado e resolução

percebem-se conversões entre os registros língua natural, simbólico e gráfico.

Exemplo 34: página 543

Selecionamos um exemplo de aplicação à Economia, que utiliza no

enunciado e na solução os registros simbólico e língua natural, que trata do

excedente do consumidor.

A Fórmula de Comprimento de Arco. Se 'f for contínua em [ ]ba, , então o comprimento da

curva ( ) bxaxfy ≤≤= , , é ( )[ ]∫ +=
b

a
dxxfL 2'1 .

Exemplo  1. Calcule o comprimento do arco da parábola semicúbica 32 xy =  entre os pontos

( )1,1  e ( )8,4  (veja a figura 5).

Solução. Para a porção superior da curva temos 23xy =  e 21

2

3
x

dx

dy =  e assim a fórmula do

comprimento de arco dá ∫∫ +=




+=

4

1

4

1

2

4

9
11 dxxdx

dx

dy
L . Se substituirmos  4/91 xu += ,

então 4/9dxdu = . Quando 1=x , 4/13=u ; quando 4=x , 10=u . Portanto

( )∫ −=
















−=

⋅==
10

4/13

23

23

10

4/13

23 13131080
27

1

4

13
10

27

8

3

2

9

4

9

4
uduuL
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Exemplo 35: página 565

A solução é apresentada utilizando os registros simbólico e língua natural,

mas para facilitar a compreensão do mesmo o autor já havia trabalhado a

visualização do conceito excedente consumidor no registro gráfico, como segue.

Página 565

A seguir apresentamos, sob o título “conclusões” uma comparação entre os

dois livros, bem como destacamos algumas considerações finais.

Exemplo 1. A demanda por um produto é 20001,02,01200 xxp −−= . Calcule excedente do

consumidor quando o nível de vendas é 500.

Solução. Como o número de produtos vendidos é 500=x , o preço correspondente é

( )( ) ( )( ) 10755000001,05002,01200 2 =−−=p . Portanto, da definição 1, o excedente do

consumidor é

( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
33,333.33$

3

5000001,0
5001,0500125

3
0001,01,0125

0001,02,012510750001,02,01200

3
2

500

0

3
2

500

0

2500

0

2500

0

=−−=









−−

−−=−−−=− ∫∫∫
x

x

dxxxdxxxdxpxp
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CAPÍTULO IV

CONCLUSÃO

Apesar de o livro didático não ser o único elemento responsável pelo saber

adquirido pelos estudantes, ele tem um papel destacado no processo de ensino e

aprendizagem, em função da sua importância como um instrumento pedagógico

para o professor, sugerindo-lhe conteúdo, atividades e até mesmo metodologia de

ensino. Mesmo em meio a tanta tecnologia o livro é o grande curriculista e

também um manual muito importante para professores e alunos. Em outro

aspecto observamos a importância e a riqueza que existe por detrás das

representações e que espelham a alma e a vida de seus escritores, revelando

momentos, idéias e conhecimentos de homens que dedicaram suas vidas à

Matemática e ao seu ensino. Cada autor no seu momento de inspiração procura

registrar a essência dessa disciplina tão importante, seja mostrando as

aplicações, curiosidades ou explorando os registros que são de fundamental

importância para o entendimento dos conteúdos representados, e que, de certa

forma, atrai o leitor para aprofundar os seus conhecimentos.

O livro didático a cada dia que passa vai sendo mais e mais estruturado

didaticamente, para que venha a ser um instrumento facilitador da aprendizagem

de futuros alunos, inclusive para atender às necessidades do ensino em meio a

essa grande corrida tecnológica que está proposta, pois a educação hoje, tanto

nos níveis fundamental, médio e superior é impraticável sem estes recursos que

envolvem os homens e os autores estão tendo que adequar os livros a essa

realidade. Visando atender essa necessidade, Stewart propõe o uso do CAS

(sistemas algébricos computacionais). Poderíamos pensar se o estudante e/ou a

escola brasileira estariam aparelhados para a realidade do mundo tecnológico.

Não resta dúvidas que temos que nos preparar para essa revolução do ensino,
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que sofre mudanças a cada instante. Estes recursos também usam

representações: quais são elas, como são utilizadas, quais as influências no

ensino? Devemos buscar respostas para que estes recursos tão importantes não

sejam utilizados apenas como um passa tempo.

Os livros didáticos não devem ser vistos apenas como meios de

representação dos conteúdos para serem transmitidas definições, regras e

propriedades. Eles devem abranger um conteúdo vivo, que consiga “conversar”

com seu leitor e contenha mais do que apenas aquelas representações. Por

detrás de cada uma delas deve-se revelar o quanto a Matemática é importante e

levar o leitor a ter o desejo e gosto por estudá-la. O que temos freqüentemente

ouvido de alunos é que os livros de Matemática são complexos e ninguém

entende nada do que está escrito. Fica então uma boa oportunidade de uma

pesquisa para responder à pergunta: Qual será a leitura que aluno faz de livros

didáticos ao estudar a integral?

Começamos por relatar nossas considerações e conclusões com o objetivo

de: primeiro fazer um apanhado geral de diferenças e semelhanças entre as duas

obras, levantando pontos pertinentes encontrados nessa análise, cujo interesse é

ajudar a futuros leitores no entendimento desse conteúdo a partir do estudo em

livros didáticos. Depois passaremos a comentar a nossa análise no que diz

respeito à utilização dos registros no desenvolvimento do conceito de integral e

também em algumas aplicações que julgamos de fundamental importância como

complemento da aprendizagem do mesmo.

Julgamos importante fazer a comparação entre os livros, não para dizer

que um seja melhor ou pior que o outro, mas para mostrar a importância da

utilização dos registros no auxilio a aprendizagem Matemática, pois os objetos

matemáticos somente podem ser trabalhados e estudados a partir de suas

representações. Para Duval circular pelos registros de representação semiótica é

de fundamental importância, então para esse autor os livros devem favorecer esta

circulação entre os mesmos.
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Os dois livros escolhidos para a análise são usados atualmente por

universidades brasileiras. A primeira diferença percebida é que eles foram

elaborados para públicos alvo diferentes. Enquanto Guidorizzi preparou um livro

para atender a cursos de cálculo da Escola Politécnica da USP, Instituto de

Matemática Estatística da USP e Instituto de Ensino de Engenharia do IEEP,

Stewart construiu um livro para a sociedade norte-americana, que possui uma

tecnologia mais aperfeiçoada que já está inserida nas escolas e universidades.

Isto acarreta um problema relativo à tradução para adaptar o livro ao nosso aluno,

não só em termos de linguagem (por exemplo: o brasileiro, não usa as unidades

milhas por hora, nem pés por minutos), mas também a própria tecnologia à qual

nem todos os brasileiros têm acesso.

Pelo prefácio dos livros podemos observar que eles são diferentes,

enquanto Guidorizzi se preocupa em relatar as alterações que o livro sofreu de

uma edição para outra, como por exemplo: inclusão de capítulos e seções,

Stewart comenta sobre a estrutura do livro mostrando características, tais como:

inclusão de exercícios conceituais, dados do mundo real, uso da tecnologia, a

resolução de problemas e fazendo um resumo do que é pretendido em cada

capítulo, dando uma visão do que será desenvolvido no livro, podendo levar o

leitor a querer descobrir mais do assunto. Ele mostra também que detém

conhecimentos sobre a importância das representações no estudo de

Matemática, quando faz o seguinte comentário:

Tentei implementar essa meta através da Regra de Três: “Tópicos devem

ser apresentados geométrica, numérica e algebricamente”. Visualização,

experimentação numérica e gráfica e outras abordagens mudaram

radicalmente a forma de ensinar o raciocínio conceitual. Mais

recentemente, a Regra de Três foi expandida, tornando-se a Regra de

Quatro, com o acréscimo do ponto de vista verbal ou descritivo. (p. vii)

As obras estudadas apresentam o assunto na mesma seqüência:

antiderivada ou primitiva, definição de integral, técnicas de integração e

aplicações. Guidorizzi usa um capítulo para desenvolver a primitiva de uma

função; apresenta em outro a definição de integral, depois faz aplicações no
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cálculo de áreas e trabalho; trata em seguida todas técnicas de integração e no

último capítulo faz aplicações; para isso utiliza 156 páginas de seu livro. Para

desenvolver o conteúdo são colocados 271 exercícios que utilizam em seus

enunciados o registro simbólico e o língua natural, o autor valoriza exercícios que

usam técnicas na resolução, apresenta alguns problemas e não há sugestão para

utilização de recursos tecnológicos. Dos 149 exemplos, a maioria deles, tem seus

enunciados apresentados no registro simbólico e em alguns utiliza os registros

língua natural e gráfico, o que também ocorre com as resoluções.

Stewart usa uma seção para trabalhar a primitiva; apresenta a definição em

um capítulo; faz algumas aplicações sobre cálculo de área, volume e trabalho;

depois trabalha mais técnicas de integração e no final, faz mais aplicações,

totalizando 222 páginas utilizadas. Nas quais são apresentados 1495 exercícios

que privilegiam o registro simbólico, em maior quantidade, e o registro língua

natural em menor. Podemos observar também que há uma valorização das

técnicas, de situações problemas e exercícios em que é sugerido uso de recursos

tecnológicos. São desenvolvidos 153 exemplos que são enunciados utilizando

principalmente o registro simbólico e também em menor escala o registro língua

natural, com as soluções valorizando não só estes registros, mas também o

registro gráfico.

Quanto ao número de páginas utilizadas vemos que Stewart dedica maior

espaço para desenvolver o conteúdo. Quanto ao número de exemplos os autores

usam mais ou menos a mesma estratégia, com pequena diferença. A quantidade

de exercícios apresentada por Stewart é muito superior, poderia ser questionado,

se há necessidade desse número exagerado, se o professor trabalharia todos.

Mas podemos perceber que há uma variedade maior de exercícios e, além disso,

o livro é um manual que não precisa ser usado na sua totalidade.

Como Duval nos mostra a importância dos registros de representação

semiótica, ele próprio diz que os objetos matemáticos não existem em si mesmos,

mas através das representações. Observamos que os dois autores fazem uso dos
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mesmos registros, são eles: simbólico (algébrico e numérico), língua natural,

gráfico e tabela, que são usados para apresentar e desenvolver a integral.

As duas abordagens de apresentação do conceito de integral têm pontos

distintos: se por um lado, Guidorizzi apresenta o conceito de forma mais técnica,

Stewart procura apresentar o conceito de forma a facilitar o entendimento e

visualização por parte do leitor, através de exemplos. O primeiro utiliza os

registros simbólico e gráfico para levar, de forma rápida, á definição de integral,

após definir partição e soma de Riemann, faz em seguida apresentação de

algumas propriedades na forma de teorema, com algumas demonstrações, no

registro simbólico. O segundo, através dos problemas de área e distância, que

são um incentivo para o aluno estudar o assunto, faz um trabalho intenso

explorando, em especial, os registros gráfico e simbólico para chegar à definição.

Desenvolve o cálculo das áreas por aproximação usando a construção de

retângulos, que chama de aproximantes. Trabalha a visualização da área,

tomando como altura dos mesmos os valores das funções nos extremos

esquerdos e direitos das bases que são iguais. Faz comparação entre valores

encontrados, e na medida que se aumenta o número de retângulos percebe-se

que o valor tende a um determinado valor. Só então é usado o registro simbólico

para mostrar que a área pode ser encontrada através do limite da soma das áreas

desses retângulos, quando o número deles tende ao infinito. Ele trabalha durante

todo o desenvolvimento utilizando bases de mesma largura. Na definição ele

explicita que o ponto escolhido na partição é arbitrário, porém nos exemplos e

exercícios propostos apenas utiliza os extremos e o ponto médio de cada

subintervalo. Em nota é relatado que os subintervalos podem ser de tamanhos

diferentes e que o maior deles tenda a zero. Vemos assim que o livro  contempla

na totalidade, pontos importantes e essenciais da definição da integral de

Riemann.

Já Guidorizzi escreve sobre a escolha arbitrária do ponto nos subintervalos,

que ela difere pouco de quando se toma o ponto médio e também diz que os

tamanhos dos subintervalos podem ser tão pequenos quanto se queira. No

entanto também não explicita que eles podem ter tamanhos distintos, apesar de
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definir a integral partindo do limite da soma com a medida do maior dos

subintervalos tendendo a zero.

Ambos os autores não discutem a questão da integrabilidade de funções

que não sejam contínuas. Guidorizzi parte de uma função definida e limitada no

intervalo [a,b] e trata a questão da integrabilidade num anexo. Já Stewart parte de

uma função contínua. Num dos exemplos, Stewart discute a questão da não

existência da integral de uma função que não está definida num ponto do intervalo

de integração, descrevendo tal fato como sendo a ocorrência de uma

“descontinuidade infinita” nesse ponto.

Entendemos que esta questão deveria ser mais aprofundada, inclusive,

explorando o registro gráfico para observar pontos de descontinuidade,

mostrando que em alguns casos funções descontínuas são integráveis e em

outros não, como ocorre no exemplo citado em que a função tem um ponto de

“descontinuidade infinita”. E também poderia ser trabalhada mais explicitamente a

questão do refinamento de uma partição, e que os pontos escolhidos são

arbitrários, não precisando ser os extremos dos subintervalos, como propõe

Stewart.

Na seqüência, à definição, Guidorizzi apresenta o teorema fundamental do

cálculo e resolve alguns exemplos sem citar o cálculo de áreas. Em seguida

define área como uma integral, e no caso de ser f negativa em um intervalo [ ]ba,

a área é dada por ( )∫−=
b

a
dxxfárea . Ele desenvolve uma série de exemplos

utilizando os registros língua natural, simbólico e gráfico, inclusive em um dos

exemplos o conjunto de pontos é dado por uma expressão no registro simbólico

algébrico que é convertido pelo autor para o registro língua natural e gráfico, o

que não é usual, mas que pode facilitar o entendimento do exemplo. Para Duval

esse tipo de conversão deve ser mais explorado, pois são ditas não-congruentes.

No momento de apresentar o estudo sobre áreas os autores utilizam

principalmente os registros gráfico e simbólico, o que é bastante explorado nos

exemplos. Stewart em exercícios, a partir de uma representação gráfica, propõe
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estimativas de área, nas quais são necessárias conversões para o registro

simbólico, no qual são realizados tratamentos para encontrar a solução.

Os dois livros apresentam o capítulo destinado às técnicas de integração

após a definição de integral. Neles, os registros são pouco explorados, ficando em

evidência o uso do registro simbólico, o que para Duval não é nada interessante,

pois aparecem apenas os tratamentos. Isto talvez se faça necessário por se tratar

de uma parte muito técnica e com muitas regras que precisam ser assimiladas

pelo leitor. Os autores fazem de uma forma muito interessante, no registro gráfico,

a apresentação da regra mudança de variável, o que é possível através da

conversão. Sendo que no exemplo apresentado por Guidorizzi, a visualização é

facilitada, pois a região permanece com a mesma forma, apenas há um

deslocamento no sentido do eixo dos x, já no exemplo de Stewart, a região sofre

um achatamento vertical e para compensar um alongamento no sentido

horizontal.

Nos capítulos que tratam de aplicações, podemos observar uma riqueza

maior de registros e são apresentadas muitas situações problemas que fazem

com que o leitor circule pelos mesmos. As conversões são mostradas nos

exemplos e até mesmos nos exercícios propostos há condições para a realização

de várias delas, o que para Duval é algo interessante para a aprendizagem.

Na tentativa de responder as questões propostas, observamos que os

autores utilizam vários registros não só na apresentação do conteúdo, como

também, nos exemplos e nos enunciados dos exercícios propostos, em alguns

casos propondo aos leitores a mudança de registros. Na definição, Stewart

explora mais registros, principalmente, o gráfico. Ambos os autores dão grande

ênfase ao registro simbólico quando trabalha as técnicas de integração,

mostrando de forma sutil a mudança de variável através do registro gráfico, o que

normalmente é feito no registro simbólico. Com isso percebemos que as

conversões são valorizadas, o que ocorre em todo o livro. Em muitos exemplos

elas são exploradas nas resoluções, especialmente nos capítulos em que são

trabalhadas as aplicações. Podemos ver várias situações problemas que exigem,
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de forma natural, a conversão para que sejam resolvidas. Até as conversões não

congruentes são contempladas.

As conversões foram utilizadas na apresentação e interpretação de

situações problema, com a utilização dos registros gráficos simbólico e língua

natural; para o desenvolvimento dos exemplos. Houve a exploração

principalmente do registro gráfico que ajuda na visualização da região a ser

encontrada e a conversão para o registro tabela que melhor quantifica o valor

desta área.

Os tratamentos são fundamentais, em especial, nos registros língua natural

e simbólico são bastante explorados em todos os capítulos. Naqueles em que são

trabalhadas as técnicas, sua utilização é acentuada.

Stewart faz, de forma interessante, tratamentos no registro gráfico, que são

importantes para que o leitor perceba que as integrais inferiores e superiores

tendem para um mesmo valor na medida em que se aumenta o número de

retângulos.

Quanto a não confundir o objeto (integral) e a sua representação não

percebemos um trabalho mais específico dos autores. Esta questão deveria ser

mais explorada na tentativa de esclarecer para o leitor o que é o objeto e como

diferencia-lo da representação.

Quanto às aplicações da integral, além dos clássicos casos da Geometria e

da Física, no livro de Stewart são encontrados exemplos e exercícios relativos a

outras áreas do conhecimento, como: Biologia, Química, Medicina, Estatística,

Economia, Probabilidade, etc.

Além das diferenças já apontadas na abordagem da integral feita nos livros

analisados, destaca-se a presença de “projetos de extensão” encontrados no final

dos capítulos do livro de Stewart. Segundo o autor tais projetos poderiam ser um

instrumento para envolver os estudantes e torná-los aprendizes ativos.



145

Concluímos que os registros são apresentados, os tratamentos e

conversões são explorados e assim, almejamos que esta pesquisa sirva para

reflexão inicial dos professores de matemática, principalmente os de Cálculo, para

que reflitam sobre a possibilidade de desenvolver um ensino mais significativo e

contextualizado. Desta forma, esperamos que com este trabalho possamos

contribuir para uma mudança expressiva e permanente do processo ensino

aprendizagem do cálculo utilizando o livro didático como uma ferramenta viva,

transformando o aluno em um agente ativo de sua aprendizagem e o professor

assumindo uma postura de facilitador dessa aprendizagem.
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