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RESUMO

Esta pesquisa trata das transformagbes geométricas com objetivo de apresentar
uma concepgao ampla desse conteudo, uma visdo de geometria com uma nova
organizacao destas transformagdes e dar mais significado ao seu estudo. Em fungéo
desse objetivo utilizamos como referencial tedrico para a pesquisa, a nogdo de
quadro evidenciado por Douady como constituido por objetos de um campo da
matematica e de suas possiveis relagcao e, ainda, da ideia de mudang¢a de quadro
que um sujeito pode mobilizar na busca da solugdo de um problema. Para a autora
traduzir um problema de um quadro para outro tem a finalidade especifica de
permitir a mobilizagao de outras ferramentas, que nao as inicialmente utilizadas para
a resolugdo de um problema. Utilizamos também a nog¢do de ponto de vista de
Rogalski pois ela permite que possamos abordar um problema por pontos de vista
diferentes em um mesmo quadro. Assim, focamos nossas analises em pontos de
vista que podem ser mobilizados no quadro da geometria, no quadro da geometria
analitica e no quadro da algebra, isto é, a partir da escolha de um quadro da
Matematica em que se estuda as transformagdes geomeétricas buscamos identificar
os diversos pontos de vista possiveis. Recorremos ainda aos Registros de
Representacdo Semidtica de Duval que séo utilizados para representar as
transformacdes geométricas e ainda para as possiveis transformacgbdes desses
registros a partir do tratamento e da conversdo. Para o autor os conhecimentos a
respeito de um objeto matematico podem ser apreendidos a partir de pelo menos
dois registros e que a conversao de registros permite desenvolver a coordenagao
desses diversos registros. Essas ag¢des permitirdo ao aluno a compreensado, a
descoberta e o desenvolvimento de conhecimentos. A metodologia usada foi a
pesquisa bibliografica baseada em documentos de dominio cientifico tais como
livros, artigos, dissertacbes e teses que tratavam de nosso objeto de estudo. Essa
escolha metodolégica contribuiu para o alcance de nosso objetivo uma vez que nos
permitiu “olhar” as transformagdes geométricas e apresenta-las em um estudo desde
as seéries iniciais com dobraduras até o ensino superior abordando-as no quadro da

Algebra, no quadro da Geometria Analitica e no quadro da Geometria

Palavras-Chave: Transformacbes Geométricas. Pontos de Vista. Quadro e
Mudanca de Quadro. Registros de Representagdo Semidtica.



ABSTRACT

This research deals with the geometric transformations in order to present a
broader view of this content, a vision of geometry with a new organization of these
changes and give more meaning to their study. Due to this objective we used as a
theoretical framework for the research, the notion of context evidenced by Douady as
consisted by objects in a field of mathematics and its possible relationships and also
the context of the change of the idea that a subject can mobilize in the search of the
solution of a problem. For the author to translate a problem from a frame to another
is specifically intended to enable the deployment of other tools, other than those
initially used for solving a problem. We also used the concept of Rogalski’s point of
view because it allows us to approach a problem from different points of view within
the same framework. Thus, we focused our analysis on views that can be mobilized
within the geometry framework in the context of analytic geometry and algebra
framework, that is, from the choice of a mathematics framework in which it is studied
the geometric transformations we seek to identify the various possible points of view.
We still appealed to Duval’s Semiotics Representation Registers which are used to
represent geometric transformations and also to the possible transformations of
these records as from the treatment and conversion. To the author the knowledge
about a mathematical object can be seized from at least two records and that the
conversion of records allows to develop the coordination of these various records.
These actions will allow the students the understanding of the discovery and the
development of the knowledge. The methodology used was based on scientific
literature domain documents such as books, articles, dissertations and theses that
addressed our object of study. This methodological choice contributed to the
achievement of our goal since it allowed us to "look" geometric transformations and
present them in a study from the early series with folding to the higher education
addressing them in the context of Algebra, Analytical Geometry and Geometry
frameworks

Keywords: Geometric Transformations. Viewpoints. Table and Change Table.
Semiotics Representation Registers
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CONSIDERAGOES INICIAIS

Nosso interesse por geometria vem desde 1993, quando comegamos a
ministrar essa disciplina no ensino superior, para um curso de licenciatura em
Matematica. Percebemos a dificuldade dos alunos, futuros professores de
Matematica, no trato com conteudo de geometria. Dificuldade relatada e
constatada por diversos pesquisadores que apontaram causas tais como o
despreparo e falta de conhecimento de quem ensina em razdo de também nao

ter aprendido e, portanto ndo dominar os conteudos de geometria.

O ensino de Geometria na formagao do professor ocorre, ou em forma
de disciplina oferecida na grade curricular de maneira isolada, sem conexao com
outras disciplinas, ou esse conhecimento é adquirido em processos de formagao
continuada, que acarretam um conhecimento geométrico sem unidade, limitado
e sem significado. Nossa pratica profissional nos capacita a dizer que entre os
conteudos de geometria, as transformacdes geométricas se apresentam como
um conteudo ndo somente mais atraente, mas também mais acessivel por
encontrarmos no cotidiano muitas referéncias que nos remetem a elas e que

oportunizam uma interdisciplinaridade na licenciatura em Matematica.

Nesse sentido nossa atengao voltou-se para ampliar subsidios para esta
reflexdo propondo um estudo das transformagbes geométricas, conteudo
normalmente presente do ensino basico ao ensino superior em uma concepgao
mais ampla, uma visdo de geometria com uma nova organizagcdo destas

transformacdes.

Com objetivo de apresentar essa concepgao ampla das transformagdes
geométricas mostramos que considerar diferentes pontos de vista pode
corresponder ou ndo a uma mudanga de quadros e a conversao da
representacdo em determinado registro para uma representagdao em outro
registro possibilitardo desencadear um novo conhecimento considerando o

conhecimento anterior.

Em funcao deste objetivo utilizamos como referencial teérico a nogao de
ponto de vista de acordo com Rogalski (2001), em especial, os pontos de vista

apresentados no quadro da Geometria, no quadro da Geometria Analitica e no
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quadro da Algebra, isto &, os pontos de vista em funcéo da escolha do quadro
em que se aplicam as transformagdes geométricas. Isto nos conduziu a estudar
as transformagdes geométricas de acordo com a nogédo de quadro introduzida
por Douady (1984) que consiste em organizar situagbes de aprendizagem,
privilegiando a diversidade de formas de representagdo de um mesmo conteudo.
Portanto, recorremos ainda aos estudos de Duval (1995, 2000, 2003) a respeito
de registros de representagdo semidtica em que se destaca a importancia de
considerar, sob o ponto de vista do ensino e aprendizagem matematica, no que
concerne as especificidades inerentes a cada registro, bem como a coordenagao
dos diferentes registros de representacéo e os tipos de transformacgéao existentes

na passagem de uma representagéo para outra.

Esta tese esta configurada em cinco capitulos, além das consideragdes
finais. No primeiro capitulo, construimos a problematica apresentando resultados
de pesquisas, relevantes para nosso trabalho. Procuramos pesquisas que tratam
de transformagdes geométricas a partir de quadros (de acordo com Douady), de
conversao de registro (de acordo com Duval) e de ponto de vista (de acordo com
Rogalski), como intuito de verificar a relevancia de nosso trabalho e
vislumbrarmos possibilidades de agregar conhecimentos a area de Educacao
Matematica. Para essa concepgdo ampla das transformagdes geométricas
apresentamos também no primeiro capitulo o referencial teérico da nossa
pesquisa que sao os estudos de Rogalski (2001) a respeito da nogao de ponto
de vista de um objeto matematico que, para o pesquisador, sdo0 maneiras
diferentes de olha-lo, de fazé-lo funcionar, eventualmente de defini-lo, portanto
uma ferramenta para o ensino e a aprendizagem de Geometria, pois permite
olhar um objeto ou uma situagdo matematica de diferentes maneiras permitindo

com as conclusoes obtidas extrair novos resultados.

Consideramos, ainda a nog¢ao de quadro e mudanca de quadro
introduzido por Douady (1984). A definicho da nogdo de quadro, para a
pesquisadora, permite transpor por meio de mudangas de quadros e por
iniciativa do professor obter diferentes formulagbes para um mesmo problema
utilizando ferramentas e técnicas nao pertinentes na primeira formulacéo. Duval
(1995, 2003, 2009) observa a importancia da analise do papel das

representagcdes quando se considera um objeto matematico. Salienta que nao é
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possivel estudar os fendbmenos relativos ao conhecimento sem recorrer a nogao

de representacéo.

Assim, com o estudo da teoria de Duval, Douady e os estudos de
Rogalski, construimos nossa questdo de pesquisa. Fizemos ainda, neste

capitulo, as opgdes metodoldgicas.

No segundo capitulo, destacamos a importancia do estudo de geometria
e de que forma as transformagdes geométricas contribuem para que os alunos
desenvolvam habilidades de conjecturar, explorar, experimentar, intuir, organizar

e sistematizar resultados.

Apresentamos também o movimento implicito quando se aplica uma
transformacao a uma figura sem alterar suas medidas tanto de lados quanto de
angulos. Denominamos como sendo uma questdo de terminologia quando
buscamos esclarecer os diversos nomes dados a simetria e, por consequéncia,

adotar e assumir nossa posigao como pesquisadora.

No terceiro capitulo, tratamos da analise das simetrias axial e central. O
detalhamento desse estudo envolve trabalhar as simetrias nos quadros da
geometria, da geometria analitica e no quadro da algebra. No quadro da
geometria estudamos as simetrias do ponto de vista intuitivo, do ponto de vista
do desenho geométrico e do ponto de vista funcional buscando, para cada um
deles os registros de representacdo semidtica possiveis, bem como seus
tratamentos e conversdes. No quadro da geometria analitica estudamos o ponto
de vista funcional nos registros algébrico e grafico. Realizamos ainda o estudo

das simetrias no quadro da algebra.

No quarto capitulo realizamos a analise da translagcdo no quadro da
geometria e nesse quadro, o ponto de vista intuitivo com o registro material e o
registro da lingua natural; o ponto de vista do desenho geométrico com o registro
figural e estudamos no quadro da geometria, o ponto de vista funcional com os
registros algébrico e grafico. Analisamos ainda a translagdo no quadro da
geometria analitica no ponto de vista funcional com os registros algébrico e

funcional e, ainda no quadro da algebra.

No quinto capitulo, tratamos da analise da rotagcdo no quadro da
geometria, no quadro da geometria analitica e no quadro da algebra. O estudo
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da rotacdo no quadro da geometria foi do ponto de vista intuitivo com o registro
material e o registro da lingua natural. Do ponto de vista do desenho geométrico
trabalhamos o registro figural e do ponto de vista funcional o registro algébrico e
o registro figural. O estudo da rotagéo realizado no quadro da geometria analitica
foi sob o ponto de funcional com o registro algébrico e registro grafico e, ainda

no quadro da algebra.

Por fim, elaboramos nossas consideragdes finais sobre a tese,
destacando algumas contribuicbes para a area de Educagdo Matematica.

Deixamos, ainda, sugestdes para futuras pesquisas.
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CAPITULO | - CONSTRUINDO A PROBLEMATICA

Neste capitulo apresentaremos os estudos realizados a respeito de
transformagdes geométricas. Também apresentaremos os fundamentos tedricos,
a justificativa, a delimitagdo do problema e os aspectos metodoloégicos desta

pesquisa.
1.1 PESQUISAS A RESPEITO DE TRANSFORMAGOES GEOMETRICAS

Diversos pesquisadores tém se dedicado ao estudo das transformacdes
geométricas e os resultados de suas pesquisas muito tem contribuido, tanto para
o estudo de geometria, quanto para a valorizagdo deste conteudo. Sao valiosas
suas contribuicdes e experiéncias e apresentamos no que segue resultados

dessas investigagdes.

Destacamos pesquisas realizadas na Franga, na Espanha, na Inglaterra,
Estados Unidos, Portugal, Africa e pesquisas realizadas no Brasil. Dos estudos
realizados na Franga destacamos Grenier, (1988), Jahn (1998) e Miyakawa
(2005). Na Espanha as relevantes pesquisas de Jaime e Gutiérrez (1996).
Importantes também sdo as pesquisas realizadas na Inglaterra por Kichemann
(1981) e Healy (2001). Nos Estados Unidos temos os estudos de Shah (1969) e
Moyer (1978), em Portugal, Matos (2011), na Africa, em Mali, os estudos de
Sangaré (2006). No Brasil diversos pesquisadores se debrugaram sobre o
assunto: Mabuchi (2000), Mega (2001), Vaz (2004), Alves(2005), Cerqueira
(2005), Mongelli (2005), Ripplinger (2006), Luz (2007) Bilac (2008), Lage (2008),
Freitas (2010), Silva (2010).

Trabalhos importantes que analisam as dificuldades de aprendizagem
das isometrias no plano, envolvendo criangas com idades inferiores a 10 anos,
s&o de Moyer (1978), Schultz (1978) e Shah (1969).

Moyer (1978), com o trabalho Uma investigacdo no desenvolvimento
cognitivo das transformagdes euclidianas em criangas pequenas, pesquisou as
transformacdes geométricas: translagdo, rotagcdo e simetria, entrevistando
criancas de 4 a 8 anos de idade. A proposta de seu trabalho foi utilizar pares de

discos plasticos de 30cm de didmetro, alguns discos transparentes, outros com
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metade do disco pintado de vermelho e marcado com didmetro e raio e ainda
discos pintados somente com marca de raio. Realizando ou ndo movimentos
com os discos correspondentes a simetria, translacao e rotagdo, foram avaliados
os tipos de discos utilizados e a influéncia da isometria com as figuras

apresentadas.

Schultz (1978) trabalhou com alunos entre 06 e 10 anos de idade em
seu estudo de isometrias (translagdo, rotagcdo e simetria) em que utilizou um
numero maior de variaveis tais como a dire¢do do movimento (diagonal ou
horizontal), a amplitude do movimento (grande, pequena ou média), o tipo de
figura usada (com significado ou ndo) e a medida da figura (pequeno, de 8cm, ou
grande, de 80cm). Schultz (1978) e Moyer (1978) chegaram a conclusdes muito
parecidas, como as destacadas:-as translagbes apresentaram menor grau de
dificuldade que as reflexdes e as rotagdes, e estas ultimas apresentaram grau de
dificuldade equivalente; nas trés transformagdes geométricas estudadas, os
movimentos horizontais foram mais faceis de serem executados que os
diagonais; -as figuras de maior tamanho facilitaram a resolugéo dos exercicios,
assim como as figurativas (borboleta, foguete, flor etc.) levaram mais acertos do

que as abstratas.

Shah (1969) pesquisou as transformagbes geométricas translagao,
simetria e rotagdo em um trabalho desenvolvido com criangas com idade inferior
a 11 anos, constatando resultados semelhantes aos posteriormente observados
por Moyer (1978) e Schultz (1978). Para Shah (1969), os desempenhos por faixa
etaria, foram satisfatérios, uma vez que, os resultados tornavam melhores
quando a idade dos alunos pesquisados aumentava. Considera que, as

isometrias podem ser estudadas com sucesso por criangas de idades diferentes.

Optamos em apresentar primeiro, pesquisas que consideramos classicas
por serem sempre uma referéncia para estudos a respeito de transformacodes

geométricas citadas com frequéncia em pesquisas em Educagao Matematica.

Temos os trabalhos de Kichemann (1981), Grenier (1988), os estudos
de Jaime e Gutiérrez (1996), Jahn (1998) e trabalhos mais recentes de
Miyakawa (2005), e Sangaré (2006).
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Kichemann (1981) coordenou uma pesquisa no projeto inglés Concepts
in Secondary Mathematics and Science — CSMS, com criangas de 11 a 16 anos
de idade, com o objetivo de investigar 11 temas matematicos. Em 1985, neste
mesmo projeto, realizou uma pesquisa com 1026 estudantes com idades entre

13 e 15 anos que responderam questdes a respeito de reflexdes’ e rotacéo.

Em relagdo a reflexdo foram considerados os seguintes fatores:
complexidade da figura (ponto, segmento de reta); presenga ou auséncia de
malha quadriculada; posigao do eixo de simetria (horizontal ou vertical); distancia
entre a figura dada e o eixo de simetria. A autora concluiu, em relagao a reflexao,
que as respostas foram influenciadas de acordo com a posi¢ao/inclinagdo do
eixo sendo que o desempenho dos alunos foi melhor quando o eixo era vertical
ou horizontal; também os resultados foram melhores quanto menos complexas
eram as figuras, isto €, figuras mais simples, como pontos ou segmentos tiveram

melhores resultados.

Em relacdo a rotacdo Kuchemann (1981) trabalhou construgbes a mao
livre e anadlise de construgdes, utilizando em sua maioria ilustracdo de
bandeirinhas em rotagdes de 90°, alternando o uso de papel liso e quadriculado.
Concluiu a pesquisadora, que a posigao do centro de rotagao e inclinagao do
objeto € mais relevante para o sucesso na realizagdo da tarefa do que o papel

utilizado ser quadriculado ou nao.

Realizada na Franga, a pesquisa de Grenier (1988) com alunos de 13 a
14 anos de idade, procurou comparar suas percepgdes a respeito da simetria
antes e apos a aprendizagem em sala de aula. Grenier analisou as mesmas
variaveis utilizadas por Kuchemann (1981), no projeto inglés CSMS, porém com
objetivos mais especificos e com a inclusdo de uma quantidade maior de
variaveis tais como a interseccado da figura inicial com o eixo de simetria, as
diregbes do eixo e dos elementos que compde a figura, a posicdo da figura em
relagdo aos limites da folha e o uso ou ndo da malha quadriculada e com

variedades de detalhes aumentando a confianga nas conclusdes.

' Reflexao foi o termo usado por Kiichemann (1981).
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A autora teve como objetivo geral estudar as causas da permanéncia de
concepgoOes erradas de simetria axial e elaborar atividades para desestabilizar

tais dificuldades

Jaime e Gutiérrez (1996) também elaboraram os testes de suas
pesquisas de acordo com as variaveis utilizadas no projeto CSMS, porém com
objetivos mais especificos centrados no estudo da nogao de simetria, aplicados
a 289 alunos dos cursos 1° a 8° de E.G.B.? e estudantes da Escola de Magistério
de Valéncia. O teste foi elaborado com 38 itens com desenhos de figuras,

desenho de eixos de simetria e calculo das coordenadas de figuras.

O estudo de Jahn (1998), realizado na Franga, investigou o ensino e a
aprendizagem das transformag¢des geométricas por meio de uma sequéncia de
ensino com o Cabri-Géomeétre |l analisando as dificuldades enfrentadas pelos
alunos quanto a mudancga de tratamento a ser dado a uma transformagao — de
transformacdes geométricas que operam sobre figuras abordadas no Ensino
Fundamental, para transformacdo como fungdo que age sobre pontos do plano
(global/pontual), no Ensino Médio A autora observa que a abordagem dindmica
que o software proporciona, minimiza dificuldades enfrentadas em situagao lapis-
papel e analisa em seu estudo condigdes de modo favorecer a passagem de
uma concepgao a outra, e a possibilidade de que, em um trabalho proposto no
nivel pontual, permitir o aluno encontrar imagens de figuras recorrendo a
concepgao global (JAHN, 1998, p.74).

Sangaré (2006) realizou sua pesquisa em Mali, centrada na constru¢ao
de um modelo do objeto “transformag¢des geométricas”, modelo que, segundo o
autor, deve ser, ao mesmo tempo, correto do ponto de vista tedrico e pertinente
do ponto de vista didatico. O autor estudou, em primeiro lugar, as respostas
apresentadas por alunos no inicio do ensino médio que trabalham com
diferentes modos de correspondéncia entre figuras-objeto e imagem e utilizam
tracar um segmento de reta entre um ponto da figura objeto e o ponto

correspondente de sua imagem obtida por transformagdes geométricas. Analisa,

’No sistema de ensino de Valéncia a escolaridade obrigatéria (escolaridad obligatoria),
denominado educacgéo basica geral (Educacdo Geral Basica/ EGB), comega aos seis anos de
idade em uma escola primaria (escuela primaria) e dura oito anos. Na idade de 14 (equivalente a
oitava série) os alunos recebem um certificado de ensino secundario, que determina o curso da
sua educagéo futura.
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essencialmente, as significagdes e os estatutos dados a estes tragos e propde
uma modelagem das transformagdes geométricas a partir deles. Suas
conclusdes mostram que a utilizacdo de “tragcos” ou marcas desempenham
papeéis importantes na resolugao de problemas e os alunos souberam construir
conhecimentos ao redor dessa nogédo permitindo-lhes consolidar e reorganizar

suas concepgdes sobre transformagdes geométricas.

Miyakawa (2005) teve como foco, um estudo da relacdo entre a
evidéncia e o conhecimento de um conceito. Argumentou que na maioria dos
trabalhos, até entdo, o conhecimento de um conceito matematico é adquirido em
um contexto que nao a evidéncia. Escolheu a simetria ortogonal, tanto por ser
este conceito abordado a partir da escola primaria e ocupar um lugar de
destaque no ensino secundario na Franga, como por ter encontrado um numero

limitado de pesquisas conduzidas a esse respeito.

No Brasil, diversos pesquisadores em Educagdo Matematica se
dedicaram ao estudo de transformacdes geométricas. Cerqueira (2005), Luz
(2007) e Mabuchi (2000) conduziram suas pesquisas para o estudo das
transformagdes isométricas (simetria, rotacdo e translagdo). Rotacdo foi
pesquisada por Mega (2001), Ripplinger (2006) teve como objeto de pesquisa a
simetria e Mongelli (2005) pesquisou a simetria axial.

O objetivo de pesquisa de Cerqueira (2005) foi investigar a inser¢cao das
isometrias no curriculo de matematica, tanto do ponto de vista oficial quanto do
da pratica. A pesquisadora observou que as isometrias estdo presentes nos
Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Fundamental e a inclusédo
deste topico ndo se encontra explicita nos Parametros Curriculares para o
Ensino Médio. Em relagao aos Livros Didaticos do Ensino Fundamental, por ela
examinados, a incorporacao das nog¢des das isometrias em algumas colegbes
nao estava presente em todos os volumes, enquanto em outras, este conteudo

foi citado em todas as séries.

Luz (2007) fez um estudo sobre transformagdes geométricas: da reforma
da matematica moderna aos dias atuais. Concluiu a partir das obras analisadas,
que no periodo correspondentes ao movimento de reforma da Matematica

Moderna, énfase maior foi dado ao aspecto estrutural da matematica. Segundo a
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autora, a auséncia das transformacbes geométricas nos programas de ensino,
por um tempo relativamente longo, pode ter ocasionado o descompasso desse

assunto em relacdo as mudangas pelas quais passou o ensino da geometria.

Mabuchi (2000), em sua pesquisa, organizou um estudo sobre
transformagdes geométricas com um grupo de professores participantes de um
curso promovido pelo Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia da PUC/SP, para
professores com licenciatura curta em Ciéncias a fim de complementarem sua
formacdo em Matematica. O objetivo da pesquisadora era mostrar a
necessidade de incorporar o tema transformagbes geométricas em cursos de
formacdo de professores. Observou que a posicdo do eixo de simetria, a
complexidade da figura, o tipo de papel, foram fatores de dificuldades mesmo

para estes professores com experiéncia no ensino de matematica.

A transformacao rotacao foi objeto de investigacao para Mega (2001). O
pesquisador analisou as diferengas e dificuldades na aplicacdo de duas
sequéncias para o ensino de rotacdo e a comparagao dos resultados obtidos na
aprendizagem do conceito, nos dois enfoques. Em uma das sequéncias fez uso
de régua e compasso e na outra usou materiais manipulativos, como papel
transparente, corddes, palitos. Concluiu que os conjuntos de materiais utilizados
podem contribuir para uma ampliacdo das experiéncias dos estudantes e da sua
compreensao do campo conceitual da rotagao.

Ripplinger (2006) pesquisou a simetria nas praticas escolares, com
objetivo de fazer uma anélise documental de registros escritos em cadernos de
alunos e diarios de classe de professores de 5% a 82 séries de uma escola da
rede publica do Parana. A pesquisadora observa como resultado que a nocao de
simetria consta nos cadernos e diarios de classe dessa escola nas quintas e

sextas séries.

A simetria axial foi objeto de estudo de Mongelli (2005) tendo como
objetivo principal a identificacdo, analise e diagndstico de procedimentos e
invariantes operatérios mobilizados por alunos do quarto ciclo do Ensino
Fundamental, quando colocados diante de situagbes-problema diversificadas
envolvendo simetria axial. Segundo a pesquisadora, os procedimentos referéncia

horizontal, vertical e diagonal, apareceram com maior frequéncia.
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Outros estudos sobre transformagdes geométricas centram-se,
principalmente, em experiéncias de ensino envolvendo o0 ambiente
computacional. Alves (2005), Bilac (2008) e Vaz (2004) utilizaram em suas
pesquisas o software Cabri-Géométre, ja os pesquisadores Lage (2008) e Silva

(2010) trabalharam com o software Geogebra na realizagao de seus estudos.

Inserido no ambito do ensino e da aprendizagem de geometria utilizando
o Cabri-Géometre, o estudo de Alves (2005) com alunos de 62 série, pesquisou
os efeitos de uma sequéncia didatica a respeito do conceito de simetria axial.
Por sua vez, Bilac (2008) além da simetria axial também apresentou uma
sequéncia didatica envolvendo a rotagao. O trabalho de Vaz (2004) teve como
objetivo investigar uma abordagem sobre o0 ensino e a aprendizagem da prova
fazendo uso das ferramentas de transformagdo geométrica desse mesmo

software.

Lage (2008) investigou as possibilidades de mobilizagdo das formas de
pensamento matematico no estudo de transformag¢des geométricas, ao trabalhar
em um ambiente computacional usando o software Geogebra. Desenvolveu seu
trabalho com alunos do Ensino Médio, alunos do Ensino Superior de um Curso
de Licenciatura em Matematica e de um Curso de Especializagdo. Utilizando
este mesmo software temos a pesquisa de Silva (2010) que estudou a simetria
axial e conduziu sua pesquisa a respeito do uso do erro em uma abordagem
reconstrutiva a partir de estratégias pedagdgicas. Apontaram o0 sucesso aos
recursos que o software Geogebra proporciona, tanto Lage (2008) no sentido de
promover a articulagdo entre as formas de raciocinio algébrico e geométrico
quanto Silva (2010), principalmente, em relagdo a correcdo imediata e as

validagdes e provas facilitadas por este recurso.

Voltadas para o Ensino Superior apontamos os estudos de Dias (1998) e
Karrer (2006) por seus enfoques dados a teoria dos registros de representagéo
semidtica de Duval tratando do objeto matematico: transformagdes lineares e, no
estudo de Algebra Linear a distingdo dos quadros algébricos e geométricos;
quatro registros: simbdlico, representagdo por coordenadas, representagao por
equacodes, representacdo matricial e por dois pontos de vista: cartesiano e

paramétrico.
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Karrer (2006) realizou um estudo sobre as transformagdes lineares na
perspectiva dos registros de representagcao semidtica em uma articulagdo entre
Algebra Linear e Geometria. Em sua pesquisa, tratou de questdes relativas ao
ensino e a aprendizagem de conceitos de Algebra Linear no ensino superior,
explorando a conversdo de registros nos ambientes Cabri-Géomeétre e
papel&lapis buscando investigar as trajetdrias de aprendizagem de estudantes
universitarios e o impacto dessas escolhas na abordagem de ensino. Com base
na teoria dos registros de representagdo semittica de Duval (199analisou a
exploracdo dos registros e conversbes presentes no conteudo de
transformacgdes, tanto nos livros didaticos de Algebra Linear quanto nos de
Computagao Grafica. Para esta pesquisa aplicou ainda um questionario sobre
transformacdes lineares a oitenta e seis (86) estudantes da area de
Computagcao. Segundo a pesquisadora estes estudos apontaram deficiéncias e
dificuldades com relagao a exploracéo de diferentes registros, principalmente, o

registro matricial e grafico.

Dias (1998) realizou sua pesquisa na Franga com estudantes do primeiro
ano em Algebra Linear para analisar as dificuldades de estudantes na execucéo
de atividades que necessitavam da articulagdo de dois pontos de vista na
representacdo de subespacos vetoriais. Para realizagdo de sua pesquisa, a
autora distinguiu dois quadros — o algébrico e o geométrico -, quatro registros —
simbdlico intrinseco, representagdo por coordenadas, representagdo por
equacbes e representacdo matricial - e dois pontos de vista — cartesiano e

paramétrico.

Analisou livros didaticos franceses, brasileiros e anglo-saxdes de
Algebra Linear para verificar se nos mesmos se estabelecia a articulacdo entre
esses dois pontos de vista. Observou que a maioria dos livros fazia a articulagao
entre os dois pontos de vista somente em nivel técnico, favorecendo o quadro de
resolugcdo de sistemas lineares. A analise de livros didaticos de trés paises
diferentes proporcionou concluir que mesmo com diferentes abordagens, a forma
como a articulagdo de pontos de vista € comum e desenvolvida de modo
implicito. Dias (1998) realizou também estudo com estudantes do primeiro ano
universitario (DEUG), alunos de um grupo de controle da Universidade de Paris

e no Brasil com alunos do mestrado em Educacdo Matematica, buscando
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levantar dados sobre a flexibilidade entre o ponto de vista cartesiano e o ponto
de vista paramétrico. Concluiu, de uma forma geral, que poucos alunos
justificavam corretamente o resultado obtido, muitos estabeleciam associagdes

erradas entre vetores e equagdes e a minoria apoiava—se no quadro geométrico.

A revisdo das 22 pesquisas analisadas, a respeito de transformacdes
geométricas ou transformacgdes lineares apontou que seis delas se dedicam
apenas ao estudo de simetria, uma se dedica apenas a rotagao, duas apenas a
simetria e rotagdo, duas as transformagdes lineares e onze as trés
transformacgdes: simetria, translacéo e rotagdo. Além disso, podemos observar
que a maioria usou como ferramentas o lapis e papel e apenas um apresenta a
utilizacdo de material manipulativo. Apenas cinco utilizam softwares de

geometria dindmica.

Podemos ver ainda que embora um dos autores utilize materiais
manipulativos ele nao trata de dobraduras em papel que entendemos seja uma
boa ferramenta para alunos de séries iniciais que envolveria olhar para as
transformagdes sob um ponto de vista diferente dos apresentados. Por outro
lado, podemos observar que alguns trabalhos utilizam Registros de
Representacdo Semidtica, mas nao os relacionam com a nogao de Quadros nem
com a nogdao de Ponto de Vista. Acreditamos que relacionar esses trés
referenciais no estudo das transformagdes geométricas, em particular, das
isometrias poderia ampliar a possibilidade de recursos que podem ser utilizados

no ensino desse conteuido.

Excec&o encontrada nas pesquisas de Dias (1998) e Karrer (2006) que
deram enfoque, em seus estudos, as articulagbes entre quadros registros e
conversdes, trabalhando respectivamente, com subespagos vetoriais e

transformacao linear com aplicagbes em Computagao Grafica.

Sendo assim, no que segue apresentaremos a justificativa para nosso

estudo, bem como o referencial tedrico que Ihe dara suporte.

1.2 JUSTIFICATIVAS DA PESQUISA
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Buscamos mostrar o quanto € importante o estudo da geometria e de
que forma as transformagdes geométricas contribuem para que os alunos
desenvolvam habilidades de conjecturar, explorar experimentar, intuir,

argumentar e sistematizar resultados.

A respeito da importancia da geometria ha o consenso que o seu estudo
tem um papel fundamental e integrador no ensino, pois a intuigdo, o formalismo,

a abstragao e a deducgao constituem sua esséncia.

O estudo de geometria contribui para ajudar os alunos a
desenvolver as capacidades de visualizacdo, pensamento critico,
intuicdo, perspectiva, resolucdo de problemas, conjectura,
raciocinio dedutivo, argumentacao légica e prova. As
representacdes geométricas podem ser usadas para ajudar os
alunos a dar sentido a outras areas da matematica: fragbes e
multiplicacdo em aritmética, relagcdes entre graficos de funcdes
(de duas e trés variaveis) e representagdes graficas de dados em
estatistica. (JONES, 2002, p.125, tradugéo nossa).

Além da importancia inegavel do ensino de Geometria, de acordo com
Catunda et al (1990) a recomendagdo do ensino das transformacgbes é
centenaria e para os PCN (BRASIL, 1998) o ensino de transformagdes permite o
desenvolvimento de habilidades de percepcido espacial, como veremos com
mais detalhes nos estudos preliminares. Dessa forma, acreditamos na
importancia de um estudo tedrico que aponte novos caminhos e recursos para o
ensino das isometrias baseado nos estudos de Ponto de Vista de Rogalski
(2001), da nocdo de Quadros de Douady (1992) e dos Registros de
Representacdo Semidtica de Duval (1995). A articulagao desses trés referenciais
tedricos permitira localizar as isometrias: simetrias, translacdo e rotacdo em
diferentes Quadros, areas da Matematica, e analisa-las de acordo com os pontos
de vista possiveis, bem como articula-los com diferentes registros de
representagdo, ampliando assim os conhecimentos a respeito desses objetos

matematicos.

Promover esta visdo ampla das transformacgdes foi nossa motivagao
maior quando buscamos nortear este trabalho a partir da articulagéo desses trés
referenciais sob o ponto de vista do ensino e da aprendizagem de Matematica.
As especificidades inerentes a cada quadro, ponto de vista ou registro, bem

como os tipos de transformagdes existentes na passagem de um quadro para
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outro, ou de um ponto de vista para outro no mesmo quadro, ou ainda, na
conversao de uma representagao para outra vislumbram conhecimentos ainda
nao explorados. Por outro lado, esse estudo promoveria uma visao de trabalho
com as isometrias que poderia percorrer todo o Ensino Basico, partindo da
utilizacdo de dobraduras para as séries iniciais e chegando aos quadros da
Geometria Analitica e da Algebra no Ensino Médio utilizando pontos de vista

intuitivos, funcional e algébrico.

Buscamos assim, oferecer um estudo que pode servir como suporte para
professores trabalharem, na formacao inicial ou continuada, as transformacdes
geométricas sem, contudo, ter a pretensdao de garantir que este trabalho seja

suficiente para esgotar todo estudo dessas transformagdes.

Assim, apresentaremos na sequéncia o referencial tedrico que deu

suporte para nosso trabalho de pesquisa.
1.3 REFERENCIAL TEORICO

Conforme nossa proposta de estudo para as transformacgdes
geométricas, vamos descrever os aspectos mais relevantes das teorias que
embasaram este trabalho. Apresentamos, primeiramente, os estudos de
Rogalski (2001) que tratam de noc¢do de ponto de vista de um objeto
matematico. Citamos os aspectos ferramenta, objeto, quadros, mudanca de
quadros e jogo de quadros propostos por Douady (1992) em seus trabalhos;
apresentamos também os pressupostos tedricos de Duval (2003) a respeito dos

registros de representagdo semiodtica.
1.3.1 A nogao de Ponto de Vista

A nogdo de ponto de vista de um objeto matematico, para Rogalski
(2001), s&o maneiras diferentes de olhar para esse objeto, Portanto, o
pesquisador, utiliza o termo ponto de vista para designar uma forma de abordar

um problema ou de olhar um objeto matematico.

Nesse sentido, para Rogalski (2001) olhar um objeto em diferentes
quadros corresponde uma mudanca de ponto de vista e observa que é possivel

mudar de ponto de vista dentro de um mesmo quadro. O pesquisador ressalta
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ainda que a passagem de um ponto de vista a outro ndo acontece por meio de
uma simples tradugao de um quadro para outro, mas a utilizagdo de um teorema
matematico a ser estabelecido. Muitas vezes, porem, ndo é necessario mudar de
quadro para facilitar a resolugdo de um problema, basta mudar de ponto de vista.
Podemos citar como exemplo a mediatriz de um segmento que pode ser

mobilizada pelo sujeito pordois pontos de vista:

-um, como uma reta perpendicular a um segmento dado passando pelo

seu ponto médio e,

-outro, como lugar geométrico dos pontos equidistantes das extremidades

de um segmento dado.

Pode-se olhar também a bissetriz de um &angulo, sob dois pontos de
vista, como lugar geométrico dos pontos de um plano equidistantes de duas
semirretas concorrentes e como uma semirreta que divide um angulo em dois

angulos congruentes.

A partir da mobilizagdo de um ou outro ponto de vista teremos meios
diferentes para resolver problemas ou aplicar propriedades de acordo com o

quadro. Assim, apresentamos no que segue essa Nnogao.
1.3.2 A nogao de Quadros

Para Douady (1992), “um quadro é constituido de objetos de um campo
da matematica, de relagcdes entre esses objetos, de suas formulagbes
eventualmente diferentes e de imagens mentais associadas a esses objetos e a
essas relacdes” (1992, p. 135)° e apresenta como exemplos: quadro algébrico,

quadro geométrico, quadro numérico etc.. Para a pesquisadora,

Mudanca de quadros € um meio de obter formulagbes
diferentes de um problema, que sem serem
necessariamente equivalentes, permitem um novo
acesso as dificuldades encontradas e o funcionamento

® DOUADY, 1992, P. 135, Traduzido por noés do original francés: un cadre est constitué des
objets d’'une branche des mathématiques, des relations entre les objets, de leurs formulations
éventuellement diverses et des images mentales associées a ces objets et ces relations.
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de ferramentas e técnicas que nao se impunham na
primeira formulagdo. (DOUADY, 1992, p. 135)".

As mudangas de quadro permitem que os alunos evoluam na resolugao
de problema proposto. Dessa forma para fazer os alunos progredirem na busca
de solugédo para um problema, Douady (1992) sugere um jogo interativo entre
quadros que consiste em o professor organizar situagdes de aprendizagem, que
privilegiem a diversidade de formas de representagdo de um mesmo conteudo,
por um procedimento que explicita caracteristicas importantes da matematica
como a capacidade de mudar de ponto de vista e de traduzir um problema de um
quadro para outro. A finalidade especifica € conduzir o aluno a mobilizar outras
ferramentas para a resolugcdo do problema, que ndo as inicialmente
encaminhadas. Para a autora, os jogos de quadros, sdo mudangas de quadros
provocadas por iniciativa do professor, a partir da escolha de problemas
pertinentes para fazer avangar as buscas de solugdes e evoluir a compreensao

dos alunos.

Considere o problema proposto como exemplo de uma possivel
mudanga de quadro para o aluno ou como um jogo de quadros proposto pelo

professor.

Dado um segmento AB, obter um ponto C pertencente a esse segmento

tal que o quadrado de lado AC seja equivalente ao retangulo de lados AB e BC

a
S —— - — =g
M—h——H
® . .
A c B

O problema esta enunciado no quadro geométrico, mas o sujeito que ira
resolvé-lo pode fazer uma mudanga para o quadro algébrico a fim de obter
novas ferramentas. Assim, mudar para o quadro algébrico € uma estratégia que

pode ser decisiva para resolver o problema embora tenha sido enunciado no

* DOUADY, 1992, P. 135, Traduzido por nés do original francés: Le changement de cadres est
un moyen d’obtenir des formulations différents d’'un probléme qui sans étre nécessairement tout a
fait équivalentes, permettent un nouvel accés aux difficultés recontrées et la mise en oeuvre
d’outils et techniques qui ne s'imposaient pas dans la premiére formulation.
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quadro geométrico. No quadro algébrico a solugdo de uma equagao resolve o

problema como mostramos no que segue.

Considerando que o segmento AB tenha media a e que o segmento AC
tenha medida h podemos dizer que a medida da area do quadrado de lado AC
pode ser representada por h? e que a medida da area do retdngulo de lados AB
e BC sera h(a — h). O problema nos diz que h? = h(a — h) que é uma equagio
de segundo grau que permite determinar o valor de h em fung¢do da medida a.
Voltando ao quadro geométrico podemos entender que h € a média geométrica
das medidas % e a-h. No entanto isso ndo nos permite determinar o ponto C na

figura apresentada.

~ ~ - 5
Resolvendo a equagao obtemos como solugédo positiva que h = % —%

que podera ser determinada geometricamente com uma construgao.

Figura 1 - Construcédo do ponto C do exemplo

h i a—h:

Fonte: Producgdo da autora adaptado de Bongiovanni®

Na figura 1 tomamos o ponto E na reta AB de tal forma que o segmento

AE meca % e determinamos na perpendicular ao segmento AB pelo ponto A o

ponto D de tal forma que o segmento AD mega a. No tridngulo retdngulo ADE

® Retirado de apontamentos de aulas do Prof. Vincenzo Bongiovanni ministradas na PUC-SP.
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~ . 5 . . ~ .
temos entdo que sua hipotenusa mede %— A partir da circunferéncia de centro

em E e raio ED obtemos o procurado ponto C.

Determinado o ponto C, figura 2, podemos agora determinar o quadrado
e o retangulo equivalentes solicitados no problema.

Figura 2 - Construgcdo do quadrado e do retadngulo do exemplo

Fonte: produgao da autora

Como pudemos ver, nesse exemplo, o problema €& apresentado no
quadro geométrico, mas o quadro algébrico € que permite iniciar a procura de
uma solucdo para o problema, mas que nado é suficiente para apresentar a
solugéo que é obtida com a volta para o quadro geométrico com a construgao de
uma figura a partir da solugdo de uma equacao. A mudanga de quadros forneceu
uma nova forma de acesso ao problema a partir de equagbes algébricas e
depois uma nova mudancga permite a conclusdo do problema a partir de
propriedades do tridngulo retangulo e da utilizagdo de nogdes de desenho

geométrico.

Assim buscaremos com a nogado de quadros a distingdo e a articulagao
do quadro da geometria euclidiana, quadro da geometria analitica e quadro da
algebra para o estudo das isometrias que pretendemos associar a nogao de
ponto de vista e de Registros de Representagdo Semidtica que apresentaremos

Nno que segue.

1.3.3 Registros de Representagao Semiodtica
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Duval (2004) afirma que um registro de representacdo semiédtica deve
permitir trés atividades cognitivas que sao fundamentais: a primeira, constituir
um trago ou um conjunto de tragos que sejam perceptiveis e que representem
alguma coisa, em nosso caso, as isometrias. A segunda seria produzir novas
representacdes dos mesmos objetos segundo regras préprias do sistema em
que as representagcbes foram criadas. A esta atividade o autor chama de
tratamento. A terceira atividade seria converter as representagdes produzidas
em um outro sistema de representacédo a fim de obter outras significagbes do

que esta sendo representado. A esta atividade o autor chama de conversao.

Assim, os tratamentos sao transformagdes de representagdes dentro de

um mesmo registro:

por exemplo, efetuar um calculo ficando estritamente no mesmo
sistema de escrita ou de representacdo dos numeros; resolver
uma equacgao ou um sistema de equacgdes; completar uma figura
segundo critérios de conexidade e de simetria. (DUVAL, 2003,
p.16).

Ja as conversdes sao transformacoes:

de representagcdes que consistem em mudar de registro
conservando 0s mesmos objetos denotados: por exemplo,
passar da escrita algébrica de uma equacgao a sua representagao
grafica. (DUVAL, 2003, p.16).

Para Duval (2004) a andlise tanto do desenvolvimento de
conhecimentos, quanto dos obstaculos a aprendizagem passa por trés
fendbmenos: a diversidade de registros de representacdo semibtica, a diferenca
entre representante e representado e a coordenagéao entre diferentes registros. A
respeito do primeiro afirma a importancia de perceber as diferencas entre os
sistemas de representagdo. Cada um carrega informagdes a respeito do
representado que nem sempre sao as mesmas. Por exemplo, uma dobradura
que representa o simétrico de um ponto em relacdo a uma reta, ndo apresenta
as mesmas informagdes que a representagao por pares ordenados (a, b) = (a, -
b). A respeito do segundo alerta para a ndo confusédo entre a representagdo e o
objeto representado. Em nosso caso dada uma figura que representa uma
simetria em relacdo a uma reta nao podemos nos referir a ela como a prépria
simetria. Temos que entender que essa figura € uma das representagcdes

possiveis para essa simetria. O terceiro fenbmeno € a coordenacido entre
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diferentes registros de representagao que nos leva a ideia de congruéncia e nao
congruéncia nas conversdes. Para o autor a congruéncia entre duas
representacdes semioticas diferentes acontece quando, pelo menos
parcialmente, elas representam o mesmo conteido. E na conversdo ndo
congruente que o estudante apresenta maior dificuldade como aponta Duval
(2003) quando ressalta que o ensino de Matematica deve se procupar em
explorar atividades de conversdo, principalmente, as de conversdes néao-
congruentes sob pena de ocasionar prejuizo para a compreensao do conceito

estudado.

O autor aponta que uma das caracteristicas que diferencia a atividade
cognitiva requerida pela matematica e aquela requerida por outros dominios do
conhecimento € a variedade de representacbes semidticas utilizadas para
representar o mesmo objeto matematico. Acrescenta que “a diversificagcdo dos
registros de representacdo semidtica € a constante do desenvolvimento dos
conhecimentos, tanto do ponto de vista individual quanto cientifico ou cultural”
(Ibid, p. 62) e acrescenta que “um registro pode permitir efetuar certos
tratamentos de uma maneira muito mais econdmica e mais potente que outro

registro”.

Duval (2003) ressalta que, nos diferentes niveis de ensino, pode-se
observar que os fracassos ou os bloqueios dos alunos sdo muito maiores
quando uma mudancga de registro € necessaria ou quando se faz necessaria a
mobilizacdo simultdnea de dois registros. O pesquisador sustenta que a
articulagao dos registros desempenha uma condigdo de acesso a compreensao

em matematica, e ndo o inverso, que caracteriza o “enclausuramento”.

Existe como que um “enclausuramento” de registro que impede o
aluno de reconhecer o mesmo objeto matematico em duas de
suas representacoes bem diferentes. Isso limita
consideravelmente a capacidade dos alunos de utilizar os
conhecimentos ja adquiridos e suas possibilidades de adquirir
novos conhecimentos matematicos, fato esse que rapidamente
limita sua capacidade de compreensdo e aprendizagem.
(DUVAL, 2003, p. 21).

Afirma que o reconhecimento de um objeto matematico por meio de
multiplas representacdes € condicdo essencial para que um aluno possa, por si

so, transferir ou modificar formulacbées ou representagdes de informacdes
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durante uma resolugdo de problemas O autor postula que, a pluralidade de
registros de representagcdo semidtica, utilizados na Matematica, permite uma
diversificacdo de representagdes de um mesmo objeto. Assim, com relagdo ao
objeto matematico de nossa pesquisa, tomamos a rotagcdo como exemplo para

mostrar algumas conversdes de registros.

Em nosso trabalho utilizaremos diversas representagdes para os objetos
matematicos simetria axial, simetria central, rotacdo e translacdo que

apresentaremos no que segue.

Trataremos em primeiro lugar do registro material. Jesus (2008)
identificou a manipulagdo de papel por meio de dobras, como registro material.
Justificou em sua pesquisa que mesmo nao encontrando nos trabalhos de Duval,
informagdes sobre a existéncia de tal registro, notou que este possui as
caracteristicas que um registro de representagao semidtica exige, pois ao fazer
as dobraduras se constitui uma representacédo que podem ser transformada em
outra representagdo a partir de novas dobraduras e, mais pode ser convertida
em representacdo em outro sistema de representacdo. Acrescenta que mesmo
tendo uma figura construida por dobradura ela possui outras potencialidades que

o registro figural, propriamente dito, construido em lapis e papel.

Utilizaremos também em nosso trabalho o registro da lingua natural
que sera utilizada por exemplo, para definir as isometrias e enunciar suas
propriedades. Além disso, veremos que esse registro & fundamental nos
processos de geometria para a coordenacao entre as figuras e os discursos

tedricos em lingua natural.

O proximo registro é fundamental para o ensino e a aprendizagem de
Geometria: o registro figural. Para Duval (2004) os cursos de geometria se
realizam em dois registros: o das figuras e o da lingua natural, mas nao se trata
de uma conversao de um para outro, e sim de tratamentos figurais e discursivos
efetuados simultaneamente. Para o autor uma figura representa uma situagao
geométrica em que a significagcdo de certas unidades figuras e relagdes entre
elas sejam fixadas inicialmente, isto é, ndo ha desenho que represente algum
objeto por si mesmo, é necessaria uma legenda. Uma figura geométrica é

necessariamente discursiva.



37

Por outro lado, o autor afirma que uma figura € uma combinagédo de
variagdes visuais dos tipos dimensional e qualitativo. O primeiro esta ligado ao
numero de dimensdes: 0 (ponto), 1 (uma linha) ou 2 (uma area). A segunda
refere-se as variagbes de forma, de orientagdo, de contorno etc. Assim, “uma
figura geométrica é sempre uma configuracdo de pelo menos duas unidades
figurais elementares”. Para o autor ha dois niveis na apreensédo das figuras
geométricas: O primeiro é o reconhecimento das diferentes unidades figurais que
esta ligado a percepgéo e, o segundo, compreende as modificagbes possiveis
das relagcbes das partes com o todo (visuais ou posicionais) que corresponde a

uma apreensao operatéria das figuras.
Para Duval (2012a, p. 120)):

N&o importa qual figura desenhada no contexto de uma atividade
matematica, ela é objeto de duas atitudes geralmente contrarias:
uma imediata e automatica, a apreensao perceptiva de formas; e
outra controlada, que torna possivel a aprendizagem, a
interpretagdo discursiva dos elementos figurais. Estas duas
atitudes encontram-se, geralmente, em conflito, porque a figura
mostra objetos que se destacam independentemente do
enunciado, assim como os objetos nhomeados o enunciado
das hipéteses nao sdo necessariamente aqueles que
aparecem espontaneamente.

Assim, para o autor “é preciso considerar ndo mais a apreensao

perceptiva da figura, mas sua apreensao operatéria (p. 125).

Duval (2004) afirma que ha diversas maneiras de uma figura ser
modificada, podendo separar-se as unidades figurais de dimens&do 2 que a
compdem em outras também de dimensao 2, ou ampliar ou reduzir a figura ou
desloca-la por translacdo ou rotacao etc. alertando que essas modificagdes nao
sdo de mesma natureza. As apreensdes em Geometria podem ser perceptivas,

operatdrias, sequenciais ou discursivas.

Duval (1994) afirma que a apreensao perceptiva permite identificar ou
reconhecer uma forma ou um objeto matematico e tem como funcgéo
epistemoldgica de identificacdo dos objetos. A apreensdo discursiva de uma
figura é de natureza dedutiva e explicita propriedades matematicas dessa figura
explicitadas por uma legenda ou pelas hipoteses e tem como funcdo a
demonstracdo. A apreensao sequencial trata da ordem de constru¢cdo de uma

figura e ndo depende apenas das propriedades matematicas da figura, mas
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também das ferramentas utilizadas e é requisitada sempre que se deseja
construir uma figura ou descrever sua construcdo. A apreensao operatdria
transforma ou modifica uma figura inicial em outras figuras para dar a ideia de
uma solugdo para um determinado problema. Essa apreensio tem trés tipos de
modificagcdes possiveis: 6ticas (mantem a forma e orientagdo, mas alteram as
medidas); posicionais (mantem medidas e forma, mas varia a orientacédo —

rotacao, translagéo); mereoldgicas (decomposi¢cao e recomposi¢ao).

No entanto, para Duval (2012b, p. 286) é a denotagdo que importa e ndo

as apreensoes perceptiva ou operatoria, pois:

a construgdo de figuras s&o atividades que privilegiam a
formacéao de representagcao de um objeto matematico ou de uma
situagdo matematica no registro figural que sdo subordinadas
aos elementos conceituais presentes na definicao dos objetos.

Em nosso caso, no estudo das isometrias, utilizamos a apreensao
posicional (ver figura 3) pois ela mantém as medidas e forma embora tenha
variagcédo de orientagdo e a apreensao sequencial porque em alguns casos serao
explicitados os passos de construcdo das isometrias e ainda a percepgao
discursiva porque a partir de figuras serdo determinadas definicdes e

propriedades.

Figura 3 - Registro figural

Fonte: Produgao da Autora.

Outro registro que trataremos é o registro dos pares ordenados que é
denotado, em nosso trabalho, por (a,b) € Z X Z. Os tratamentos neste registro
sdo a adicao definida por (a,b) + (¢,d) = (a+ c,b+ d) € Z X Z e a multiplicagcao
por escalar definida por: sendo B € Z, B(a,b) = (Ba,Bb) € Z X Z.
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Nesse registro dada uma lei, por exemplo, (a,b) - (a,—b) que no
registro grafico representa uma simetria em relacédo ao eixo y, ela pode ser
aplicada aos pares ordenados dos vértices de uma figura. Sendo um tridngulo
representado pelos seus vertices: A(1,2); B(2,3) e C(4,1) pela lei dada teriamos
A’'(1,-2); B(2,-3) e C'(4,-1). Assim, podemos dar ao aluno uma figura qualquer
representada por seus vértices, a lei que sera aplicada a cada um deles que
requer um tratamento desses pares ordenados para entdo solicitar sua

representacao grafica.

Podemos representar tais pares ordenados em um referencial cartesiano
e fazer entdo um registro grafico das figuras. Neste registro teremos entédo a
associagdo do registro figural e dos pares ordenados a um referencial
cartesiano. Neste caso teriamos entdo a representagdo do triangulo do exemplo

anterior como uma figura no plano cartesiano, como mostra a figura 4.

Figura 4 - Registro grafico de um triangulo

Fonte: Producao da Autora

A aplicagao da lei pode ser representada entdo nesse referencial, como

mostra a figura 5.
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Figura 5 - simetria axial de um tridngulo

[=]
(o=}
.

B'

Fonte: produgao da autora

Um registro para as transformagdes muito utilizado em Algebra Linear
para computacéo grafica é o registro matricial. Os tratamentos sdo a adic¢ao, a
multiplicagdo e a multiplicagdo por escalar ja conhecidos e podemos representar
entdo, por conversao, os vértices do triangulo do exemplo por uma matriz M e os
vértices da figura transformada pela matriz M":

Mz(% g 11}) M,(—lz —23 —41)

Segundo Duval (2003) as conversdes podem ser congruentes ou nao
congruentes. Comparando a representagdo do registro de partida com a
representacao final no registro de chegada, se a transformacéo estiver mais
préxima de uma situagédo de simples codificagao, isto €, se a passagem de uma
representacdo para outra se fizer de maneira espontanea, a conversio ¢€ tida

como congruente, o contrario é classificada como ndo-congruente.

A teoria de Duval a respeito de Registros de Representacdo Semidtica
nos permitiu complementar o referencial teérico de nossa pesquisa quando
evidencia que a compreensdo em matematica requer a capacidade de mudar de
registro. Com nossa pesquisa centrada em rever as transformagdes geométricas
segundo ponto de vista, quadro e registro, a teoria de Duval complementa o

referencial tedrico.

1.4 DELIMITAGAO DO PROBLEMA
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Encontramos na pesquisa de trabalhos ja realizados, inumeros estudos
sobre transformag¢des geométricas no plano,todavia, encontramos também uma
lacuna a respeito de pesquisas referentes ao estudo de transformagdes que
permitisse trabalhar esse conteudo via quadros ou conversdo tanto de registro
quanto de ponto de vista. Essa grande lacuna nos impulsiona e nos estimula
com a convicgdo de que € imperativo pesquisar astransformag¢des geométricas

por este aspecto.

A importancia que vemos em se ter um trabalho de transformacdes
geométricas via quadros é que podera servir para professores que formam
professores no sentido de dar uma visdo ampla dos diversos quadros, pontos de
vista e registros que estdo atrelados ao ensino de transformacdes e de
isometrias no plano. Consideramos que a falta de pesquisas a respeito de
transformagdes geométricas no plano com essa fundamentacgao talvez seja pela

dificuldade deencontrar material que reuna esses elementos.

Diante das consideragdes feitas, nosso objetivo principal € estudar os
conteudos abordados em licenciaturas em Matematica, que tratam de
transformacdes geométricas a partir das nogdes de quadro, ponto de vista e

registros de representagcdo semiodtica.

Assim, elaboramos a seguinte questao:

v' Quais sad as potencialidades matematicas e didaticas do estudo de
diferentes pontos de vista, quadros e registros de representagao semiotica

para as transformagdes geométricas?

A seguir apresentamos a metodologia utilizada para responder nossa

questao de pesquisa.

1.6 METODOLOGIA DE PESQUISA

Tudo o que ja foi exposto direcionou nossa pesquisa para uma pesquisa
bibliografica, pois consultar diversos autores nos permitiu contato com aspectos
conceituais a respeito do objeto matematico transformacdées geométricas em

diversas areas da matematica.
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Embora a pesquisa bibliografica seja considerada como a primeira etapa
de toda pesquisa cientifica, pontua Gil (2009, p.44) “ha pesquisas desenvolvidas
exclusivamente a partir de fontes bibliograficas”. O autor ainda acrescenta: “a
principal vantagem da pesquisa bibliografica reside no fato de permitir ao
investigador a cobertura de uma gama de fendmenos muito mais ampla do que

aquela que poderia pesquisar diretamente”. (GIL, 2009, p.45)

Assim para responder nossa questdo de pesquisa faremos um estudo
bibliografico, com base em material ja desenvolvido, constituido principalmente
de livros e artigos cientificos. Como as transformagdes geométricas, da forma
como propusemos, nado estdo presentes na literatura pesquisada julgamos

necessario alguns estudos preliminares, que apresentamos no que segue.
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CAPIiTULO 2 - ESTUDOS PRELIMINARES

Nesta parte da pesquisa, tratamos de topicos pertinentes ao trabalho
como situar as transformagdes no ensino de geometria e do que diz respeito ao
movimento dito rigido que ocorre ao realizarmos as isometrias E ainda tratamos

da simetria que entendemos ser mais do que uma questao de terminologia.
2.1 Geometria e o ensino das isometrias

Na geometria, ha a proposigdo de trabalhar sob o enfoque das
transformagdes como observa Gravina (2001, p.19)

no caso da geometria, o tratamento via transformagdes s6 se
torna relevante quando quer-se destacar outros invariantes, que
nao distancias, angulos e razdes entre distancias, estes
invariantes nos grupos das isometrias e das semelhancas. E ao
olhar-se para os invariantes na geometria afim e na geometria
projetiva que o tratamento via transformagbes mostra o seu
alcance tedrico; mas tais invariantes ndo se apresentam como
objeto de estudo na escola.

Some-se a isto a dificuldade que a maioria dos professores, neste
periodo, tinha em dominar esse assunto e, portanto passaram a enfatizar
nomeadamente conteudos de algebra em detrimento cada vez mais da
geometria. Ao propormos o estudo de transformagdes geométricas passamos,
necessariamente, pelo estudo da geometria, a importancia do seu ensino e como
as transformagbes geométricas trouxeram a geometria um aspecto mais
dindmico, com uma abordagem mais intuitiva e uma forma de melhor explorar

relagdes entre figuras geométricas.

Nesta perspectiva, Abrantes (1999) e Lorenzato (1995), observam que a
geometria torna-se um campo privilegiado de matematizagdo da realidade e de
realizacdo de descobertas. E ainda considerada como fator altamente facilitador
para compreensao e resolucdo de questdes de outras areas do conhecimento
humano, possibilitando uma interpretagdo mais completa do mundo, uma
comunicacdo mais abrangente de ideias e uma visdo mais equilibrada da

Matematica.
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Em consonancia com essa necessidade de ampliar a visédo e
compreensao do mundo e revalorizagdo da geometria, as orientagbes dos
Parametros Curriculares Nacionais — PCN — (BRASIL, 1997, 1998) para o ensino
de Matematica do segundo ao quinto ano (12 a 42 série), sinalizam a importancia

da Geometria, considerando que:

Uma das possibilidades mais fascinantes do ensino da geometria
consiste em levar o aluno a perceber e valorizar sua presenca
em elementos da natureza e em criagdes do homem. Isso pode
ocorrer por meio de atividades em que ele possa explorar formas
como as de flores, elementos marinhos, casa de abelha, teia de
aranha, ou formas em obras de arte, esculturas, arquitetura, ou,
ainda, em desenhos feitos em tecidos, vasos, papéis
decorativos, mosaicos, pisos e etc. (BRASIL, 1997, p. 128).

A geometria é também significativa por proporcionar o desenvolvimento
de certo tipo de pensamento légico, organizado e preciso, fundamental na
resolugcdo de problemas dos mais diversos. Para o ensino fundamental, os
conceitos geomeétricos sao parte importante do curriculo de matematica porque,
segundo os PCN (BRASIL1997, p.41), por meio deles, “o aluno desenvolve um
tipo especial de pensamento que |he permite compreender, descrever e
representar, de forma organizada, o mundo em que vive”. O Guia do Livro
Didatico (BRASIL, 2008, p.46) afirma que situar-se, reconhecer a posi¢cao dos
objetos no espaco, saber orientar-se sdo competéncias particularmente

importantes da Geometria.

Tais argumentos e consideragdes tendem a fazer da geometria uma
disciplina exigente de se ensinar e ensinar bem. No ensino da geometria, ha o
habito de trabalhar com objetos geométricos considerados mais elementares e
deter muito tempo, geralmente todo tempo, listando nomes, propriedades, e
relagdes entre esses objetos, Veloso (1999, p. 31) considera que “para muitos
alunos, a geometria ndo passa disso: pontos, retas, posi¢des relativas das retas,
angulos, tipos de angulos, tridngulos, tipos de triangulos, igualdade de triangulos,
semelhanca de tridngulos [...], e assim por diante [...]". Considera ainda que esse
tipo de abordagem da geometria, por ele chamada de “pequena geometria”, ndo
deveria consistir, nem sequer tomar como ponto de partida, em qualquer nivel de

escolaridade.
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Para Veloso (1999, p.31-32), ha que se inventar uma nova abordagem
para o ensino de geometria que valorize atividades de exploracdo e de
investigacdo na sala de aula. Destacamos entre suas orientagdes gerais para
essa nova abordagem da geometria: “os grandes temas da geometria — como a
visualizagao, a representagdo, a simetria, a forma e a dimensao”. Orientagbes
comungadas com outros estudiosos que destacam no estudo de geometria o

estudo de transformagdes geométricas.

Ainda pode-se acrescentar Abrantes (1999, p.53), expondo que a riqueza
e variedade da geometria constituem, de fato, argumentos muito fortes para a

sua valorizagao no curriculo e nas aulas de Matematica como:

Uma fonte de problemas de varios tipos: de visualizacdo e
representacao; de construcao e lugares geométricos; envolvendo
transformagdes geométricas; em torno das ideias de forma e de
dimensdo; implicando conexdes com outros dominios da
Matematica, como os numeros, a algebra, o calculo
combinatorio, a analise; apelando a processos de “organizagao
local” da Matematica, nomeadamente de classificacido e
hierarquizagdo a partir de determinadas definigbes e
propriedades. (ABRANTES, 1999, p.53).

Encontramos nos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) na
secao espacgo e forma, énfase para o estudo de transformagdes geométricas no

estudo de conceitos geométricos em que:

[...] destaca-se também nesse trabalho a importancia das
transformagdes geométricas (isometrias, homotetias) de modo
que permita o desenvolvimento de habilidades de percepcao
espacial e como recurso para induzir de forma experimental a
descoberta, por exemplo, das condigbes para que duas figuras
sejam congruentes ou semelhantes. (BRASIL, 1998, p.51).

Usar transformacbes geométricas no ensino de Geometria € uma
recomendacgao centenaria afirma Catunda et al. (1990). Estes autores afirmam
que em 1872, para Félix Klein o conceito de transformacdo desempenha um
vasto papel coordenador e simplificador no estudo da Geometria. Os autores
relatam que a Geometria é ensinada na maioria das escolas brasileiras como foi
desenvolvida por Euclides e por seus continuadores, de maneira estatica. Desta
forma as figuras séo apresentadas e descritas como resultados de observagao e

acrescentam que:
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SO depois € que se consideram as transformacdes dessas
figuras. Se o ensino da Geometria comega a partir das
transformagbes (0 que ja podera ser feito na escola primaria,
através de jogos) a Geometria adquirira um aspecto dinamico
porque as figuras passarao a ser construidas por meio do uso
dessas transformagdes. (CATUNDA et al. 1990, p.11).

E importante ressaltar o interesse e énfase dados também por Meserve
(1973), de acordo Catunda et al.(1990), a ideia de uma abordagem intuitiva e
outras formas de explorar relagbes entre figuras geométricas, tanto que, em
apresentacdo de um trabalho no 2° Congresso Internacional de Educacao
Matematica, realizado em Exeter — Inglaterra, o fez declamar a amplamente
publicada declaragdo “abaixo Euclides” e como observa Catunda et al (1990,
p.13) tal declaragcdo “deve ser aceita ndo como sinébnimo de ‘abaixo geometria’
mas, sobretudo, como uma forte indicagdo de que a geometria deve ser
ensinada como uma matéria viva e em crescimento, em vez de uma colec¢ao de

regras velhas” e ainda:

[...] N6s estamos interessados, numa abordagem intuitiva e
informal da geometria e, por isso, pensamos em transformagdes
e vetores.

Nés gostariamos que 0s nossos estudantes fossem capazes de
explorar relagdes entre figuras geométricas usando continuidade
e simetria.

Nés gostariamos, ainda, que o0s nossos estudantes fossem
capazes de usar vetores e transformacbes que deixam
invariantes os aspectos essenciais de um problema. (MESERVE,
1973 apud CATUNDA et al, 1990, p. 13).

Considerando que para ensinar geometria de forma mais eficaz e dar
alguma coeréncia as atividades de sala de aula, Jones (2002) considera que é
util, na elaboragao desse ensino, manter em mente e destacar, se for o caso, o
que chamou ideias chave na geometria, que incluem: invariéncia, simetria e

transformacgéao:

Invaridncia: em 1872, o matematico Felix Klein revolucionou a
geometria, definindo-a como o estudo das propriedades de
configuragdo que sao invariantes sob um conjunto de
transformacgdes. Exemplos de invariancia sdo todos os teoremas
angulares planos (tais como o teorema de Thales), e os
teoremas envolvendo tridngulos (tais como a soma dos angulos
de um tridngulo plano é de 180°). (JONES, 2002, p.131, traducgao
nossa).
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A autora considera a simetria fundamental, ndo sé para a geometria,

como para a organizagao da matematica:

a simetria, € claro, ndo é apenas uma idéia-chave na geometria,
mas em toda a matematica, mas € a geometria que é de
imediato atingida. Tecnicamente, a simetria pode ser pensada
como uma transformagdo matematica de um objecto que deixa
alguma propriedade invariante. Simetria € frequentemente usada
para tornar os argumentos mais simples, e geralmente mais
poderoso. Simetria também ¢é um principio fundamental da
organizagado matematica. Por exemplo, provavelmente, a melhor
maneira de definir quadrilateros (exceto para o trapézio), é
através das suas simetrias. (JONES, 2002, p.131, traducao
nossa).

Jones (2002), considera a transformagdo como o que chamou ideia-

chave na geometria observa também sua importédncia na arte de muitas

culturas:

transformacédo permite que os alunos desenvolvam conceitos
gerais de congruéncia e semelhanca e aplica-las a todas as
figuras. Por exemplo, figuras congruentes sao sempre
relacionadas ou por uma reflexdo, rotacdo, translacdo, ou
reflexdo deslizante. Transformagdes também desempenham um
papel importante na arte de muitas culturas - por exemplo, elas
aparecem em padrdes de cerdmica, pavimentagbes e frisos.
(JONES, 2002, p.131, tradugéo nossa).

Os conceitos de invariancia e transformacédo estdo presentes nas
orientagcdes dos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL,1998), fazendo
uma inferéncia sobre a importancia dos estudos de transformacdes geométricas
como o apresentado em Conceitos e Procedimentos, na seccdo Espaco e Forma
(BRASIL,1998, p. 43):

Desenvolvimento do conceito de congruéncias de figuras planas
a partir de transformagbes (reflexdes em retas, translagoes,
rotacbes e composicdo destas), identificando as medidas
invariantes (dos lados, dos angulos, da superficie);
desenvolvimento da nogdo de semelhanga de figuras planas a
partir de ampliagbées ou redugdes, identificando as medidas que
nao se alteram (angulos) e as que se modificam (dos lados, da
superficie e perimetro).

Talvez, por sugestdo dos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL,
1998) a geometria e o assunto transformacées geométricas estdo mais
presentes nos livros didaticos e nos curriculos escolares 0 que ndo garante um

ensino eficaz. As transformagdes geométricas possibilitam imprimir um aspecto
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dindmico e certamente prazeroso, pois ao aplicarmos uma transformacéo em
uma figura ocorre um movimento opondo a forma estatica como sempre foi o

ensino de geometria. Esse movimento que € implicito sera tratado no que segue.
2.2 O movimento no estudo de transformagoes geométricas

O conceito de transformagdo geométrica esta relacionado aos
movimentos rigidos de figuras geométricas do plano, isto &, as transformacgdes
isométricas tais como simetria, rotagdo e translacdo mantém uma das
caracteristicas mais importante, sob o ponto de vista geométrico, ndo alteram

medidas, nem forma.

O movimento geométrico, segundo Ledergerber-Ruoff (1982) é utilizado
na sobreposi¢do de objetos. Conforme Bkouche (1991 apud SALAZAR, 2009,
p.42)6 € um movimento no qual ndo sao consideradas as forgas, nem o tempo,
mas, “a trajetdria descrita pelo objeto geométrico para sair de sua posigao inicial
e atingir a posigao final, sem posi¢des intermediarias a serem consideradas, isto

€, importa apenas a posigao inicial e final do objeto”.

Neste sentido Ledergerber-Ruoff (1982) observa que, a Geometria, ao
contrario da Cinematica, ndo se interessa pelo percurso e nem pela velocidade
da passagem de um ponto P até o ponto P’, mas unicamente pela

correspondéncia entre os pontos antes e depois do movimento.

Naturalmente imaginamos um “certo” movimento que leva o ponto P a
ocupar a posigdo do ponto P’ como mostrado na figura 6.Essa ideia de
movimento é acentuada na rotagao de centro O e angulo ¢, pois nos leva a “ver”
o ponto P mover-se sobre uma circunferéncia de centro O, raio OP percorrendo
o arco de angulo ¢ até se transformar no ponto P’, embora, sabemos que,

matematicamente isso ndo ocorra.

® BKOUCHE, R.. De La géomeétrie et des transformations. In: Repéres IREM n 4, julho, p. 134 —
157,1991
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Figura 6 - Rotacao de um ponto, no sentido horario, sob um angulo dado

[¢]

Fonte: produgao da autora

No texto de apoio a professores de matematica (APM, 2008)” vemos que

nao ha grande mal nisso, se ao mesmo tempo tivermos a consciéncia de que:

- 0 movimento €& apenas uma representacdo fisica da
correspondéncia P — P, e podem existir diferentes movimentos
que definam a mesma correspondéncia;

- na realidade, matematicamente, ndo ha movimento, depois de
aplicada a transformacéo ou a funcéo, o ponto P mantém-se na
sua posicao inicial, apenas ficamos a saber qual é o ponto P’
que lhe corresponde;

- esse movimento aparente refere-se ao plano todo e ndo apenas
ao ponto P, estamos apenas a mostrar o efeito da transformacao
em cada ponto! (APM, 2008, p.1-2).

Entendemos que, embora matematicamente ndo exista movimento
associado a uma transformacdo e que apenas nos interessamos pela posi¢cao
inicial e final de cada ponto apés a transformacéo, isto € a cada ponto P do plano
associamos um ponto P’, acreditamos que, independente do registro em lapis e
papel ndo temos recursos para representar tal movimento, como podemos ver

na translagcéo de um triangulo representado na figura 7.

Figura 7 - Simetria em relagcdo a uma reta de um tridngulo

Producao da autora

T A Associagcdo de Professores de Matematica (APM) é uma associagdo portuguesa de
professores ligados a educagao matematica, que abrange todo territério portugués e todos os
niveis de escolaridade, do ensino pré-escolar ao Ensino Superior.
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Para Bkouche (1991 apud SALAZAR, 2009) o movimento intervém nas

transformagdes geométricas por meio da translagao e rotagéo e afirma que:

0 apelo ao movimento do objeto geométrico é decisivo para sua
compreensao. No caso da translacdo, um dos elementos que a
caracteriza — o vetor, que é representado graficamente por um
segmento orientado — ja vem associado a um deslocamento cuja
trajetoria € um segmento de reta, pois o vetor indica a diregéo,
sentido e o comprimento dessa trajetéria, sendo um ente
geométrico criado para esse fim. (BKOUCHE, 1991 apud
SALAZAR, 2009, p.42)®

Dessa forma, entendemos que a dobradura € um meio de trazer esse
movimento fisico para uma melhor compreensao das transformagdes por alunos
dos anos iniciais, pois os softwares de geometria dinadmica utilizam o paradigma
do lapis e papel nao explicitando o movimento fisico de cada transformacao, mas

sim a figura e sua imagem como entendemos na Matematica.

2.3 As transformac¢des uma questao de terminologia

Durante nosso estudo encontramos uma diversidade de nomes dados a
simetria, tais como reflexdo, simetria de rotagao, simetria de translacédo etc. o
que nos conduziu a necessidade de um estudo para verificarmos o porqué dessa
diversidade. A esse respeito, encontramos posicoes diferentes, tanto de autores
de livros didaticos, quanto paradidaticos, quando se trata de simetria. Achamos
oportuno analisar um pouco mais a ideia de simetria, que € uma das mais ricas

em matematica e, em particular, em geometria.

O uso da palavra simetria € bastante genérico e bastante expressivo no
estudo das isometrias e em outras areas do conhecimento. Intuitivamente essa
palavra sempre esteve associada as ideias de medidas harmoniosas, equilibrio,

proporcdes bem estabelecidas, beleza, uniformidade e regularidade no espaco.

Buscamos autores que, em periodos diferentes, definiram simetria: Alves
& Galvdo (1996), Bastos (2006), Bigode (1994), Dienes (1975), Jaime &
Gutiérrez (1996), PCN (1998), Rohde (1982), Stewart (2012), Weyl (1989).

®BKOUCHE, R.. De La géomeétrie et des transformations. In: Repéres IREM n° 4, julho, p. 134 -
157
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Dienes (1975), no livro “A Geometria Pelas Transformacgdes”, considera
que, tanto em matematica, como nas ciéncias, a nogao de simetria é
fundamental e propde fichas para introduzir essa nocdo. Nelas trata das
simetrias central e axial e assim as chama. Em algumas delas s&o estudadas as
relagbes entre as simetrias e as rotagdes de figuras dando uma ideia das

relagdes fundamentais que existem entre tais transformacgdes.

Na colecdo de livro didatico “Matematica Atual’, no volume da 72 série,
Bigode (1994, p.181-182), observa que muitas vezes a palavra simetria
significou proporcdo ou comensuravel e acrescenta que o significado atual
associa simetria a figuras ou objetos que apresentam partes iguais (entendemos
que se refere as figuras que possuam eixos de simetria). Acrescenta que ha
varios tipos de simetria embora a maioria das pessoas reconhega somente as
simetrias de reflexdo, o que néo esclarece o que entenda por simetria de

reflexdo e nem tao pouco explicita a que simetrias se refere.

Alves e Galvao (1996) definem simetria de rotagdo denotando a rotagéo

de centro O e angulo a por Roa.

Dizemos que um ponto O do plano é um centro de simetria de
um subconjunto A do plano se A é invariante por uma rotagao,
distinta da transformacao identidade, de centro O, ou seja, existe
az 2kn, k € Z, tal que Roa (A) = A. Neste caso, diremos ainda
que A é simétrico pela rotagdo Roo. Todo angulo a nas
condigbes acima €& dito admissivel para A no centro de
simetria O. (ALVES e GALVAO 1996, p.88, grifo dos autores).

As imagens mostradas na figura 8 sdo apresentadas por Alves e Galvao

por exibirem alguns subconjuntos do plano que sao simétricos por rotagéo.

Nao concordamos com os autores na colocagao “simetria por rotagao”,

consideramos apenas o movimento de rotacao.

Figura 8 - Subconjuntos do plano simétricos por rotagao

gg‘% < @

Fonte: Alves e Galvao, 1996, p. 88
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Weyl (1997, p.05) em seu livro, publicado originariamente em 1952 sob o
titulo Symmetry, define simetria como, “uma idéia pela qual o homem através
dos tempos tem tentado compreender e criar ordem, beleza e perfeicdo”. Do
ponto de vista matematico, esse mesmo autor, se fundamenta em dois
conceitos: o de isometria e o de invariancia de uma figura por um grupo de

isometrias.

Em geral, os livros didaticos a partir de 1998, seguindo as orientagdes
dos PCN (BRASIL, 1998) entre seus conteudos programaticos trazem o tema
transformacgdes geométricas por meio da exploragédo de objetos do mundo fisico,
obras de arte, pinturas, desenhos, esculturas e artesanato onde ocorrem tais
transformacdes (lbid, p.51-52), apresentam, muitas vezes, esse tema, apenas

com aplicagdes praticas sem uma definicdo matematica mais rigorosa.

A primeira vista, as transformacdes geométricas podem parecer
um assunto que nao tem relagao com o dia-dia, mas refletindo e
observando nota-se, por exemplo, que as simetrias estdo muito
presentes no cotidiano. Em inumeros objetos fisicos ocorrem
aproximagdes de planos de simetria de reflexdo. Em
representacdes planas desses objetos, tais planos de simetria
reduzem-se a eixos de simetria. (BRASIL, 1998, p.124, grifo
Nnosso)

A diversidade de nomes para a simetria pode decorrer de como
interpretar a prépria leitura dos PCN (1998, p.124) quando diz que “as principais
isometrias sao: reflexdo numa reta (ou simetria axial), translagao, rotagao,
reflexdo num ponto (ou simetria central)”’, mas na mesma pagina afirma que: “as

simetrias centrais e de rotacdo também surgem em diversas situagdes:

desenhos de flores, logotipos de empresas, desenhos de pegas mecéanicas que

giram copos, pratos, bordados etc.” (BRASIL, 1998, p. 124, grifo nosso).

Farmer (1999) determina a rotagdo e a translagao como tipos de simetria.

O autor ilustra algumas figuras como tendo simetria de espelho, simetria de

rotacdo e ainda de simetria de espelho e rotacdo. Embora ndo concordemos

com estas nomenclaturas, estamos citando para mostrarmos a diversidade de
nomes encontrados para a simetria.

Mesmo tendo, com certeza, presente a ideia de que a simetria esta

associada as transformagdes geométricas, mais especificamente as isometrias,

para Bastos (2006) simetria de uma figura € mais do que uma transformagao



53

geométrica. Para a autora (2006, p.9) ha uma confusao habitual, que se deve ao

fato de:

em portugués, se terem adoptado as designagdes simetria axial
e simetria central para as transformacbes geométricas que
deveriam antes chamar-se reflexdes, meias voltas (no plano) ou
inversdes (no espago), como €, alias, proposto por alguns
autores e pelo Grupo de Trabalho de Geometria (GTG)® ha ja
alguns anos.

Segundo Bastos (2006), simetria de uma figura F € uma isometria T do

plano que deixa a figura invariante, isto é, tal que T(F) = F’. A autora analisa

figuras e as classifica quanto as suas simetrias.

Figura 9 - Simetria de reflexao

Fonte: Adaptado de Bastos, 2006, p. 9-11

A respeito da figura 9 Bastos (2006) pondera que a mesma:

tem um eixo de simetria porque se fizermos uma reflexdo do
plano segundo esse eixo, a figura é transformada nela prépria,
embora cada ponto da figura seja, em geral, transformado num
outro ponto. O ponto A (figura 11) é transformado no ponto B
pela reflexdo segundo o eixo e, mas o conjunto de pontos que
constitui a figura fica globalmente invariante para a reflexao (do
plano) segundo o eixo e. Dizemos entao que a figura tem uma
simetria de reflexdo, de eixo e, ou que a reflexao de eixo e € uma
simetria da figura. (BASTOS 2006, p 9-11).

Segundo essa autora, a figura 10 representa uma simetria de rotagao e

justifica que ela:

tem simetrias de rotagao, isto é, se fizermos uma rotagéo do
plano com centro no ponto O e angulo de 72° (ou 144°, ou 216°,
ou 288° ou ainda 360°), a figura transformada é exatamente a
mesma que a original. Dizemos, por isso, que as rotacdes de

9 Grupo de Trabalho de Geometria promove o debate de ideias e discute temas de geometria e
do ensino da geometria com vista a contribuir para o desenvolvimento profissional dos
professores de Matematica e a apoiar a intervengdo da APM na politica educativa. (retirado da
pagina da APM em 02/06/2012 no enderegco www.apm.pt/portal/index.php?id-91052).
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centro O e angulos 72° 144°, 216°, 288° e 360° sdo simetrias da
figura, ou que a figura tem 5 simetrias de rotacdo com centro em
O, ou ainda que O é um centro de simetria de ordem 5.
(BASTOS, 2006, p 9-11).

As figuras que Bastos (2006) atribui como simetria de reflexdo e simetria
de rotacdo comunga com Alves e Galvdao (1996) quando apresentam
subconjuntos do plano simétricos por rotagdo. Consideramos que a figura 9
apresentada por Bastos (2006) apresenta um eixo de simetria e na figura 10 uma

rotagao de acordo com o angulo apontado.

Figura 10 - Simetria de rotacao

Fonte: Bastos, 2006, p.9 -11

Para Stewart (2012), apos Galois com sua “teoria de grupo”, que
descreve a simetria nas estruturas matematicas e deduz as suas consequéncias,
seus sucessores perceberam que a relagéo entre grupos e simetria é mais facil

de ser compreendida segundo um ponto de vista geométrico.

Antes de Galois, as respostas a essa questdo eram muito vagas,
imprecisas, apelando para aspectos como elegancia de
propor¢do, que ndo € um conceito com o qual se possa fazer
matematica. Depois de Galois [...] havia uma resposta simples e
inequivoca. Primeiro, a palavra “simetria” deve ser reinterpretada
como “uma simetria”. Os objetos nao apresentam s6 uma
simetria; em geral apresentam diferentes simetrias. (STEWART,
2012, p.144).

Para Stewart (2012, p.144), “uma simetria de um objeto matematico é
uma transformag&o que preserva a estrutura do objeto”. Langa mao do exemplo
de um tridngulo equilatero para explicar as trés palavras-chave existentes em
suadefinicdo de simetria: “transformacgao”, “estrutura” e “preservacao”. A escolha
do tridngulo equilatero é por ser uma figura que possui os trés lados de mesmo

comprimento e os trés angulos de mesma medida.
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Transformagdo. Podemos fazer algumas coisas no nosso
triangulo. Em principio, existem muitas coisas que podem ser
feitas: torcé-lo, girar em torno de algum angulo, amassa-lo,
esticar com elastico, pintar de cor-de-rosa. Mas a nossa escolha
€ mais limitada, por causa da segunda palavra.

Estrutura. A estrutura do nosso tridngulo consiste em seus
aspectos matematicos considerados significativos. [...]
Preservacdo. A estrutura do objeto transformado deve se
conformar com a original. O tridngulo transformado também deve
ter trés lados, por isso, ndo podemos dobralo. Os lados devem
permanecer retos, por isso nao podemos entorta-lo. Um dos
lados deve ter 18,36¢cm, por isso também é proibido esticar o
tridangulo. A localizacdo deve ser a mesma, por iSso nado
podemos desloca-lo trés metros para o lado. (STEWART, 2012,
p.145).

Mesmo em uma literatra atual, Stewart (2012), como o livro Uma histéria
da Simetria na Matematica, o autor assume ser a rotagao e a translagao também
uma simetria ao afirmar que os objetos permacem o0s mesmos apds um
movimento, ndo nos deixou confortavel. Buscamos entdo saber se havia o

conteudo simetria e como era tratada em livros mais antigos.

Verificamos que simetria é assunto pertinente ao conteudo de
matematica ha algum tempo. Encontramos na literatura francesa datada de
1929,um estudo de simetria, no volume (figura 11), em que o autor trata a
simetria central e a simetria axial. Para Gérard (1929) um ponto A e um ponto A’
sdo simétricos em relacdo a um ponto O, quando o ponto O € ponto médio do
segmento AA’. Dois pontos A e A’ sdo simétricos em relagédo ao segmento XY
quando o segmento XY é perpendicular sobre o ponto médio de AA’. O autor
trata somente de simetria central e simetria axial. Na mesma obra n&o

encontramos outras transformacoes.
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Figura 11 - Livro - Curso de Geometria Elementar
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Fonte: Gerard, Paris, 1929, p.32-33

Encontramos na literatura brasileira, o livro Desenho Geométrico e
Nogbdes de Geometria (figura 12) onde Freire (1956) define simetria central e
simetria axial por considerar que a simetria de figuras no plano pode ser em
relagdo a um ponto (simetria central) ou em relagdo a uma reta (simetria axial).
Nao encontramos na mesma obra referéncias as outras transformacgdes

geométricas.

Os livros apresentados levam-nos a inferir que a geometria e o estudo
de transformacdes geométricas ja constam a algum tempo tanto na literatura

brasileira quanto na literatura estrangeira.

Figura 12 - Livro - Desenho Geométrico e Nogdes de Geometria

e

Dada uma figura, pode-so obter o sun simé-
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CAPITULO 1X

Simotria no plano

Simetria axial. — Dois pontos, 4 € A° sio si-
anétricos ent relagio a wma rela, £, quando esta &

Fonte: Freire, 1956, p.144-145
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Depois de diversas posi¢des a respeito de simetria, acreditamos residir
ai a confusdao que nos chamou atengdo em diversos trabalhos ao fazermos a
revisao bibliografica. Confusdo que tanto pode advir da alteragdo sofrida em um
determinado periodo histérico como apontou Rohde (1982) ou mesmo a
confusdo habitual tenha sido gerado por um problema de tradugdo como
salientou Bastos (2006), e mesmo, pode ter contribuido para esta situagao, a
propria redacdo dos Parametros Curriculares Nacionais quando, de maneira
equivocada, mesmo depois de assumido quais as principais isometrias, fala em

simetria de rotacao e de reflexdo, nao citada anteriormente.

Muito embora tenha uma diversidade de nomes para designar simetria,
para esta pesquisa, adotamos e assumimos somente a simetria axial e central e

as outras isometrias tdo somente denominadas como rotag&o e translagao.

Consideraremos, portanto, neste trabalho quatro tipos de transformagdes
geométricas consideradas isométricas: simetria em relagdo a uma reta (simetria
axial), simetria em relagdo a um ponto (simetria central), translagdo e rotagdo e

composic¢ao destas.
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CAPIiTULO 3-ANALISE DAS SIMETRIAS AXIAL E CENTRAL

Neste capitulo a simetria axial (ou simetria em relagdo a uma reta) e a
simetria central (ou simetria em relagdo a um ponto) serdo vistas nos quadros da
Geometria, da Geometria Analitca e da Algebra. Em cada um deles
apresentaremos, quando pertinente, os pontos de vista intuitivo, do desenho
geométrico e funcional, bem como os registros que podem ser associados a
cada um deles, tais como, o registro da lingua natural, o registro material, o

registro figural, o registro algébrico, o registro matricial e o registro grafico.
3.1 QUADRO DA GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA

O quadro da Geometria € um vasto campo da matematica em que varias
areas sao estudadas. Destacamos, como exemplo, a Geometria Euclidiana
Plana, a Geometria Euclidiana Espacial, as Geometrias ndo Euclidianas, a
Geometria Descritiva, a Geometria Diferencial etc. Neste trabalho focaremos as
transformagdes no quadro da Geometria Euclidiana Plana e trataremos da
simetria axial e da simetria central segundo os pontos de vista intuitivo, do
desenho geométrico e funcional. Para cada um desses pontos de vista
discutiremos os registros de representagcdo semiotica pertinentes, bem como os

tratamentos e conversdes possiveis.
3.1.1 Ponto de Vista Intuitivo

Neste ponto de vista os objetos matematicos podem ser interpretados a
partir da intuicdo, ou seja, buscamos maneiras de olhar as simetrias a partir de
recursos, geralmente, materiais a fim de que tanto suas definigbes, quanto
algumas de suas propriedades sejam construidas a partir da observagéao, ou seja

da apreensao discursiva da figura construida.

Para o estudo de simetria axial no plano, o uso de dobradura em folha
de papel permite a superposigcao de figuras que, intuitivamente, nos da ideia de
simetria axial. Algumas situagdes do cotidiano também podem conduzir a uma
observacdo que permita a construcdo de algumas ideias a respeito das
simetrias. No caso da simetria central, o uso de naipes de baralho (figura 13), as

pas de um ventilador, a roda da fortuna nos dao ideia de simetria central.
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Figura 13 - Ideia de simetria central com naipes de um baralho

4=

Fonte: naipes de baralho

Assim, passaremos a apresentar os diversos registros associados a

esse ponto de vista.
Registro material

Neste registro as simetrias podem ser representadas por dobraduras em
papel. A discussdo de tais representag¢des no registro da lingua natural permite a
construgdo da ideia de simetria de uma maneira intuitiva e faz com que as

criangas desenvolvam suas primeiras nogoes.

Considerando o registro material nesse processo de manipulacao, por
meio de dobradura e usando uma folha de papel podemos fazer uma dobra,
como mostra a figura 14, com a ponta de um compasso, podemos perfurar o
papel para marcar um ponto. No registro material, ao desdobrarmos a folha e
passarmos um trago sobre a linha da dobra podemos nomea-lo e considera-lo
um eixo de simetria, nomeando os pontos como A e B podemos considera-los
um simétrico ao outro em relagdo a reta tragcada. Ligando os dois pontos por
meio de um segmento de reta e medindo as distancias desses pontos até a reta
resultante da dobra do papel e os angulos formados podemos constatar que a
reta tracada é a mediatriz do segmento AB. Essas observagdes poderédo entdo
ser formalizadas com a convers&o do registro material para o registro da lingua
natural.

Figura 14 - Registro material - simetria axial de um ponto

-

Fonte: Miyakawa, 2001, p.94
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Podemos utilizar também papel vegetal para reproduzir o mesmo
processo agora para uma figura, no caso um tridngulo. Dobrando o papel e

decalcando a figura de um tridngulo com um lapis e fazendo pressao (figura 15).

Figura 15 - Registro material - simetria axial de um triangulo

Fonte: producao da autora

Ao desdobrar o papel obtemos o eixo de simetria na dobra do papel e as
duas figuras, uma simétrica a outra em relacéo a esse eixo. Podemos a partir da
nomeagao dos vértices dos tridngulos verificar que o eixo é mediatriz dos
segmentos AA’, BB’ e CC’, ou seja, as duas figuras estdo a uma mesma
distancia do eixo de simetria, além disso, que as duas figuras sdo congruentes e
ainda, a partir do registro da lingua natural formalizar essas observacdes. A agao
de dobrar e vincar favorece ainda a verificacdo da existéncia ou nao de eixos de

simetrias em figuras dadas, como nos mostram as figuras 16 e 17.

Figura 16 — figura com varios Figura 17 — figura com nenhum eixo  Font
eixos de simetria de simetria e:

prod
ugao
da

autor

adap

tado
de Geometria das Transformagdes

Considerando ainda o registro material no processo de manipulagéo por

meio de dobradura podemos desenvolver também a simetria central. Para tanto
ao dobrarmos o papel como na figura18, ao desdobra-lo € possivel identificar
esse tipo de simetria uma vez que a figura desenhada esta a igual distancia do
ponto que é o centro de simetria, dobrado o papel uma figura sobrepde a outra,
portanto s&o “iguais”. E possivel “enxergar’, verificar e sistematizar propriedades
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envolvidas na simetria central. Com essas observagdes poderemos formalizar a
ideia de simetria central ao passar do registro material para o registro da lingua

natural.

Figura 18 - registro material - simetria central

Fonte: produgao da autora

Destacamos que no registro material podemos identificar figuras
simétricas em relacdo a uma reta ou um ponto por meio do tratamento dobrar e
destacar a definicdo e propriedades dessas simetrias promovendo a conversao

desse registro material para o registro em lingua natural.
Registro da lingua natural

O que foi percebido de forma intuitiva no registro material pode ser
formalizado no registro da lingua natural de forma discursiva, como dito
anteriormente. Além disso, pode ser verificado no registro material e formalizado
no registro da lingua natural as ideias de congruéncia de figuras por preservagéo
de medidas de lados e angulos e a ideia de mediatriz de um segmento como a

reta perpendicular que passa pelo ponto médio desse segmento.

Entdo podemos definir a simetria axial como sendo a transformacao que
transforma uma figura em outra congruente a ela cujos vértices estdo a mesma
distancia da figura original em relagdo ao eixo de simetria. E a simetria central
como sendo a transformagado que transforma uma figura em outra congruente a
ela cujos vértices estdo a mesma distancia da figura original em relagdo a um

ponto, o centro da simetria.

Ao longo do estudo das simetrias serdo destacadas e evidenciadas as

propriedades:

- Uma figura e a sua imagem por um eixo de simetria sGo congruentes.
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- Se dobrarmos a folha pelo eixo de simetria, d, a figura original e sua
imagem sobrepbéem-se ponto por ponto.

- A simetria muda o sentido dos angulos mas mantém sua amplitude.

A conversao do registro material para o registro figural se da em fungao
da observagéo dos resultados da dobradura e das formalizagdes no registro da
lingua natural com a ajuda das regras do desenho geométrico. E o que

passaremos a discutir no que segue.
3.1.2 Ponto de Vista do Desenho Geométrico

Neste ponto de vista os objetos matematicos sdo mobilizados a partir de
construgdes proprias do desenho geométrico, ou seja, de construgdes feitas a
partir, principalmente, de régua ndo graduada e compasso. Assim, neste ponto

de vista os objetos serdo representados no registro figural.
Registro figural

Neste registro as simetrias axial e central serdo representadas por meio
de figuras que serdo construidas, com material de desenho, a partir da
observacdo de suas representagdes no registro material associadas as
definicbes e propriedades ja verbalizadas no registro da lingua natural.
Promovemos entdo a convers&o do registro material, para o da lingua natural e,
a seguir, para o registro figural por intervengdo do desenho geométrico. No
registro de representacgao figural podemos representar o simétrico em relagao a
uma reta d, de um ponto A do plano utilizando régua ndo milimetrada e
compasso, como mostra a figura 19. As observagbes anteriores conduzem a
entender que a simetria axial em torno de uma reta d faz corresponder a cada
ponto A do plano outro ponto A’, do mesmo plano, simétrico de A em relagéo a d,
chamada eixo de simetria. Assim, podemos dizer que o ponto A’ é simétrico do
ponto A em relagédo a reta d quando d é a mediatriz do segmento AA’, o que
permite constatar que a distancia do ponto A a reta d, € a mesma do ponto A’ a
reta d.
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Figura 19 - Simétrico de um ponto em relagdo a uma reta (régua, compasso)

Determine na reta d, os | Construir um arco de centro T e raio
pontos S e T quaisquer. | TA. O ponto A; de intersecgcédo dos
Trace uma reta d e | Construir um arco de centro | dois arcos sera o simétrico do ponto
determine o ponto A S e raio SA. A em relacdo a reta d.

Fonte: Adaptacao de Miyakawa, 2001, p.100.

Podemos também construir a simetria axial de um ponto A em relagao a
uma reta d utilizando uma reta qualquer e um esquadro. Tal construcdo esta

descrita na figura 20.

Figura 20 - Construcao do simétrico de um ponto em relagao a uma reta

()

Trace uma reta d como eixo
de simetria e determine um
ponto A. Deslize o esquadro,
com ajuda de uma régua,
sobre d até o ponto A e trace
uma reta f perpendicular a d.

Fonte: adaptagédo de Miyakawa, 2001, p.94

. . .| Com um compasso
Essa reta é perpendicular a ,
marque o ponto A

reta d e a intercepta no sobre (f) tal que HA’ =
ponto H. HA

A partir da construgdo da simetria de um ponto em relacdo a uma reta,
pode-se construir esse tipo de simetria para qualquer figura plana. A figura 21
mostra a construgdo do simétrico de um triangulo em relagdo a uma reta a partir

da construcao dos simétricos de seus vértices.

Dado um triangulo ABC e a reta d para construir o tridngulo A’'B’C’
simétrico do triangulo ABC em relacdo a reta d temos que tracar retas
perpendiculares a reta d passando pelos pontos A, B e C depois transportar as

distancias de cada um dos pontos A, B e C a reta d, para marcar os pontos A’, B’
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e C’ a mesma distancia da reta d. Finalmente, unir os pontos A’, B’ e C’ para

formar o tridngulo transformado como mostra a figura 21.

Conclusbes, ja observadas anteriormente, podem ser reforgadas a partir
das construgbes geométricas, por exemplo, que a simetria axial preserva

medidas de lados e dngulos o que garante a congruéncia das duas figuras.

Essas propriedades geométricas, sdo as seguintes:

- em uma simetria axial, as retas que unem pontos correspondentes
cortam o eixo de simetria em angulo reto.

- em uma simetria axial, as retas que unem os pontos correspondentes
cortam o eixo de simetria em um ponto que é meio do segmento determinado
por esses dois pontos.

- um ponto da figura pertencente ao eixo é transformado em si proprio.

Figura 21 - Simétrico do triangulo ABC em relagdo a uma reta

Fonte: produgao da autora

Podemos observar que a simetria axial ndo permite que se passe, por
exemplo, do triangulo ABC para o triangulo A’'B’C’ por um movimento no proprio
plano do tridngulo ABC, para “sair” de ABC e “chegar” ao tridngulo A'B'C’ o
movimento se da no espago, como ja vimos no movimento da dobradura no

registro material.

A partir do registro material e registro da lingua natural podemos
representar também a simetria central no registro figural a partir de uma
construgdo geométrica. Para construir o simétrico de um ponto A em relagéo ao
ponto O (centro de simetria) basta tragar a reta determinada pelos pontos A e O

e tracar a circunferéncia de centro O e raio OA como mostra a figura 22. A
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interseccdo da reta com a circunferéncia nos fornece o ponto A; simétrico do
ponto A em relagéo ao ponto O.

Figura 22 - Imagem de uma figura por simetria central

Fonte: Produgéao da autora

Podemos agora construir imagens de figuras pela simetria central a partir
da construgao do simétrico de seus vértices em relagao a um ponto fixo. A figura
23 mostra o simétrico do triangulo ABC em relacdo ao ponto O apods a
construgao.

Figura 23 - Imagem do triangulo ABC por simetria central

Fonte: produgcao da autora.

Para construirmos o simétrico do triangulo ABC em relagdo a um ponto
fixo O, devemos tragar a reta AO e determinar A’, nessa reta, de forma que o
segmento AO’ tenha a mesma medida de AO, isto é, determinar A’ na
interseccdo da reta e da circunferéncia de centro O e raio AO. O mesmo
procedimento se adota para os vértices B e C. Podemos observar entdo que O é
ponto médio comum dos segmentos que unem os pares de vértices
correspondentes.
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A partir dessas construgdes algumas propriedades geométricas podem
ser observadas: o unico ponto fixo da simetria central € o ponto O chamado de
centro de simetria e, ainda, que se A € o simétrico do ponto A pela simetria de
centro O entao este ponto é ponto médio do segmento AA4, isto é S,(A) = A4, se,

e somente se, AO = OA;
3.1.3 Ponto de Vista Funcional

No ponto de vista funcional a simetria axial e simetria central sdo vistas
como aplicaces. Assim, a simetria em relagdo a reta m, denotada por S,,'°, é
aplicada em um ponto P e produz a imagem P’, que pode ser representada por,
S,,(P) = P’. Para a simetria central, da mesma forma, temos S,(P) = P’, para
representar que P’ é o simétrico do ponto P em relagdo ao ponto O. Vemos
entdo que neste ponto de vista tem prioridade o registro algébrico e o registro

figural, que trataremos no que segue.
Registro algébrico

Neste registro as simetrias serdo representadas por aplicagbes que
determinam suas leis de funcionamento. Dada uma reta m do plano, temos que
a simetria em relacdo a m € a aplicagao que fixa todos os pontos de m e associa
a cada ponto P do plano o ponto P’ tal que a distancia do ponto P a retam é a
mesma que do ponto P’ a reta m. Define-se entdo, neste ponto de vista que
Sm(P) = P’ se e somente se d(P,m) = d(P’,m).

Analisando as simetrias, agora representadas por aplicagdes, podemos
considerar um conjunto X que contenha todas as leis para as simetrias do plano,
tanto axiais, quanto centrais e definir a operagdo de composigdo (°) como um
tratamento nesse registro. Assim, dadas as simetrias axiais representadas por
Sm € S, podemos definir a composigdo da seguinte forma: (S, o S,)(P) =

Sm(S,(P)) para qualquer ponto P do plano.

Podemos demonstrar entdo que a simetria € uma aplicagéao bijetora do
conjunto dos pontos do plano. Para as aplicagdes do conjunto ¥ valem as

seguintes propriedades:

'® Em geral denotamos a simetria axial com a letra S e um indice com a letra que indica o eixo de
simetria. Se o eixo de simetria for d, por exemplo, a notagao sera S,.
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i) Se S, e S, pertencem ao conjunto ¥ entdo S,, o S, também
pertence a ele. (conjunto fechado para a operagao).

ii) Sm» Sn € §4 pertencem ao conjunto X entdo (S, ° S,) 0S5, =S5, °
(Sn © Sq). (associativa)

iii) Existe em ¥ um elemento Id tal que S,, o Id = S,, para qualquer
S pertencente a X. (existéncia do elemento neutro).

iv) Existe em £ um elemento denotado por S;,;! tal que S,,;1°S,, = Id.

(existéncia do inverso).

No registro algébrico a simetria central ou simetria em relagdo a um
ponto € representada por uma aplicacdo que fixa o ponto M e associa a cada
ponto P do plano, P distinto de M, o ponto P’ tal que a distdncia de P a M é a
mesma de P’ a M, isto €, para todo ponto P do plano, P distinto de M, temos
Ru(P) = P’ se e somente se d(M, P) = d(M, P’). Para a simetria central valem as
mesmas propriedades ja apontadas para a simetria axial. Alves e Galvao (1996)
apresentam um estudo detalhado das transformagdes no plano neste ponto de

vista.
Registro figural

Neste registro as aplicagbes que representam as simetrias podem ser
representadas também por figuras. Assim, na figura 24 representamos o
simétrico do ponto P por meio da simetria axial S,,(P) = P'. A construgédo é a
mesma vista anteriormente.

Figura 24 - Simetria do ponto P em relagédo a reta m

Fonte: construgao da autora

As composicdes também podem ser representadas neste registro. Na
figura 25 mostramos a composicdo de duas simetrias axiais com eixos

concorrentes representados pelas retas m e n. Podemos observar que P’ =
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Snm(P), ou seja, P* é a imagem do ponto P pela aplicagdo S, e P =S, (P") é a

imagem de P’ pela aplicagao S,.

Figura 25 - Composicao de simetrias axiais com eixos concorrentes

Fonte: construgao da autora

Também podemos representar a composicao de duas simetrias axiais de
eixos concorrentes em figuras, entendendo que para todo ponto dessa figura a
composi¢cado produz uma imagem que preserva a distancia ao eixo. Na figura 26

podemos ver a imagem de um tridngulo por essa composigao.

Figura 26 - Imagem de um tridngulo por uma composicao de simetrias axiais

Fonte: construgdo da autora

Podemos representar, figura 27, a composi¢cdo de simetrias axiais

também por eixos paralelos.
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Figura 27 - Composicao de simetrias axiais com eixos paralelos

Fonte: construgao da autora

Da mesma forma que na composi¢cdao de duas simetrias com eixos
concorrentes podemos representar a imagem de um tridngulo a partir da

composi¢ao de duas simetrias com eixos paralelos.

Constatamos que no quadro da geometria foi possivel realizar o estudo
das simetrias axial e central no ponto de vista intuitivo, no ponto de vista do
desenho geométrico e no ponto de vista funcional. Vemos também que neles
predominam o registro material e o registro figural bem como as conversdes
possiveis. No que segue, buscaremos fazer o mesmo estudo agora no quadro

da Geometria Analitica.

3.2 QUADRO DA GEOMETRIA ANALITICA

No quadro da Geometria Analitica a simetria axial e simetria central
serao estudadas segundo as regras desse campo da Matematica, isto €, a partir
de propriedades pertinentes aos pares ordenados, equagdes e graficos em

planos cartesianos.

3.2.1 Ponto de Vista de Coordenadas de Pontos

Neste ponto de vista, as simetrias sao representadas em fungcdo de
pares ordenados e graficos em um referencial cartesiano.

Registro de Coordenadas de ponto

O conjunto de pares ordenados se configura em um registro porque
temos representagdes do tipo (x,y) € R X R. Nesse conjunto podemos definir

duas operagdes: a adicdo e a multiplicacdo por escalar e ainda fazer a
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conversao desse sistema de representacdo para o sistema de representagao
grafica e algébrica. Assim, podemos dizer que temos um registro de
representacdo semiotica. Dessa forma, podemos representar a simetria axial em
relagéo aos eixos x e y a partir da conversao do registro grafico, ja apresentado,
para o registro de coordenadas no ponto. Assim, a simetria em relagao ao eixo x
poderia ser representada por (a, b) » (-a, b) e em relagéo ao eixo y por (a, b) »
(a, -b).

Dessa forma, dados os vértices de uma figura qualquer por suas
coordenadas cartesianas podemos ter, por essa relacdo matematica, as
coordenadas da imagem dessa figura pela simetria axial. Assim, dado o tridngulo
determinado por A(2, 1), B(5, 3) e C(4, 4) a imagem, por simetria axial em
relagéo ao eixo y, desse triangulo ABC seria. A’(-2, 1), B'(-5, 3) e C’(-4, 4) e por

simetria axial em relagédo ao eixo x seria A”’(2, -1), B”(5, -3) e C’(4, -4).

A simetria central em relagédo a origem do plano cartesiano tem a lei
(a,b) — (—a,—b) e pode ser aplicada diretamente as coordenadas dos vértices
de uma figura qualquer. No exemplo anterior, dado o tridngulo ABC pelas
coordenadas cartesianas de seus vértices A(2, 1), B(5, 3) e C(4, 4) podemos
determinar os vértices da imagem desse triangulo ABC pela simetria em relacao
a origem, isto &, A’(-2, -1), B’(-5, -3) e C'(-4, -4).

Registro grafico

Neste registro os pontos e suas imagens pela simetria sao
representados em um plano cartesiano. Dado um referencial cartesiano de eixos
X e y, cada ponto é identificado a partir de sua posi¢gao no plano a partir da
origem, interseccao dos dois eixos. Assim, para um ponto (x, y) seu simétrico em
relagéo ao eixo y é o ponto (-X, y). Na figura 28 apresentamos o ponto P (3, 2) e
seu simétrico em relacéo a esse eixo.

Figura 28 - Simetria em relagdo ao eixo y

Fonte: construgdo da autora
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Podemos generalizar a transformacgao para um ponto qualquer do plano
e observar que podemos representar no sistema de coordenadas a simetria em
relagéo ao eixo y por (a, b) » (-a, b) e a simetria em relagdo ao eixo x por (m, n)
~ (m, -n). Para a simetria em relagdo a origem pode-se proceder da mesma
maneira identificando um ponto, determinando seu simétrico e generalizar (X, y)
~ (-x, -y). Da mesma forma podemos representar (ver figura 29) a simetria
central de um ponto P qualquer do plano, em relacdo a origem do plano
cartesiano.

Figura 29 - Simetria central em relagdo a origem do plano cartesiano

[

Fonte: construgdo da autora

Além de utilizarmos os eixos do plano cartesiano como eixos de simetria,
podemos ter outras retas como eixos. Suponhamos que queiramos a simetria de
um ponto P em relagdo a uma reta y = ax, ou seja, os pontos de r sao aqueles
cujas coordenadas sao (x, ax) como mostra a figura 30. A partir dessa
construgcdo podemos representar graficamente o simétrico de uma figura

qualquer.
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Figura 30 - Simétrico do ponto P em relagdo aretay = x

Fonte: construgao da autora

Lembramos que para determinar as coordenadas do ponto P’ = S¢(P) em
funcdo das coordenadas do ponto P, temos que observar as coordenadas do

ponto médio M do segmento PP’. Considerando P (x, y) e P’ (X, y’) teremos que
M(% (x+x"), % (y +y")) pertence a reta r. Logo, y = y" = a(x + x"). Observamos

a seguir que o segmento PP’ esta contido em uma reta de inclinagao —g,zg ee

perpendicular a reta r, que tem inclinagao a.

1 ] 5 y+y =alx+x")
= —-. Dai as duas equacgoes: , 1, ,

a y—y=-—-x - x
consequéncia da conversdo do registro grafico para o registro algébrico.

Resolvendo esse sistema obtemos as expressdes para x e y" em fungéo de a:

,_l—az N 2a
x—1+a2x 1+a2y
2a 1 —a?

V' = 1+a2" 1+ a2’

Tais formulas permitem localizar o ponto P’ = (X, y') = S,(P) imagem do
ponto X = (x, y) pela simetria S; em relagdo a reta r, com equagéo y = ax. Da
mesma forma podemos construir graficamente, como mostrado na figura 31, o
simétrico de um ponto P qualquer do plano cartesiano em relagcdo a um ponto A

fixo.
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Figura 31 - Simétrico de um ponto P em relagdao a um ponto do plano cartesiano

Ay

" P=(11)

o 1 2 3 4 5

Fonte: construgao da autora
3.2.2 Ponto de Vista Algébrico

Usamos as transformag¢des geométricas no plano como auxilio na
construgdo de grafico de fungbes. A partir de um conjunto de gréficos
fundamentais obtemos outros decorrentes destes aplicando transformacgdes
isométricas. A partir de uma propriedade fundamental a respeito de fungdes que,
quando uma fungdo tem inversa, isto €, é bijetora, seu grafico e o grafico de sua
inversa sdo simétricos em relagao a reta y = x. Na figura 32 temos a funcgéo f(x) =
X + 2 representada graficamente pela reta de equacédo y = x + 2 e sua fungao

inversa f(x) = x- 2, ambas representadas no mesmo referencial cartesiano.

Figura 32 - Grafico da reta que representa a fungdo inversa f'(x)=x-2

.
.
L/ retay =x
.

y>

Fonte: construgao da autora

A figura 33 mostra o exemplo de representagdo da funcéo bijetiva f:
R, — R, dada por f(x) = x> e de sua fungdo inversa: f"' R, — R,, dada por

F = Vx.
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Figura 33 - Grafico da fungdo inversa de f(x) = x?
f(x) = x2 //
. T [ /,/

: o retay =x

T A1) (0= VX

yx

Fonte: construgdo da autora

A simetria em torno da reta r € uma transformacdo que associa cada
ponto P ao seu simétrico P’ em relagdo a uma reta r. Desta forma, podemos ter a
reflexdo em torno do eixo x que associa cada ponto A(x, y) o ponto A'(x, -y), e
afirmar que, uma fungdo f: R — R, representada por y = f(x), é transformada
em y = —f(x) por meio da simetria em torno do eixo x, ou ainda que cada ponto
do grafico de f estd em correspondéncia biunivoca com seu simétrico em
relagdo ao eixo das abscissas. A figura 34 mostra a representagdo grafica das
parabolas de equagbes y=x>—-2x+1 e y=-x?2+2x—1 que sido as
simetrias em relacdo ao eixo x e que podem ou nao representar fungoes.

Figura 34 - Representagcdo de parabolas simétricas em relagdo ao eixo x

Fonte: construgdo da autora
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Na figura 35 temos o esbogo da parabola de equagdo y = 2x% — 12x +
13 cujo vértice € o ponto (3, -5) e o0 eixo de simetria é a reta vertical de equacéao
x =3.
Figura 35 - Eixo de simetria da parabola

31y

Fonte: construgao da autora

Estudo similar pode ser feito para a simetria em relagdo ao eixo y. A
figura 36 mostra as retas de equagbes y=2x+ 4 e y= —2x + 4 que séo
simétricas em relagc&o ao eixo y.

Figura 36 - Retas simétricas em relagdo ao eixo x

f

Fonte: construgcao do autor
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Vimos no registro figural a composi¢cao de simetrias e agora no ponto de
vista algébrico é possivel verificar que a composi¢cao de duas ou mais isometrias,

ainda é uma isometria.
Composicao de trés simetrias em eixos paralelos

Sejam r, s e t trés retas paralelas e considerando a simetria do triangulo
ABC em relagdo a essas trés retas (ver figura 37), queremos mostrar que a

composicao dessas simetrias resulta em uma simetria..

Por definicdo de simetria e considerando que, as retas r, s e ¢ sao
paralelas, sabemos que os pontos A, A’ A” e A” séo colineares e 0 mesmo

verifica-se para os outros vértices dos tridangulos. Assim existe uma unica reta u

que é mediatriz dos segmentos AA"',BB"" e CC""' que é eixo de simetria dos
triangulos ABC e A" B""'C"".

Figura 37 - Composicao de trés simetrias com eixos paralelos

S I P

C

Fonte: construgédo da autora adaptado de Tinoco (2012)

Podemos concluir que quando se efetuam simetrias em eixos paralelos,
se o numero de simetrias for impar, a isometria obtida € uma simetria. No
entanto, se o numero de simetrias for par essa composi¢cao pode ser entendida
por uma translacdo a partir de um vetor perpendicular aos eixos de simetria,

como veremos no capitulo 4.
Composicao de trés simetrias em eixos concorrentes

Apresentarmos a composi¢ao de trés simetrias em eixos concorrentes
na figura 38 onde temos a representacao de trés retas r,s e t, concorrentes em
um ponto P. Podemos mostrar que existe uma unica reta 1, que passa pelo ponto

P, tal que o tridngulo ABC é simétrico ao triangulo A”’B’’C’” em relag&o a reta L.
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Figura 38 - Composicao de trés simetrias por trés retas concorrentes

Fonte: construgcao da autora adaptado de Tinoco (2012)

Veremos no capitulo 5, na analise da rotacdo, que a composi¢cao de
duas simetrias em eixos concorrentes, resulta em uma rotagdo, com centro no

ponto de intersecg¢ao das duas retas.

Tanto no quadro da Geometria Analitica, quanto no quadro da Geometria
Euclidiana Plana realizamos o estudo das simetrias axial e central nos pontos de

vista intuitivo, do desenho geométrico e do ponto de vista funcional.
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CAPITULO 4 — ANALISE DA TRANSLAGAO

Neste capitulo a translagédo sera vista em diferentes quadros tais como:
0 quadro da geometria, o quadro da geometria analitica e o quadro da algebra.
Serdo apresentados para 0 mesmo objeto, os varios registros de representacao

e as diferentes possibilidades de converséo.
4.1 QUADRO DA GEOMETRIA

No quadro da geometria a translagédo sera analisada segundo o ponto de
vista intuitivo, o ponto de vista do desenho geométrico e do ponto de vista
funcional. Dentro do ponto de vista intuitivo trataremos do registro material e do
registro da lingua natural realizando a conversao para o registro figural no ponto
de vista do desenho geométrico. Temos no ponto de vista funcional o registro

algébrico e o grafico.
4.1.1. Ponto de Vista Intuitivo

O estudo da translagdao de uma figura, considerando o plano euclidiano,
intuitivamente, consiste apenas em “empurrar’” a figura de uma posi¢céo para
outra, sem levanta-la, sem gira-la ou deforma-la durante o movimento. Durante o
“trajeto” retilineo na translagdo de uma figura X, cada ponto da figura descrevera
uma linha reta orientada na mesma dire¢cdo e o deslocamento se da por um
comprimento fisico. De acordo com o dicionario Houaiss a palavra translagao,
significa movimento de um sistema fisico no qual todos os seus componentes se

deslocam paralelamente e mantém as mesmas distancias entre si.

Para o estudo da translagao intuitivamente, podemos citar situagdées do
cotidiano, o abrir e fechar de gaveta, elevadores, escadas rolantes e mesmo
escorregadores, pois é possivel observar que um mesmo objeto se desloca

numa determinada diregdo sem nunca rodar.

Usamos material manipulativo, como sugestdao para ponto de vista
intuitivo e em nosso exemplo, utilizamos duas folhas de papel, pode ser papel
vegetal ou acetato, uma em cima da outra, como na figura 39. Na folha de cima

com uma caneta ou lapis afiado desenhe uma figura, na nossa sugestdo um
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carro, fazendo presséo de tal maneira que a figura apareca na folha de baixo. E
preciso que a folha de baixo fique bem firme, se necessario fixa-la.

Figura 39 - Translacdo de uma

figura no ponto de T S Q. vista intuitivo

Fonte: construgao do autor.

O proximo passo é deslocar a folha superior, sem fazé-la girar. Apenas,
empurre-a, de modo que cada ponto da figura se desloque em linha reta. Apés o
deslocamento da figura superior para uma nova posi¢ado, a certa distancia da
primeira, volte a decalcar a figura da folha de cima na folha de baixo. Apds o
movimento levante a folha de cima e observe as duas figuras da folha de baixo
(figura 40).

Figura 40 - Translacao da figura

= - o Sl 11

Fonte: construgao do autor.

No ponto de vista intuitivo temos o registro material e o registro da lingua

natural que serdo vistos na sequéncia.
Registro material

Consideramos que o registro material e a conversao para a lingua
natural sdo ideais para desenvolver as nocdes de translacdo, podemos obté-la a
partir da nogdo de simetria axial, no registro material, por meio de dobras no
papel. A figura 41 mostra a composi¢cdo de duas simetrias axiais com eixos
paralelos e para construi-la basta desenhar a seta em papel vegetal e fazer uma

primeira dobra identificada por a e decalcar a seta da figura com um lapis. A
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seguir, fazer uma dobra paralela a anterior, identificada por b e decalcar agora a
segunda seta. Ao desdobrar o papel e comparar a primeira com a ultima seta

sera possivel definir a translacdo, a partir de uma discussdo com os alunos.

Figura 41 - Translagdo como composi¢cao de duas simetrias de eixos paralelos
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Fonte: Adaptado do Novo Programa de Matematica do Ensino Basico. Universidade do Minho

http://sites.google.com/site/matematicasemproblemas/homeultima consulta 01/02/2013

Registro da lingua natural

No registro da lingua natural formalizaremos as propriedades da
translacdo que foram percebidas até entdo, como mesma direcdo, mesmo
sentido, bem como nocao de paralela. O que foi visto de forma intuitiva no
registro material € agora formalizado no registro da lingua natural, o que

transforma o desenho em figura, de acordo com Duval.

A conversdo para o registro figural se da em fungdo de que mesmo
obtendo a imagem de uma figura por translagao, por meio de tratamento dobrar
e principalmente deslizar, esse registro de representagdo semiotica possui
outras possibilidades por meio do tratamento de desenho geométrico como

veremos a seguir.
4.1.2 Ponto de Vista do Desenho Geométrico

Registro figural

Neste registro a translagdo sera representada por meio de figuras que
serao construidas a partir da observagcao de sua representagédo nos registros
anteriores associado as discussdes com os alunos. Realizaremos a conversao
do registro material e da lingua natural para o registro figural por intervencédo do

desenho geométrico. Neste registro de representagédo precisamos observar que
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o objeto matematico, paralela, que utilizaremos na construgdo da translagao a
seguir recebe o0 mesmo tratamento que demos as simetrias em seus diferentes

registros.

Em uma translacdo efetua-se uma transformacdo em que todos os
pontos da figura original sdo transformados segundo a mesma dire¢cdo, 0 mesmo
sentido e percorrendo a mesma distancia. Na figura 42 temos uma figura F e a
imagem dessa figura pela translacdo associada a um segmento orientado que

tem comprimento d e determina uma diregao e um sentido.

Figura 42 - Translagdo do poligono F na direcédo d

Fonte: Fonte: Produgao da autora

Para essa construgdo basta tracar pelos vértices ABCDE do poligono,
retas paralelas a dire¢cao d dada. Com o compasso transportar o comprimento d
para as paralelas a partir dos vértices da figura inicial, para obter os vértices de
sua imagem A'B’C'D’E’. Depois ligar os pontos A'B'C'D’'E’ para construir o
poligono F’ imagem do poligono F pela translagéo.

De modo analogo, dada uma figura qualquer, determinar sua imagem
pela translagado é efetuar a transformacdao em que todos os pontos da figura
original se deslocam segundo a mesma diregdo, o0 mesmo sentido e percorrendo

a mesma distancia.

A seguir, no ponto de vista funcional, veremos a translagdo no registro
algébrico e registro figural e neste ponto de vista para resolvermos a questao do

sentido em que a translagao acontece utilizaremos a notagéo de vetores.
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4.1.3 Ponto de Vista Funcional

Em uma interpretagdo geométrica, a translagéo aplicada a um ponto P
ira desloca-lo ou muda-lo de lugar no plano. Para definirmos bem este
deslocamento, precisamos estabelecer a direcdo, o sentido e a medida do
mesmo. Tais informacdes estdo associadas ao conceito de vetor. Em nosso

estudo trataremos os vetores como um registro.
Registro vetorial

Translagao é a transformacao por meio da qual todos os pontos de uma
figura sdo transformados segundo uma mesma direcdo e sentido e de uma
mesma distancia. E o vetor que define a direcdo, o sentido e a medida do

deslocamento.

Neste registro temos dois tratamentos, a adigdo e a multiplicagdo por
escalar. Para a adigdo de vetores temos dois procedimentos, como mostra a
figura 43, o método do paralelogramo e o do triangulo. Dados dois vetores u e ¥
podemos transporta-los de modo que ambos tenham a mesma origem para obter
um paralelogramo ou transporta-los de modo que a origem de um coincida com

a extremidade do outro para obter o triangulo e, em ambos o vetor u + .

Figura 43 - Adigao de vetores

/

Fonte: produgao da autora

A multiplicagao por escalar permite alterar a medida do comprimento do
vetor ou seu sentido a partir de um numero real, como podemos ver na figura 44.

Figura 44 - Multiplicagdo de um vetor por um escalar

u
2u
/

Fonte: produgao da autora
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Assim, se E; = T,5(E) e F, = T;z(F) entdo EE, = AB = FF, (ver figura
45) que mostra que os vetores iU = E—E{ = F_F{ e que os quadrilateros formados

por dois vetores iguais, EE,AB, FF,AB, EE,FF; sao paralelogramos, pois eles tém

mesma direcdo, mesmo sentido e mesmo comprimento.

Figura 45 - Translagédo de pontos pelo vetor AB
B

E

Fonte: produgao da autora

Podemos entédo observar a propriedade que uma translacao transforma
um ponto em um ponto; uma reta em uma reta, uma circunferéncia em uma
circunferéncia, um segmento em segmento de mesma medida; um poligono em
um poligono congruente ao original. No ponto de vista funcional podemos ver a

translagdo segundo o registro figural.
Registro figural

Neste registro as translagbes séo representadas por figuras, como
mostra a figura 46 o aluno é informado que cada barco movimenta-se de “3
quadradinhos Leste e depois 2 quadradinhos Norte”. Entdo é solicitado que
identifique os pontos C’, T" e P’, posi¢cdes dos trés primeiros barcos depois de
seus deslocamentos. Solicita ainda as medidas aproximadas dos segmentos
CC’, TT e PP’ a partir do lado dos quadradinhos da malha e ainda, que com um
compasso seja determinada a posigdo do ponto S°. Com a tarefa cumprida
temos a representacgao figural da translagéo solicitadas e a percepgado da mesma

distancia de um ponto a outro para cada barquinho.
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Figura 46 - Translagao de figuras

S

)

S

™o

Fonte: Retirado do livro Sequencias para o ensino de geometria no ensino basico de Almouloud
e Silva, versao preliminar (2007).

As composi¢coes também podem ser representadas neste registro. Na
figura 47 mostramos a composi¢cao de duas simetrias cujos eixos sao paralelos,

a transformacao resultante € uma translagao.

Figura 47 - Translagdo por composicdo de simetrias

2° eixo de simetria

Fonte: adaptado de Dienes e Golding, 1975.

Para o registro figural (figura 47): desenhar uma figura X. Tragcar uma
reta a e usa-la como eixo de simetria, para transformar X em uma nova figura Y.
Tracar depois uma linha b, paralela a linha a, empregando-a para transformar a
figura Y em outra figura, Z.A translacdo € a transformac&o que nos permite

passar diretamente da figura X a figura Z em “um s6 movimento”.

Tomamos um ponto P qualquer, sobre a figura X (ver figura 48).
Chamamos P’ a sua imagem na figura Y. Chamamos P” a imagem do ponto P’

na figura Z Temos a distancia p, do ponto P a linha a. Temos também a distancia
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d entre as linhas a e b (esta deve ser a distancia mais curta entre essas duas

linhas).

Figura 48 - Distancia entre um ponto e seu transformado

Fonte: adaptado de Dienes e Golding, 1975.

Temos, portanto que a distancia entre um ponto e seu transformado por

duas simetrias é sempre igual ao dobro da distancia entre os eixos de simetria

PP” =2p +2q
PP =2(p +q)
PP” = 2d

Realizamos na analise da translagdo dentro do quadro da geometria as
conversdes propostas nos registros e pontos de vista. Na sequéncia, faremos

essa analise no quadro da geometria analitica.
4.2 QUADRO DA GEOMETRIA ANALITICA

No quadro da Geometria Analitica representaremos os pontos por pares
ordenados em um referencial cartesiano. Assim, a figura 49, mostra que dado o
vetor i = (1,—1) temos que dado o ponto P representado pelo vetor 0P = (1,4)
a translacdo do ponto P pela translagdo em relagdo ao vetor u sera Ty (1,4) =
OP+ % = OP;. Neste ponto de vista coordenamos os registros de pares

ordenados ao registro grafico, assim vemos na figura a imagem P4 do ponto P

pela translagdo segundo o vetor 1.
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Figura 49 - Imagem de um ponto por uma translagcdo em relagdo a um vetor u

U

o
T

Fonte: produgao da autora

A partir dai podemos construir a translagdo de figuras, como mostra a
figura 50 em que a imagem do triangulo ABC, A(1,1), B(2,4) e C(4,3) pela
translagdo em relagdo ao vetor v = (1,2) é dada por T3(4) = A; em que T3(4) =
0A+ %=1+ (12 =(23), T3(B) = 0B + % = (2,4) + (1,2) = (3,6) e
T3(C) = 0C + % = (4,3) + (1,2) = (5,5).

Figura 50 - Translagao de um triangulo por um vetor v

Fonte: produgao da autora

Assim podemos generalizar a translagdo de um ponto X(x,y) qualquer a

partir do vetor %i(a, b) e determinar que X’ = (x + a,y + b), pois X" = 0X + .
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4.2.1 Ponto de Vista Geométrico

Neste ponto de vista trabalhamos com as figuras da Geometria e suas
propriedades em um referencial cartesiano, ou seja, embora utilizemos um
referencial e o registro grafico nos preocupamos propriamente com as figuras e
nao com as equagbes das retas suportes de seus lados. Assim na figura 51
mostramos a translagdo do triangulo CDE dado pelas coordenadas de seus
vértices C(4,-1), D(2,-3) e E(3,-4), em relagao ao vetor v (—1,3) e sua imagem o
triangulo C'D’E’ com coordenadas C’(3,2), D'(1,0) e E’(2,1).

Recorremos ao sistema de eixos coordenados para analisarmos a
translacdo, no quadro da geometria analitica sob o ponto de vista geométrico,
em razao da possibilidade de indicar o deslocamento realizado sobre uma figura
na direcao de cada um dos eixos. A medida de cada um desses deslocamentos
chamara a e b sabendo que tais deslocamentos determinam um segmento
orientado de reta, o vetor translagédo, de coordenadas dadas por (a, b). O que
vemos na figura 51 é o triangulo CDE com coordenadas C(4,-1), D(2,-3), E (3,-4)
e o triangulo C'D’E’ com coordenadas C’(3, 2), D’(1, 0), E'(2, -1) transladado

segundo a lei: (a, b) — (a-1, b+3).

Figura 51 - Translacao de figura no plano cartesiano

_44
E

Fonte: Retirado do livro Sequencias para o ensino de geometria no ensino basico de Almouloud
e Silva, versao preliminar (2007).

Em se tratando de criangcas das séries iniciais poderiamos usar uma
malha quadriculada e indicar o deslocamento por ordem do tipo direita/esquerda

para cima/para baixo. Por exemplo, dado o poligono ABCDE, da figura 52,
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podemos determinar o deslocamento de 5 unidades para a direita e duas
unidades para cima, o que corresponde ao vetor ¥ (5,2) e obter a imagem
A'B'CDE’.

Figura 52 - Translagdo em malha quadriculada

By

Fonte: produgao da autora

4.2.2 Ponto de Vista Funcional

Neste ponto de vista a translacdo mobiliza a ideia de aplicacéo e a
representaremos por T3(A) = A” da mesma forma que fizemos para a simetria.

Neste ponto de vista s&o priorizados o registro algébrico e o registro grafico.
Registro algébrico

Neste registro temos a composi¢cdo como tratamento e podemos entao

trabalhar com varias translagdes como por exemplo T o T,,(A) = Ty (Tw (A)).

Considerando translagdo:T: R> — R? tal que (x,y) — (x+a,y+b)
temos o vetor v (a,b) transformando o ponto X(x,y) em sua imagem X'(x +
a,y + b).

A figura 53 mostra a translacdo do triangulo ABC, dado pelas
coordenadas de seus vértices A(2,1), B(1,4) e C(5,2) a partir do vetor ¥ = (4,3)
que produz a imagem T3(A),T3(B) e T3(C) dado pelas coordenadas T3(A) =
(6,4), T3(B) = (5,7) e T3(C) = (9,5).



Figura 53 - Translacao do triangulo ABC
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Fonte: produgao do autor
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Podemos representar graficamente a composigdo de duas translagdes

consecutivas aplicadas a uma figura (ffigura54).
Figura 54 - Composigao de translagdes para um triangulo

Ay

Fonte: produgao da autora

Vemos que o resultado da composicdo poderia ser obtida a partir da

translacéo da figura inicial com o vetor v + u.

A figura 55 mostra a parabola de equagédo y = x? e a parabola de

equagdo y = x2 + 2 que representa a translagdo da parabola inicial de duas

unidades no sentido positivo na diregdo do eixo y e a parabola de equagéao
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y = x? — 2 que representa a translagdo da parabola inicial de duas unidades no

sentido negativo na diregédo do eixo y.

Figura 55 - Translagdo da parabola de equagéo y = x? na dire¢do do eixo y

Fonte: produgao da autora

Podemos ainda fazer translacdes similares na direcdo do eixo x ou ainda
a partir de um vetor qualquer. A figura 56 mostra a translagdo da parabola de
equagdo y = 2x? a partir do vetor ¥ = (—3,2) e do vetor u = (3,1). No primeiro
caso a nova parabola passa a ter equagdo y = 2(x + 3)? + 2 e no segundo caso

tem equagdo y = 2(x — 3)? + 1.

Figura 56 - Translacdo da parabola de equacdo y = x? por um vetor qualquer

y=2(x+3)2+2

y=2(x—3)7%+1

n o

Fonte: produgéo do autor adaptado de Lage (2008).

Ja vimos que uma translagao € caracterizada por um vetor que a define.

Portanto, quando se compde duas translagdes, € necessario conhecer o vetor
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associado a cada uma delas. Fizemos o estudo do objeto matematico,

translacédo, em diversos registros de representacéo semiética.
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CAPITULO 5 — ANALISE DA ROTACAO

Neste capitulo veremos a rotacdo em diferentes quadros tais como:
quadro da geometria, quadro da geometria analitica e o quadro da algebra.
Serdo apresentados para 0 mesmo objeto, os varios registros de representacao

e as diferentes possibilidades de conversao destes registros,
5.1 QUADRO DA GEOMETRIA

No quadro da geometria a rotagcdo sera analisada segundo o ponto de
vista intuitivo, o ponto de vista do desenho geométrico e o ponto de vista
funcional. Dentro do ponto de vista intuitivo trataremos do registro material e do
registro da lingua natural realizando a conversao para o registro figural no ponto
de vista do desenho geométrico. e no ponto de vista funcional a prioridade é o

registro algébrico.
5.1.1 Ponto de Vista Intuitivo

Para o estudo da rotagéo, neste ponto de vista, o uso de dobradura em
folna de papel, brinquedos geralmente encontrados em parques de diversao
como a roda gigante, o chapéu mexicano e também os ponteiros do reldgio a
girar, as pas do ventilador, intuitivamente nos d&o ideia de rotagédo, além de

outras situacdes do cotidiano.

A discussao de tais representacdes permite a construgado pelas criangas
das primeiras nogdes a respeito de rotagdo. Assim, no que segue,
apresentaremos os registros associados a esse ponto de vista.

Registro material

Neste registro, a rotagdao pode ser apresentada por dobraduras em
papel. Identificamos a rotagdo uma vez que, depois de dobrado e vincado o
papel, ao desdobra-lo € possivel “enxergar’ a rotagdo da figura e até mesmo
medir a amplitude do angulo formado dependendo do numero de dobras
realizadas o papel. Apés desdobrarmos o papel € possivel também “enxergar”

que a figura gira em torno de um ponto fixo bem definido com a dobradura, bem
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como verificar que este ponto também é Unico. E possivel ainda, fixarmos este
ponto e girarmos a figura no sentido positivo ou no sentido negativo.

Neste registro associado a dobradura fizemos uso da tesoura como

material manipulativo para recortar a figura e permitir que fique bem definida.

Usando uma folha de papel, como mostra a figura 57, fazemos o numero
de dobras e a seguir, desenhamos uma figura e a recortamos com a tesoura

para retirar o excesso de papel além do contorno da figura.

Figura 57 - Rotag&o por meio de dobradura

Fonte: Adaptado do Novo Programa de Matematica do Ensino Basico. Universidade do Minho

Ao desdobrarmos a folha podemos constatar que, a figura, resultado das
dobras e recorte, apresenta uma rotagdo em torno de um ponto que pode ser
determinado a partir de um transferidor Todas as observagbes surgidas e
sugeridas neste registro poderao ser formalizadas com a conversao do registro

material para o registro da lingua natural.
Registro da lingua natural

O que foi distinguido de forma intuitiva no registro material pode ser
formalizado no registro da lingua natural de forma discursiva como requer este
registro. Podemos entdo observar a rotagdo como uma transformagao
geométrica que € obtida quando fixamos um ponto do plano e giramos a figura
de um angulo qualquer, ao redor desse ponto. Pode-se ainda discutir a medida

do angulo e os sentidos horario e anti horario.
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5.1.2 Ponto de Vista do Desenho Geométrico

Nesse registro de representacdo semidtica trabalhamos o ponto de vista

geomeétrico por meio de um registro figural.
Registro figural

Neste registro, a rotacdo € apresentada por intervencédo do desenho
geométrico. As figuras sado construidas a partir de observagdes de suas
representagdes no registro material associada as discussdes feitas no registro
da lingua natural. As variaveis da rotacdo, ja observadas, tais como: a
localizacdo do centro de rotagao, o sentido anti-horario ou horario, bem como a

amplitude do angulo sao agora representadas.

Na figura 58 assim como no registro material o centro de rotagao
pertence a um vértice da figura. No registro do desenho geométrico todos os
pontos que se correspondem estdo unidos por arcos concéntricos de mesma
amplitude e mesmo sentido, o centro da rotagdo, quando transformado,

permanece ha mesma posi¢cao, pois € um ponto invariante.

Figura 58 - Rotacdo com centro na figura

Fonte: produgao da autora

O procedimento € analogo se o centro de rotagdo nao pertencer a figura,
como no exemplo apresentado na figura 59 em que é dado um segmento AB e
um angulo de 75° com a finalidade de construir a rotagédo do segmento dado, ao
redor do ponto O, no sentido anti-horario.
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Figura 59 - Segmento e dngulo de rotacao

A

~ \ 5

Fonte: produgao da autora

Nessa operacdo, todos os pontos do conjunto giram em torno de um
unico centro segundo a amplitude do angulo e sentido determinado.

Para realizar uma rotacdo é necessario tragar retas que passam pelo
centro de rotacdo O e por cada um dos pontos A, B. A seguir transportar o
angulo o angulo de 75° no sentido anti horario em relacdo a cada uma das retas
desenhadas como na figura 60.

Figura 60 - Rotacdo do segmento AB

Fonte: produgao da autora adaptado de Rezende e Queiroz, 2011, p. 224

Depois transportar a medida dos segmentos AO e OB essa distancia nas

correspondentes desenhadas e determinar os pontos A’ e B'.

O segmento A'B’ representa a rotagdo do segmento AB no sentido
anti-horario por um angulo de 75°. Em particular, se o angulo € igual a 180°

(raso), ou seja, quando os pares de pontos correspondentes estdo em
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semirretas opostas, figura 61, isto é, a rotacdo é chamada de meio-giro, e é

equivalente a uma simetria em relagdo ao ponto fixo O.

Figura 61 - Rotagao de angulo de 180°

Fonte: produgao da autora

Apoés o registro material, a conversdo para o registro figural se da em
funcdo de que esse registro de representacdo semidtica oportuniza outras
possibilidades tais como as propriedades da rotacdo por meio do tratamento de
desenho geométrico. As propriedades geométricas no processo de constru¢ao

sao as seguintes:
-A figura original e o seu transformado s&do geometricamente congruentes.
-Um ponto e seu transformado estdo a mesma distancia do centro de rotagéo.

-Um ponto da figura pertencente ao centro de rotagdo é transformado em si

proprio.
- A imagem de uma reta € outra reta.
- A imagem de uma semirreta € outra semirreta.

- A imagem de um segmento de reta € um segmento de reta geometricamente

congruente.

- A imagem de um angulo é outro angulo equipolente (geometricamente igual e

de mesmo sentido).

ApOs os registros de representacdo vistos para a rotacéo e a conversao
do registro material para o registro figural passamos ao estudo da rotagdo do

ponto de vista funcional.
5.1.3 Ponto de Vista Funcional

Registro algébrico e grafico
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Vimos nos registros anteriores que para definirmos a rotagao foi preciso
indicar um angulo a, um ponto O, que chamamos de centro, em torno do qual se
realizou o movimento. Verificamos também que depois de definido o centro de
rotacdo, € o unico ponto que, quando aplicada a transformacéo, ndo muda de
lugar, portanto € um ponto fixo da rotagéo.

No ponto de vista funcional, vamos coordenar o registro algébrico com o
registro grafico e considerar rotagdes centradas na origem do plano cartesiano
(ver figura 62). Dado um sistema de coordenadas de origem O, a rotagdo de um
angulo a no sentido anti horario transforma o ponto P, no ponto P’. Essa rotagao
pode ser representada por Rg(P) = P'. Sendo P(x,y) e Rg(P) = (x',y") podemos
mostrar que

{x’ = Xx.cosa — y.sena
y' = x.sea + y.cosa

Para demonstrar esta afirmagdo, dado um ponto P(x,y) tal que o
comprimento do segmento OP seja d, podemos determinar que no tridngulo
retdngulo OPB, x =d.cosf e y =d.senf3. Da mesma forma, considerando o
triangulo retangulo OP'B’, temos que x' =d.cos(a+ B) e y' =d.sen(a + B).

Expandindo as ultimas relagcdes e substituindo as primeiras temos:
Figura 62 - Rotagao

i

Fonte: produgao da autora
x'=d.cos(a+ B)
y'=d.sen(a+ B)

x' =d.cosa.cosp —d.sena.senf

y' =d.sena.cosf +d.senf .cosa
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x' = (d.cosB).cosa — (d .senfB).sena

y' = (d.cospB).sena + (d .senf).cosa

x' =x.cosa —y.sena

!

y' = x.sena +y.cosa.

Dessa forma podemos entdo escrever

ysena, xsena + ycosa).

que R,(x,y) = (xcosa —

Registro figural

Neste registro as aplicagdes que representam a rotagao podem ser torno
do ponto A no sentido horario tendo como apoio a constru¢do ja realizada no
registro do desenho geométrico a rotagdo neste ponto de vista € representada
pela aplicagdo Ry(P) = P'. Embora representemos a rotacdo por meio de uma lei

as construgdes no registro figural permanecem as mesmas vistas no ponto de
vista do desenho geométrico (figura 63)

Figura 63 - Rotacéo

| Rg(C) | D !

1
1
1
1
1

\ 1 /
1
1
1
1
1

|
|
I
1
1 i
|
I
1

Fonte: produgao da autora

As composigdes também podem ser representadas neste registro por
meio da composigdo de duas simetrias em eixos concorrentes. Na figura 64
podemos ver que a rotagcdo no sentido anti horario pode ser representada por
Ro(A) = S, o Ss(A) = S,(Ss(4)) = A".
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Figura 64 - Rotagao resultante da composicdo em eixos paralelos

Fonte: produgao da autora

Constatamos que no quadro da geometria foi possivel realizar o estudo
de rotagdo no ponto de vista intuitivo, no ponto de vista do desenho geométrico e
no ponto de vista funcional associando para cada um destes pontos de vista os
registros pertinentes tais como: o registro material, o registro figural e o registro
algébrico e as conversdes possiveis. No que segue, buscaremos fazer o mesmo

estudo no quadro da Geometria Analitica.

5.2 QUADRO DA GEOMETRIA ANALITICA

Neste quadro a rotacdo sera estudada a partir de propriedades
pertinentes a pares ordenados, equagdes e suas representagbes graficas em

planos cartesianos.

5.2.1 Ponto de Vista Funcional

Neste ponto de vista a rotagdo sera representada no registro de pares
ordenados coordenados com o registro grafico.

Registro de pares ordenados

Podemos representar a rotacéo de 90°, de um ponto P(a,b) qualquer do
plano pela lei (a,b) = (-b,a) e aplica-la para obter essa rotagdo. Dessa forma
considerando o segmento AB (figura 65) e as coordenadas de suas
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extremidades A(2,4) e B(3,2) podemos determinar que A’(-4,2) e B'(-2,3) e

representar essa rotagao graficamente.

Figura 65 - Rotac&do dos pontos Ae B

Ay

N A(2, 4)

- | B (3,2)

y >

Fonte: producao da autora adaptado de Rich, 2003

Conclusao: a rotacao esta centrada no ponto de intersec¢cao dos dois
eixos e a sua amplitude é igual ao dobro do angulo que os dois eixos fazem

entre si.

5.4 QUADRO DA ALGEBRA LINEAR

No ponto de vista da Algebra Linear dentro do quadro da Algebra
veremos o registro figural, o registro algébrico e o registro matricial. Lembramos,
como ja visto, que uma transformagéao no plano € uma fungédo que leva pontos
do plano em pontos do plano, segundo certas condicbes expressas
algebricamente, portanto, transformagdo no plano é uma fungdo f: R? - R?,
que transforma pontos do plano em pontos no plano. Como vemos a seguir

também na representacédo simbdlico-algébrica e simbdlica matricial. (figura 66).
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Figura 66 - Rotacado de 30° do triangulo ABC no sentido horario

7iY

Fonte: producéo da autora adaptado de Dante (2005)

O tridangulo A'B’C’ resultado de uma rotagédo do triangulo ABC por um
angulo genérico 8 e centro de rotacdo na origem. Sejam Ox e Oy o0s eixos
primitivos, do sistema cartesiano de eixos coordenados com origem O (0,0).
Sejam Ox’ e Oy’ os novos eixos coordenados depois que o sistema primitivo foi
rotacionado de um angulo em torno da origem O (0,0). Logo, 6 € o angulo
formado entre os eixos Ox e Ox1. Seja P(x, y) um ponto qualquer do sistema
primitivo. Portanto, o mesmo ponto P tera coordenadas P(x1, y1), em relagdo ao

novo sistema.
Registro matricial

Uma rotagédo de 6 graus de um ponto (x, y), no sentido anti horario e em

torno da origem, é feita a partir da multiplicagdo da matriz

_ |fcos® —senb , _[x o x'
R = “sen@ c0s 0 ]l pela matriz P [y] gerando uma matriz P [y’]’ com a
nova posi¢ao (x',y") dos pontos apés a rotagédo P’ = RP

Na figura 67 temos a nova posi¢cao do ponto (2,3) apdés uma rotagao de

90° no sentido anti-horario, em torno da origem:

] = [cosgme seno0t] 2] =

@ olE= 1)
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Logo, a nova posigao sera (-3, 2).

Figura 67 - Rotacao de 90° do tridngulo

ABC no sentido anti-horario

>

Fonte: construgao do autor.

A seguir apresentamos nossas co

estudo.

nsideragdes finais em relagdo ao
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CONSIDERAGOES FINAIS

Nestas consideragdes finais, retomando aspectos abordados ao longo
dos capitulos faremos nossas observagdes do que consideramos importante na
pesquisa. Assim, destacamos a fundamentagcdo tedrica, os aspectos
metodoldgicos e novas perspectivas para investigagdes futuras. Apontamos
também as reais possibilidades de concretizagdo desse estudo nas aulas de
Geometria na formacdo inicial e continuada. E importante ressaltar que néo
tivemos a pretensao de apresentar um guia de como ensinar melhor a geometria
e as transformagbes geométricas, contudo esperamos que a forma como as
apresentamos contribua para que os professores de matematica trabalhem a

geometria com uma interligagao entre conteudos estudados na sua formacgao.

Nossos estudos preliminares apontaram a importancia da Geometria e
como o seu estudo tem um papel integrador e fundamental no ensino,
considerada como fator altamente facilitador para compreenséo e resolugédo de
questdes de outras areas do conhecimento humano. Concordamos com Veloso
(1999) quando aponta que ha que se inventar uma nova abordagem para o
ensino de geometria que valorize atividades de exploragédo e de investigagao na
sala de aula. Muito embora, o ensino de geometria, na formagao do professor,
ocorra ou em forma de disciplina oferecida na grade curricular, na maioria das
vezes, apresentado de maneira isolada sem conexdo com outras disciplinas ou o

professor busca esse conhecimento em processo de agao continuada.

Para responder a questdo de pesquisa que gerou este trabalho sobre
quais as potencialidades matematicas e didaticas do estudo de diferentes pontos
de vista em diferentes quadros e registros de representacdo semidtica, das
transformacdes geométricas, para servir de suporte para os professores
trabalharem na formacéao inicial e continuada, focamos em buscar quais pontos
de vista podem ser mobilizados no quadro da Geometria, no quadro da
Geometria Analitica e no quadro da Algebra, isto &, a partir da escolha de um
quadro da Matematica em que se estuda as transformagdes geométricas
buscamos identificar os diversos pontos de vista possiveis. Recorremos ainda
aos Registros de Representagdo Semiotica de Duval que sado utilizados para
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representar as transformagdes geométricas e ainda para as possiveis

transformacgdes desses registros a partir do tratamento e da conversao.

Nesse contexto que se inseriu nossa pesquisa, em que propusemos
oferecer uma contribuicdo, apresentando possibilidades para o ensino e
aprendizagem das transformagdes geométricas, neste trabalho, estudamos as
transformacdes que sado isométricas. Tomamos como eixo, apresentar essas
transformacgdes por meio de um estudo que comecgasse desde as séries iniciais
em um trabalho com dobraduras de tal forma que as propriedades fundamentais
do nosso objeto de estudo fossem surgindo e fossem sendo exploradas
naturalmente a cada dobra, até o ensino superior com o estudo dessas

transformacdes e as estruturas algébricas.

Seguimos, pois nesse proposito expresso no decorrer da tese, de
estudar as transformagbdes geométricas com uma interligacdo entre saberes e

conexodes entre contelidos abordados na Licenciatura em Matematica

Os procedimentos metodoldgicos utilizados contribuiram para que o
estudo de transformagdes geométricas fosse realizado. O estudo bibliografico
utilizado foi fundamental para a realizagdo da pesquisa, uma vez que consulta a
trabalhos cientificos realizados, livros, dicionarios e artigos cientificos permitiram
extrair os conteudos necessarios para a articulacdo entre pontos de vista,
quadros e registro de representagao semiotica.

Consideramos que os referenciais tedricos adotados na pesquisa,
Pontos de Vista de Rogalski (2001), Quadro e Mudang¢a de Quadro de Douady
(1984) e Regqistro de Representagdo Semitdtica de Duval (1995) foram
pertinentes para nosso estudo, pois com os estudos de Rogalski (2001),
pudemos estudar as transformagdes geométricas, do ponto de vista intuitivo, do
ponto de vista do desenho geométrico, do ponto de vista funcional, do ponto de
vista da Algebra Linear e do ponto de vista das estruturas algébricas. Assim, foi

possivel distinguir e analisar os diferentes saberes envolvidos

A respeito de Quadros e Mudanca de Quadros proposto por Douady
(1984), foi possivel, mediante articulagao de pontos de vista dentro de quadros
que consideramos adequados para serem estudadas as transformacdes
geométricas, tais como Quadro da Geometria, Quadro da Geometria Analitica e
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Quadro da Algebra, uma interagéo entre essas areas distintas do conhecimento
matematico e integrar concretamente propriedades de simetria, rotagdo e
translacdo com estruturas abstratas de grupos, ainda integracdo entre Algebra e
Geometria.

Ao tratarmos de registros de representagao semidtica, constatamos que
foi possivel realizarmos o estudo das transformagdes geométricas mediante
articulagdo entre o registro material, registro da lingua natural, registro figural,
registro grafico e registro algébrico. Duval (2002) assinala que toda atividade
geométrica requer um dialogo continuo entre visualizagao (registro figural) e o
discurso (registro discursivo). Em nossa pesquisa, entendemos que o discurso

pode ser realizado por meio de registro de lingua natural e de registro algébrico.

Assim, podemos responder nossa questao de pesquisa — Quais sao as
potencialidades matematicas e didaticas do estudo de diferentes pontos de vista,
quadros e registros de representacdo semidtica, das transformacgdes
geométricas? Diante do que foi apresentado, entendemos que as
transformacdes geométricas estabelecem conexdes entre as areas do
conhecimento matematico. Sobretudo em disciplinas n&o especifica de
geometria, mas utilizando aspectos geométricos, para construgdo de conceitos,
tais como simetrias de tridngulos para o conceito de grupos, eixo de simetria de
graficos de fungdes reais para o estudo de fungbes inversas, como a

exponencial e logaritmica, para citar alguns.

Acreditamos que, o estudo de transformagdes geométricas merece uma

pesquisa mais detalhada, sobretudo, para ampliar o trabalho que realizamos.

Acreditamos, ainda, ser necessario trabalhar as transformacdes
geométricas no estudo da algebra que pode e deve ser feita no estudo das
estruturas algébricas, dos numeros complexos e como pesquisa futura a
possibilidade de se fazer um estudo similar para as transformacdes geométricas
no espaco.
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