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RESUMO

Esta pesquisa tem por objetivo analisar o processo de visualizagdo durante a
aprendizagem das nocdes de valores maximos e minimos locais de funcdes de
duas variaveis reais, de alunos de engenharia. A metodologia do estudo é a
Engenharia Didéatica de Artigue. E o referencial tedrico esta baseado na Teoria dos
Registros de Representacao Semidtica de Duval, especificamente nas apreensfes
perceptiva, discursiva, operatoria e sequencial de um registro grafico representado
no CAS Mathematica, e na articulacdo entre o registro grafico e o algébrico. Nosso
referencial tedrico fundamentou-se, também, na teoria das Situacdes Didaticas de
Brousseau, uma vez que iniciamos com a proposta de situacdes, em cujo cenario
esta o professor-pesquisador diante de um grupo de alunos, em um milieu
constituido por um laboratério de computacdo, além dos questionamentos e
devolucbes. Por meio da analise a posteriori das situacfes didaticas, percebe-se
gue os alunos apresentaram dificuldades em realizar a conversao do registro da
lingua natural para o algébrico, mas, mesmo assim, coordenaram trés registros de
representacdo semidtica: lingua natural, algébrico e grafico. J& no registro grafico
representado no CAS Mathematica, pela apreensdo operatoria e por meio das
modificacdes Otica, posicional e mereoldgica, identificaram as variaveis visuais
préprias do registro grafico, porém, tiveram dificuldade em articula-las com os
valores significantes do registro algébrico, apresentado nas definicdes e teoremas
de valores maximos e minimos de funcdes de duas variaveis reais, e em validar os
resultados. Portanto, o estudo da visualizagdo, mediante a teoria dos Registros de
Representacdo Semiotica de Duval, mostrou ser um meio para a aprendizagem dos
valores maximos e minimos locais de fun¢des de duas variaveis reais.

Palavras-chave: Visualizacdo. Célculo de duas variaveis. Situacdes didaticas.
Maximos e minimos. CAS Mathematica.



ABSTRACT

This work aimed to analyze the process of visualization during the learning of
notions of maximum and minimum local values in functions of two real variables by
students of engineering. The methodology of the study is the Artigue Didactic
Engineering. The theoretical reference was based on the theory of Semiotic
Register by Duval, particularly in the perceptive, discursive, operational and
sequential apprehension of a graphic register represented in the CAS Mathematica
and in the articulation between the graphic and algebraic registers. Our theoretical
referential was also based on the Theory of Didactic Situation by Brousseau, for we
got started with situations which have as their main frame the position of the
professor-researcher who faces a group of students in a milieu formed by a
computer laboratory, questionings and feedback. The a posteriori analysis of
didactic situations helped us see that the students presented difficulties converting
the register from natural language to algebraic but, anyway, they coordinated three
registers of semiotics representation: natural language, algebraic and graphic. In
the graphic register presented in the CAS Mathematica, through operational
apprehension and by means of optical, positional and mereologic modifications, the
students identified the visual variables inherent to the graphic register. To the
students it was not easy to articulate the visual variables with the meaningful values
of the algebraic register presented in the definitions and theorems of maximum and
minimum values of functions of two real variables. Validating results was not simple
for them either. Therefore, the study of visualization through the theory of Semiotic
Register by Duval proved itself to be the way to the apprehension of maximum and
minimum local values of functions of two real variables.

Key-words: Visualization. Calculus of two variables. Didactic Situations. Maximum
and minimum. CAS Mathematica.



RESUMEN

Esta tesis tiene por objetivo analizar el proceso de visualizacion durante el
aprendizaje de las nociones de valores maximos y minimos locales de funciones
de dos variables reales en alumnos de ingenieria. La metodologia de estudio es la
Ingenieria Didactica de Artigue; el referencial tedrico se basa en la Teoria de los
Registros de Representacibn Semidtica de Duval, especificamente en las
aprehensiones perceptiva, discursiva, operatoria y secuencial de un gréafico
representado en el CAS Mathematica y en la articulacidén entre el registro grafico y
el algebraico. Nuestro referencial tedrico se fundamenta también en la teoria de las
Situaciones Didacticas de Brousseau, ya que iniciamos con la propuesta de
situaciones que tienen como escenario la posicidon del profesor investigador
enfrente de un grupo de alumnos, en un milieu constituidos por un laboratorio de
computacion, preguntas y devoluciones. El analisis a posteriori de las situaciones
didacticas ayudo a percibir que los alumnos presentaron dificultades en realizar la
conversion del registro en lengua natural para el algebraico, pero coordinaron los
tres registros de representacion semiotica: lengua natural, algebraica y grafica. En
la representacion grafica representada en el CAS Mathematica, por la aprehension
operatoria y por medio de las modificaciones Optica, posicional y mereoldgicas, los
alumnos identificaron las variables visuales propias de la representacion grafica.
Para los alumnos, no fue facil articular las variables visuales con los valores
significantes del registro algebraico presentado en las definiciones y teoremas de
los valores maximos y minimos de funciones de dos variables reales. La validacion
de los resultados, también, no fue facil para ellos. Por tanto, el estudio de la
visualizacion mediante la teoria de los Registros de Representaciéon Semiédtica de
Duval demostrd ser un medio para el aprendizaje de los valores maximos y minimos
locales de funciones de dos variables reales.

Palabras-clave: Visualizacion. Calculo de dos variables. Situaciones Didacticas.
Maximos y Minimos. CAS Mathematica



RESUME

Cette thése vise a analyser le processus de visualisation lors de I'apprentissage des
concepts de valeurs maximales et minimales locaux de fonctions de deux variables
réelles d'étudiants en engénierie. La méthodologie de I'étude est sur L’Ingénierie
Didactique d’Artigue. Le cadre théorique est basée sur la théorie de la
représentation registres Sémiotique de Duval, en particulier dans I'appréhension
perceptive, discursive, opératoire et séquentielle d'un registre graphique représenté
dans la CAS Mathematica et l'articulation entre I'enregistrement graphique et
I'algébrique. Notre cadre théorique s'est également appuyé sur la théorie des
situations didactigues de Brousseau, parce que nous avons commencé avec la
proposition de situations qui ont le fond de la position de I'enseignant-chercheur
devant un groupe d'étudiants sur un milieu constitué d'un laboratoire d'informatique,
des enquétes et des rendements. Une analyse a posteriori des situations
didactiques a aidé a apercevoir que les éleves avaient des difficultés dans
l'accomplissement de la conversion de linscription de la langue naturelle pour
algébrique mais méme si ils ont coordonné trois registres de représentation
sémiotique: langage naturel, algébrique et graphique. Dans le registre graphique
représenté dans CAS Mathematica, I'appréhension opératoire et a travers des
changements optiques, de position et méréologiques, les éléves a identifier leurs
propres variables visuelles du graphe. Pour les étudiants, il n'était pas facile
d'exprimer les variables visuelles avec des valeurs significatives de I'enregistrement
algébrique présentée dans les définitions et les théorémes de valeurs maximales et
minimales de fonctions de deux variables réelles. La validation des résultats, aussi,
n'a pas été facile pour eux. Par conséquent, I'étude de la visualisation en utilisant la
théorie des dossiers représentation sémiotique Duval s'est avéré étre un moyen
pour apprendre les valeurs maximales et minimales locaux de fonctions de deux
variables réelles.

Mots-clés: Visualisation. Calcul de deux variables. Situations Didactiques. Maxima
et minima. CAS Mathematica.
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CONSIDERACOES INICIAIS

A disciplina de “Calculo Diferencial de funcdes de duas ou mais variaveis
reais” é oferecida como matéria basica no terceiro semestre em todos os cursos de
Engenharia na Universidade Nacional do Callao, no Peru. Em razdo da
caracteristica multidisciplinar do curso, sao privilegiadas as areas de ciéncias

bésicas e de tecnologias, pilares da Engenharia na formacao do aluno.

Na Faculdade de Engenharia de Alimentos, a mencionada disciplina
denomina-se Matematica lll, cuja temética visa priorizar a realizacdo de pesquisas,
gue necessitam de compreensao do Calculo Diferencial de duas ou mais variaveis
reais, que demanda, por sua vez, a utilizacdo de conceitos, expressdes e modelos
matematicos. Observamos que esses alunos, ao estudarem o topico de
Multiplicadores de Lagrange com a utilizacdo de representacbes gréaficas, nao

mobilizam seus conhecimentos prévios para compreensdo do assunto.

Constatamos também que profissionais de Engenharia de Alimentos criticam
o fato de os professores de Matematica, sem formacdo didatica, ensinarem a
matéria sem relaciona-la a problemas de outras disciplinas, que fazem parte da

grade curricular.

Em decorréncia desse fato e de que nas aulas sao utilizados apenas
procedimentos algébricos, cujos exercicios sdo aplicacdes diretas das defini¢cdes e
teoremas estudados, decidimos, com 0 objetivo de promover mudangas nos
processos de ensino e de aprendizagem, aprofundar o estudo dos valores maximos
e minimos de fungbes de duas variaveis reais, visando a mobilizacdo de

conhecimentos.
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Nesse sentido, concordamos com Neto e Nunes de Almeida (2013, p. 71)
quando afirmam:
Essa questdo vem sendo discutida pela comunidade de engenharia ha
décadas e sempre se depara com a necessidade de modernizacédo dos
cursos de engenharia no Pais. Isso inclui necessariamente a qualificacéo
dos docentes que atuam na educacdo em engenharia. Se por um lado tais
profissionais tém sido cada vez mais bem formados em suas areas de
atuacgdo, por outro ainda carecem de formacdo pedagégica compativel
com a responsabilidade de formar os engenheiros do século XXI. Esta

acéo, por sua vez, implica necessariamente numa melhor articulagdo dos
cursos com a area de atuacéo do futuro engenheiro.

Para a realizacdo deste trabalho buscamos estudos que tratam dos valores
maximos e minimos de fungdes de duas variaveis reais com suporte teodrico na
didatica da matematica. Assim, pudemos notar a falta de compreensdo de
conceitos matematicos no processo de aprendizagem do Calculo em duas
variaveis, especificamente, naqueles relacionados a identificacdo do dominio de
uma funcao de duas variaveis reais, a representacao gréafica, ao estudo de limites,

as derivadas parciais, entre outras.

Ademais, observamos que o suporte tedrico adotado pelos pesquisadores
em nossa revisdo bibliografica foi a Teoria dos Registros de Representacdo
Semiotica. Alguns, além dessa teoria, utilizaram a Teoria Antropoldgica do Didatico,
ou a Teoria da Instrumentacdo de Rabardel, ou a Teoria de Fischbein (categorias
de Raciocinio intuitivo) ou, ainda a Teoria APOS - Acado, Processo, Obijeto,
Sistema. Um dos pesquisadores, Alves (2011), apontou a identificacao visual de
valores maximos, minimos e pontos de sela em uma dada representacdo grafica
no espaco e em curvas de nivel, ressaltando que os alunos empregaram a intuicao

para identificar esses valores.

As representacdes graficas sdo importantes no “Calculo Diferencial de duas
variaveis reais” e na “Analise”. Quanto a esta, afirma Guzman:

[...] asideias, conceitos e métodos da matematica apresentam uma
grande rigueza de conteddos visuais, representaveis
intuitivamente, geometricamente, cuja utilizacdo resulta muito
proveitosa, tanto nas tarefas de apresentacdo e manejo de tais
conceitos e métodos como na manipulagcdo com eles para a
resolucdo dos problemas do campo [...] (GUZMAN, 1996, p. 2).

Os graficos utilizados no estudo de funcdes de duas variaveis reais sdo

apresentados em lousa apenas para ilustrar as propriedades das nocgdes
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matematicas. Trata-se de uma representacdo iconica. Entretanto, essa ilustracao
nao permite que os alunos facam uma manipulacéo direta dos graficos, dificultando

a compreenséao.

No laboratério de computacdo da Faculdade de Engenharia de Alimentos
esta instalado o software Mathematica. No entanto, poucos sdo os professores,
desse curso, que utilizam dessa ferramenta nas aulas. Nosso interesse pelo uso de
software levou-nos a pesquisar seu uso no ensino e aprendizagem do Calculo de

duas variaveis.

Em relacdo ao uso do software, a maioria das pesquisas consultadas utilizou
o CAS (Computer Algebraic System — Sistema Algébrico Computacional) Maple
para o estudo do Calculo Diferencial e Integral, que abordam fun¢des de duas
variaveis reais. Essas pesquisas consideraram o Maple um instrumento didatico e
metodoldgico, em cujas qualidades puderam apoiar-se no desenvolvimento de uma
mediacdo que estimula a formacado, tratamento e conversdo de registros de

representacdo semiotica.

Todos os pesquisadores de nossa revisdo bibliografica afirmam que os
alunos apresentam dificuldades quando estudam fun¢Bes de duas variaveis reais
e que faltam pesquisas sobre a aprendizagem de Calculo em varias variaveis. Por
essa razao e por Alves (2011) ter estudado os valores de maximos e minimos de
funcbes de duas variaveis reais, de forma intuitiva, interessamo-nos por estudar
esse tema buscando ir além ao relacionar as representacdes algébricas com as
gréficas possiveis.

Portanto, queremos responder a questao: “Como acontece o processo de
visualizacdo durante a aprendizagem das nocdes de valores maximos e minimos

locais de funcBes de duas variaveis reais para alunos de engenharia?”

Para respondé-la, usaremos como aporte tedrico para o estudo da
visualizacéo, a Teoria dos Registros de Representacdo Semiética de Duval (1995)
e a Teoria das Situacbes Didaticas de Brousseau (1998), com objetivo geral de
analise desse processo. O CAS Mathematica sera também adotado, porque € uma
ferramenta através da qual os alunos podem visualizar, durante a aprendizagem,

os valores maximos e minimos de func¢des de duas variaveis.
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Escolnemos como metodologia de pesquisa a Engenharia Didatica de
Artigue (1988), pois ela nos permite confirmar ou ndo nossas suposicoes pela

confrontacdo entre as andlises a priori e a posteriori.
Este trabalho encontra-se estruturado da seguinte forma:

No capitulo | — Problematica, fizemos um estudo bibliografico de pesquisas
voltadas ao ensino e aprendizagem do Calculo de duas variaveis reais, tanto no
Brasil quanto no exterior. Apresentamos o CAS Mathematica, a justificativa do tema
de pesquisa, o referencial tedrico, a delimitacdo do problema e a metodologia de

pesquisa.

No capitulo Il — Analises preliminares da engenharia didatica, voltamos
nossa atencao a histéria do Célculo em véarias variaveis reais, fizemos um estudo
matematico, uma analise de livros didaticos de Céalculo de funcbes de duas
variaveis reais utilizados na faculdade de Engenharia de Alimentos, no Peru.

Finalmente, apresentamos um estudo do objeto matematico no ensino.

No capitulo 1l — Experimentacdo e analises, realizamos a experimentacao,
a caracterizacéo da faculdade de Engenharia de Alimentos e os sujeitos do estudo.
Apresentamos quatro situacfes didaticas e uma situacéo de avaliacdo, bem como
suas analises a priori e a posteriori. Finalmente, apresentamos nossas

consideracdes finais do estudo.
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Capitulo 1 - PROBLEMATICA

Neste capitulo, apresentaremos a problematica de nossa pesquisa a partir
do levantamento de pesquisas relacionadas ao estudo do Célculo em duas
variaveis reais, justificaremos o tema de pesquisa, e anunciaremos a questao de
pesquisa, 0s objetivos e a metodologia. Além disso, contextualizaremos nossa
proposta no interior de um quadro ted6rico que nos possibilitar4 analisar os dados

deste estudo.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Realizamos uma revisdo bibliografica a respeito do ensino e da
aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral, em relacdo as funcbes de variaveis
reais. Sobre o assunto, encontramos uma dissertacdo de mestrado, duas teses de

doutorado e trés artigos, 0s quais apresentaremos a seguir.

Imafuku (2008), em um curso de Matematica, na disciplina de Calculo
Diferencial e Integral, em que se estudam funcbes de uma variavel, suas
propriedades, limites, derivadas e integrais, notou que 0s alunos apresentavam
dificuldades, nos periodos finais do curso, para determinar limites de integracao
tanto para integral dupla como para tripla. Constatou, ainda, que muitos alunos,
mesmo agueles bem-sucedidos nas disciplinas de Calculo, ndo obtiveram o mesmo
sucesso quando se depararam com funcbes de mais de uma variavel,

principalmente, na interpretacdo de seu significado e de sua representacédo grafica.

Assim, o objetivo da pesquisa de Imafuku (2008) foi verificar as dificuldades

e 0s saberes manifestados na transicédo do estudo de fun¢gbes de uma variavel para
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o caso de duas, no que diz respeito as variaveis dependentes e independentes e a
interdependéncia entre elas, ao dominio e ao grafico de funcdes, a relagédo entre o
grafico do dominio e o grafico da funcédo, e em relacao as derivadas parciais de
primeira ordem. Os sujeitos da pesquisa eram estudantes do quarto e quinto
semestre do curso noturno de Licenciatura em Matematica, e ja haviam estudado

tanto as funcdes de uma variavel real quanto as de duas variaveis reais.

O autor elaborou dois questionéarios fundamentados na Teoria dos Registros
de Representacdo Semiotica de Duval, pois acreditava que muitas das dificuldades
dos estudantes estavam relacionadas a representacdo. O primeiro questionario,
chamado exploratério, foi aplicado a quinze duplas de estudantes do quarto
semestre, 0 que possibilitou verificar a importancia das questdes, bem como a

adequacao dos enunciados para o questionario final.

Com a aplicacao desse questionario para estudantes do quarto semestre, o
autor concluiu que muitas dificuldades sdo manifestadas no inicio do estudo de
funcdes de duas variaveis, visto que grande parte ndo compreende o sistema
tridimensional, ou seja, a representacado grafica em R3. Constatou-se esse fato nas
guestdes gque envolviam a conversao do registro numérico para o grafico de pontos
no sistema 3D. Muitos estudantes também néo classificam uma funcéo de acordo
com o numero de variaveis independentes no registro gréafico, pelo contrario,
utilizam o numero de varidveis que aparecem. Na determinacdo do dominio de
funcdes de duas variaveis, ha confusédo entre dominio e funcéo, e na interpretacéo

geométrica das derivadas parciais.

Em sua tese, Alves (2011) apresenta um estudo do ensino e da
aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral a Varias Variaveis com o objetivo
geral de identificar e descrever as categorias do raciocinio intuitivo, de acordo com
Fischbein.

O autor, em preparacdo para sua pesquisa, analisou quatro livros didaticos
e constatou que, em relacdo ao estudo dos valores maximos e minimos locais de
uma funcéo de varias variaveis, a maioria apresenta o comportamento de curvas
de nivel de uma superficie, nas vizinhangas de um ponto critico, na forma de elipses

ou circunferéncias. E quanto ao ponto de sela na origem, os livros exibem
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hipérboles, cujas assintotas sdo as retas y=x e y=-X, apesar de existirem outras

superficies que possuem ponto de sela com comportamento diferente.

Em relacdo a pontos extremos, Alves (2011) observou que as caracteristicas
geométricas sao pouco exploradas nos livros didaticos, pois fornecem os critérios
analiticos para o teste da Hessiana, a fim de que o aluno possa identificar e formular
uma resposta, sem possuir um significado ou uma imagem mental do objeto

matematico.

O autor desenvolveu situacdes-problema em que os alunos exploraram as
categorias do raciocinio intuitivo descritas por Fischbein, com base em uma
mediacdo didatica que envolveu os Registros de Representacdo Semidtica com a
intencao de superar e evitar alguns problemas em relagcdo aos conceitos principais
do Calculo, em varias variaveis que o autor identificou na etapa de analise dos livros

didaticos.

Inicialmente, contou com a participacdo de 80 alunos do curso de
Licenciatura em Matematica, matriculados na disciplina Célculo Il (do quarto
semestre), nos periodos letivos 2009.1; 2009.2; 2010.1 e 2010.2. Entretanto, em
um momento posterior, 0 autor escolheu oito sujeitos para um acompanhamento
mais proximo no decorrer de cada semestre. O estudo foi desenvolvido em sala e
as entrevistas semi-estruturadas foram realizadas individualmente no decorrer das
sessdes didaticas, durante as “aulas de tira duvidas”. Para Alves (2011), nessas
aulas, havia um atendimento individual aos estudantes que manifestaram
dificuldades, previamente estabelecidas com o0s sujeitos, em relacdo ao contetudo

da disciplina Célculo Il no decorrer da aplicacdo de duas avaliacdes.

Na elaboracdo das atividades didaticas, Alves (2011) empregou, como
recurso didatico e metodoldgico, o software Maple, afirmando que, em muitos
casos, a representacao grafica no espaco tridimensional é dificil no ambiente lapis
e papel. Para o autor, o uso do software Maple como instrumento didatico e
metodoldgico é viavel em uma aula de calculo de vérias variaveis reais, e as
qualidades do Maple podem apoiar-se no desenvolvimento de uma mediagcao que

estimula a formagéo, tratamento e conversao de registros de representacao.
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Segundo o autor, a exploracdo didatica de categorias do raciocinio intuitivo,
com base em uma mediacao didatica, que envolveu a exploracdo de registros de
representacdo semibtica, proporciona a evolu¢do do conhecimento do estudante a

respeito de conceitos principais do célculo de varias variaveis reais.

Henriques (2006), em sua tese, ressalta que uma das tarefas preliminares
para o célculo de integrais multiplas € o estudo isolado de funcbes de duas
variaveis, em que uma unica fungéo é examinada em cada tarefa, dificultando a
transicdo para o ensino de integrais multiplas. Nessa transicéo, a funcéo nao deve
ser considerada isoladamente, sendo que, na maioria das situacdes e exercicios
de resolugcdo de problemas, uma funcéo ir4 interagir com outras fun¢des para

formar um dominio tridimensional de integracéo.

Para o autor, a representacao grafica no espaco assume um status diferente
no estudo de integrais multiplas, em comparacdo dos estudos preliminares ao
calculo de integrais, afirmando que além do conhecimento da representacédo de
sélidos classicos e de revolucdo no ensino de Integrais Mdltiplas, o estudante
enfrenta os gréficos de sélidos determinados pelas interse¢cdes de sélidos convexos
por meio da interacdo de suas representacdes algébricas. E essa interacdo que
causa dificuldades na aprendizagem da representacéo grafica e algébrica. Assim,
0 objetivo dessa pesquisa foi compreender as dificuldades dos alunos quando
estudam integrais multiplas e analisar em que medida a utilizacdo de um software,
como o Maple, pode ajuda-los a superar essas dificuldades e a favorecer a

interacdo entre sua representacao grafica e algébrica.

Henriques (2006) desenvolveu sua pesquisa com estudantes e professores
da Universidade Estadual de Santa Cruz (Bahia), da Universidade do Estado da
Bahia e da Universidade Federal de Campina Grande (Paraiba). Dividiu seu estudo
em quatro partes: uma analise institucional do ensino de Integrais Multiplas, uma
andlise das préticas de alunos e professores sobre Integrais Mdltiplas, um estudo

do ambiente informatico Maple e experimentos com ou sem Maple.

O autor concluiu que os estudantes amiude comecam a resolucdo dos
exercicios pelos tracados de desenhos a méo livre, predominando em suas praticas
a representacao grafica de solidos com papel e lapis, o que nédo é suficiente para
permitir a visualizacdo do dominio de integracdo, mostrando a falta de um trabalho
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de interacdo entre a representacédo algébrica e a grafica. Ademais, o Maple permitiu
melhor manipulacdo do grafico, compreensédo do problema e sua resolucdo em

menos tempo.

Em relacdo aos professores, Henriques (2006) sustenta que mostraram
alguma disposicao para as estratégias de interpretacdo geométrica do solido e de
representacdo grafica do solido, além de terem reconhecido a existéncia de certas
dificuldades ligadas ao ensino das Integrais Mdltiplas, particularmente no

tratamento dos exercicios que os professores julgaram a priori, dificeis.

Em seu artigo, Carvalho e Pereira (2004) apresentam um trabalho sobre a
utilizacéo do software Maple como ferramenta para o estudo de grafico de funcbes
de varias variaveis e de curvas de nivel, em que as variaveis didaticas referem-se
ao software e aos objetos matematicos: dominio e eixos coordenados. Portanto, o
objetivo da pesquisa foi dar oportunidade, por meio do estudo de Matematica, para
realizar atividades que suscitem a observacéo, a analise critica e criativa de uma
situacao-problema, visando o uso de um programa computacional como ferramenta

provocadora da atuacéo critica do aluno.

As pesquisadoras interessaram-se pelo funcionamento do grafico
representado no software como uma ferramenta heuristica na fase de investigacao
do aluno, observando que o potencial grafico do Maple permitiu visualizar
rapidamente as informacdes do grafico em R? e em R3, além de analisar como as
apreensdes perceptiva e operatoria, segundo Duval, e as interacdes tedrico-

gréficas, intervém no estudo de fun¢des de varias variaveis reais.

As pesquisadoras observaram uma aula dada por dois professores que
desenvolveram aulas teoricas intercaladas por aulas praticas no laboratorio.
Tiveram acesso a sequéncia didatica antes da aplicacdo em classe e
acompanharam duas turmas, uma de Calculo Il e outra de Calculo B, ministradas

nos cursos de Fisica e Engenharia Civil, respectivamente.

Segundo as autoras, o fato de os alunos nao identificarem a superficie que
representa a funcéo estudada, leva-os a aceitarem o grafico apresentado na tela
do computador, sem questionamentos, e assim a uma interpretacédo errbnea do

grafico. Outro fato relevante foi a determinagéo do dominio da fungéo representada.
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Quanto as curvas de nivel, o aluno ndo consegue constatar que o conjunto de

valores de k é o conjunto de pontos da imagem da fungéo.

No tocante as pesquisas realizadas fora do Brasil, encontramos a de
Trigueiros e Martinez (2010), em que analisam como os alunos trabalham com
funcBes de duas variaveis reais com o objetivo de investigar a relacao entre a nog¢éao
de R3 e de seus subconjuntos, e a compreensao de graficos de funcdes de duas
variaveis reais, com referencial na Teoria APOS e na Teoria de Registros de

Representacfes Semiodticas de Duval.

Entrevistaram nove alunos que haviam feito um curso de calculo em varias
variaveis reais, percebendo dificuldades na compreensao de funcdes de duas
variaveis, em particular, na sua representacdo grafica, o que pode estar
relacionado, segundo os autores, com a construcao propria dos alunos do sistema
de coordenadas retangulares R3. Embora tenham reconhecido as representacoes
algébricas de planos, os alunos apresentaram dificuldade para compreender sua
representacdo gréafica, nota-se assim que a dificuldade esta em realizar a
conversao do registro algébrico para o registro grafico. De maneira semelhante, os
alunos tiveram dificuldades também para representar graficamente outras funcées
de duas variaveis, ou seja, foi dificil para os alunos realizar a conversao do registro
algébrico para o grafico e coordenar esses dois registros. Enfim, tais autores
mostraram que a passagem de funcées de uma variavel para funcdes de duas

variaveis, em particular, no caso de representacao grafica, ndo é direta.

Os pesquisadores Xhonneux e Henry (2010) da Universidade de Namur,
Bélgica, discorrem sobre o ensino do Teorema de Lagrange em cursos de
Matemética e de Economia. Essa pesquisa tem por objetivo, comparar, por meio
da Teoria Antropolégica do Didatico de Chevallard, a apresentacdo desse teorema
em dois livros didaticos, na disciplina de Matematica para alunos do primeiro ano
de estudos de economia da Universidade de Namur e para alunos do primeiro ano
de estudos de Matematica da Universidade de Louvain.

Segundo os autores, existe diferenca entre 0 ensino do Teorema de
Lagrange para alunos de matematica e para alunos de economia. Os estudantes
de economia séo confrontados com o bloco pratico-técnico formado pela seguinte

tarefa: encontrar candidatos que apresentem as melhores solugbes para o
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problema de otimizacgéo, sujeita a restricdes e utilizam a técnica dos Multiplicadores
de Lagrange para resolver completamente o problema, justificando-a com o
Teorema de Lagrange. J& os estudantes de Matematica sdo confrontados com o
bloco pratico-técnico formado pela tarefa: provar o teorema de Lagrange que
permite, a0 mesmo tempo, encontrar o resultado e justificar seu resultado. Assim,
verifica-se que a demonstracdo € uma das atividades dominantes entre o0s

estudantes de Matematica.

Os autores apontam, em suas conclusdes, que existem discrepancias entre
o conhecimento matemético a ser ensinado nos cursos de matematica e economia,
dado que seu papel € diferente em cada curso, pois a Transposicdo Didética
fornece classifica os contetdos que sdo apresentados nos livros didaticos. E
preciso estar ciente de que os livros didaticos ndo representam o conhecimento
matematico “como é realmente ensinado”, portanto, devem-se realizar analises
mais profundas para ter acesso as praticas dos professores e as percepcdes dos

alunos.

Essa revisdo bibliografica mostrou-nos que, no ensino e na aprendizagem
do Célculo Diferencial e Integral para funcdes de duas variaveis reais, a abordagem
dos conceitos estudados, a partir de sua definicdo formal, proporciona algumas
dificuldades em termos de compreensdo. Referindo-se a generalizacdo da
transicdo de funcbes de uma variavel real para fungcdes de varias variaveis reais,
0s pesquisadores insistem na importancia da interacdo entre diferentes registros
de representacdo semidtica para generalizar os principais aspectos dessas
funcdes. No tocante a conversao entre registros de representacdo semidtica, os
autores verificaram que na conversao do registro algébrico para o registro grafico,

no R3, os estudantes apresentaram dificuldades.

Verificamos que em algumas pesquisas, 0s autores utilizaram o software
Maple, pois observaram que o ambiente de lapis e papel para a aprendizagem do
calculo em duas variaveis reais revela barreiras insuperaveis, em relacdo a
interpretacdo dos tipos de representacdes e as interacdes entre eles, tanto para o

ensino quanto para a aprendizagem.
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Afirma-se que a interacdo do aluno com o Maple facilitou o processo da
aprendizagem, pois o aluno péde perceber ou intuir, analisar os conceitos inerentes
ao Calculo diferencial e integral de duas variaveis reais, e olhar as diferentes
representacdes graficas de funcdes de duas variaveis reais sob angulos distintos,

em funcdo da manipulagéo direita, em tempo real.

Visto que o software Maple é um sistema algébrico computacional (CAS)
com grande potencialidade no ensino de tépicos de Calculo de func¢des de duas
variaveis reais, e o0 Mathematica é um sistema algébrico computacional, estamos
interessados nos graficos representados no CAS Mathematica, por meio de
comandos préprios do software, e na manipulacdo desses graficos, ja que este
software esta instalado no laboratério de computacdo da faculdade onde vamos
realizar nossa experimentacao. Assim, consideramos necessario apresentar alguns
comandos do Mathematica a fim de representar graficos de uma funcéo de duas

variaveis reais nesse software.

1.2 APRESENTACAO DO SOFTWARE MATHEMATICA

O software Mathematica, segundo Wolfram (2013), é um programa
computacional com um Sistema de Computacdo Algébrica ou CAS (Computer
Algebra Systems), que combina manipulagao simbodlica, calculo numeérico, graficos
e uma sofisticada linguagem de programacao. Na atualidade, esta sendo utilizado
por diferentes profissionais em diversas areas de conhecimentos, tais como

Matematica, Engenharia, Medicina, Fisica, entre outras.

Wolfram (2013) afirma que o Mathematica é composto de duas partes: o
nucleo(Kernel) e a interface gréfica (front end). O nucleo é o médulo em que todo
processamento mateméatico € realizado, ou seja, € a parte que interpreta os
comandos e as opcdes do Mathematica e retorna os resultados. A interface grafica
é a forma de interacdo entre o usuario e um programa por meio da tela, permitindo

0 uso simultaneo de texto e grafico.

A forma mais comum de trabalhar no Mathematica € o uso de documentos
interativos conhecidos como cadernos (notebook), que € a area de trabalho do

usuario. Em um caderno digita-se a entrada de um comando proprio do software, a
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seguir, devem-se usar as teclas shift e enter para que seja avaliado pelo nucleo. Ao
receber esse comando, o nucleo é ativado e gera uma saida que pode ser um texto

explicativo, uma representacéo grafica, uma representacao algébrica ou numérica.

Neste trabalho usaremos os comandos Graphics3D para representar um
ponto no espaco, ContourPlot3D, para representar planos no espaco, e Plot3D,

para representar funcdes de duas variaveis reais. Na sequéncia, explicitaremos
esses comandos.

Grafico de pontos no espac¢o. Para gerar um ponto em coordenadas
cartesianas no espaco, digitamos o comando Graphics3D. Por exemplo,

escrevemos Graphics3D[Point[{2,-2,3}]], para gerar o ponto representado por (2,-
2,3), conforme Figura 1.

Figura 1. Gréfico do ponto (2,-2,3).

Inj4}= Graphics3D[Peoint[{2, -2, 3}]]

Fonte: Construcdo da autora.

Se quisermos mostrar nesse gréafico os eixos coordenados e nomea-los com
as letras x, y e z, por exemplo, escreveriamos de maneira ordenada e sequencial
as seguintes opcdes Axes—True e AxesLabel — {“x”“y”“z’}. Também, poderiamos
nomear os eixos com outras letras. Para gerar o ponto (2,-2,3) em que 0S eixos

sejam mostrados e nomeados com as letras X, Y e Z, por exemplo, escrevemos 0
comando

Graphics3D[Point[{2, —2,3}], Axes — True, AxesLabel - {"X","Y","Z"}],

como vemos na Figura 2.
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Figura 2. Grafico do ponto (2, -2, 3).

In[14]= Graphics3D[Point[{2, -2, 3}], Axes - True, AxesLabel » {"X",6 "Y", "Z"}]

Out[14]=

Fonte: Construgdo da autora.

O procedimento para descrever a posi¢cao do ponto de coordenaas (2,-2,3),
nesse espaco euclidiano desenhado por trés retas numéricas perpendiculares entre
si, mostrado na Figura 2, € o mesmo que utilizamos para localizar um ponto, em
gue os eixos coordenados sao ortogonais entre si e passam pelo mesmo ponto O,
origem comum desses eixos. De fato, para representar o ponto (2,-2,0) no plano
Xy, como € mostrado na Figura 3, tracamos um segmento paralelo ao eixo x em
direcéo ascendente do eixo y, a seguir, tragcamos um segmento paralelo ao eixo y
em direcdo descendente do eixo X, sendo que os dois segmentos tém como

interseccdo o ponto de coordenadas (0,0,0).

Figura 3. Localizagdo do ponto (2,-2,3) no sistema cartesiano R3.

Fonte: Construgcédo da autora.
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Na sequéncia, tracamos um segmento paralelo ao eixo x de comprimento |2|
e um segmento paralelo ao eixo y do mesmo comprimento |2|, sendo a intersecao
desses segmentos o ponto de coordenadas (2,-2,0). A seguir, tragcamos uma
diagonal do ponto de coordenadas (0,0,0) até o ponto de coordenadas (2,-2,0), logo
tracamos um segmento paralelo a essa diagonal que passa pelo ponto (0,0,3) e
intersectamos com um segmento paralelo ao eixo z de comprimento |z| = 3,

conforme mostra a Figura 3.

Portanto, esse software apresenta o grafico do sistema cartesiano R3 em
uma caixa definida pelos eixos coordenados, que ndo passam pela origem, ja que
o gréfico do sistema cartesiano R3 é gerado de outra maneira em que se podem
observar os octantes do sistema cartesiano, como mostra a Figura 4. No entanto,
a localizacdo de um ponto nesse sistema de eixos € a mesma que usamos para

localizar um ponto em um sistema de eixos com orientag&ao positiva.

Figura 4. Octantes do sistema cartesiano e orientagdo positiva dos eixos.

Fonte: Construgdo da autora.

O Mathematica gera também um ponto em um sistema de eixos com
orientacdo positiva, ou seja, N0 espago em que 0s eixos de coordenadas estao
centrados na origem em que é visto apenas um octante do espaco cartesiano. Para

isso, ao acrescentarmos no comando Graphics3D a opcao AxesOrigin — {0,0,0},
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conseguimos que, no grafico, os eixos coordenados estejam centrados no ponto de
coordenadas (0,0,0). E com Boxed — False, desaparece a caixa, conforme Figura
5.
Figura 5. Gréfico do ponto (2,-2,3) — eixos se intersectam em (0,0,0).
In[18]= Graphics3D[Point[{2, -2, 3}], Axes - True,

AxesLabel - {"X", "¥Y", "z"},
AxesOrigin - {0, 0, 0}, Boxed - False]

Out[18]= z .-

X

1 2 3 4
I N R

—4 _3Y

Fonte: Construgdo da autora.

Os procedimentos para identificar o ponto (2,-2,3), conforme mostra a Figura
5, sdo 0os mesmos mencionados anteriormente. Assim, notamos que através do
Mathematica pode-se observar os oitantes do sistema cartesiano e ndo apenas um
oitante. Essas diferentes formas de representar o sistema de coordenadas R3 estdo
presentes também nos graficos de planos e superficies como explicitaremos a

seqguir.

Grafico de planos no R3. Para gerar um plano, digitamos o comando
ContourPlot3D e em forma sequencial e ordenada digitamos as opg¢des f == k;
{2, Xmins Xmaxd V) Ymins Ymaxd 12> Zmins Zmax}- Quando escrevemos f ==k, estamos
representando um conjunto conveniente de pontos no espacgo, tal que
{(x,v,k):(x,y) ERXR e f(x,y) =k}, o conjunto {(x,k,z):(x,z2) ERXR e
f(x,z) =k}, ou {(ky,2):(,z) ERXR ef(y,z) =k}. Quando escrevemos
{2, Xmins Xmaxd 1V Ymin» Ymax), €Stamos definindo um dominio conveniente, dentro do
gual estara o grafico, e quando escrevemos {z, Z,in, Zmax}, €Stamos definindo uma

imagem conveniente para o grafico.

Por exemplo, para gerar o plano definido analiticamente por f(y,z) = 2,
conforme mostra a Figura 6, digitamos o comando, ContourPlot3D[x==2, {x,-5,5},
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{y,-5,5}, {z,-5,5}, AxesLabel — {“X”,“Y”,“Z’}]. Como explicamos anteriormente, a op¢ao
AxesLabel — {“X”,“Y”,“Z”} nomeia 0s eixos coordenados, 0s quais podem ser também

nomeados com outras letras.

Figura 6. Grafico do plano f(y,z)=2.

nE7}= ContourPlot3D[x = 2, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}, {z, -5, 5},
AxesLabel » {"X", z"}]

100%

Fonte: Construcéo da autora.

Para gerar o plano f(y,z)=2 com os eixos centrados no ponto (0,0,0),
digitamos no comando ContourPlot3D as op¢des AxesOrigin — {0,0,0} e Boxed —
False, conforme Figura 7.

Figura 7. Gréfico do plano f(y,z)=2 - eixos se intersecam em (0,0,0).
WiTl ContourPlot3D[{x =2}, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}, {z, -5, 5},

AxesLabel -» {"Xx", "Y", "2"}, Axes - True, AxesOrigin - {0, 0, 0},

Boxed - False]

Out{37]=

Fonte: Construcdo da autora.
Notamos que o grafico do plano, mostrado tanto na Figura 6 quanto na

Figura 7, representa o conjunto {(2,y,2): (y,z) € RX R e f(y,z) = 2}. Mais de uma
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vez, afirmamos que, para gerar o grafico de planos no espaco, o Mathematica
apresenta-o de maneiras diferentes: os eixos de coordenadas estédo centrados na

origem e em uma caixa limitada pelos eixos coordenados ndo centrados na origem.

Grafico de func¢des de duas variaveis reais. Para gerar o grafico de uma
funcdo de duas variaveis, digitamos o comando Plot3D, e, em forma sequencial,
digitamos as opc¢des f(x,¥), {X, Xmin Xmax}b W Vmin» Ymax)- Quando escrevemos
f(x,y), estamos representando uma funcdo de duas varidveis definida por z =
f(x,y). Também poderiamos escrever a expressao f(y,z) para representar uma

funcdo de duas variaveis definida por x = f(y,z) ou uma funcéo definida por y =

f(x,2).

Quando digitamos {x, Xyin, Xmaxh V> Vmin» Vmax), €Stamos definindo um
dominio conveniente para a funcdo de duas variaveis definida por f(x,y). Da
mesma maneira, se a funcdo fosse definida por x = f(y,z), escreveriamos
£, Ymins Ymaxh {2, Zmin» Zmax}» d@ mesma maneira para a funcdo definida por y =
f(x,z). Por exemplo, para gerar o grafico da funcéo de duas variaveis definida por
f(x,y) = x?> + y? + 4 com dominio [-5,5] X [—5,5], digitamos o comando, conforme
mostra a Figura 8: Plot3D[x? + y? + 4, {x,-5,5}, {y,-5,5}, AxesLabel — {*X”,“Y”,“Z’}], em
gue a opcgao AxesLabel — {“X”,“Y”, “Z"} nomeia 0s eixos coordenados, 0s quais podem

ser nomeados com outras letras.

Figura 8. Gréafico da func&o definida por f(x,y)=x?+y*+4.

PlotBD[xz + y2 +4, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}, AxesLabel » {"x", "Y", nzn}]

Fonte: Construgdo da autora.

Observamos que o Mathematica gera o grafico de uma funcdo de duas
variaveis em uma caixa definida pelos eixos coordenados nao centrados na origem.
Além disso, observamos na Figura 8 que o Mathematica exibe automaticamente,

na tela do computador, os valores da imagem da fungéo definida por f(x,y) = x* +
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y? + 4 com dominio [-5,5] X [—5,5], isto &, z € [0,54]. Os limites da caixa podem
mudar, conforme Figura 9, se forem alterados os intervalos das variaveis

independentes da funcéo.

Figura 9. A caixa muda ao trocar o dominio da funcéo.

Fonte: Construcdo da autora.

Observamos na Figura 9 que o Mathematica exibe automaticamente, na tela
do computador, os valores da imagem da fungao definida por f(x,y) = x? + y? + 4
com dominio [—3,3] x [—3,3], isto &, z € [0,22]. Logo, esses valores de z dependem

dos valores de x e y, que digitamos no momento de inserir o comando.

Para gerar o grafico de uma funcdo de duas variaveis com 0s eixos
coordenados centrados na origem, digitamos no comando Plot3D as opcdes:
AxesOrigin — {0,0,0} e Boxed — False; 0 Mathematica, conforme mostra a Figura 10,
gera o gréfico da funcdo definida analiticamente por f(x,y) = x%? + y? + 4 com
dominio [-5,5] x [=5,5].

Figura 10. Grafico da func&o definida por f(x,y)=x?+y>+4 - eixos se intersecam em (0,0,0).

In[23]= Plot3D[x*2+vy*2+4, {x, -5, 5}, {v, -5, 5},
AxesLabel -> {"X", "Y", "Z"}, AxesOrigin - {0, 0, 0},

Boxed - False]

out[23]=

Fonte: Construcdo da autora.
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Novamente, afirmamos que, para gerar o grafico de uma funcdo de duas
variaveis reais, o Mathematica apresenta-o de formas diferentes: os eixos de
coordenadas estdo centrados na origem (€ um sistema de eixos com orientacao
positiva) e em uma caixa definida pelos eixos coordenados ndo centrados na
origem (em que se pode observar os octantes do sistema cartesiano R3 ), ou seja,
o Mathematica mostra o grafico do sistema cartesiano R3 de maneiras diferentes,

mas o contetdo do grafico € o mesmo.

O Mathematica gera o grafico em R3, de outra forma, isto €, com o0s eixos
coordenados interceptados ortogonalmente em suas origens, orientados e
denotados por X, Y e Z. Para isso, em primeiro lugar, digitamos o comando Plot3D
para produzir um grafico de uma funcdo de duas varidveis sem a caixa e sem 0s
eixos, e em seguida digitamos o comando Graphics3D para gerar a representacéo
gréfica do sistema cartesiano R3. Ap6s o uso do comando Show, determinamos a
representacdo de uma funcdo de duas variaveis nesse sistema cartesiano R3,
combinando os graficos gerados pelo uso dos comandos Plot3D e Graphics3D. Por
exemplo, para gerar o grafico da funcéo definida analiticamente por f(x,y) = x? +
y? + 4 com dominio [—5,5] x [-5,5], como é mostrado na Figura 11, digitamos o
comando Plot3D[x? + y? + 4, {x,-5,5}, {y,—5,5}, AxesLabel - {"X","Y","Z"},
Boxed — False, Axes — False].

Figura 11. Grafico da func&o definida por f(x,y)=x’+y*+4.

2 ~
Inzs)= sup = Plot3D[x" + v° + 4, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}, AxesLabel » {"X", "¥", "2"}, !
Boxed - False, Axes -» False]; ‘

In[40]:= ejes =
Graphics3D[
{{Arrowheads[0.04], Arrow[{{0, O, -20}, {0, O, 55}}], Thick,
Line[{{0, O, -5}, {0, O, 55}}], Text[Z, {0, 0.5, 55}1},
{Arrovheads[0.01], Arrow[{{0, -5, 0}, {0, 5, 0}}], Thick,
Line[{{0, -5, 0}, {0, 5, 0}}], Text[¥, {0.5, 5, 0}1},
{Arrowheads[0.01], Arrow[{{-5, 0, 0}, {5, 0, 0}}], Thick,
Line[{{-5, 0, 0}, {5, 0, 0}}], Text[X, {5, 0.5, 0}]}}, Boxed - False];

In[24}= Show [sup, ejes]

100% ~

Fonte: Construgcdo da autora.
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As opcOes usadas para representar os eixos coordenados: Arrowheads]s],
onde s representa o tamanho da seta em escala s; Arrow[{ptl,pt2}] representa a
seta com ponto inicial, representado por ptl, até o ponto final, representado por pt2;
Line[{pt1,pt2}] representa a linha que une os pontos representados por ptl e pt2,
podem ser alteradas de acordo com o gréafico que desejamos representar, ou seja,
conforme o dominio, a imagem da funcéo. No entanto, para usar essas op¢oes do
comando Graphics3D, precisamos ter conhecimento e entender a sintaxe propria

de cada um no momento de gerar um grafico.

Percebemos que o gréafico de uma funcéo de duas variaveis auxilia-nos na
observacéo das caracteristicas dessa superficie, pois estamos interessados na
representacdo de um conjunto de pontos (x,y,z) tal que (x,y) € D S R?* e z = f(x,y),
onde D representa o dominio da funcdo. Ademais, afirmamos que a vantagem do
Mathematica no ensino e aprendizagem do Célculo em duas variaveis reais € que
esse software gera gréaficos diferentes do sistema de coordenadas retangulares
XYZ, segundo o que for requerido pelo usuario, mas o contetdo do grafico € o

mesmo.

Assim, consideramos que essas diferentes formas de apresentar o grafico
de uma funcdo de duas variaveis reais e de “ver”’ a representag¢ao grafica ajudarao
o aluno a mobilizar seus conhecimentos sobre as no¢des de Célculo Diferencial em
duas variaveis reais, quando tiverem que interpretar e analisar o grafico de uma
funcado de duas variaveis reais e, assim, dar solucéo a situacoes, pois, como afirma
Duval (2004), a maneira de ver os graficos depende da compreensdo do

funcionamento do sistema de representacéao.

1.3 JUSTIFICATIVA DO TEMA DE PESQUISA

Na leitura das ementas da disciplina de Matematica lll, ou equivalentes, da
Universidade do Callao, no Peru, permite-nos afirmar que o estudo de fungdes de
duas variaveis reais tem lugar nos programas de Calculo nos cursos de Engenharia,
Economia, Administracdo, Matematica e Fisica. Relacionado a esse tema, um dos
itens estudados é os valores maximos e minimos de func¢des de duas variaveis

reais, como pode ser visto no Anexo A (pag. 193).
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Segundo o Ministério de Educacao e Cultura de Brasil (MEC), no Parecer
CNE/CES 11/2002, a formacéao do engenheiro tem por objetivo dotar o profissional
dos conhecimentos necessarios para o exercicio de competéncias e habilidades
relacionadas ao saber matematico associado a aspectos sociais e naturais
inerentes as graduacdes de engenharia. Uma delas € aplicar conhecimentos
matematicos, cientificos, tecnoldgicos e instrumentais a engenharia, estimulando a

sua atuacao critica e criativa na identificacao e resolucéo de problemas.

Essa formagéo técnico-cientifica dos alunos de Engenharia € semelhante a
formacéo do futuro engenheiro no Peru, além disso, segundo Nomura (2011), as
disciplinas dos Conteudos Curriculares presentes nas Diretrizes sdo agrupadas em
conteldos bdésicos, conteldos profissionalizantes e especificos de cada
engenharia. De maneira semelhante, sdo agrupadas as disciplinas no curso de
Engenharia de Alimentos. Assim, a disciplina de Matematica Ill pertence ao grupo

de conteudos basicos.

No curso de Engenharia de Alimentos, percebemos a necessaria relacéao
entre as disciplinas matematicas e as disciplinas que compdem os futuros ciclos da
graduacéo, visto que as primeiras sdo essenciais para a aprendizagem das
segundas, por exemplo, a disciplina de Matematica Ill € essencial para o

aprendizado das disciplinas de Termodinamica, Engenharia | e Engenharia Il.

Segundo Cury (apud NOMURA, 2011, grifo nosso), o futuro engenheiro deve
aplicar conhecimentos matematicos, cientificos e tecnolégicos a engenharia,
trabalhar em equipes multidisciplinares, sendo que todas as disciplinas da grade
curricular deveriam cumprir essas exigéncias. Ademais, nao se poderia pensar em
trabalhar o Célculo, as Equacdes Diferenciais, entre outros, de forma separada,
como se 0s conteludos pudessem permanecer guardados na memoéria do aluno,

esperando para serem utilizados.

Assim, de acordo com Nomura (2011), deve existir uma interdependéncia
entre o ensino e aprendizagem, em relacdo a logica da sequéncia do aprendizado
e a forma com que os contetdos sao ligados entre si. Esse fato ndo é levado em
conta na Faculdade de engenharia de Alimentos da Universidade Nacional do
Callao, no Peru, no que diz respeito as disciplinas de matematica e as que

pertencem ao grupo de conteudos especificos da engenharia de Alimentos.
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Visto que € necessario ligar a disciplina de Matematica Ill com as outras da
grade curricular da engenharia de Alimentos, estamos interessados no ensino e
aprendizagem da disciplina de Matematica Ill, em particular, no ensino e
aprendizagem da nogéo de valores maximos e minimos de fungbes de duas

variaveis reais, buscando estabelecer relagdes com as demais disciplinas do curso.

Ao lecionarmos essa disciplina, percebemos que os alunos tém dificuldades
para se relacionarem com o estudo das funcdes de duas variaveis reais, o que se
reflete no alto nivel de reprovados nesse topico. Nosso interesse pela no¢éao de
valores maximos e minimos locais de fun¢Bes de duas variaveis reais € porque
quando os alunos estudam o tépico de Multiplicadores de Lagrange, utilizando

representacdes gréaficas, apresentam problemas em compreender esse tépico.

Por isso, decidimos aprofundar o estudo dos valores maximos e minimos
locais de funcdes de duas variaveis reais com 0 objetivo de promover mudancas
no processo de ensino e aprendizagem, porque ao darmos aulas no curso de
Engenharia de Alimentos utilizamos apenas procedimentos algébricos e exercicios
de aplicacdes diretas das definicbes e teoremas.

Assim, no decorrer de nossas leituras e reflexdes, identificamos que existem
poucas pesquisas realizadas, tanto nacional quanto internacional, que tratam do
ensino do Calculo diferencial e integral em duas variaveis reais. Verificamos que
essas pesquisas enfatizam a representacdo grafica de funcbes de duas variaveis,
na determinagdo de seu dominio e em curvas de nivel, pois os alunos nao

conseguem interpretar em outro registro o que realizam no algébrico.

Tais pesquisas fundamentaram-se na Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica, propondo atividades que possibilitavam a conversao
entre registros. Basearam-se também na percepc¢ao de registros graficos no plano
e no espaco de tal maneira que os alunos faziam conjecturas a partir da intuicao,
permitindo a transicdo do Calculo de uma variavel real para duas variaveis reais,
na medida em que o aluno mobilizava seus conhecimentos de calculo de uma

variavel real.

Em relacdo ao ambiente informético usado nas pesquisas, Henriques (2006),

Carvalho e Pereira (2004) e Alves (2011) apresentaram as potencialidades de um



40

programa computacional que implementa um sistema de algebra computacional
(CAS), o Maple, para favorecer a aprendizagem de alguns contetdos de Calculo

diferencial e integral de duas variaveis reais.

Em relacé@o ao Calculo de integral dupla ou tripla e ao Calculo diferencial em
duas variaveis reais, Henriques (2006) e Alves (2011) afirmaram que o Maple pode
realizar mudanca de variaveis, célculos de derivadas parciais, calculo de primitivas
de integrais iteradas, entre outras, fornecendo o resultado de maneira rapida, além
de oferecer aos estudantes oportunidade de explorar ideias matematicas, analisar
contraexemplos e desenvolver a intuicdo necessaria com a fim de evitar a

algoritmizacao das atividades didaticas.

Ha& pesquisas que usam como referéncia a Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica para o estudo de fungfes de duas variaveis diretamente
relacionado ao tratamento e conversao entre os registros algébrico e grafico. No
caso de Alves (2011), ele se interessa em investigar como o aluno percebe ou intui
o0 comportamento das curvas de nivel perto dos valores maximos e minimos locais
de funcdes de duas variaveis reais, e, no caso de Henriques (2006), como o aluno
representa mentalmente uma regido solida. Em relacéo as representagdes graficas
em R3, duas pesquisas usaram lapis e papel, e trés delas, o ambiente

computacional Maple.

Tal constatacao leva-nos a inferir que nossa contribuicdo com esta pesquisa
sera particular, uma vez que estamos interessados em estudar como o aluno
desenvolve a visualizacao durante a aprendizagem dos valores maximos e minimos
locais de funcdes de duas variaveis reais e ndo apenas como 0s percebe, 0s intui
ou 0s representa mentalmente. Para isso fizemos uma adaptacéo das apreensdes
do registro figural de Duval para o registro gréafico, dado que nao existem estudos

gue expliqguem essas apreensdes neste registro.

De acordo com o0s pesquisadores que usaram o software Maple,
concordamos que constitui ferramenta importante para a visualizagdo na
aprendizagem dos valores maximos e minimos locais de fun¢gdes de duas variaveis
reais. Tanto este quanto o software Mathematica sdo programas computacionais
com um Sistema de Computacao Algébrica (CAS). Assim, por ja estar instalado no

laboratério de computacdo da faculdade de Engenharia de Alimentos, onde



41

realizaremos a experimentacgao, e por nao termos encontrado pesquisa alguma que
o utilizasse como ferramenta na construcdo de nocdes de funcdes de duas
variaveis, especificamente, para a determinacéo de valores de maximos e minimos

locaris dessas func¢des, optamos por sua utilizagao.

No préximo passo, esclareceremos nosso referencial teérico que sustenta
este trabalho, contribuindo para delimitar nosso problema e formular a questéo de

pesquisa e 0s objetivos.

1.4 REFERENCIAL TEORICO

Nessa parte da pesquisa apresentaremos o referencial tedrico que sustenta
este estudo: a Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica, segundo Duval
(1995), e a Teoria das Situacdes Didaticas de Brousseau (1998), com as quais

nosso trabalho possui estreita relacéo.
1.4.1 Registros de Representaciao Semiotica

Duval (1995) afirma que a peculiaridade da aprendizagem das matematicas
considera que as atividades cognitivas essenciais, como a conceitualizacéo, o
raciocinio, a resolucdo de problemas e a compreensao de textos, requerem a
utilizacao de sistemas de expressao, e de representacado além da lingua natural ou
das imagens. Para o autor, o uso frequente de simbolos proprios da Matematica
constitui uma maneira particular de comunicar e generalizar determinadas
concepcdes relacionadas a suas diversas areas, tais como: Aritmética, Geometria,

Algebra, Célculo, Estatistica etc.

Para o autor é fundamental ndo confundir, em nenhum momento, os objetos
matematicos com suas representacdes, visto que um mesmo objeto matematico
pode ter representacdes diferentes, pois 0 que importa € o objeto representado e

nao suas diversas representacdes semioticas possiveis.

Assim, Duval (1995, p. 2) afirma que, “por sua pluralidade potencial, as
diversas representacbes semiodticas dos objetos matematicos seriam entdo

secundarias e superficiais a aprendizagem conceitual dos objetos”, pois, a confusao



42

entre o objeto matemético e sua representacdo propicia uma perda de
compreensao por parte do aluno, dado que os conhecimentos adquiridos tornam-
se inutilizaveis no contexto da aprendizagem, seja por falta de atencdo ou por
permanecem como representacdes inertes que ndo sugerem nenhum tipo de

tratamento.

O autor considera que as representacbes podem ser mentais,
computacionais e semiotticas. As mentais consistem em um conjunto de imagens e
de concepcdes que uma pessoa pode ter sobre um objeto ou sobre uma situacao.
As computacionais sdo aquelas cujo significante (o elemento tangivel, perceptivel
ou material do signo) ndo requer visdao do objeto, permitindo transformacgdes
algoritmicas de uma sucessdo de significantes a outra, isto €, um conjunto de
instrucdes necessarias para executar uma tarefa a fim de produzir uma resposta
adequada a situacdo. “Trata-se de uma codificacdo da informacdo” (DUVAL,
1995, p. 16).

As representacdes semidticas, por sua vez, sdo determinadas por um
sistema particular de signos, linguagem, escritura algébrica ou de gréficos
cartesianos, podendo ser transformadas em representacdes equivalentes em outro

sistema semiotico, possibilitando que o sujeito atribuia-lhes significados diferentes.

Duval (2004, p. 43, traducdo nossa) ressalta a importancia da nocéo de

sistema semiotico no estudo das representacdes semioticas:

Um sistema semiético considera regras, mais o menos explicitas,
gue permitem combinar os signos entre si, de modo que a
associacdo formada tenha também um sentido. As possibilidades
de combinacg&o sdo as que dao a capacidade inventiva ao sistema
semiotico permitindo efetuar, no seu interior, transformacgfes de
expressdo ou de representacdo. Essas regras determinam o
funcionamento do sistema, sua sintaxe em sentido amplo [...].

Para o autor, uma representacado semiotica ndo pode ser entendida de forma
independente do sistema que a produz. As especificidades do sistema semiotico
que permitem a producgéo de uma representacdo sao as que determinam a relacao

entre o conteddo da representacdo e o objeto representado.

As representacbfes semiodticas ndo podem ser preenchidas pelas

representacbes mentais porque elas desempenham um papel primordial na
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realizagcdo de diferentes fungdes cognitivas e na producéo de conhecimentos. Além
disso, “o desenvolvimento das representagdes mentais efetua-se como uma
interiorizacdo das representacdes semioticas da mesma maneira que as imagens

mentais sdo uma interiorizagdo das percep¢des” (DUVAL, 2009, p. 17).

Segundo o autor, para que um sistema semiotico seja um registro de
representacdo semidtica deve permitir trés atividades cognitivas fundamentais

ligadas a semiose:! a formacéo, o tratamento e a conversao.

A formacdo de uma representacdo dentro de um registro semidtico
particular, seja para expressar uma representacdo mental, seja para evocar um
objeto real, implica sempre uma selecdo em um conjunto de caracteres e de
determinacdes, constituindo o0 que queremos representar, envolvendo selecéo de
relacbes e de dados no contetido a representar. E a atividade que permite
representar de alguma forma um determinado conjunto de conhecimentos. Salvo
0s casos de idiossincrasia, 0s signos utilizados pertencem a um sistema semiotico
ja constituido e ja utilizado por outros: o enunciado de uma frase em certa lingua
natural, o desenho de uma figura geométrica, a expressdo de uma férmula, entre

outros.

Para Duval (1993), essa atividade implica uma selecéo de relacdes e de
dados no conteudo a ser representado, que é feita em funcdo de unidades e de
regras de conformidade que sdo proprias do sistema empregado em que a
representacdo € produto. As regras de conformidade sédo aquelas que definem um
sistema de representacédo e, por consequéncia, os tipos de unidades constitutivas

de todas as representacdes possiveis em um registro.

Por exemplo, uma formacao de uma representacdo semidtica, relacionada

ao Hessiano de uma funcdo no ponto (x,,y,), pode ser dada conforme a

representacao a seguir: H(xo, ¥o) = fex (X0, ¥o) fyy (X0, ¥o) — [fxy(xo'J’o)]z-

1 E chamada semiose a apreensdo ou a producdo de uma representacédo semidtica (DUVAL, 1995, p. 2,
traducéo nossa).
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Essa formacéo é feita em funcao das regras de conformidade préprias do
sistema algébrico do célculo diferencial de duas variaveis reais. Podemos
considerar outra representacdo do Hessiano de uma funcéo no ponto (x,, v,),

fxx(XOI 3’0) fxy (xO' yO)

H(XOryO) = fyx(xo;yO) fyy(xO'yO),

cuja formacéao é feita em funcéo das regras de conformidade proprias do sistema
dos determinantes de uma matriz quadrada 2x2, em que o0 conteddo da

representacdo estd dado como uma tabela retangular de 2x2.

Concordamos com Duval (2011) quando afirma que a contribuicdo do
computador com seus softwares € outro modo de producdo de representacées
semidticas. Para produzir essas representacdes, 0 sujeito precisara compreender
os comandos béasicos do software em questdo, além de conhecer as nogdes
matematicas envolvidas para uma representacdo adequada, o que € motivo
suficiente para diferenciar o uso de softwares do uso de lapis e papel. Como o autor
menciona, “os computadores constituem um modo fenomenoldgico? de producéo
radicalmente nova” (DUVAL, 2011, p. 137).

Para explicar a formacdo de uma representacao grafica de uma funcéo de
duas variaveis, com a utilizagdo do software Mathematica, temos que considerar
sempre o contato do sujeito com uma maquina. O software Mathematica, por meio
de seu préprio menu de comandos, manda instru¢des ao seu nucleo para exibir na
tela do computador, especificamente no caderno do Mathematica, a representacao
grafica de uma funcédo de duas variaveis reais. Por exemplo, para formar uma
representacdo grafica da funcéo representada algebricamente por f(x,y) = x3 +
3xy? — 15x — 12y, escrevemos o comando com suas opc¢des respectivas: Plot3D[x3 +
3xy? — 15x — 12y, {x,—3,3}, {y,—3,3}, AxesLabel — {"X", "Y", "Z"}], a sequir,
pressionamos a tecla shift e enter, gerando dessa maneira o grafico mostrado na

Figura 12.

2 Segundo Husserl (2002, p. 11), “A palavra ‘fenomenologia’ agrupa a palavra ‘fenémeno’ e ‘logos’, significando
etimologicamente o estudo ou a ciéncia do fendmeno. Por fendmeno, no sentido originario e mais amplo,
entende-se por tudo o que aparece, que se manifesta ou se revela”.
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Figura 12. Formacéao de uma representacao grafica no Mathematica.

Plot3D[x® +3xy® -15x-12y, {x, -3, 3}, {y, -3, 3}, AxesLabel » {"x", "Y", "z"}]

Fonte: Construgdo da autora.

Como mencionamos anteriormente, podemos, com ajuda de um comando
do Mathematica, formar outra representacdo grafica da funcdo representada
algebricamente por f(x,y) = x® + 3xy? — 15x — 12y, conforme mostra a Figura 13,

digitamos o comando:

Plot3D[x3 + 3xy? — 15x — 12y, {x,—3,3}, {y,—3,3}, AxesLabel - {"X","Y","Z"},
AxesOrigin — {0,0,0}, Boxed — False],

a seguir teclamos shif e enter.

Figura 13. Outra formagéo de uma representacdo grafica no Mathematica.

PlotBD[x3 +3)'ry2 -15x-12y, {x, -3, 3}, {y, -3, 3},
AxesLabel » {"X", "Y", "Z"}, AxesOrigin-» {0, 0, 0}, Boxed - False]

Fonte: Construcao da autora.
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Podemos observar outra formacdo da representacdo grafica da mesma
funcdo de duas varidveis, mas o contetdo da representacdo € o mesmo, pois nos
dois casos estamos representando o conjunto de todos os pontos (x,y,z) tal que

z=f(x,y) e (x,y) esta no dominio de f.

Segundo Duval (2011), com quem concordamos, 0 menu de comandos de
cada software permite mobilizar atividades cognitivas como, por exemplo, o

conhecimento de termos que designam os objetos matematicos.

O tratamento de uma representacao semidtica é a transformacéo de uma
representacdo (inicial) em outra representacdo (terminal) em relacdo a uma
questdo, a um problema ou a uma necessidade, que fornecem o critério de parada
na série de transformacdes efetuadas. Para Duval (1995, p.39, traducdo nossa),
“‘um tratamento € uma transformacéo da representagao interna em um registro de
representacdo ou em um sistema”. Por exemplo, o calculo € um tratamento interno
no registro de uma escritura simbolica de algarismos e de letras, e a inferéncia é
uma forma de tratamento em lingua natural. Duval (1995) ainda explica que h&a
regras de tratamento préprio a cada registro, e que sua natureza e seu numero

variam consideravelmente de um registro para outro.

Por exemplo, o registro algébrico do calculo diferencial de funcbes de duas
variaveis oferece o seguinte tratamento para encontrar o valor do Hessiano da
funcdo representada algebricamente por f(x,y) = x*+y*—4xy +1 no ponto de
coordenadas (0,0), f, = 4x® — 4y, f, = 4y> — 4x, for = 12x?%, fy), = =4, f,, = 12y?,

2
H(x9,y0) = fxx(XOJyO)fyy(XOfyO) - [fxy(XOfyO)] = 1449‘023’02 —16 = —16.

Ou seja, esse tratamento utiliza um sistema de escritura das derivadas
parciais de primeira ordem e de segunda ordem, e as regras operacionais

intrinsecas a nocao de derivadas parciais.

Segundo Duval (2011), quando afirma que o computador constitui um modo
fenomenolégico de producédo de representacdes semidticas, mostra que esta

fundamentada na aceleracéo de tratamentos.

Eles exibem no monitor t&do rapidamente quanto a producéo mental,
mas com a poténcia de tratamento ilimitada em comparagdo com
as possibilidades da modalidade grafico-visual. Obtemos,
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imediatamente, muito mais que tudo o que poderiamos obter & méo
livre apds, talvez, varios dias de escritas e calculos ou construcéo
de figuras (DUVAL, 2011, p. 137).

Além disso, o autor sustenta que “a novidade fenomenoldgica se deve ao
fato de que as representacfes semioticas nao discursivas tornam-se manipulaveis
como objetos reais” (DUVAL, 2011, p. 137). Para o autor, o aspecto dinamico de
desloca-las, fazendo-as rodar, ou estendé-las a partir de um ponto, permite a
fungéo de simulagéao.

Para explicar o tratamento de uma representacao gréafica de uma funcéo de
duas variaveis com a utilizacdo do software Mathematica, temos que considerar o
contato do sujeito com uma maquina. O tratamento é feito por meio do menu de
comandos e/ou deslocando manualmente o mouse. Por exemplo, para transformar
a representacao grafica, mostrada na Figura 12, em outra representacdo, conforme
Figura 14, escrevemos o comando ContourPlot3D[z==28, {x,-3,-1}, {y,-2,0}, {z,0,29},
AxesLabel — {*X”,“Y” “Z’}], a seguir, digitamos o comando Show para mostrar os

dois gréficos juntos, e teclamos shift e enter.

Figura 14. Tratamento em uma representacao gréfica.

Fonte: Construgdo da autora.

Esse mesmo tratamento poderia ser realizado para transformar a
representacao grafica, Figura 13, na representacao grafica na Figura 15. Para isso,
digitamos os mesmos comandos, ou seja, ContourPlot3D[z==28, {x,-3,-1}, {y,-2,0},

{2,0,29}, AxesLabel — {*X”,“Y”,“Z’}] e o comando Show, seguido de shift e enter.



48

Figura 15. Tratamento de uma outra representacao grafica.

Fonte: Construcdo da autora.

Assim, observamos que o tratamento € o mesmo dentro das duas diferentes
representacdes graficas, geradas pelo Mathematica, de uma mesma funcéo de

duas variaveis.

Duval (1995) afirma que pela forma de tratamento, 0s registros s&o
caracterizados como: multifuncionais (tratamentos nao algoritmizaveis) e
monofuncionais (tratamentos séo algoritmizaveis), e suas formas em discursiva
(lingua natural, sistema de escritas) e ndo discursiva (figuras geométricas, graficos

cartesianos).

A conversdo de uma representacao semidtica é a transformacao de um
objeto dado em um registro, em uma representacdo do mesmo objeto e em um
outro registro. A conversao €, entdo, segundo Duval (1995), uma transformacao

externa em relacdo ao registro de representacéo de partida.

Por exemplo no Quadro 1 evidenciamos representacdes do mesmo objeto,
o Hessiano de uma funcao de duas variaveis, em trés registros diferentes: de lingua

natural, algébrico e dos determinantes.

Quadro 1. Representacdes de um mesmo objeto em trés registros diferentes.

O Hessiano de
uma funcéo de

duas variaveis | fo,(x0, ¥0)fyy (%0, ¥0) — [fiey (¥, ¥0)]”

em um ponto

fxx (xO' yO) fxy(xOJ yO)
fyx(xo' Yo) fyy (%0, Y0)

critico.

Fonte: Proprio da autora.

Percebemos que a operagdo de conversao requer que entendamos a

diferenga entre o conteudo de uma representacao e aquilo que representa. “Sem a
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percepcdo dessa diferenca, a atividade de conversdo torna-se impossivel ou
incompreensivel” (DUVAL, 1995, p. 41, traducao nossa).

Na sequéncia, explicitamos uma conversdo do registro algébrico de uma
funcdo de duas variaveis para o registro gréfico, utilizando o Mathematica.
Comecamos, conforme Quadro 2, considerando uma expresséao algébrica de uma
funcdo de duas variaveis, por exemplo, f(x,y) = x3 + 3xy? — 15x — 12y, em seguida,
por meio de uma lista de termos préprios do sistema semiotico do Mathematica,
digitamos o respectivo comando, ou seja, Plot3D[x3 + 3xy? — 15x — 12y, {x,—3,3},
{y,—3,3}, AxesLabel - {"X","Y","Z"}], logo teclamos shift e enter para mostrar na tela

do computador a representacao grafica dessa fungéo de duas variaveis.

Quadro 2. Converséao do registro algébrico para o registro gréfico.

3 2
) =2+ 30y — 5% 12y Plotdn[x’ +3xy’ - 18x-12y, (x, -3, 3}, {y, -3, 3},

Meeslabel + {"1", "1", *2")]

Fonte: Proprio da autora.

Nessa etapa em que representamos uma funcéo de duas variaveis em duas
representacdes diferentes: a algébrica e a representacéo prépria do Mathematica,
mobilizamos atividades cognitivas, conhecendo os termos mateméaticos em relacao
a escolha dos termos do comando. Concordamos com Duval (2011, p. 138) quando
afirma que “um menu de comandos privilegia um registro de representacao para

obter a representacéo correspondente em outro registro”.

No entanto, como afirmamos anteriormente (ver p. 35), o Mathematica gera
outra representacao grafica, mas com o mesmo conteudo da representacao. Assim,
a conversao considera a expressao algébrica da mesma funcéo de duas variaveis,
como anteriormente. A seguir, por meio de uma lista de termos préprios do sistema

semidtico do Mathematica, digitamos o0 mesmo comando com mais duas opc¢oes,
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ou seja, Plot3D[x3 + 3xy? — 15x — 12y, {x,—3,3}, {y,—3,3}, AxesLabel - {"X","Y","Z"},
AxesOrigin — {0,0,0}, Boxes — False], em seguida teclamos shift e enter para mostrar

na tela do computador outra representacao grafica dessa funcao de duas variaveis.

Quadro 3. Converséao do registro algébrico para outro registro grafico.

Plot3D[):3 +3>{y2 -15x-12y, {x, -3, 3}, {y, -3, 3},
flx,y) = X3+ 3xy2 —15x — 12y AxesLabel + {ll;{u, nyn ||Z"}, AxesOrigin-' [0, 0, 0},
Boxed -+ False]

Fonte: Préprio da autora.

Visto que as duas diferentes representacdes graficas realizadas com a
utilizacdo do Mathematica permitem as trés atividades cognitivas fundamentais
ligadas a semiose, denominamo-las de Registros Graficos representados no CAS
Mathematica. O registro representado dentro de uma caixa definida pelos eixos
coordenados serd chamado de Registro Grafico CAS_MATH, enquanto o outro
registro representado de maneira que 0S eixos coordenados sdo orientados

positivamente sera chamado de Registro Gréafico CAS.

Os dois registros representam o sistema de coordenadas retangulares no
espaco com a regra de mao direita. Isto €, quando os dedos da méo direita séo
fechados de tal modo que se curvam do eixo x positivo em direcéo do eixo y positivo,

entdo o polegar aponta na dire¢cao do eixo z positivo.

Duval (1993) ressalta que a conversdo ndo deve ser confundida com a

codificacéo, pois:

refere-se a “transcricdo” de uma representagdo em um outro
sistema semiotico diferente daquele em que é dado inicialmente.
Esta transcrigcao é feita “em meio de uma série de substituigbes”
aplicando regras de correspondéncia ou utilizando listas de
substituic6es anteriormente estabelecidas. Estas substituicdes sdo
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realizadas diretamente sobre os significantes que compdem a
representacdo, sem considerar a organizacdo da representacao
nem o que ela representa. (DUVAL, 1993, p. 43, traduc&o nossa)

Para Duval (1988), a codificacdo ndo € suficiente para construir uma
representacdo gréfica. Neste sentido, afirma que a leitura das representacdes
gréficas, particularmente as representacbes de uma funcdo de primeiro grau,
requer a descriminacdo das variaveis visuais pertinentes e a percepcao das
variagbes correspondentes da escritura algébrica. As varidveis visuais sdo as
unidades significante elementares do registro grafico. Essa leitura € uma
abordagem de interpretacédo global que supfe uma atitude contraria ao uso das
regras de codificacdo para construir representacdes graficas fundamentadas na

associagao entre um ponto e um par ordenado de niumeros.

O autor distingue trés tipos de abordagem que levam em conta diferentes
aspectos do grafico: a abordagem ponto a ponto, a abordagem de extensédo do
tracado efetuado e a abordagem de interpretacéo global de propriedades figurais.
Duval (1988) afirma que essa ultima abordagem é deixada de lado no ensino, uma

vez que depende de uma analise semidtica visual e algébrica.

Para o autor, as representacdes graficas sdo definidas pela abordagem
ponto a ponto, o que permite identificar um ponto por um par de niameros e vice-
versa. Esta abordagem funciona bem quando se quer tracar o grafico de uma
funcdo de primeiro grau ou o gréafico de uma funcdo de segundo grau, mas limita-

se a alguns valores particulares e aos pontos marcados no plano cartesiano.

A segunda abordagem, segundo Duval (1988), corresponde as atividades de
interpolacao e extrapolacao, as quais se apoiam no que se denominou de aspectos
produtores e redutores das representacdes graficas. Esta abordagem de extensao
mantida €& puramente mental, pois ndo produz tracos complementares e
explicativos como uma mudanca local na graduacdo dos eixos para ampliar uma
parte do tracado. Nesta abordagem, como na anterior, consideram-se os dados do
tracado e ndo as variaveis visuais relativas da representacéo grafica. Da mesma
forma, o tratamento € orientado para encontrar valores especificos sem se prender

a forma da expresséo algébrica.
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A Ultima abordagem corresponde ao tratamento global e qualitativo das
propriedades dos graficos. Segundo o autor, o conjunto traco/eixo forma uma
imagem que representa um objeto descrito por uma expressao algébrica. Toda
modificacdo desta imagem, que leva a uma modificacdo na escrita da expressao
algébrica correspondente, determina uma variavel visual pertinente para a

interpretagéo do grafico.

E importante entdo, ver todas as modificacbes conjuntas da imagem e da
expressao algébrica. “Com esta abordagem nao estamos mais na presenca da
associagao ‘um ponto — um par de numeros’, mas na associag¢ao ‘variavel visual de
representacéo — unidade significante da expresséao algébrica’™, (DUVAL, 1988, p.
237, traducdo nossa). Para o autor, a pratica sistematica da abordagem ponto a
ponto ndo favorece a abordagem de interpretacéo global, porque tira a énfase das

variaveis visuais.

Assim, para Duval (1995), a atividade de conversdo é menos imediata e

menos simples do que se tende a crer. E necessario

[...] analisar como pode ser efetuado o procedimento de
correspondéncia sobre o qual repousa toda conversdo de
representacdo. A correspondéncia de duas representacdes
pertencentes a registros diferentes pode estar estabelecida
localmente por uma correspondéncia associativa das unidades
significantes elementares constitutivas de cada um dos dois
registros (DUVAL, 1995, p. 45, traducdo nossa).

Nesse sentido, Duval (1995, p. 49) enuncia que para ser congruente, uma
conversao entre registros de representacao semioética deve satisfazer trés critérios:
O primeiro critério € a possibilidade de uma correspondéncia “seméantica” dos
elementos significantes: a cada unidade significante simples de uma das
representacdes, pode-se associar uma unidade significante elementar. Considera-
se como unidade significante elementar toda unidade que se destaca do “léxico” de

um registro.

O segundo critério € a univocidade “semantica” terminal: a cada unidade
significante elementar da representacdo de partida, corresponde uma unica
unidade significante elementar no registro da representacdo de chegada, e o

terceiro critério € relativo a organizacdo das unidades significantes. As
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organizacdes respectivas das unidades significantes de duas representacdes
comparadas conduzem a apreender as unidades em correspondéncia semantica,

segundo a mesma ordem nas duas representacoes.

No Quadro 4, por exemplo, mostra-se uma conversao congruente do registro
em lingua natural para o registro simbolico, do grafico de uma funcdo de duas
variaveis reais. E congruente porque podemos verificar que ha correspondéncia
semantica, pois ha uma unidade significante em lingua natural para cada unidade

significante no registro simbdlico.

Constatamos ainda que ha univocidade semantica. Cada unidade
significante (registro de partida) relaciona-se com um anico simbolo no registro de
chegada. A conversédo atende também ao terceiro critério de congruéncia, dado que

a ordem da sentenca, em lingua natural, corresponde a ordem dos simbolos

utilizados no registro simbolico.

Quadro 4. Exemplo de conversdo congruente.

O conjunto de todas as ternas ordenadas de
nameros reais em que a fungé@o associa a cada
par ordenado de numeros reais um unico | ((x,¥,2) €R*z=f(x,y)e(x,y) €D}
namero real, e esse par ordenado esta no
dominio de uma fungéo de duas variaveis.

Fonte: Proprio da autora.

Desse modo, por congruéncia, definimos o grau de correspondéncia
semantica, de univocidade seméantica terminal e de organizacdo sintatica das
unidades significantes entre um registro de representacao de partida e um registro
de representacdo de chegada, em um processo de conversdo. Segundo Duval
(1995), quando um desses critérios ndo for satisfeito, as representacdes sdo nao
congruentes. Além disso, o autor afirma que uma anélise de congruéncia exige a
discriminacdo das unidades significativas proprias a cada registro de

representacgao.

Por exemplo, na atividade de converséo entre a representacéo grafica de um
plano tangente a uma superficie no ponto P(xy, v 2,) € Sua respectiva
representacédo algébrica, conforme mostra o Quadro 5, é a interpretagéo global que

nos permite associar as variaveis visuais proprias do grafico: as coordenadas
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(%0, Yo, 2o) do ponto na superficie, representado por P, a curva de intersecéo da
superficie com o plano x=xXo, que passa pelo ponto represando por P, a curva de
intersegéo da superficie com o plano y=yo, que passa por esse mesmo ponto, as
retas tangentes (o vetor tangente é seu vetor dire¢do) a cada curva em P, com as
unidades significantes da expressao algébrica, isto €, a derivada parcial de uma
funcdo de duas variaveis em direcdo de x, a derivada parcial de uma funcéo de
duas variaveis em direcao de y, os simbolos de variaveis (X, y e z), 0 simbolos de

operacoes (+,-,=), 0 simbolo das coordenadas do ponto (x,, y, € Z,).

Quadro 5. Conversao nao congruente do registro grafico para o registro algébrico.

Lo y0) (x = x0) + 5 (x090) (=) = 220

Fonte: Mora, 2012, p. 122.

Nesta conversdo ndo existe uma correspondéncia semantica dos elementos
significantes de cada registro, pois ndo ha nenhuma variavel visual (registro de
partida) para cada unidade significante no registro algébrico, porém, ndo ha
univocidades semantica, sendo possivel verificar que as variaveis visuais nao

correspondem a sintaxe do registro algébrico.

Notamos, entdo, que € necessario, para desenvolver a atividade cognitiva
requerida pelo Calculo diferencial em duas variaveis reais, que o aluno, no
momento de resolver um problema, transite pelos diversos registros de
representacdo semidtica: o registro em lingua natural, o registro algébrico, o
registro grafico e/ou o registro grafico CAS. Neste Ultimo registro, € muito
importante, como mencionamos anteriormente (ver p. 45), que o aluno compreenda
os comandos basicos do Mathematica, além de conhecer as no¢des matematicas

envolvidas para uma representacdo adequada.



55

E importante, para uma leitura dos registros graficos, que o aluno articule os
valores visuais do registro grafico e/ou registro grafico CAS com os valores
significantes dos registros algébricos empregados em definicbes e com os
teoremas, pois é nesse nivel de correspondéncia, como afirma Duval (2004), que
se pode efetuar a coordenagéo de diferentes registros de representacao.

Visualizar um grafico requer a interpretacdo de uma representacao grafica.
Como afirma o autor, para essa interpretacdo, € importante a descriminacéo das
variaveis visuais, expondo essa representacdo a todas as variacdes possiveis, com
a condicdo de que as formadas desse modo ainda continuem tendo sentido. Assim,
buscamos em Duval (1994) a nocao de apreensao de uma figura geométrica para

compreender essas variacdes possiveis no registro grafico.

Existem quatro formas de apreender uma figura: a perceptiva, a discursiva,
a sequencial e a operatoria. A apreensao perceptiva é aquela que permite identificar
ou reconhecer uma forma ou um objeto matematico, seja no plano ou no espaco.
Como afirma Duval (1994, p. 124, traduc&o nossa), “a apreensao perceptiva tem a
funcdo epistemoldgica de identificacdo dos objetos em duas ou trés dimensoes.
Isto é feito por processos cognitivos efetuados automaticamente e, assim, de forma

inconsciente”.

Por exemplo, temos 0 seguinte objeto matematico representado no plano,
conforme mostra a Figura 16. A apreensao perceptiva da figura permite identificar
a representacao de um quadrado.

Figura 16. Apreensao perceptiva de uma figura.

Fonte: Propria da autora.

No Calculo Diferencial de duas variaveis, por exemplo, a apreensao

perceptiva do grafico, mostrado na Figura 17, permite identificar um paraboloide.
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Figura 17. Apreensao perceptiva de um registro grafico.

Fonte: Construgcdo da autora.

Do ponto de vista cognitivo, essa apreensao requer mais do sujeito do que
a apreensao perceptiva do quadrado, pois no grafico de uma funcdo de duas
variaveis existe o tipo de variavel (dependente e independente), os valores das
variaveis X, Y e Z e uma leitura dos eixos. Isso nos permite afirmar que a apreensao
perceptiva do registro grafico € mais complexa do que na geometria. Esta afirmagéo
€ mais evidente quando a apreensao perceptiva do grafico, mostrado na Figura 18,
permite identificar as mesmas caracteristicas anteriormente mencionadas, porque,
como ja explicitamos (ver p. 30), a localizacéo do valor minimo e o valor de minimo
requer mais recursos cognitivos do sujeito do que a segunda (apreensao do registro

grafico mostrado na Figura 17).

Figura 18. Paraboloide no registro grafico CAS_MATH.

Fonte: Construgcdo da autora.

Para os outros tipos de apreensodes, fizemos a mesma afirmacéo: no calculo
diferencial de duas variaveis sdo mais complexas, em particular, quando se trata
do registro grafico CAS_MATH.



57

A apreenséo discursiva de uma figura, para Duval (1994), explicita outras
propriedades matematicas de uma figura, como aquelas indicadas por uma legenda
ou pelas hipoteses. Essas explicitacfes sdo de natureza dedutiva, e sua funcéo

epistemologica é de demonstragdo, conforme Figura 19.

Figura 19. Apreenséao discursiva de uma figura.

e ABCD quadrilatero convexo;
e  Mponto médio de AB;
e Nponto médio de B(C,
e P pontomédiode C'D;
o Qponto médio de AD.

O quadrilatero MNPQ é um paralelogramo.

Fonte: Almouloud, 2003, p. 129.

No Calculo diferencial de duas variaveis, podemos estabelecer como
exemplo que a apreensao discursiva do grafico, mostrado na Figura 20, seria a

explicitacdo dos elementos do grafico, considerando a semantica das propriedades
do objeto.

Figura 20. Apreensao discursiva do registro gréfico.

e Suponha que f(x,y) tenha um
maximo relativo em (x,,y,) € que as

. "% .,  derivadas parciais de f existem em

e (x0,Y0), as curvas da superficie

representada por z = f(x,y) sobre

{ os planos x = x, € y = y, tem retas

| & ,
V(X yy)

o z=f(x ) 2= f(xp, ) logo fx (X0, ¥0) € fy (x0,¥0) = 0.

tangentes horizontais em (xq,¥,),

Fonte: Anton, 2005, p. 998.

A apreensdo sequencial, segundo Duval (1994), trata-se da ordem de
construcdo de uma figura. Essa ordem ndo depende sO das propriedades
matematicas da figura, mas também das ferramentas técnicas utilizadas (a régua,

0 compasso e os comandos do menu de um software, por exemplo). Essa
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apreensao é requerida sempre que se deseja construir uma figura ou descrever a

sua construgao.

A apreensdo sequencial de um triangulo equilatero, por exemplo, seria a

sequéncia de passos para a construcao deste triangulo.

Figura 21. Apreenséo sequencial de um triangulo equilatero.

- marcar dois pontos A e B e tragar o
segmento AB,

- tragar os circulos de centros Ae B e
raio AB,

- marcar um dos pontos de intersecgao
dos circulos (ponto C);

- tragar os segmentos AC e BC

Fonte: Vieira, 2008, p. 35

No Célculo diferencial de duas variaveis, podemos estabelecer como
exemplo que a apreensdo sequencial do grafico para localizar o valor maximo de
uma funcdo de duas variaveis reais no software Mathematica, o que seria a
sequéncia de passos, conforme mostra o Quadro 6, para localizar esse valor no

grafico em que a superficie tem um plano tangente horizontal.

Quadro 6. Apreensao sequencial do maximo local de uma fungéo de duas variaveis.

Passo 1: Representar graficamente a funcdo de duas variaveis, ou seja, escrever no
caderno do Mathematica, de maneira sequencial, 0 comando:

S = Plot3D[x3 + 3xy? — 15x — 12y, {x, —3,3}, {y, —3,3}, AxesLabel - {"X","Y","Z"}].
Passo 2: Representar graficamente um plano horizontal, isto é, escrever no caderno do
Mathematica, de maneira sequencial, o comando:

P = ContourPlot3D[z == 10, {x, —4, —1},{y, —4,0},{z, 8,15}, AxesLabel - {"X","Y","Z"}].
Passo 3: Mostrar um corte horizontal, ou seja, escrever o comando Show[S,P].
Passo 4: Representar graficamente outro plano horizontal, isto é, escrever no caderno
do Mathematica, de maneira sequencial, o comando:

P1 = ContourPlot3D[z == 20, {x, —4,—1},{y, —4,0},{z, 18,25}, AxesLabel - {"X","Y",
IIZII}].
Passo 5: Mostrar outro corte horizontal, ou seja, escrever o comando Showl[S,P, P1].
Passo 6: Representar graficamente outro plano horizontal, isto €, escrever no caderno

do Mathematica, de maneira sequencial, o0 comando:
ContourPlot3D[z == 28, {x, —4, —1},{y, —4,0}, {z, 25,30}, AxesLabel - {"X", "Y", "Z"}].
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Passo 7: Mostrar o terceiro corte horizontal, ou seja, escrever o comando Show([S,P, P1,
P2].

Passo 8: O plano horizontal representado por z=28 é tangente a superficie em um ponto.
O valor z=28 é o possivel valor maximo da funcéo de duas variaveis.

Fonte: Construgdo da autora.

Segundo Duval (1994), a apreensdo operatdria corresponde a
transformacao e/ou modificacdo de uma figura inicial em outras figuras possiveis e
na reorganizacao perceptiva dessas modificacbes para mostrar a ideia de uma
solucdo de uma determinada situacdo problematica. Sua funcéo € de exploracao
heuristica, porque frequentemente a figura geométrica é transformada em outras

para mostrar uma ideia da solucdo de um problema ou de uma demonstracao.

Duval (1993) distingue trés tipos de modificacdes, essas modificacdes
podem ser da mesma forma e orientacdo, mas com variacdo de grandeza
(modificacbes Oticas), da mesma grandeza e forma, mas com variacdo de
orientacdo: rotacdo, translacado (modificagdes posicionais), e de decomposicao e
recomposicao (modificacbes mereologicas), procurando reciprocidade entre o

desenho e a representacao mental.

Por exemplo: a modificagcdo mereoldgicas da figura geométrica, mostrada na
Figura 22, em que se destaca a operacao de reconfiguracdo (AMEC, MEF, MBFD)
do quadrado ABCD.
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Figura 22. Exemplo de modificacdo mereoldgicas do quadrado ABCD.

C E F D

Fonte: Duval, 1988, p. 65.
No registro gréafico, distinguimos trés modificacdes:

Otica — quando, pressionando a tecla Ctrl e clicando o botdo esquerdo do
mouse, deslocamos fisicamente 0 mouse e manipulamos o grafico de tal maneira
que o ampliamos ou o reduzimos, ou seja, ha variacdo de grandeza e constancia

de forma. Por exemplo, conforme Figura 23, temos a ampliacdo do grafico.

Figura 23. Exemplo de modificacao otica.

Fonte: Construgdo da autora.

Posicional — quando, por meio de deslocacdes fisicas do mouse, podemos
rotar o grafico ao redor do eixo z, rotar ao redor do plano xy e traslada-lo, ou seja,
mantendo a mesma grandeza e forma, mas variando a posi¢cao. Por exemplo, a

Figura 24 mostra a rotacéo do grafico ao redor do eixo z.
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Figura 24. Exemplo de modificacéo posicional.

Fonte: Construgdo da autora.

Mereoldgica — quando, por meio de dois comandos do software, geramos
0s cortes nos planos horizontais z=k, mostrando onde o grafico da funcao de duas
variaveis reais tem altura k. Por exemplo, conforme mostra a Figura 25, temos o
corte do gréfico no plano horizontal z=0. Isto é, escrevemos 0 comando
ContourPlot3D[{z == 20}, {x,—3,3}, {y,—3,3}, {2, 0,25}, AxesLabel - {"X","Y","Z"}] e a

seguir o comando Show para gerar os cortes no grafico.

Figura 25. Exemplo de modificacdo mereologica.

Fonte: Construgcdo da autora.

Estamos interessados em estudar as atividades cognitivas que o aluno
mobiliza para desenvolver a visualizacdo dos valores maximo e minimo de uma
funcdo de duas variaveis reais, visto que “ver” um grafico nao é suficiente para
compreender 0 que realmente esta representado, ndo permitindo um tratamento

global e qualitativo das propriedades do grafico.
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1.4.2 Visualizacao

Segundo Duval (2004), as representa¢fes gréficas cartesianas tém um uso
relativamente extensivo. Sao encontrados ndo somente nos manuais ou nos artigos
cientificos, mas também nos magazines. Esses graficos podem ser vistos de duas
maneiras: uma pontual, que da a indicacdo de um valor em um momento dado, e
outra iconica, que evoca o alto e o baixo, as subidas suaves ou abruptas a partir do

nivel de base. No entanto,

nenhuma das duas maneiras de ver correspondem a maneira Util
de ver desde um ponto de vista matematico, ou seja, a maneira de
ver que permite visualizar uma relacdo entre dois conjuntos de
valores. Em matematica, os graficos cartesianos sao utilizados
sempre em articulagdo com outro registro de representagéo e,
ademais, devem permitir tratamentos qualitativos proprios a este
modo de visualizagéo [...] (DUVAL, 2004, p. 66, traducdo nossa).

O autor afirma que, em cada uma destas trés maneiras de ver, podemos
distinguir o que se observa no grafico cartesiano e o0 que 0s aspectos observados
permitem identificar. Um dos problemas especificos da aprendizagem é fazer
passar os alunos de uma apreensao local e icbnica a uma apreensao global
qualitativa. Somente com este tipo de apreensao € que se pode fazer coordenacao
com o registro da escritura algébrica de relacdo, podendo os gréficos cartesianos

funcionar como uma visualizacao.

Para Duval (1999), a visualizacdo é uma atividade cognitiva intrinsecamente
semidtica, ao contrario da visdo que fornece um acesso direto ao objeto. Salienta
gue a visualizacdo baseia-se na producdo de uma representacdo semidtica, visto
gque mostra relacbes, ou melhor, organizacdo de relacBes entre unidades
significantes de representacdo. Essas unidades significantes préprias dos gréaficos
sdo as variaveis visuais e podem ser, por exemplo, a inclinagdo de um traco,

intersecao com 0s eixos, etc.

O autor sublinha que, para construir um gréafico, requer-se somente calcular
algumas coordenadas e tragcar uma reta e uma curva: sempre partindo das tabelas
dos dados, ou das equacOes. Notamos que esse tratamento funciona bem nos
casos mais simples, como o tracado de funcbes de uma variavel, particularmente,

funcdo afim e funcédo quadratica. Mas, o autor afirma que a visualizacdo requer a
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mudanca oposta, ou seja, deve partir do gréafico para alguns valores visuais que
apontam para as caracteristicas do fendémeno representado ou que corresponde a
um tipo de equacdo e a alguns valores caracteristicos na equacdo. E aqui que

encontramos o procedimento fundamental de interpretacéo global e qualitativo.

Para Duval (1988), a discriminacdo das unidades visuais de uma
representacdo grafica ndo € evidente, mas sim a discriminacdo das unidades
significantes de uma expresséao algébrica. Tém-se: os simbolos relacionais (<, >,
=, ...); de operacdes ou de sinais (+, -); de variavel; de expoente, de coeficiente ou
de constante. O autor distingue: duas varidveis visuais gerais e trés variaveis

particulares relativas ao caso em que o gréfico é de uma funcao afim ou quadratica.

As duas variaveis gerais sdo: implantacdo de uma tarefa, isto €, o que se
destaca como figura, um traco ou uma zona; a forma de uma tarefa, ou seja, 0
tracado que delimita ou ndo uma zona € uma reta ou uma curva. Se for curva, é

fechada ou aberta.

As trés variaveis particulares, como vemos no Quadro 7, sédo: o sentido da
inclinacdo de um traco; os angulos do tragco com os eixos, e a posi¢cao do tragco em
relagdo a origem do eixo vertical. Trata-se das variaveis visuais e das unidades
simbdlicas correspondentes para a funcao linear afim representada por y = ax + b.

Segundo Duval (1988), 0 que importa nessa expressdo é o coeficiente a e a

constante b.

Quadro 7. Variaveis visuais e unidades simbdlicas para y=ax+b no plano cartesiano.

Unidades simboélicas
correspondentes

a>0
a<0

Variaveis visuais

Sentido de inclinagéo

a=1
Angulo com os eixos a<l1
a>1

b>0
Posicéo sobre o eixo b=0
b<0

Fonte: Adaptado de Duval (1988, p. 240).
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Os exemplos considerados pelo autor para explicar esses procedimentos
estdo particularmente vinculados aos casos mais simples de funcées de uma
variavel. Contudo, os problemas que nos interessam, referentes ao valor maximo e
minimo de uma funcéo de duas variaveis, revelam a seguinte questao, dado que o
autor sublinha a importancia da discriminacao de variaveis visuais na interpretacédo
das representacbes graficas: como descriminar as variaveis visuais na

representacdo grafica de uma funcéo de duas variaveis?

Prolongando, para as fungfes de duas variaveis, a ideia de variaveis visuais

consideradas por Duval (1988), distinguimos:

— Duas variaveis visuais gerais relativas ao caso em que o grafico é uma
superficie:

e Aimplantacao da tarefa, ou seja, 0 que se destaca como representacao

grafica no espaco: a curva e a superficie cuja representacao algébrica

€ conhecida ou ndo. Por exemplo, na Figura 26, o que se destaca &

uma superficie conhecida chamada paraboloide circular.

Figura 26. Exemplo de implantag&o da tarefa.

Fonte: Construcdo da autora.

e A forma da tarefa: a curva tragcada correspondente aos cortes verticais,
sdo retas ou curvas. Se corresponder aos cortes horizontais, sao
curvas fechadas ou abertas. A curvatura da superficie (se curva para
baixo ou para cima). Por exemplo, a Figura 27 mostra-nos o trago da

superficie no plano representado por y=3, ou seja, um corte vertical.
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Figura 27. Exemplo de forma de tarefa.

Fonte: Construcdo da autora.

— Variaveis especificas:

e Posicdo da superficie tracada em relacdo aos eixos coordenados
orientados positivamente e tracada dentro de uma caixa definida pelos

eixos coordenados, respectivamente, conforme Quadro 8;

Quadro 8. Posi¢cbes de uma superficie.

Fonte: Construcdo da autora.

e Relacédo dos pontos da superficie com respeito ao eixo z. Por exemplo,
conforme Figura 28 em que se mostra 0 conjunto de todos os pontos
da superficie com imagem z=-15;

Figura 28. Exemplo da relacdo dos pontos da superficie com o eixo z.

Fonte: Construcdo da autora.
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e A posicdo da superficie em relacdo ao plano perpendicular ao eixo z
(esta sobre o plano, debaixo de ou atravessa). Por exemplo, conforme

mostra a figura, a superficie estd completamente sobre o plano z=0;

Figura 29. Exemplo da posi¢do do paraboloide em relagéo ao plano z=0.

Fonte: Construcdo da autora.

e Variacdo do valor de z em relagcdo aos valores de x e y da curva de
intersecdo da superficie com o plano perpendicular ao eixo z. Por
exemplo, conforme Figura 30, mostramos os tragos nos planos z=k e

observamos como o valor de z decresce até que o traco seja um ponto.

Figura 30. Exemplo da varia¢do de z até atingir o valor minimo.

Fonte: Construcéo da autora

Essas variaveis visuais desempenham um papel importante na interpretacédo
das superficies, bem como na conversdo entre registros de representagdo e na
coordenacao dos graficos, com as diferentes expressdes algébricas presentes nos
diferentes teoremas e definicbes apresentadas nas praticas do célculo diferencial

de funcdes de duas varidveis. Por exemplo, o teorema:
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Se f tiver um extremo relativo em um ponto (x,, y,) € se as derivadas parciais de

primeira ordem de f existirem nesse ponto, entao f, (xy,¥o) = 0 € £;,(x0,¥0) = 0.

Neste registro estd presente a expressdo algébrica f,(xq,v,) =0 e
fy(x0,¥0) = 0. Identificamos, na sequéncia, as variaveis significantes dessa
expressdo algébrica: o simbolo relacional ( =.); o simbolo da funcdo de duas
variaveis ( f), a derivada parcial de uma funcao de duas variaveis em direcdo de x
(fx ), em direcéo de y (f, ), o simbolo da abcissa do ponto (x,), 0 simbolo da

ordenada do ponto (y,), 0 par ordenado (x,,y,) € 0 nUmero zero.

No registro grafico, mostrado na Figura 31, por exemplo, identificamos as
variaveis: posi¢do da superficie, tracada dentro de uma caixa limitada pelos eixos
coordenados (Registro grafico CAS_MATH); relagdo dos pontos da superficie com
respeito ao eixo z (0 conjunto de todos os pontos da superficie com imagem z=4);
a posicdo da superficie em relacdo ao plano perpendicular ao eixo z (esta

completamente debaixo do plano), isto €, o plano horizontal é tangente a superficie.

Figura 31. Variaveis visuais para z=-x>-y?+4.

Fonte: Propria da autora.

Articulando esses dois registros, observamos a relacdo entre o plano

tangente horizontal e a expresséo simbolica f, (xo,yo) = 0 € f;,(x,¥0) = 0.

Para que o aluno desenvolva a visualizagdo durante a aprendizagem dos
valores maximos e minimos locais de func¢des de duas variaveis, devemos observar
que o grafico dessas funcgdes permite a realizacdo de tratamentos especificos.
Dentro do registro grafico CAS e das apreensdes nesse registro, a mais recorrente

€ a apreensdo operatoria, por citar as modificacbes do grafico, bem como é
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necessario que o aluno faca a articulacdo das apreensdes perceptiva, sequencial,

operatdria com a apreensao discursiva.

1.4.3 Teoria das Situacdes Didaticas

A teoria das situacdes didaticas de Brousseau (1998), busca criar um modelo
de interagéo entre o aluno, o saber e o milieu no qual a aprendizagem de conceitos
matematicos deve ocorrer. Essa teoria, segundo Almouloud (2007), foi
desenvolvida por Brousseau com a finalidade de caracterizar um processo de
aprendizagem por uma série de situagcbes reprodutiveis, orientadas
frequentemente para a modificacdo de um conjunto de comportamentos dos
alunos. O objeto central de estudo, nessa teoria, ndo € o aluno, mas a situacao

didatica que relaciona professor, aluno e saber matematico.

Brousseau (1998) afirma que o aluno aprende adaptando-se a um mileu que
é fator de contradi¢des, dificuldades e desequilibrios. De acordo com o autor, tal
aprendizagem, fruto dessa adaptacédo, manifesta-se por meio de respostas novas
gue derivam dessa aprendizagem. A concepcdo moderna do ensino demanda que
o professor provoque no aluno tais adaptagdes, por meio de uma escolha judiciosa
de situacdes de aprendizagem que |lhe sdo propostas, as quais devem ser aceitas
pelo aluno, além de leva-lo a agir, falar, refletir e evoluir por si s6, uma vez que, 0
aluno aprende por vontade prépria aquém a vontade do professor ou da escola. Tal
situacao culmina na ideia de situacao adidatica proposta por Brousseau (1998) que,

de acordo com o autor, € 0 momento em que

0 aluno aceita o problema como seu e 0 momento em que produz
sua resposta, o professor recusa-se a intervir como aquele que
propde os conhecimentos que pretende fazer surgir. O aluno sabe
perfeitamente que o problema foi escolhido para leva-lo a adquirir
um conhecimento novo, mas ele deve saber também que esse
conhecimento é absolutamente justificado pela I6gica interna da
situacdo e que pode construi-lo sem fazer apelo a razdes didaticas
(BROUSSEAU, 1998, p. 59, traducdo nossa).

O professor faz a devolugéo para o aluno de uma situacdo adidatica que
provoca nele a interacdo mais independente e mais fecunda possivel. A devolucéo,

segundo Brousseau (1997), é definida como um ato do professor para fazer com
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gue o aluno aceite a responsabilidade de uma situag&o de aprendizagem ou de um

problema, aceitando as consequéncias dessa transferéncia.

Para isso, comunica ou abstém-se de comunicar, de acordo com as
informacdes, as questdes, os métodos da aprendizagem e as heuristicas. A
situacdo ou problema escolhido pelo professor envolve-o em um jogo com o
sistema de interacdes do aluno e seu milieu. O milieu € o sistema antagonista do

sistema ensinado ou previamente ensinado. Esta situacdo € chamada de didatica.

Brousseau (1997, p. 6) distingue trés momentos na situacao adidatica: acao,

formulacéo e validacéao.
Situacéo de acéao

Segundo Brousseau (1997), para que um aluno aja € preciso escolher
diretamente os estados do milieu antagonista em funcdo de suas préprias
motivacdes. Se o milieu reage com certa regularidade, o aluno pode antecipar suas
respostas e considera-las em suas futuras decis6es. Os conhecimentos permitem
produzir e mudar essas antecipacdes, sendo que a aprendizagem € o0 processo em

gue esses conhecimentos sao modificados.

Segundo Almouloud (2007), depois que o professor transfere para o aluno
uma parte da responsabilidade pela sua aprendizagem, apresentando-lhe um
problema cuja melhor solucdo € o conhecimento a ensinar, o aluno pode agir sobre
essa situacéo, esperando retorno de informacgdes. A acao deve permitir ao aluno
julgar seu resultado e ajusta-lo, se necessario, sem a intervencdo do professor,

gracas a retroacdo do milieu.

Um exemplo de uma situacdo de a¢do, em nosso trabalho, o qual sera
explicitado com detalhe na experimentacdo, seria quando os alunos leem a
situacdo proposta, fazem anotacées, realizam a conversdo do registro em lingua
natural para o registro algébrico e realizam tratamentos, tanto no registro algébrico
guanto no grafico, para encontrar a solu¢cao do problema.

Situacao de formulacao

Para Brousseau (1997), a formulacdo de um conhecimento implicito

transforma, ao mesmo tempo, suas possibilidades de tratamento, aprendizagem e
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aquisicao. A formulagcéo de um conhecimento corresponderia a uma capacidade do
aluno de retomé-lo (reconhecé-lo, identifica-lo, decompd-lo e reconstrui-lo em um
sistema linguistico). Portanto, o milieu, que exigira do aluno o uso de uma
formulacéo, deve envolver (efetivamente ou de maneira ficticia) outro aluno, a quem

0 primeiro devera comunicar uma informacao.

Segundo Almouloud (2007), o aluno troca informagdes com um ou varios
alunos, que serdo 0s emissores e receptores por meio da utilizacdo de uma
linguagem adequada, escrita ou oral, segundo cada emissor. A linguagem pode ser
natural ou matematica. E nesse momento que o aluno ou o grupo de alunos explicita

as ferramentas que utilizou e a solugéo encontrada.

Por exemplo, em nossa experimentacédo, uma situacao de formulacéo seria
guando a dupla de alunos comeca a comunicar-se entre si, formulando que no valor
maximo a superficie estd completamente por baixo do plano perpendicular ao eixo
z e que o valor maximo da superficie localiza-se no ponto onde o plano

perpendicular ao eixo z é tangente a superficie.
Situacéao de validacao

Brousseau (1997) afirma que os momentos de acdo e formulacao implicam
processos de correcdo empirica ou cultural para assegurar a pertinéncia, a
adequacao, a adaptacdo ou a conveniéncia dos conhecimentos mobilizados.
Porém, a modelagem, em termos de situacdo, permite distinguir um novo tipo de
formulacdo: o emissor ndo é um informante, mas um proponente, e o receptor, um
oponente. Assim, colabora-se no esfor¢co de vincular de forma segura um
conhecimento a um campo de saberes ja consolidados, mas entram em confronto

guando existem duvidas.

Segundo Almouloud (2007), nesse momento o aluno deve mostrar a
validade de suas afirmac0es, utilizando uma linguagem matematica apropriada, ao
julgamento de um interlocutor. O receptor, por sua vez, pode pedir mais explicagdes

ou rejeitar as mensagens que nao entende ou de que discorda, justificando-a.

Em nossa experimentagdo, um exemplo de situacdo de validacdo seria
guando os alunos mobilizam seus conhecimentos sobre a nocdo plano tangente a

superficie cuja representacdo algébrica € dada por: z =z, + f(xo, Vo) (x — x0) +
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fy(x0,¥0)(y —yo) € sobre a nocdo de plano perpendicular ao eixo z cuja
representacdo algébrica é expressada por z = z, , em que z, é o valor da funcdo
no ponto (xy,y,), iSto € f(x,vo) =2, A Seguir, comparam-se essas duas

representacdes dos planos.

Nesses trés momentos da situacdo adidatica sdo considerados
essencialmente os processos cognitivos individuais e os desequilibrios sdcio-
cognitivos produzidos nas interagdes com o milieu que incorpora intences de

aprendizagem.

E fundamental observar que as situacdes escolhidas pelo professor e
oferecidas ao aluno deveriam ser contextualizadas, isto é, o conhecimento
matematico € tratado de forma vinculada a outros conhecimentos, quando o

contelido a ser aprendido se mostra necessario.

Nesse sentido, Brousseau (1988, p. 14) afirma que o professor assume a
responsabilidade de recontextualizar e repersonalizar o saber, procurando
situacdes que deem sentido ao conhecimento a ser ensinado. Enquanto o
matematico realiza uma didatica pratica, que consiste em dar ao saber uma forma
comunicavel, descontextualizada e despersonalizada, fora de um contexto
temporal.

O professor tem, pois, de simular na sua aula uma microsociedade
cientifica, se quer que os conhecimentos sejam meios econémicos
para colocar boas questfes e resolver debates, se quer que as
linguagens sejam meios para dominar situacdes de formulagéo e
gue as demonstracdes sejam provas. Mas, além disto, tem que dar
também aos seus alunos meios para descobrirem, [...], o saber

cultural e comunicavel que se pretendeu ensinar-lhes.
(BROUSSEAU, 1998, p. 49, traducdo nossa).

Em seguida, a producéo dos alunos, na situacao adidatica, é retomada pelo
professor no momento da institucionalizacdo, quando o professor define as
relacbes que os comportamentos ou as produgodes livres do aluno podem ter com

0 saber cultural ou cientifico.
Situagéo de institucionalizagéo

Brousseau (1988) percebeu que apos a validagdo dos conhecimentos pelos

alunos, os professores eram obrigados a dar conta da producéo, descrever os fatos



72

observados e tudo que estivesse vinculado ao conhecimento, dar um status aos
eventos da aula, como resultados dos alunos e do processo de ensino, assumir um
objeto de ensino, identifica-lo, relacionar as producdes aos conhecimentos dos

outros (culturais ou do programa) e indicar o que pode ser reutilizado.

O professor tinha que constatar o que os alunos deviam fazer (e
refazer) ou néo, tinham aprendido ou deveriam ter aprendido. Esta
atividade é inevitavel: ndo podemos reduzir o ensino a organizacao
de aprendizagens. A consideracgao “oficial” pelo aluno do objeto do
conhecimento e pelo professor da aprendizagem do aluno € um
fenbmeno social muito importante e uma fase essencial do
processo didatico: este duplo reconhecimento constitui o objeto da
INSTITUCIONALIZACAO (Brousseau, 1988, p. 16, tradugio
nossa).

Segundo Almouloud (2007), as situacdes de institucionalizacdo sao
definidas como aquelas em que o professor fixa e explicita convencionalmente o
estatuto cognitivo do saber, retomando e sistematizando tudo aquilo que foi
realizado. Depois da institucionalizagao, o saber torna-se oficial e os alunos devem
incorpora-lo a seus esquemas mentais, disponibilizando seu uso na resolugéo de

problemas matematicos.

Por exemplo, em nossa experimentacéo, a institucionalizacdo poderia ser o

teorema a seguir:

Teorema. Se f tiver um valor de maximo ou minimo local em um ponto (x,, y,)
e se as derivadas parciais de primeira ordem existissem nesse ponto, entdo

fx(x0,¥0) =0€ f,(x0,¥0) =0

Assim, o modelo proposto por Brousseau (1998) permite a compreenséao das

interacdOes sociais, que ocorrem na sala de aula entre alunos e professor. e a das
condicbes e da forma, por meio das quais o conhecimento matematico pode ser

apropriado e aprendido.

1.5 DELIMITACAO DO PROBLEMA

Nossa revisdo bibliografica nos permite perceber que grande parte dos
alunos ndo compreende a representacdo grafica de pontos no espaco, no que diz

respeito & conversado do registro numérico para o grafico. Na determinacdo do
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dominio de fun¢des de duas variaveis reais, ha também confuséo entre dominio e
funcdo, em relacdo a nocao de limite, ao carater geométrico da nocao de derivada
parcial e a nocdo de area e de volume. Isso nos mostra que a possibilidade de
utilizar varios registros e de saber efetuar conversées, de um registro para outro, €

mais complicada no ensino de Célculo diferencial de duas variaveis reais.

Em uma das pesquisas analisadas, Alves (2011) estuda a nogao de valor
maximo e minimo de funcbes de duas variaveis reais, apresentando ao aluno
apenas uma atividade, cujo objetivo é identificar visualmente, por meio da intuicao,
a natureza dos pontos marcados, pelo professor, na representacéo grafica de uma
funcdo de duas variaveis reais, que € gerada com apoio do ambiente CAS, Maple.
O objetivo é verificar, por meio de tratamentos no registro algébrico, se a natureza
desses pontos que o aluno identificou visualmente seriam aqueles determinados

no registro algébrico.

As pesquisas analisadas mostram-nos que um estudo acerca da
visualizacéo se faz necessario, uma vez que nao existem trabalhos em relagédo ao
papel da visualizacdo na compreensdo das funcdes de duas variaveis reais,
particularmente, sobre compreensdo dos valores maximos e minimos dessas

funcdes.

Para o estudo da visualizacdo é indispensavel ir além da visdo e da
percepcao, € preciso compreender os tratamentos (modificacdes) no registro
grafico e as diferentes apreensdes de um gréfico, isto é, uma abordagem de
interpretacdo global qualitativa das propriedades do gréfico, porque € apenas com
este tipo de abordagem gue conseguimos a coordenacdo com o registro algébrico,
em que os graficos cartesianos podem funcionar como uma visualiza¢do. Neste
sentido usamos Duval (1999), visto que o estudo da visualizagcdo dos registros

gréficos sera feito por meio da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica.

Em relacdo ao software utilizado para representar os gréaficos de funcdes de
duas variaveis, nas pesquisas utilizou-se o CAS Maple, pois, segundo o0s
pesquisadores, é um software que auxiliou na conversao do registro algébrico para
0 registro grafico, na percepcao dos graficos, permitindo que o grafico representado
nesse software desempenhasse seu papel heuristico na resolucdo das atividades

propostas em aula.
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Como estamos interessados no estudo da visualizacdo de graficos
representados em softwares, mais do que acudir a um software para auxiliar a
visualizacao de graficos de funcdes de duas variaveis, € necessario entender como
se da o processo de visualizacdo no Calculo diferencial de duas variaveis. Quanto
ao software utilizado, escolnemos o CAS Mathematica por permitir a formacéo, o
tratamento, a conversao e a visualizacdo de registros graficos de funcdes de duas
variaveis reais. Além de ser um software que estad instalado no laboratério de

computacédo da Faculdade de Engenharia de Alimentos.

Pelo exposto anteriormente, formulamos a questdo que norteia NOSso

trabalho:

“Como acontece o processo de Vvisualizagdo durante a
aprendizagem das nocdes de valores maximos e minimos locais de

funcbes de duas variaveis reais para alunos de engenharia?”.
Para responder a questéo, pretendemos como objetivo geral:

Analisar o processo de visualizacao durante a aprendizagem das noc¢des de
valores maximos e minimos locais de fun¢des de duas variaveis reais dos alunos

de engenharia.

Para alcancar esse objetivo geral descrevemos 0s seguintes objetivos

especificos:

e Criar situacfes que envolvam as nocdes de valores maximos e minimos

locais de funcBes de duas variaveis reais.

e Analisar as coordenacdes entre 0s registros lingua natural, algébrico e

gréfico realizadas pelos alunos.

e Analisar no gréfico, representado em software Mathematica, as
apreensdes perceptiva, operatéria, sequencial e discursiva dos alunos

ao resolver as situacdes criadas.

e Analisar a articulacdo entre o registro grafico e/ou gréfico representado
em software Mathematica com o registro algébrico realizada pelos
alunos na aprendizagem da nocao de valores maximos e minimos de

fungbes de duas variaveis reais.
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Para alcancgar nossos objetivos, pretendemos, também, seguir o modelo de
Brousseau (1998), ja que sua teoria permite-nos compreender as interacdes sociais
que ocorrem em sala de aula entre os alunos, o professor e o milieu, além das
condi¢bes e da forma como o conhecimento dos valores maximos e minimos de
funcBes de duas variaveis pode ser apropriado e apreendido. Ademais, a Teoria
das Situacdes Didaticas serve de base a metodologia da Engenharia Didatica, que
se preocupa com a construcdo de uma teoria de controle baseada no sentido das

situacdes envolvidas (Artigue, 1988).

1.6 METODOLOGIA DE PESQUISA

Segundo Artigue (1988), a Engenharia Didatica vista como metodologia de
pesquisa, caracteriza-se primeiramente por um esquema experimental baseado em
realizacbes didaticas na sala de aula, isto €, na concepcao, na realizagdo, na

observacédo e na analise de sequéncias de ensino.

[...] se distinguem, geralmente, dois niveis: 0 da micro-engenharia
e o da macro-engenharia, conforme a importancia da realizagéo
didatica envolvida na pesquisa. As pesquisas de micro-engenharia
sdo as mais faceis de serem iniciadas, mas permitem levar em
conta, de forma local, a complexidade do fenémeno sala de aula,
nao permitem compor essa complexidade com a complexidade
essencial dos fendbmenos ligados a duracdo nas relagbes
ensino/aprendizagem. Elas ndo permitem necessariamente um
recorte coerente dos objetos de conhecimento. As pesquisas de
macro-engenharia sao, apesar de todas as dificuldades
metodolégicas e institucionais que apresentam, inevitaveis
(ARTIGUE, 1988, p. 286, tradu¢cdo nossa).

Para a autora, essa metodologia caracteriza-se também, em relacéo a outros
tipos de pesquisas baseados nas experimentacdes em sala de aula, pelo registro
no qual se situa e pelos modos que Ihe estdo associados. A Engenharia Didatica
situa-se no registro dos estudos de casos, cuja validacao é essencialmente interna
e fundamentada no confronto entre a analise a priori e a analise a posteriori. Assim,
esta metodologia é singular ndo pelos objetivos das pesquisas levadas a cabo mas

pelas caracteristicas do seu funcionamento metodologico.
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Nesse processo, Artigue (1988) distingue quatro fases: as analises
preliminares, a concepcdo e analise a priori, a experimentacdo, a analise a

posteriori e a validagao.

Analise preliminar: apoia-se em um quadro teorico didatico geral e em
conhecimentos didaticos ja adquiridos no dominio estudado, mas se apéia também
em uma analise epistemoldgica: dos contetdos visados pelo ensino, do ensino
habitual e dos seus efeitos, das concepc¢bdes dos alunos, das dificuldades e
obstaculos, que marcam a sua evolucéo, e das limitacbes em que se situa para
realizacdo didatica efetiva, considerando os objetivos especificos da pesquisa.

Neste trabalho, apoiamo-nos no quadro do Célculo.

Para Artigue (1988, p. 289, traducéo nossa), a analise das limitacdes efetuar-

se-a por meio da distincdo de trés dimensdes:

[...] a dimensdo epistemoldgica associada as caracteristicas do
saber em jogo, a dimensao cognitiva associada as caracteristicas
cognitivas do publico ao qual se dirige o ensino, a dimensao
didatica associada as caracteristicas do funcionamento do sistema
de ensino.

Concepcao e analise a priori: o pesquisador decide agir sobre um
determinado numero de variaveis do sistema néo definidas pelas restricdes, sobre
as variaveis de comando, que se sup8e serem relativas ao problema estudado. A
autora distingue dois tipos de variaveis de comando para facilitar a analise de uma

engenharia:

As variaveis macro-didaticas ou globais que sao relativas a
organizacao global da engenharia e as variaveis micro-didaticas ou
locais, que dizem respeito a organizacao local da engenharia, isto
quer dizer, a organizacdo de uma sequéncia ou de uma fase, tanto
umas guanto as outras podem ser, por sua vez, variaveis de ordem
geral ou variaveis dependentes do conteddo didatico cujo ensino é
visado. Ao nivel micro-didatico, esta segunda distincao é classica
visto que distingue as variaveis do problema das variaveis de
situacdo associadas a organizacdo e a gestdo do milieu [...] as
variaveis didaticas sdo aquelas cuja prova do efeito didatico foi
atestada (ARTIGUE, 1988, p. 291, traducdo nossa, grifo nosso).

Portanto, para Artigue (1988), o objetivo da analise a priori € determinar de

gue maneira as escolhas efetuadas, isto €, as variaveis que assumimos como

pertinentes, permitem controlar os comportamentos dos alunos e o sentido desses
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comportamentos. Esta analise que tem uma parte descritiva e uma parte preditiva
centra-se nas caracteristicas de uma situacao adidatica, que se pretendeu constituir
e que sera devolvida aos alunos. Na andlise a priori devem ser considerados os

seguintes pontos:

e Descrever as escolhas das variaveis locais e as caracteristicas da

situacao adidatica desenvolvida;

e Analisar o que poderia estar em jogo nessa situacdo para o aluno em
funcdo das possibilidades de acéo, selecéo, controle e validacdo de que
dispde durante a experimentacgao;

e Prever os comportamentos possiveis dos alunos e procurar mostrar de
que forma a andlise efetuada permite controlar o sentido desses
comportamentos e assumir, particularmente, que 0s comportamentos
esperados, se intervierem, sejam resultado da aplicacado do conhecimento

visado pela aprendizagem.

Experimentacdo: para a autora esta fase € a classica. Segundo Almouloud
e Ferreira (2012, p. 27), esta fase consiste “na aplicagdo da sequéncia didatica,
tendo como pressupostos apresentar os objetivos e condi¢bes da realizagdo da
pesquisa, estabelecer o contrato didatico e registrar as observacgdes feitas durante

a experimentacao”.

Para Artigue (1988), os dados recolhidos durante a experimentacdo sao, as
vezes, completados por dados obtidos pela utilizagdo de metodologia externas:
guestionarios, entrevistas individuais ou em pequenos grupos, realizadas em

diversos momentos do ensino.

Anélise a posteriori e validag&o: a analise a posteriori apoia-se no conjunto
dos dados recolhidos ao longo da experimentacédo. “[...], € no confronto das duas
analises, a priori e a posteriori, que se funda essencialmente a validacdo das
hipoteses envolvidas na pesquisa” (ARTIGUE, 1988, p. 297, tradugao nossa). O
objetivo é construir conclusbes em funcéo das associacOes apropriadas entre os
objetivos delineados a priori, relacionando-os as observacdes, com a intencéo de

avaliar a reprodutibilidade e a regularidade dos eventos observados.
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Assim, a engenharia didatica apresenta-se como importante metodologia de
pesquisa, por interligar o aspecto cientifico com a pratica didatica. Além da
pesquisa, essa metodologia constitui um referencial metodologico interessante e
viavel para o processo de ensino e aprendizagem, pois permite a compreensao dos

efeitos causados pelas praticas docentes desenvolvidas em sala de aula.
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Capitulo 2 - ANALISES PRELIMINARES DA ENGENHARIA
DIDATICA

Neste capitulo, a primeira fase da Engenharia, estudaremos a viabilidade de
uma abordagem epistemoldgica associada as caracteristicas do saber em jogo.
Para isso, apresentaremos um olhar para a histéria do Célculo de varias variaveis
reais para saber como foi construido o conhecimento dos valores maximos e
minimos de funcfes de duas variaveis reais. Estudaremos a abordagem cognitiva
associada as caracteristicas cognitivas do aluno, através da analise dos livros
didaticos de Calculo Diferencial de fun¢gBes de duas variaveis, realizando uma

abordagem didéatica associada as caracteristicas do funcionamento de ensino.

2.1 UM OLHAR PARA A HISTORIA DO CALCULO EM VARIAS
VARIAVEIS

Os séculos XVII e XVIII foram abundantes em resultados mateméaticos de
diferentes naturezas. “Os matematicos do século XVIII desenvolveram o poder do
calculo sem introduzir substancialmente conceitos originais, mas exercitando
habilidade na técnica” (CORONA e ARELLANO, 2007, p. 91, traducao nossa). Para
0s autores, o trabalho matematico do século XVIII foi diretamente inspirado por
problemas de fisica.

Pode-se dizer que o interesse do trabalho ndo foi a matemética,
mas a solucao de problemas em Fisica, as matematicas foram um
meio para o objetivo da fisica, concentrando-se na mecéanica de
sistemas discretos e de meios continuos (CORONA e ARELLANO,
2007, p. 92, traducdo nossa).
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Os autores também afirmam que, nessa época, ndo havia uma clara
separacao entre ciéncia e o que hoje chamamos de engenharia, sendo que 0s
matematicos eram os responsaveis pelos problemas tecnoldgicos no cotidiano. E o
caso de Euler, que trabalhou no desenho de navios, cartografia, entre outros
problemas matematicos. Qualquer questdo de andlise, tal como a convergéncia
uniforme das séries e integrais, o intercambio da ordem da integragdo, o uso das
diferenciais de ordem superior, 0s aspectos da existéncia das integrais e a solucao
das equacdes diferenciais, foram totalmente ignoradas. O modo de proceder dos
matematicos era justificavel, pois as regras de operagado eram claras. “‘Uma vez
formulado matematicamente o problema fisico, o virtuosismo entra em acdo e
novas metodologias e conclusées emergem” (CORONA e ARELLANO, 2007, p.
92).

As autoras ainda sustentam que o significado das matematicas guiava a
trajetdria a seqguir e frequentemente forneciam argumentos parciais para cobrir as
etapas ndo matematicas. Finalmente, as conclusdes fisicas corretas davam a

garantia de que a matematica estava certa.

Rosa (2010) afirma que, em raz&o da estreita vinculagdo da Matematica com
a Fisica e a Astronomia, matematicos como os Bernoulli, Euler, Clairaut,
D’Alembert, Monge, Lagrange, Laplace e Legendre, entre outros, contribuiram,
igualmente, para o desenvolvimento desses ramos da Ciéncia. Ndo ha duvida que,
“apesar de ter sido importante a heranca recebida do século XVII, trabalhos
pioneiros, pesquisas inovadoras e criacdes imaginativas, demonstram a valiosa e
adicional contribui¢cdo do “Século das Luzes” a evolugao da Matematica” (ROSA,
2012, p. 249).

Ao examinar a Matemética no século XVIII, o autor sustenta também que
dois paises sobressairam-se nessa evolucado: a Suica, com o cla Bernoulli e Euler,
e a Franca, com Lagrange, Legendre, Monge, Laplace, entre outros. Esses
matematicos, chamados, segundo Rosa (2010), “matematicos da Revolugao”,
fariam as principais contribuicbes, em particular na Andlise (Calculo) e na
Geometria. Outros importantes centros como a ltalia, a Inglaterra, a Escoécia, a
Holanda e a Alemanha também colaboraram para o desenvolvimento da

Matematica, mas, para o autor, sem o extraordinario brilho de épocas passadas.
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Segundo o autor, Lagrange (1736-1813), ao estudar os teoremas de Fermat,
descobriu, no ano de 1766, o principio de uma solucédo completa para equacéao de
segundo grau com duas variaveis. Sua principal obra foi, entre outras, a Teoria das
Funcdes Analiticas, em 1797, em que desenvolveu os principios do Calculo

infinitesimal,

[...] substituindo as consideracdes dos infinitamente pequenos e
dos “evanescentes”, em que se apoiava Leibniz, e as de limites e
fluxbes, empregadas por Newton, pelas consideracdes
caracteristicas do seu método: as derivadas. Embora este método
algébrico de fundamentar o Célculo ndo fosse totalmente
satisfatorio, o tratamento abstrato das fun¢des foi um consideravel
passo a frente, surgindo a primeira “teoria de fungdes de uma
variavel real’, com aplicagdes a uma grande variedade de
problemas na Algebra e na Geometria. (ROSA, 2012, p. 265).

Em relacéo ao estudo dos valores maximos e minimos locais de uma funcao
em varias variaveis, Lagrange (1759) apresenta-o por meio da nocao de diferencial
de primeira e segunda ordem, com respeito as variaveis t;, t,, ..., t,, da funcdo em
R" e representada por Z = f(t,t,, ..., t,). O autor encontra a funcao diferencial de

primeira ordem concernente a todas as variaveis, como mostra a Figura 32.

Figura 32. Funcao diferencial de primeira ordem de Z.

2. Tout ceci supposé et bien entendu, que Z représente une fonction -
algéhriqi}e des variables ¢, u, , y,..., et qu'on se propose de la rendre
un zmaximum ou un minamum, Soit, selon les regles ordinaires,

dl=pdt + qdu+ rdx +sdy +. ..,

Fonte: Lagrange?, 1759, p. 1.

Podemos observar que o autor, na definicdo da diferencial, ndo usa a nocao

de derivada parcial, mas representa com p,q,r,S,... a funcédo derivada parcial de

. . S N . . 0Z
primeira ordem com respeito as variaveis t,u,x,y,..., respectivamente. Isto e, T =

0z oz oz ~ , : o _
P 5a=1 5= 5= entdo a diferencial de primeira ordem de Z estaria

0z 0z 0z 0z
representada por 0Z = Edt + ﬁdu + de + Edy + .-

3 Isso nos faz compreender que Z representa uma funcéo algébrica, de variaveis t,u,x,y..., a qual propomos
transformar em um maximo e em um minimo, segundo as regras ordinarias: dZ = pdt + qdu + rdx + sdy + -
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A fim de estudar as condi¢cdes necessarias para a ocorréncia de um valor
méaximo ou minimo da funcéo, Lagrange (1759) estabelece as circunstancias para
gue haja um valor extremo. Para tanto, os pontos criticos tém muita importancia. A
diferencial da funcdo deve tender para zero, independentemente dos valores

atribuidos as diferenciais dt,du,dx, dy,... das variaveis t,u,X,y,.... Inversamente, se
a equacao acima for verificada por valores arbitréarios de dt,du,dx,dy,... segue-se

que p=q=r=...=0, como se pode observar na Figura 33.

Figura 33. Encontrando os pontos criticos de Z.

Mais comme la_relation entre ¢, u, @,... est encore indéterminée, de
méme que celle de leurs différentielles dt, du, du,..., et que d’ailleurs
I’équation donnée doit étre vraie quel que soit leur rapport, il est évi-
dent que pour les chasser tout a fait de 1'équation, il faut égaler séparé-
ment & zéro chaque membre pdt, qdu, rdz, ..., d’otr 'on tire autant
rl'ét[u:i[inns particulii&res qu’il ya de variables, savoir :

p=o0, g=o0, r=o,....

Par le moyen de toutes ees équations on trouvera les valeurs de chaque
inummlue ¢, u, &,..., qui, substituées dans la fonction proposée Z, la
rendront un maximum ou Un MmIniMUm.

Fonte: Lagrange®, 1759, p. 4.

Da mesma forma, usando apenas a definicdo de diferencial de uma funcéao
de varias variaveis reais, Lagrange (1759) encontra a diferencial de segunda ordem
da funcéo representada por Z, como mostra a Figura 34. Vemos na sequéncia que

nao sdo mostrados todos os tratamentos algébricos realizados.

4 Porém, como a relacgéo entre t, u, x... é ainda indeterminada, bem como os seus diferenciais dt, du, dx,..., e
que ainda a equagdo dada deve ser verdadeira ndo importando a relacdo entre elas, é evidente que para
procurar a equacdo, € necessario igualar, separadamente, a zero, cada membro pdt, qdu, rdx,..., 0 que leva
tantas equacgOes particulares quanto variaveis, a saber: p =0, ¢ =0, r =0,... Por meio de todas essas
equacdes encontraremos os valores de cada variavel desconhecida t, u, X,.., que substituindo na funcédo Z,
achamos um maximo ou um minimo.
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Figura 34. Encontrando a diferencial de segunda ordem de Z.

3. Passons maintenant & I'examen de la seconde différentielle. En
supposant, ce qui est permis, les premieres différentielles dt, du, de,...
constantes, on aura

d*Z =dpdt + dgdu + drdzx + dsdy + . . ..
Soit :
dp = Adt + Bdu + Ddx + Gdy +. . .,
dqg=Bdt+ Cdu + Edz + Hdy +.. .,
dr =Ddt +Edu—~+Fdxr + 1dy +...,
ds = Gdt + Hdu +1 dz + Ldy +...,

ce qui donnera

d*Z =Adt + 2Bdtdu + Cduw 4+ 2Ddtdxr + 2Edudz .
+ Fda® + 2Gdtdy + 2Hdudy + 21dxdy + Ledy* +. . ..

Fonte: Lagrange®, 1759, p. 4.

Se a funcdo representada por Z depender de duas varidveis t e u, a
diferencial de segunda ordem d?z seria representada pela expressdo
Adt? + 2Bdtdu +Cdu?, conforme mostra a Figura 35, em que, se usassemos as

- s , . 9% f 9% f 9% f
derivadas parciais de segunda ordem, teriamos: A = —, B = , C=—.
at2 dtou ou?

Figura 35. Comportamento da diferencial de segunda ordem.

Ade + 2Bdtdu + Cdw
cette forme

f Bdu\* . B :
A (dt + T) + <¢, — X,) du*;
; Bdu\* N .
el on verra que, comme les carrés {ds -+ ——) et du® ont toujours le

méme signe -+, toute la quantité sera nécessairement positive si les
3 ., B . . A 3
deux coefficients A et C — — sont positifs, et au contraire elle deviendra
&
négative, lorsque ceux-ci seront tous deux négatifs, quel que soit le rap-
port de d¢ a du. On aura done pour le cas du minimum

Fonte: Lagrange®, 1759, p. 6.
Para estudar o problema dos valores extremos, devemos investigar essa

expressdo quadratica, homogénea em t e u. Segundo Courant (1966), a forma

quadratica representada por Adt® +2Bdtdu + Cdu? sera definida, se e somente se

5 Passemos agora ao exame da segunda diferencial. Supondo que seja permitido, e sdo os primeiros
diferenciais dt, dx, du... constantes, teremos [...]. Seja [...]. Entdo [...]

Bdu
A

2 2
6[...] essa forma A (dt + B 4 (c-% du?; e veremos que, como os quadrados (dt +
A A

2
) e du? sempre
A . . , . L. . - B2\ .
tém o mesmo sinal +, toda a quantidade sera necessariamente positiva, os dois coeficientes A e (C - 7) sdo

positivos, ou ao contrario sera negativa quando sdo ambos negativos, independentemente da relagéo de dt
e du. Teremos 0s mesmos resultados também para o0 caso do minimo.
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acondicdo AC —B? > 0 for satisfeita. Sera, entdo, positivamente definida, se A>0

de outro modo, sera negativamente definida.

Para que a forma quadrética possa ser indefinida, é necessario e suficiente
que AC—-B?<0. Se AC—-B? =0, nenhuma conclusdo poder ser tirada. O autor
acrescenta ainda que, se a forma quadradtica Adt?+2Bdtdu+Cdu® ¢é
positivamente definida, a funcdo admite um minimo, conforme mostra a Figura 35.
Se a forma for negativamente definida, a funcdo admite um maximo, como na
Figura 36. Contrastando a teoria das formas quadréaticas com a teoria apresentada
por Lagrange (1759), observamos que ha concordancia.

Figura 36. A forma quadratica é definida negativa, Z tem valor maximo.

6 RECHERCHES SUR LA METHODE

la proposée Z ne pourra pas étre un minimum. En second liew on trou-

vera pour le maximum
. B
A<<o, C——=—<o,
A
savolr

B
C < I? C" > Bg,
puisque A est négatif, ce qui donne encore
C<To;

done les conditions pour le mazimum seront en partie les mémes, et en
partie précisément contraires i celles du minimum.

Fonte: Lagrange’, 1759, p. 6.

O autor afirma que esse mesmo procedimento pode ser usado para funcdes
de trés ou mais variaveis. Lagrange (1759) finaliza essa obra apresentando um
exemplo de corpos elasticos para que essa teoria seja muito mais clara. Assim,

demonstrou-se o seguinte resultado para funces de duas variaveis:

~ . L Lo B?
7 Z ndo podera ser um minimo. Em segundo lugar encontraremos para 0 maximo A <0, C — —<0.A saber,

B? ~ . . L. . . N L. ~
C< - CA > B?, entdo, A é negativo, o que dara ainda: C < 0; também as condicdes para 0 maximo serdo
em parte as mesmas e em parte precisamente contrariam aquelas do minimo.
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Figura 37. Teste da segunda derivada.

(4.7) Theorem (Lagrange 1759). Let f : R? — R be twice continuously differen-
tiable and suppose that (4.24) is satisfied.
a) The point (zo0,Yyo) is a local minimum, if, at (zo,Yo).
o*f o*f 9% f o f | 2
—(55-) >0

>0 and 2y

4.26 =7 - -
; ) Ox? ox? dy?

b) The point (z0,yo) is a local maximum, if, at (zo, yo),

2 8 i P
ox2 Oy? oxdy/

Ff

W <0 and

(4.27)

c) Inthe case where

02 0'.2 U'l 2
4.28) ff—( Af) <0
ox? 0y? oxdy
at (zq, Yo), then this point is a saddle point. O

Fonte: Hairer e Wanner8, 2008, p. 325.

O interessante nessa obra € que Lagrange (1759) generaliza os critérios das
derivadas parciais de ordem superior para encontrar maximos e minimos de uma

funcdo em varias variaveis.

Pouco depois, em 1795, segundo Rosa (2012), o gedbmetra Monge (1746-
1818) publicou seu estudo de Calculo aplicado em curvas e superficies no espaco.
Utilizou o Célculo para definir a curvatura da superficie e determinou a equacgéo
diferencial da curvatura. “Além do estudo da sombra, perspectiva e topografia, deu
Monge especial atencao a sua Teoria das familias de superficies e as propriedades
da superficie, incluindo retas normais e planos tangentes, que, segundo Lagrange,

bastaria para imortaliza-lo” (Ibid, p. 267).

O estudo sobre as propriedades das curvas e das superficies, por meio do
calculo, desenvolver-se-ia de forma sistematica, no século XIX, caracterizando-se,
segundo Rosa (2010), pelo extraordinario desenvolvimento da Matematica pura e

aplicada, pela formulacao de conceitos como: grandeza, quantidade, ordem, forma,

8 Teorema (Lagrange 1759). Seja f:R? > R uma funcdo que possui todas as derivadas parciais de ordem
dois, as quais séo fung¢des continuas e 4.24 (seja (x,,y,) um ponto critico da fungdo). a) o ponto (x,,y,) €

minimo local, si, em (xq, ¥o) o7 >0e Sroy (az—f)z > 0, b) o ponto (x,, y,) méximo local, si, em (xg,yo)
y Oy 0:Y0)) 5.2 ax% dy? axdy ’ 0o s ol 0,Y0)s

a2f azfazf_(azf)2 azfazf_(azf)z ~ .

Fre %2552 \oxoy > 0, ¢) No caso em que %25y2  \axoy < 0 em (xg,y0), €ntdo esse ponto é o de

sela.
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extensdo, posicado, e pela aplicacdo do método dedutivo ao pensamento abstrato e

l6gico.

Pela produtividade em qualidade e quantidade, pela introducao de
novos conceitos, pela aplicacdo de maior rigor metodolégico, [...] e
pelos significativos avancos nos diversos ramos (Algebra,
Geometria, Andlise), [...]. O que caracterizaria a Matemética do
século XIX, contudo, seria a énfase na abstracdo, o retorno ao
rigor da fundamentagéao, a criacdo da Geometria ndo-euclidiana e
a fundacao da Logica matematica (ROSA, 2010, p. 39, grifo nosso).

Para o autor, o principal introdutor do rigor no Calculo infinitesimal foi Cauchy

(1789-1857), em cuja obra Licdes sobre o Calculo Diferencial (1829) apresentou a

definicao de limite, que passaria a ser a base do Célculo infinitesimal:

[...] esclareceu as nocgdes de convergéncia de uma série, da
continuidade de uma funcgéo e da integral de uma funcéo e definiu
o “infinitamente pequeno”: uma quantidade variavel se transforma
em infinitamente pequena quando seu valor numérico decresce
infinitamente, de maneira a convergir ao limite zero. (ROSA, 2010,
p. 41)

Em relacéo ao campo da Algebra, o autor acrescenta ainda que haveria um

grande desenvolvimento gracas aos estudos dos determinantes e das matrizes,

das formas algébricas e invariantes. Ja nesse século, a Algebra estender-se-ia, de

forma progressiva, para Equacdes diferenciais e derivadas parciais, uma vez que

antes se encontrava confinada ao estudo das Equacdes algébricas de primeiro

grau. Em relacdo as no¢des de Determinantes e Matrizes, Rosa (2010) menciona

o estudo de Carl Jacobi (1804-1851) sobre o determinante funcional, chamado de

“‘jacobiano”. Em relagdo a Teoria das Formas e a Teoria dos Invariantes, afirma que

na primeira metade do século, em funcdo dos avancos em Geometria analitica,

desenvolveu-se o estudo das formas algébricas, ou funcbes homogéneas de muitas

variaveis independentes.

A nogao de invariante estava subjacente em diversos trabalhos de
Lagrange, Gauss, Cauchy e Jacobi, mas o conceito foi explicitado
em 1841, por George Boole, seguido por uma série de estudos, a
partir de 1845, de Cayley e Sylvester, sobre as teorias das formas
algébricas [...] e dos invariantes (ROSA, 2010, p. 59).

Segundo o autor, a frutifera e estreita colaboracéo de Cayley (1821-1891) e

Sylvester (1814-1897), em diversos temas da Algebra, seria responsavel pelo
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grande impulso da Algebra linear, inclusive no desenvolvimento das teorias dos
determinantes, das matrizes, dos invariantes e das formas. Para Rosa (2010),
essas teorias seriam estudadas e aperfeicoadas nos trabalhos, entre outros, de
Ludwig Otto Hesse (1811-1874), que empregava regularmente coordenadas

homogéneas e determinantes.

Segundo Cajori (2007), as primeiras pesquisas de Hesse foram sobre as
transformacdes lineares das superficies de segunda ordem e sobre o estudo
analitico de curvas de terceira ordem. E, para Colette (1993), um tratado a respeito
dos pontos de inflexdo das curvas cubicas foi desenvolvido por Hesse. No ambito
desse tratado surge o determinante funcional, chamado Hessiano, a partir da matriz
das segundas derivadas parciais de uma funcdo homogénea f (x4, x,, x3) no ponto

representado por x de coordenadas (x,x,,x3), expresso por (Hf)(x) =

2
f,j:l%dxidxj, sendo a matriz Hessiana da fung&o no ponto x representada por
ig4j
I

Assim, observamos que a construcéo dos valores maximos e minimos locais
de funcdes de duas ou mais variaveis, particularmente, a construgcdo da matriz
Hessiana, que permite obter critérios de classificacdo dos pontos criticos por meio
da segunda derivada, estd centrada no registro em lingua natural e registro
algébrico, sobressaindo o tratamento no registro algébrico. Porém, ndo existe, no
ensino e apreendizagem uma articulagao entre esses registros, nem a atividade de
conversdo entre registros de representacdo semibtica, nem a variedade de
representacées semioticas, que sdo condicdes necessarias para a compreensao

dos valores maximos e minimos de fun¢des de duas variaveis.

Essas limitacbes ndo favorecem o desenvolvimento da visualizacdo na
compreensao desses valores, visto que a visualizacao requer a leitura dos gréaficos
cartesianos, que depende da articulagd@o entre o registro grafico e o algébrico. Para
0 estudo da visualizagdo € necessario compreender os tratamentos no registro

gréfico e os diferentes tipos de apreensdes de um gréfico.

Em relacdo a formacao da representacdo da matriz Hessiana, vale ressaltar

que, do ponto de vista de recursos cognitivos despendidos, esta formacgao requer
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mais do aluno, pois, no terceiro semestre do curso de engenharia, alguns
resultados de Algebra linear, tais como formas quadraticas, a teoria de matrizes e
a teoria dos determinantes, ndo fazem parte de seus conhecimentos prévios, nem

esta na ementa da disciplina.

Dessa forma, afirmamos o mesmo em relacao a representacédo do Hessiano

2
(Hf)(x) =3 1) dx;dx;, pois representa uma forma quadratica, por exemplo,

i,j=1 W
o diferencial de segunda ordem, a respeito das variaveis independentes x;, x,, xs,
sendo que para formar essa representagao precisamos mobilizar conhecimentos de
sequéncia de funcdes, os quais o aluno de terceiro semestre de engenharia ainda

Nao possui.
2.2 0 OBJETO MATEMATICO EM LIVROS DIDATICOS

Para Duval (1995), a pergunta sobre a compreensao dos livros tomou uma
nova forma com o surgimento da educacdo massiva. A prolongacdo da
escolaridade e a diversificacdo dos conhecimentos, que se devem adquirir,
evidenciaram que, embora os alunos aprendam a ler durante o primario, ndo se
garante a compreensdo dos mdultiplos e variados livros que |hes sdo propostos

posteriormente.

Segundo o autor, essa indagacdo remete-se a um problema cognitivo,
relacionados aos processos de elaboracdo de uma compreenséo durante a leitura,

durante os primeiros recorridos visuais que faz o leitor. No entanto,

Estes processos ndo sdo apenas complexos, mas parecem ndo
funcionar da mesma maneira para todos os livros. Em particular,
guando a organizagao redacional de um livro se afasta muito das
formas de organizacao proprias dos discursos orais espontaneos y
[...], muito rapidamente as dificuldades de compreensdo podem
chegar a ser insuperaveis para muitos alunos [...] (DUVAL, 1995, p.
324, traducgédo nossa).

Conforme o autor, os modelos de compreensdo estdo essencialmente
concentrados no leitor, em seus conhecimentos, esquecendo todos os fatores
relativos as caracteristicas e as variaveis redacionais dos livros: os graus e 0s

modos de explicagado do conteudo cognitivo do livro, “as distancias mais ou menos
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importantes entre a organizacao redacional do livro e a organizagéo discursiva de

uma elocugéao oral espontanea” (DUVAL, 1995, p. 324, tradugao nosssa).

Para Duval (1995), se a compreensdo dos livros é o resultado da interacao
entre um leitor e um livro, essas variaveis redacionais do livro séo tdo importantes
como as variaveis relativas ao leitor: a base de conhecimentos de que dispde em
relacdo ao conteudo cognitivo do livro, a compreensdo do vocabulario e sua
competéncia para a descodificacdo sintatica. Somente em nivel de interacao entre
estes dois tipos de variaveis € que “realmente se pode realizar uma analise dos
processos de compreensao do livro. Os diferentes tipos de interacédo entre um leitor

e um livro, determinam, por sua vez, situacdes de leitura diferentes” (Ibid, p, 325).

Em relacdo aos livros didaticos de Mateméatica, quando Lacroix (1816)
observava as obras didaticas de sua época, manifestava sua preocupac¢ao sobre o
excessivo emprego de definicbes matematicas e simbologias, questionando a
metodologia empregada nos livros didaticos e o préprio modo de organizacéo e

estruturacdo do saber matematico.

Um livro didatico deve evitar ser muito detalhado, pois prefere-se lutar contra
as dificuldades de um livro um pouco conciso do que seguir passo a passo 0S
detalhes supérfluos que obstam seu avanco e fazem perder de vista o objetivo

principal.

[...] o leitor e o autor do livro devem ajudar-se mutuamente. Ha em
cada ciéncia coisas que ndo se podem ensinar, e que o aluno deve
adquirir por si mesmo, isto é, o habitual dos procedimentos da
ciéncia, ou de outro modo o mecanismo das operagdes que ela
prescreve: em aritmética e em &lgebra sdo os célculos, em
geometria sdo as constru¢des. (LACROIX, 1816, p. 207, traducao
nossa)

Em relagdo a quantidade de procedimentos nessas areas da Matemaética,
Lacroix (1816) orientava no sentido de que a memdria seria ainda necesséria para
a conducao das descobertas. Para o autor, existem duas fun¢gdes na memoria: uma
de recordar as coisas em conjunto e uma de reproduzir todos os seus detalhes,
sendo que é a primeira que se deveria exigir daqueles que cultivam as ciéncias
exatas. A memoaria proporciona, quando necessario, o auxilio que ndo se pensaria

buscar nos livros, entretanto, ela apenas se cultiva pelo uso frequente que se faz
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das coisas que lhe foram confiadas, e ndo por um trabalho forcado de repeticbes

continuas.

Em relacdo aos objetos mais complicados que os calculos numéricos,
Lacroix (1816) diz que nao existe inconveniente em usar os livros didaticos, e
enfatiza a ndo necessidade de carregar a memoria de demonstracfes e de
férmulas:

O que é necessario possuir é a marcha dos métodos, o valor de
seus termos técnicos, a inteligéncia dos idiotismos na linguagem,
ou a faculdade de extrair o sentido das frases e as formas de
expressao particulares dos principais escritores que tratam a

ciéncia, a fim de poder a uma simples leitura, compreender suas
obras. (LACROIX, 1816, p. 189, tradug&o nossa)

Enfim, é preciso conhecer a natureza e o encadeamento dos objetos que 0s
livros contém a fim de poder consulta-los. Como afirma Alves (2011, p. 22, grifo
nosso), “a unica maneira de o professor cultivar a Matematica, nos seus alunos, é
0 uso frequente dos livros, sem que se caracterize um trabalho forcado e de
repeticdes continuas, como vemos hoje em dia, as repeticdes e mecanizagdes de

rotinas matematicas sem sentido”.

Alves também observa que a linguagem caracteristica de cada area da
Matematica pode ser mais ou menos favoravel a uma compreenséo rapida do leitor,
e ainda o uso inapropriado da linguagem algébrica, tradicionalmente explorada
pelos autores de livros, depara com o surgimento de sentimentos negativos e
repulséo ao conhecimento matematico. Como o autor sustenta: “vale recordar que
a mediacdo impregnada pelo espirito formalista ndo assume como prioritario o ato
de promover de modo frutifero a producédo e a diversificacdo do repertério de

representagdes mentais do estudante” (ALVES, 2011, p. 23).

Assim, analisaremos, na sequéncia, os livros didaticos usuais adotados no
ensino dos valores maximos e minimos de funcdes de duas variaveis reais na
faculdade de Engenharia da Universidade Nacional do Callao, a fim de verificar se
esses autores proporcionam ao aluno situagcdes que d&o sentido aos
conhecimentos que devem ser ensinados, ricos em registros, de forma a lhe
propiciar a possibilidade de realizac&o de tratamentos, conversdes e a coordenacao

entre esses registros, verificando se permitem que o grafico cumpra seu papel
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heuristico, se permitem a realizacdo de tratamentos no grafico e se ocoreem as

apreensdes no registro grafico.

Os livros didaticos a analisar sdo: RUIZ (1995), MARSDEN E TROMBA
(1998) e FINNEY (1999). Em relacédo aos livros de Ruiz (1995) e Marsden e Tromba
(1998), os autores efetuam demonstracdes dos teoremas relacionados as primeiras
e as segundas derivadas parciais.

Ruiz (1995) inicia a secdo com a definicdo formal dos valores maximo e
minimo, usando um registro grafico no espaco, mas também um gréfico no plano
para mostrar como é o comportamento das curvas de nivel perto do valor minimo,
a fim de ter uma apreenséao perceptiva do valor minimo, como mostra a Figura 38.

Assim, evidenciamos a realiza¢do de um tratamento no registro gréfico.

Figura 38. Representacéo gréafica do minimo local de f(x,y).

Definicién. Sea f: U/ € R" — R una funcién definida en el conjunto abierto U de R". Se
dice que f tiene un mdximo (minimo) local o relativo en el punto x5 € U si f(xg) = f(x)
{ f(xg) < f(x) respectivamente) para toda x en una bola B de centro en xp. B

1
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Fonte: Ruiz, 1995, p. 335.

No que diz respeito aos exercicios resolvidos, como mostra a Figura 39,
observamos que o autor utiliza os registros de lingua natural, algébrico e grafico.
Realiza a conversao do registro algébrico para o registro grafico de uma funcéo de
duas variaveis. De maneira semelhante, o autor realiza um tratamento no registro
gréafico, representando graficamente as curvas de nivel de uma funcdo de duas
variaveis. Pela apreensao perceptiva, observamos o comportamento das curvas de
nivel perto do valor maximo, mas esse grafico apenas ilustra o valor maximo,

permitindo uma representacao iconica desse valor. Logo, nao se utiliza a apreensao
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operatoria porque nenhuma modificacao € feita no gréfico para compreender o valor
maximo.
Figura 39. Representacéo grafica de um maximo local de f(x,y).
Ejemplo 2.  La funcién f: R? — R, dada por
flayy=1-x"—y
tiene un mdximo local en xg = (0, ), pues en una bola B de centro en xg se tiene
JOO=1>1-x =y = f(x, )

para toda (x, y) € B Nuevamente llamamos la atencidn al aspecto geométrico de la superficie
2 = [(x,¥), asf como el de sus curvas de nivel cerca del origen.

7
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Fonte: Ruiz, 1995, p. 336.

Os exercicios propostos, por exemplo, como mostra a Figura 40, tem a
caracteristica de ser resolvidos, ao aplicar diretamente os teoremas da derivada de
primeira ordem e o teste da segunda derivada, promovendo o tratamento no

registro algébrico.
Figura 40. Exercicios propostos de maximos e minimos locais.

En los ejercicios 26-34, determine (si los hay) los extremos locales y/o puntos de ensilladura de las
funciones dadas de dos variables

26. f(x, ) =x>+4y* —3xy+x+y—1

2. f(n ) =xt =y —xy

28, f(x,y) =2x* +2y* + 12xy +3x + 4y — 2
29, fle =Xy +3x+3y+1

30. fyy=x>—y -3x+3y—1

3. fley)=xt—y?—x24+5y-2

32. f(x.y)=xlny+x

33. f(x,y) = arctan(x?) — arctan(y®)

34, f(xy) = In(l + exp(—x?) + exp(—y*))

Fonte: Ruiz, 1995, p. 363.

Conforme mostra a Figura 41, Marsden e Tromba (1998) comecam a secao
com a definigdo formal dos valores maximo, minimo e ponto de sela, explorando as
noc¢des de maximos e minimos envolvidas nos registros graficos no espaco, isto &,

realizam a operacéo de conversao do registro algébrico para o grafico, apenas para
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ilustrar a no¢ao de valor minimo local e maximo local, respectivamente, permitindo
ter uma apreensao perceptiva desses valores. A representacéo dos valores minimo
e maximo € iconica.

Figura 41. Conversao para o registro grafico do minimo e maximo local.

DEFINICION Si f:U C R"™ — R es una funcién escalar dada, un punto x, € U se
llama minimo local de f si existe una vecindad V de xq tal que para todos los
puntos x en V, f(x) > f(xg). (Ver la figura 4.2.1.) De manera analoga, xo € U
es un maximo local si existe una vecindad V de xq tal que f(x) < f(xo) para
todo x € V. El punto xq € U es un extremo local o relativo, si es minimo
local o maximo local. Un punto X es un punto critico de f si D f(x¢) = 0. Un
punto critico que no es un extremo local se llama punto silla.

t 4
! grafica de f

grafica de f

—y B

|

|

/ [
Xo s Xo

/ s / 2
P minimo local maximo local
e
x x

Fonte: Marsden eTromba, 1998, p. 249.

Na secéo de exercicios resolvidos, 0s autores utilizam a lingua natural e os
registros algébricos, conforme mostra a Figura 42. Observamos que o exercicio
resolvido tem a caracteristica de ser uma aplicacéo direta do teorema, promovendo

o tratamento no registro algébrico para encontrar o valor minimo local.

Figura 42. Registro em lingua natural e algébrico.

EJEMPLO 6 Localizar los maximos, minimos y puntos silla de la funcicn

f(z,y) = log(z® + ¥* +1).

SOLUCION Primero debemos localizar los puntos criticos de esta funcidén; por
lo tanto, de acuerdo con el teorema 3, calculamos

2z i 2y .
2 +y? +1 2y 1

Vi(z,y)=

Asi, V f(z,y) = 0 si y sélo si (z,y) = (0,0), de modo que el iinico punto critico
de f es (0,0). Ahora debemos determinar si se trata de un maximo, un minimo
o un punto silla. Las segundas derivadas parciales son

f _ 2z 4y + 1) — (22)(22)

arz — (z2 + 92 +1)?
*f _ 2=z + 47 + 1) — (29)(2y)
Er (2 + 42 +1)?
Yy
*f —2z(2y

azxdy ~ (22 +y2 +1)2°

Por lo tanto
8% f
ax?

s e SORT : Ff :
(0,0) =2= }’7!,7(“‘0) ¥ m(n,o) =0,

lo cual conduce a
D=2.2=4>0.

Como (82 f/822)(0,0) > 0, concluimos, por el teorema 5, que (0, 0) es un minimo
local. (;Pueden mostrar esto a partir solo del hecho de que logf es una funcién
creciente de t > 07) F'S

Fonte: Marsden e Tromba, 1998, p. 257.
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Ressaltamos que na sec¢ao de exercicios propostos, como mostra a Figura
43, esses autores tém um diferencial na maneira de apresentar um exercicio

vinculado a outros conhecimentos, por exemplo, a area da Geometria.

Figura 43. Exemplo de exercicio vinculado a Geometria.

40. Suponer que un pentagono esti compuesto de un rectingulo debajo de un tridngulo
isésceles (ver la figura 4.2.5). Si la longitud del perimetro es fija, hallar el 4rea maxima
posible.

y
Fonte: Marsden e Tromba, 1998, p. 264.

Assim, Ruiz e Marsden e Tromba, a fim de estudar os valores maximos e
minimos locais de funcdes de duas variaveis reais, ndo exploram frequentemente
0S registros gréaficos. Ressaltamos novamente que a conversdo do registro
algébrico para o registro grafico é feita apenas para ilustrar esses valores e para
gue o aluno tenha uma representacao icénica dos valores maximo, minimo e ponto
de sela, de modo que os autores nao propiciam a coordenacdo entre esses
registros. As operacdes de tratamento no registro grafico ndo sdo exploradas, nem
se utiliza a apreensédo operatoria, porque nhenhuma modificacdo é feita no grafico
para compreender os valores maximos e minimos. Além disso, ndo se analisam
situagdes cujas questdes levam o aluno a desenvolver o processo de visualizacéo

na compreensao desses valores.

Ja Finney (1999) apresenta um registro grafico no espaco, mas é apenas
usado como uma ilustracdo para identificar um ponto de sela. O autor mostra a
representacdo algébrica de uma funcédo de duas varidveis reais e de seu grafico,
representado no software Mathematica, como €& mostrado na Figura 44,
proporcionando a conversao do registro algébrico para o grafico. Ressaltamos que
a funcado representada no Mathematica é apenas para ilustrar o gréfico no sistema

cartesiano R3, permitindo a apreensio perceptiva do gréfico.



Figura 44. Registro grafico CAS do ponto de sela.
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Generada por Matnemanca)

& Puntossilla en el origen.

Definiciéon

Una funcién diferenciable f (x, y) tiene un punto silla en un punto critico (a, b)
si en todo disco abierto con centro en (a, b) hay puntos del dominio (x, y) don-
de f(x,y) > f(a, b) y puntos del dominio (x, y) donde f(x, y) < f(a. b). El punto
correspondiente (a, b, f (a, b)) sobre la superficie z = f(x, ) se llama punto silla

de la superficie (Fig. 12.48).

Fonte: Thomas e Finney, 1999, p. 971.

Na secdo de exercicios resolvidos, como mostra na Figura 45, notamos que

a caracteristica desse exercicio € a aplicacdo direta do teorema das primeiras e

segundas derivadas parciais. Percebemos que o autor realiza a conversdo do

registro algébrico para o grafico, permitindo a apreensao perceptiva do ponto de

sela. O gréfico é representado no software Mathematica, mas ndo é mostrado o

comando do software que permite a conversao para o registro algébrico. O autor

promove a conversdo do registro algébrico para o registro grafico CAS e os

tratamentos no registro algébrico para encontrar a solu¢ao do exercicio. O registro

grafico CAS somente é utilizado para ilustrar um ponto de sela e permitir uma

apreensao perceptiva desse ponto.

Figura 45. llustracdo do ponto de sela e tratamento algébrico.

La superficie z = xy tiena un punto
silla en el origen (ejemplo 4)

EJEMPLO 4 Encuentre los valores extremos locales de f(x, y) = ay.

Solucién  Como fes diferenciable en todo lugar (Fig. 12.51) puede asumir valores
extremos solo donde

f=y=0 v f,=x=0

Asf, el origen es el inico punto donde f podria tener un valor extremo. Para ver qué
sucede ahi, calculamos

El discriminante,
Fodg =t 2= -1

es negativo. Por lo tanto, la funcién tiene un punto sillaen (0, 0). Concluimos que f(x,
¥) = xy no tienc valores extremos Jocales.

Fonte: Finney, 1999, p. 973.
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De acordo com a Figura 46, podemos dizer que o autor aborda o teorema da
segunda derivada parcial para o estudo de valores maximos e minimos locais

empregados apenas em lingua formal, mas néo efetua as demonstracoées.

Figura 46. Teorema apresentado apenas o registro de lingua formal.

Teorema 8

Prueba de la segunda derivada para valores extremos locales

Supongamos que f (x, ) y sus primeras y segundas derivadas parciales son

continuas en todo un disco con centro en (a, b) y que f(a, b) = f(a,b) = 0.

Entonees ;

i) ftieneunmdximo localen (g, b)sif, <Qyf_f. —f.>>0en(a, b);

ii) ftene unminimo localen (a,b) sif, >0y f. f, —f.>>0en{a b);

iii) ftieneun puntosillaen (a.b)sif, f, —f.2 < Oen(a, b).

iv) La prueba estd inconclusa en (a, &) sif, \/H —f,? = Oen(ab). Enes-
fe caso tenemos que encontrar otra manera de determinar el comporta-
miento de fen (a, b).

Laexpresionf_f_ — f‘f se llama discriminante de f. A veces es mas facil recordar-
lo en forma de determinante,

fl\ /;l\ |

fuefoy — Fuy¥= Fs Tl

Fonte: Finney, 1999, p. 972.

Ressaltamos que na sec¢éo de exercicios propostos, como mostra a Figura
43, é apresentado um diferencial para permitir a apreensao discursiva dos graficos
CAS.

Figura 47. Exemplo de apreensdo discursiva.

(Generada por Mathematica)

La grafica de la funcién f(x, y) = x2 +
y? es el paraboloide z = x2 + y2. La funcién
sélo tiene un punto critico, el origen, que da
lugar a un valor minimo local de 0

Fonte: Finney, 1999, p. 972.

Os exercicios propostos, conforme mostra a Figura 40, serian resolvidos ao
se aplicarem diretamente os teoremas da derivada de primeira ordem e o teste da

segunda derivada, promovendo o tratamento no registro algébrico.
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Figura 48. Exemplo de exercicios propostos.

Encuentre todos los mdximos y minimos locales. y puntos silla de las
funciones en los cjercicios 1-30.

I fG=x>+xy+y*+32—-3y+4

2. f(x, ) =x"+3xy+3y" —6x+3y—6
3 flx.y)=2xy — 522 =2y +4x+ 4y — 4
4 f(x.y)=2xy—5x2—2y*+4x—4

5 flx,y)=x+xy+3x+2y+5

6. fx.y) =y +xy—2x—2y+2

7. flx,y)=5xy—Tx*+3x—6y+2

8. fx.y)=2xy—-x2=2y2+3x+4

9. f(x,y) =x2—4xy+y+6y+2

Fonte: Finney, 1999, p. 975.

Assim, afirmamos que Finney (1999) propicia a coordenacdo entre 0s
registros de representacdo semidtica utilizados. O autor ndo permite que o registro
grafico CAS cumpra seu papel heuristico porque as operacdes de tratamento nesse
registro ndo sdo exploradas, nem se utiliza a apreensdo operatoria, porque
nenhuma modificacdo é feita no grafico para compreender os valores maximo e
minimo. Além disso, o autor ndo explora situacdes que levam o aluno a desenvolver

0 processo de visualizagao.

Nesse sentido, afirmamos que a constru¢cdo de um conjunto de situagoes,
envolvendo o estudo de valores maximos e minimos locais de funcdes de duas
variaveis reais, ndo esta sendo desenvolvida nos livros didaticos. A coordenacéo
de registros de representacdo semidtica, as modificagdes no registro grafico e/ou
registro grafico CAS e a articulacdo entre este registro e o registro algébrico
essenciais no processo de visualizacdo (Duval, 1999) também ndo séo
consideradas pelos livros didaticos como fundamental para que o aluno

compreenda e construa seus conhecimentos matematicos.

2.3 ESTUDO DIDATICO DO OBJETO MATEMATICO

Nesta parte, analisaremos a representacdo grafica de uma funcdo de duas
variaveis para verificar se permite que o grafico cumpra seu papel heuristico, se
permite a realizacao de tratamentos no registro grafico e quais apreensdes ocorrem

no registro grafico, a fim de desenvolver a visualiza¢éo para identificar os valores
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méaximo, minimo e ponto de sela dessa representacdo gréfica. Além disso, para
fazer essa andlise, escolhemos a variavel visual, posicao da superficie, isto é,

utilizaremos o registro grafico CAS_MATH.

Consideramos a funcdo definida algebricamente por f(x,y) = x3 + 3xy? —
15x — 12y + 6, no dominio [—3,3] X [—3,3]. Sua representacao grafica € mostrada
na Figura 49, e para isso escrevemos 0 comando Plot3D[x3 + 3xy? — 15x — 12y +
6,{x,—3,3},{y, —3,3}, AxesLabel - {X,Y,Z}]. Pela apreensédo perceptiva, percebemos

que o grafico tem um valor médximo e um valor minimo.

Figura 49. Registro grafico CAS_MATH da func&o f(x, y)=x3+3xy?-15x-12y+6.

Fonte: Construgdo da autora.

De fato, por meio de tratamentos nesse registro, ou seja, por meio de
modificacdes posicional e 6tica, podemos movimentar o grafico e nos aproximar do
possivel ponto onde a fungdo tem o valor minimo, por exemplo, conforme mostra a

Figura 50.

Figura 50. ModificagcBes posicional e 6tica no registro grafico CAS_MATH.

Fonte: Construcdo da autora.
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Se focarmos no eixo z, poderemos conjecturar, por exemplo, que temos um
valor minimo no ponto (1,1). Para comprova-lo, pelas modificagdes otica, posicional
e mereoldgica, observaremos a relacdo entre a superficie e 0s planos
perpendiculares ao eixo z (varidvel visual do registro grafico CAS_MATH), conforme
mostra a Figura 51. Isso significa que, por meio dessas modificacdes, identificamos

o valor minimo.

Podemos observar na Figura 51(a) e Figura 51(b) que os planos
representados por z=-35 e z=-25, respectivamente, ndo intersectam a superficie. No
entanto, na Figura 51(c) o plano intersecta a superficie em um ponto, e, pela
apreensdao operatéria do registro grafico CAS_MATH, observamos que a superficie

se curva para cima (variavel visual) e estd completamente por cima do plano.

Figura 51. Modificagfes Otica, posicional e mereoldgica no registro grafico CAS_MATH.

Fonte: Construcédo da autora.
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Podemos conjecturar, entdo, que o valor minimo da funcdo encontra-se
guando o plano perpendicular ao eixo z é tangente a superficie. O plano com essas
caracteristicas seria o plano representado por z=-22, como mostra a Figura 52.

Figura 52. A superficie esta sobre o plano z= -22.

Fonte: Construcdo da autora.

Notamos que esse plano, girando o gréafico ao redor do plano xy e ao redor
do eixo z, é tangente a superficie, e a superficie encontra-se totalmente sobre esse
plano, além de afirmar que isso ocorre perto de um ponto de coordenadas (x,, y,)-

Na sequéncia, encontraremos esse ponto onde a func¢édo tem o valor maximo.

Assim, na Figura 53, podemos observar, pela apreensédo perceptiva, que
essa representacdo tem um valor maximo. Da mesma maneira, por meio de
modificagdes Otica e posicional no registro grafico CAS_MATH, movimentamos o
grafico e aproximamos do possivel ponto onde a funcdo tem o valor maximo,

conforme mostra a Figura 53.
Figura 53. Modificag&o otica no registro grafico CAS_MATH.

Fonte: Construcédo da autora.
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Na sequéncia, se focarmos no eixo z, poderemos, também, conjecturar que
temos um valor maximo no ponto (—1,1). Para comprovar isso, tomaremos a
representacdo grafica de planos perpendiculares ao eixo z (modificacbes
mereoldgicas no registro grafico CAS_MATH) (ver Figura 54a) para assim,
discriminando uma variavel visual (posicdo da superficie em relacdo ao plano
perpendicular ao eixo z), observarmos a relacéo entre a superficie e esses planos,
conforme mostra a Figura 54a. Assim, observamos, baseado nessas modificacdes
no registro grafico CAS_MATH, que a superficie se curva para baixo e esta

completamente sob o plano (ver Figura 54b).

Figura 54. Modificacao 6tica, posicional e mereoldgica no registro grafico CAS_MATH.

(b)

Fonte: Construgcdo da autora.

Conjecturamos, entdo, que o valor maximo da fung&o encontra-se quando o
plano perpendicular ao eixo z é tangente a superficie. E o comportamento do plano,

em relacdo a superficie, € semelhante ao caso do valor minimo.



102

Na Figura 55, podemos verificar que ocorre um maximo local no ponto
(—=2,-1), porque, ao girar o grafico ao redor do plano xy (ver Figura 55a) e ao redor
do eixo z, (ver Figura 55b), esse plano é tangente a superficie, e a superficie

encontra-se totalmente sob esse plano.

Figura 55. Modificagdo mereoldgica no registro grafico CAS_MATH.

(b)

Fonte: Construcdo da autora.

Em seguida, afirmamos que o estudo do valor minimo e maximo € local, pois,
aproximamo-nos até ficar bem perto tanto do valor minimo quanto do valor maximo
para formular a relacéo da superficie com o seu plano tangente. Formalizamos essa

afirmacéo por meio da definicao:

Definicdo Uma funcéo de duas variaveis tem um minimo local em um ponto
(%0, ¥o) S€ ha um circulo centrado em (x,, yo), de modo que f(x,y) = f(xq,y,) para
todo ponto (x,y) no dominio de f que esta situado dentro do circulo. Uma funcgéo

tem um maximo local em um ponto (x,, y,) s€ ha um circulo centrado em (x,, y,),
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de modo que f(x,y) < f(xq,y0) para todo ponto (x,y) no dominio de f que esta

situado dentro do circulo.

Para validar essas conjeturas, no que diz respeito ao valor minimo e maximo
locais de uma funcéo de duas variaveis, sigamos para o registro algébrico, pois
sabemos que a representacédo algébrica do plano tangente esta definida por:

z— 2z = fi(x0,y0) (x — %) + fy(XOryO)(y = Yo
e, a representacao algébrica de um plano perpendicular ao eixo z é:

Z:ZO.

Logo, comparando as duas representacdes algébricas, ja que se trata do
mesmo plano, afirmamos que as derivadas parciais de primeira ordem no ponto

(x0, Vo) SAO zero, isto €,
fx(xO'yO) =0e fy(xolyo) = 0.

Assim, substituindo o valor das derivadas parciais na equacdo do plano
tangente, obtemos z —z, = 0 ou equivalentemente, z = z,. Formalizamos esse

resultado por meio do teorema seguinte:

Teorema: Se uma funcdo f tem um maximo ou minimo local em (x,,y,) €

as derivadas parciais de primeira ordem de f existem nesses pontos, entdo

fx(X0,¥0) = 0 € f,,(x0,y0) = 0. E a definigdo:

Definigcdo: Um ponto (x,, y,) € dito ser um ponto critico de f se f,(xy, ¥o) =

0 e f,(xo,y0) = 0 ou se uma das derivadas parciais ndo existe.
Na sequéncia, no registro algébrico, encontramos as derivadas parciais e as
igualamos a zero, obtendo as equacoes:
fr(t,y) =3x*+3y*—-15=0 e f,(x,y) =6xy —12 =0,

Ao resolver esse sistema de equagfes, obtemos 0s pontos criticos de
coordenadas: (2,1); (=2,-1); (1,2) e (—1,-2).

Assim, € preciso notar que, no tocante a visualizacdo do valor maximo e
minimo, o grafico representado no software Mathematica cumpre seu papel

heuristico a medida que permite fazer conjecturas em relagcdo a natureza dos
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pontos criticos, além de permitir que sejam efetuados tratamentos no registro
grafico e de utilizar a apreenséo operatoria e discursiva, uma vez que as operacdes
visuais de tipo 6tico, posicional e mereoldgica desenvolvem-se para relacionar

esses valores as derivadas parciais de primeira ordem.

No entanto, existem outros pontos criticos. Para saber sua natureza, apoiar-

nos-emos, de maneira semelhante, na visualizagao.

Substituindo, no registro algébrico, as coordenadas dos pontos criticos, (1,2)
e (—1,—-2) na lei de formacdo da funcdo de duas variaveis reais citada
anteriormente, obtemos, segundo o teorema, os planos perpendiculares ao eixo Z
e tangentes a superficie, isto é, z=-20 e z=32, respectivamente. Voltamos para o
registro grafico, representando esses planos (modificacdo mereoldgica), conforme

Figura 56. Para isso, escrevemos 0s comandos

ContourPlot3D[{z == 32},{x, —2,0}, {y,—3,—1}, {2, 30,35}, AxesLabel — {X,Y,Z},
Mesh — False]; ContourPlot3D[{z == —20}, {x,0,3},{y,0.5,2.5}, {z,—25,—10},

AxesLabel — {"X","Y","Z"}, Mesh — False, ColorFunction — "RustTones"]

e Show[K,k1,k3] onde K representa a superficie, k1 representa o plano z=32 e k3

representa o plano z=-20.

Figura 56. Representacéo gréafica dos planos z=-20; z=32.

Fonte: Construcdo da autora.

Recorremos a apreensdo perceptiva e operatdria para conjecturar que a
superficie tanto no ponto (-1,-2) quanto no ponto (1,2) ndo esta sobre o plano nem
sob o plano. Pela apreensdo operatoria, isto €, realizando modificacdes Oticas
(ampliamos o grafico), aproximamo-nos do ponto (-1,-2), conforme Figura 57a,

realizando modificacbes posicionais (ver Figura 57b), identificamos uma variavel
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visual, isto &, a relacdo da superficie com o plano z=32 no ponto (-1,-2), conforme

Figura 57.

Figura 57. Comportamento do plano z=-20 no tocante & superficie.

Fonte: Construcéo da autora.

Formulamos, conforme mostra a Figura 57, que o plano representado por
z=-32 nao esta sobre nem sob o plano, ou seja, o plano atravessa a superficie.

Entdo, f ndo pode ter um minimo nem maximo no ponto (-1, —2).

No caso do ponto critico, representado por (1,2), recorremos a apreensao
operatoria, por meio de modificagbes. Ao realizarmos modificagcbes Oticas
(ampliamos o gréfico), aproximamo-nos do ponto (1,2), conforme Figura 58a, e ao
realizar modificacdes posicionais (ver Figura 58b), identificamos uma variavel
visual, isto é, a relacdo da superficie com o plano z=-20 no ponto (1,2), conforme
Figura 57.

Figura 58. Relagao entre o plano z=-20 e a superficie.

njZop= SNOW K, KL, 3]

Fonte: Construcdo da autora.
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O plano representado por z=-20 também atravessa a superficie. Entdo, de
maneira semelhante, formulamos que f ndo pode ter um minimo nem maximo no
ponto (1,2).

Assim, a natureza dos pontos criticos encontrados pode ser determinada
gracas as condicdes especiais dadas pelo teorema mencionado anteriormente,
mas percebemos que o estudo das derivadas parciais de primeira ordem néo é
suficiente para a ocorréncia de valores maximos e minimos, porque nesses dois
pontos criticos, (1,2) e (-1,-2), a funcdo ndo tem valor maximo nem minimo. ISso
acontece pela suposicéo de que a funcao tinha valor maximo e/ou minimo nesses
pontos criticos. Assim, formalizaremos, por meio de outro teorema, as condi¢ées
gerais suficientes para a ocorréncia de valores extremos locais.

Teorema: Suponha que f(x,y) e suas derivadas parciais de primeira e

segunda ordem sejam continuas em um disco centrado em (X,,Y,) e que

fx(XO’ yo) = fy(X()’ yo) =0. Entao:

1. £ tem um maximo local em (X, Y,) se f, <0 e fi.f,, — (fiy)? >0
em (X, Yo).

2. f tem um minimo local em (X Y,) se f,>0 e fi.f,y — (f,)? >0
em (Xo’yo)-

3. f temum ponto de selaem (X, Yy) S€ fuxfyy — (fiy)? < 0 em (X, Y;)

4. £ pode ter um méximo local ou minimo local em (X, Y,), ou (X5 Y;)

pode ser um ponto de selade f , se fixfyy — (fxy)*> = 0.

E necessario destacar que o termo representado algebricamente por

fxx fxy
fyx fyy

fexfyy — (fxy)* € 0 determinante da matriz Hessiana, ou seja:

= fxxfyy -
(fey)?-

Dessa forma, também é preciso frisar que, no tocante a visualizacdo do

ponto de sela, o registro grafico CAS_MATH desempenha seu papel heuristico a
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medida que permite fazer conjecturas em relacdo a natureza dos pontos criticos,
além de permitir que sejam efetuados tratamentos no registro grafico e utilizar a
apreensdo operatéria, dado que as operacdes visuais de tipo otico, posicional e
mereoldgica se desenvolvem a fim de mostrar a necessidade de condi¢es

suficientes para a ocorréncia de valores maximos, minimos e pontos de sela.

No préximo capitulo, apresentaremos a fase de experimentacdo, as
atividades com suas andlises a priori, a posteriori e sua respectiva validacao.
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Capitulo 3 - EXPERIMENTACAO E ANALISES

No presente capitulo, descrevemos as caracteristicas do curso em que se
concretizam o estudo e os sujeitos da pesquisa. Explicamos o desenvolvimento do
experimento e analisamos a sequéncia de atividades segundo o quadro tedrico e a

metodologia de pesquisa.

Esta pesquisa esta relacionada ao tépico, valores maximos e minimos de
funcBes de duas varidveis reais. A partir das situacdes criadas, supde-se que 0s
alunos participantes possuam conhecimentos prévios: retas e planos, funcdes
vetoriais de uma variavel real, curvas, superficies quadraticas, dominio de uma
funcdo de duas variadveis, limite, continuidade, derivadas parciais,
diferenciabilidade, derivadas direcionais e gradientes, planos tangentes e planos
normais. Sendo assim, espera-se que os alunos do curso Matemaética Il estejam
aptos a participar de nossa pesquisa, considerando que as no¢des exigidas para o

éxito deste estudo tenham sido trabalhadas.

Por conseguinte, nossa pesquisa ocorreu em cinco encontros, como pode
ser visto no Apéndice A (p. 183), cujo objetivo foi estudar como se da o processo
de visualizacdo durante a aprendizagem das noc¢Bes de valores maximos e
minimos locais de funcbes de duas variaveis reais, para alunos de engenharia,
além de mobilizar seus conhecimentos prévios supostamente adquiridos na sala de
aula para chegar a solucdo de quatro situacfes didaticas e uma situacdo de
avaliacao, conforme Quadro 9.

Os alunos trabalharam tanto com o CAS Mathematica quanto com as no¢des
de funcdes de duas variaveis reais mencionadas anteriormente, reutilizando os

recursos do software, em especial os comandos que permitem representar
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graficamente pontos, planos e superficies no espaco. O tempo de duragdo de cada
situacdo didatica, mesmo para a atividade de avaliagdo, foi de trés horas.

Quadro 9. Encontros na Experimentacéo

Encontro com .
Conteudo
os alunos

1 Uma situacéo didatica: maximizar a funcéo
lucro em relacédo a quantidade.

5 Uma situagao didatica: maximizar a fungéo
lucro em relacé@o aos precos.

3 Uma situacéo didatica: minimizar a funcéo
perda de calor de um edificio comercial.

4 Uma situacéo didéatica: ponto de sela

5 Situagdo de avaliagdo para aplicar os
conhecimentos adquiridos.

Fonte: Construcdo da autora.

As situacOes didaticas e a atividade de avaliacdo foram apresentadas de
maneira sequencial, para levar o aluno a mobilizar nogBes de superficies
quadraticas, de derivadas parciais, de plano tangente. E importante destacar que
os conteudos de aplicacbes das derivadas parciais para o estudo dos valores

MAaximos e minimos eram novos para eles.

Além disso, esta pesquisa tem a aprovacéo do Comité de Etica, como pode

ser visto no Anexo B (p. 198).

3.1 CARACTERIZACAO DA FACULDADE

Realizamos a coleta de dados no laboratério de computacdo do curso de
Engenharia de Alimentos da Universidade Nacional do Callao, da disciplina

Matematica lll, na cidade de Lima, no Peru.

As disciplinas da matriz curricular do curso sao divididas por semestres
académicos, em um total de dez semestres. A disciplina de Matematica Ill &
oferecida no terceiro semestre do curso. O numero de alunos matriculados nessa
disciplina é 80, dos quais 28 s&o alunos que fazem a disciplina pela primeira vez.

Esses alunos foram a nossa populagédo-alvo, uma vez que nunca tiveram contato
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com as noc¢des de valor maximo, minimo e ponto de sela, exigidos para resolverem

as situacoes.

Para o desenvolvimento da disciplina, foram necessarias quinze semanas,
divididas em tedricas e praticas. Segundo a ementa da disciplina Matematica lll, o
estudo dos valores extremos de uma funcdo de duas variaveis reais, assim como
0s temas relacionados as aplicacdes das derivadas parciais, corresponde a sexta

semana, como pode ser visto no Anexo A (p. 193).

3.2 OS SUJEITOS DE PESQUISA

Os sujeitos de pesquisa de nosso estudo foram escolhidos conforme o
critério supracitado, levando em consideracao a voluntariedade. Conversamos com
os alunos sobre a nossa intencdo e os convidamos a participar. Fizemos uma

pequena explicacdo de como se daria 0 processo.

Para responder as questdes levantadas no objetivo geral e analisar as
observacbes feitas na sala de aula: como os alunos participam, interagem,
resolvem as questdes, quais estratégias adotadas e, considerando o tipo de
metodologia e o impacto esperado, decidimos trabalhar com 10 alunos dos 28 que
fazem a disciplina pela primeira vez e conhecem os comandos basicos do software

Mathematica.

Além dos estudantes, participaram o professor do curso (que foi um dos
observadores) e quatro observadores (colegas da Universidade do Callao). Tanto
os alunos quanto o professor do curso assinaram o termo de compromisso,
aceitando que as informacgdes provenientes das analises do material coletado
poderiam ainda ser utilizadas pelos pesquisadores em publicacbes e/ou eventos
cientificos, como pode ser visto nos Anexos C e D (ver p. 201 e 202,

respectivamente).

Ressaltamos que os alunos trabalharam em duplas e cada qual, chamada
grupo, utilizou um laptop durante os encontros. Os grupos sao chamados de Grupo

1, Grupo 2, Grupo 3, Grupo 4 e Grupo 5 (Quadro 10). Os alunos também podiam
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utilizar calculadora, lapis e papel. Nesta pesquisa, 0os observadores registraram por
escrito as observacdes do grupo, como pode ser visto no Apéndice B (p. 188).

Quadro 10. Os sujeitos da pesquisa.

Numero de grupo Alunos
1 — Xiomara
— Yorman
5 — Enrique
- Misael
3 - Anny
— Romario
4 — Patricia
— Giancarlo
5 — Sindy
— Antony

Além disso, gravamos, no computador, as telas das atividades de todos os
grupos observados. Na sequéncia, apresentaremos as situacfes didaticas e a

atividade de avaliagdo com suas analises a priori e a posteriori.

3.3 ANALISE A PRIORI E A POSTERIORI DAS SITUACOES

Nesta parte do trabalho, apresentamos as analises a priori e a posteriori das

situacdes e a atividade final, de acordo com a metodologia da Engenharia didatica.

Usamos a teoria das Situacdes Didaticas, de Brousseau (1998), porque €
um modelo de interacdo de um sujeito com um meio especifico que determina
certos conhecimentos. Assim, as situacfes dao ao sujeito a possibilidade de
construir, por si mesmo, um conhecimento novo. E a visualizagédo, por ser um meio
para compreender os valores maximos e minimos de fun¢es de duas variaveis
reais, possibilitou a observacéo de diferentes registros de representacdo semidtica
mobilizados pelos alunos, além das diferentes apreensdes e modificacdes Gticas,
posicionais e mereoldgicas do registro grafico, para discriminar suas variaveis
visuais e relaciona-las aos valores significantes do registro algébrico, apresentado
nas definicbes e teoremas, e assim construir a nocdo de valores maximos e

minimos de funcdes de duas variaveis reais.
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Sendo assim, analisamos como os alunos exploraram o significado dos
valores maximo, minimo e ponto de sela de funcbes de duas variaveis reais por
meio da visualizacdo. Propiciamos situacbes de aprendizagem, para que

pudessem construir no papel ou na tela do computador seus proprios gréficos.

Os alunos foram levados a um laboratério de computacdo da Faculdade,
onde receberam uma folha de papel com uma situagdo cujos procedimentos e
justificativa deveriam ser descritos. Em seguida, os participantes resolveram a

mesma situacdo no computador.

O desenvolvimento das situacdes foi realizado em uma ficha de trabalho que
foi entregue aos alunos pela professora investigadora. A professora investigadora
observou o trabalho dos grupos e somente se manifestava quando solicitada,
limitando-se a esclarecer alguns termos em espanhol. A institucionalizacdo das
nocodes foi realizada ao final de cada situacéo, levando em conta as consideraces

e formulacdes dos grupos.

O esclarecimento do texto, apenas quando solicitado, pretende que o
professor ndo induza os grupos na direcdo das solugdes esperadas. A mediagéo
do professor sera por meio de perguntas que impulsionem a mobilizar os supostos

conhecimentos prévios.

Neste trabalho, foram abordadas as variaveis microdidaticas, ou locais, que
sdo aquelas relacionadas “a organizacao local da Engenharia, isto €, a organizacao
de uma sequéncia ou de uma fase” (ARTIGUE, 1988, p. 291).

As escolhas das variaveis microdidaticas para a elaboracdo das situacées
didaticas visam utilizar e enfatizar a mudanca entre registros em lingua natural,
algébrico e gréfico abordados, dentro de contextos da economia e fisica, assim
como o tratamento dentro do registro grafico e/ou no registro grafico CAS, a partir
das operacBes visuais nas acOes das modificacbes Oticas, posicionais e
mereologicas de fungbes de duas variaveis reais, cujas representacdes algébricas
sdo conhecidas ou ndo conhecidas pelos grupos. Essas escolhas permitem a

conjectura e a busca de solucoes.
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Situagao 01°

Uma empresa de Smartphone estd vendendo para o setor adolescente,
por seis meses, um novo modelo de alta tecnologia e desempenho em duas
cidades de Peru: Cuzco y Piura. A empresa, para facilitar seu estudo de
mercado, considera necessario que 0 pregco unitario esteja determinado
linearmente pela quantidade demandada nesse periodo de tempo. Desse modo,
em Cuzco, se o preco é de S/*°. 300, a demanda é de 700 Smartphones; se 0
preco é de S/. 500, a demanda é de 500 Smartphones; se o prec¢o € de S/. 1000,
nenhum aparelho é vendido. Por outro lado, em Piura, se o preco € de S/. 300,
a demanda é de 540 Smartphones; se o preco € de S/. 500, a demanda € de 340
Smartphones e se o preco é de S/. 840, nenhum aparelho é vendido. O Custo
fixo de fabricacao é de 60 soles e o custo varidvel que depende da quantidade
produzida é quarenta vezes a quantidade vendida nas duas cidades. Quantos
Smartphones devem ser vendidos em cada cidade para obter o maior lucro e
qual é o valor desse lucro?

Analise a priori

O objetivo desta situacdo € levar o aluno a perceber a existéncia do valor
maximo local e do valor de maximo local de uma funcédo de duas variaveis do tipo
f(x,y) = ax? + by? + cx + dy + e a partir da utilizacdo de algumas nocdes basicas
da area da economia, tais como: funcdo demanda, funcéo oferta, funcéo custo total,
funcdo receita, funcédo lucro, visto que os alunos de Engenharia estudam a
disciplina de Engenharia Econdmica e Financeira no mesmo semestre. Ademais, a
representacédo algébrica da funcédo lucro € uma funcéo de duas variaveis reais, cuja
representacédo grafica € um paraboloide circular reto conhecido pelos alunos, pois,
segundo a ementa da disciplina, essa noc¢ao ja tinha sido ensinada. Dessa forma,
consideramos que os alunos podem resolver a situacdo-problema de maneira

algébrica.

Expomos, a sequir, a resolucdo do problema, identificando a variavel que

representa a quantidade de Smartphone vendida por seis meses, por exemplo, q,

9 Baseado nos dados proporcionados no livro Matematicas para administracion y economia. Haeussler, Ernest
F. Pretince Hall 2003. p. 776

10 5/, ¢ 0 simbolo da moeda corrente no Peru (nuevos soles).
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e a variavel que representa 0 prego unitario do Smartphone, por exemplo, p.
Ademais, segundo os dados do problema, o pre¢co esta relacionado com a
guantidade total demandada de Smartphones e essa relacdo é linear. Assim, o
preco sera determinado pela fungcdo demanda de mercado, que € a relacdo entre p

e g, representada algebricamente por p = f(q).

Portanto, o preco unitario na cidade de Cuzco, representado por pi1, esta
relacionado com a quantidade de Smartphones vendida por seis meses, na mesma
cidade, representada por gi. Pode-se fazer uso de uma tabela para registrar os

dados, por exemplo:

qu | 700 | 500 | O

p1 [ 300 | 500 | 1000

De maneira anéloga, o preco unitario na cidade de Piura, representado por
p2, esté relacionado com a quantidade de Smartphones vendida por seis meses, na
mesma cidade, representado por gz. Pode-se, também, recorrer a uma tabela para

registrar os dados, por exemplo:

g2 | 540 | 340 | 0

p2 | 300 | 500 | 840

Desse modo, a funcdo demanda para a cidade de Cuzco esta definida e
representada por p; = f(q;) e a fungcdo demanda para a cidade de Piura esta

definida e representada por p, = f(q,).

Dado que essa relacao € linear, definimos a funcdo demanda tanto para a
cidade de Cuzco, p,, quanto para Piura, p,, como: p; — 300 = m;(q; — 700), em

que mz representa o coeficiente angular da reta e a funcdo demanda para a cidade

: 500—-300 o ~ .
de Cuzco, ou seja, m; = 200-700" substituindo na equacao anterior resulta:
300 = 500 — 300 700
p1 =~ 500 =700 (a1 )

P1 == —q1 + 1000
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De maneira semelhante, m; representa o coeficiente angular da reta que representa

a funcdo demanda para a cidade de Piura, ou seja,

p,—300 = m,(q, — 540)
500 — 300
p,—300 = —340_540(q2—540)
P2 = —(q, —540) + 300
D> = —q, + 840

Como a funcgéo lucro é definida como a diferenca entre a funcéo receita,
representada por R, e a funcao custo, representada por C, é necessario determinar
as expressoes algébricas que as representam. Chama-se funcéo receita o produto
da quantidade vendida de um produto pelo preco de venda, entdo podemos
representa-la, tanto para a cidade de Cuzco quanto para Piura, respectivamente,

pela expresséao:

R1(q1) = q1f(q1) € R2(q2) = 42/ (q2)

O custo pela venda dos smartphones nas duas cidades juntas € dado por:

C(q1,92) = 60 +40(q; + q3).

Logo, a funcédo lucro esté definida por:

L(q1,q2) = R1(q1) + Ry(q2) — C(q1,q2)

= q1f(q1) + 921 (q2) — (60 +40(q, + Q2))
= q,(1000 — q;) + q,(840 — q;) — 60 — 40q; — 40q;

= 1000q1 - qlz + 84‘0([2 - q22 - 60 - 4‘0q1 - 4‘0q2,

Ou seja,

L(q1,92) = —q:1° — q2* + 960g; + 800q, — 60

Para solucionar o problema, determinando o lucro maximo e as quantidades,

temos o caminho algébrico.

Algebricamente seria possivel uma solugdo a partir de tratamentos na

expresséo algébrica, no sentido de transforma-la na forma candnica, isto é,

—(L —390340) = (q; — 480)? + (g, — 400)?2,
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porque a partir dessa expressao é possivel associd-la a uma forma algébrica
conhecida, ou seja, associa-la a um paraboloide circular reto que abre para baixo.
A partir dessa representacao algébrica, pode-se identificar o par ordenado (480,400)
como o ponto que determina o valor méximo para o lucro, assim L(480,400) = 390340

€ o valor maximo da funcao.

As variaveis didaticas sédo as seguintes:
— Os valores dos precos dos smartphones;
— A guantidade de smartphones vendidos;

— Arrelacdo do preco unitario de smartphone com a quantidade vendida de
smartphone;

— A funcéo custo total;

— A funcao lucro, cuja representacao algébrica é uma funcdo de duas

variaveis do tipo f(x,y) = ax? + by?> + cx + dy + e..

Nessa parte, esperamos que todos os grupos, apés lerem o problema,
realizassem a conversdo do registro em lingua natural para o registro algébrico.
Para isso, 0s grupos poderiam representar o objeto preco com a letra p e o objeto
quantidade de smartphones vendidos com a letra g, dado que 0s grupos possuem
nocbes de economia. A venda dos smartphones acontece em duas cidades
diferentes, entdo poderia o grupo representar cada um dos objetos mencionados
acima por p: e qi, respectivamente, para a cidade de Cuzco, e, por p2 € (2, para a

cidade de Piura. Logo, organizaram esses dados colocando-os em uma tabela.

Visto que a relacdo entre o pre¢o e a quantidade € linear, esperamos que 0s
grupos, por meio de tratamentos no registro algébrico, isto €, pelas operaces
possiveis em equacdes e expressdes algébricas, definissem a funcdo de demanda
tanto para Cuzco quanto para Piura, respectivamente, como: p; = —q; + 1000 e
p, = —q, + 840. Dessa maneira, 0s grupos poderiam identificar a fungao receita e,

por meio de tratamento no registro algébrico, defini-la como:
R1(q1) = q1f(q1) = —q,* +1000q; € Ry(q2) = q2p(q2) = —q,° + 840q;

Uma vez que a funcgédo lucro é definida como a diferenga entre a funcéo

receita e a funcdo custo, esperamos que 0s grupos de alunos expressassem
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algebricamente essa diferenga como L(qq,q2) = R1(q1) + R,(q2) — C(q1,92),
percebendo que é uma funcao de duas variaveis reais. Por meio de tratamentos no

registro algébrico, definiram a funcgéo lucro como:

L(q1,92) = —q1* — q2°* + 960q; + 800g, — 60.

Poderia acontecer que os grupos de alunos percebessem que essa

representacdo algébrica poderia ser expressa de forma candnica como:

L = —(q, — 480)% — (g, — 400)2 + 390340

A partir dessa representacéo, poderiam formular que a expresséao algébrica
representa uma funcdo de duas variaveis reais, cuja representacao grafica € um
paraboloide circular reto, que o possivel ponto de valor maximo € o ponto (480,400),
e que por meio da substituicdo desse ponto na funcédo obtém-se o maximo lucro,

isto €, o maximo lucro é S/. 390 340.

Institucionalizac&o local: Nessa situacdo generalizamos os resultados a
partir das acbGes e formulacbes feitas por todos os grupos. A professora

investigadora institucionalizou a no¢do de valor maximo por meio da observacéo.

Diz-se que a funcao de duas variaveis tem um maximo local em um ponto
(Xo,Y0); se perto desse ponto, o valor da fungcdo é maior ou igual ao valor da

funcdo em qualquer outro ponto (x,y) do dominio dele.

Analise a posteriori

No inicio dessa situacdo didatica todos os alunos leram o enunciado do
problema e comecaram a trabalhar em grupos, trocaram ideias, realizaram as
acOes e formulacdes para dar solucdo a situagcdo como tinhamos pressuposto na
analise a priori. Os tratamentos no registro numérico foram efetuados com uma

calculadora cientifica.

Na sequéncia, analisaremos com mais detalhe as acbes, em relacdo a
funcdo demanda, a qual é uma funcdo de uma variavel real, dos grupos 2, 3 e 5,

visto que realizaram outras ac¢des que nao tinhamos previsto na analise a priori.

O grupo 2, no ambiente lapis e papel, representou a fungdo demanda tanto
para a cidade de Cuzco quanto para Piura, e coordenou 0s registros tabular, grafico

e algébrico, conforme a Figura 59. Observamos que o grupo 2 realizou a conversao
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do registro em lingua natural para o registro tabular, do registro tabular para o
registro gréafico, a partir de uma construcéo ponto a ponto, ou seja, o tratamento da
representacdo grafica limitou-se a alguns valores particulares e aos pontos

marcados no plano referencial, o que favoreceu o tracado do grafico.

Figura 59. Representacdes semioticas da funcdo demanda.
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Fonte: Produgéo do grupo 2.

Na passagem do registro gréafico para o registro algébrico, o grupo mobilizou
a nocao de inclinagdo de uma reta para encontrar a equacao correspondente,
identificando as variaveis visuais, definidas por Duval (ver p. 63): sentido de
inclinacdo e posicdo sobre o eixo y, correspondentes as unidades significativas da
expressdo algébrica da fungéo linear afim y = ax + b, isto é, o coeficiente a e a

constante b.

Observamos, também, que o grupo 2 representou as variaveis da funcéo
demanda de duas formas: as variaveis x e y, e Qc e Qp, que representam as
quantidades de smartphones vendidas em Cuzco e Piura, respectivamente, Pc e
Pp, que representam os prec¢os dos Smartphones tanto em Cuzco quanto em Piura.

Afirmamos que o grupo 2 conseguiu desenvolver o processo de visualizagao
na construcdo da funcdo demanda, porque organizou as relacdes entre as variaveis
visuais do registro grafico com as variaveis significantes do registro algébrico, isto
€, 0 tratamento na representacdo grafica foi efetivado desde a abordagem de
interpretacdo global das propriedades graficas, o que garante o processo de

visualizac¢do na construcao de uma funcdo de uma variavel real.
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Em relac&o a construcdo da funcéo lucro (funcédo de duas variaveis reais),
uma acao que merece nossa atencgao é a producdo, no ambiente lapis e papel, do
registro grafico da funcéo lucro feita pelo grupo 2, para entender o significado do
valor maximo, como mostra a Figura 60. Tal fato ndo havia sido pressuposto na

nossa analise a priori.

Figura 60. Producao de uma representacao grafica pelo grupo 2.
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Fonte: Producéo do grupo 2.

Na passagem do registro algébrico para seu registro grafico, o grupo 2
identificou no registro algébrico (equacdo em forma canbnica) o vértice do
paraboloide circular e o eixo desse paraboloide (eixo z), 0 que ajudou na conversao
para o registro grafico. Pela apreensao operatoéria nesse registro, isto €, no desenho
de algumas variaveis visuais, corte no plano vertical y e uma curva de contorno
(modificagdo mereoldgica) e translacdo do registro grafico (modificagédo posicional),
0 grupo 2 teve uma apreensao perceptiva da superficie e mostrou que a funcdo
lucro tem um valor maximo no ponto de coordenadas (480, 400). Isto quer dizer
que o grupo identificou uma associacdo entre valores numéricos, pois mostrou

esses valores, representados no registro algébrico, no registro grafico.

O grupo 3, realizou acdes diferentes, visto que formou o registro grafico da

fungcdo demanda somente para a cidade de Cuzco, realizando a conversao do

registro tabular para o registro grafico, conforme a Figura 61. O tratamento na
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representacdo gréfica limitou-se a alguns valores particulares e aos pontos

marcados no plano referencial.

Figura 61. Conversao de registros de fungdo demanda.

F -
P20 p o, .\(
i, &= /)7 g{ . ;
Soq \; e ' /?OD
:\ Yo N~
300 : . [000 o

Fonte: Producéo do grupo 3.

Para formar a representacao algébrica da funcdo demanda, o grupo 3, a
partir da representacao tabular, substituiu os valores na equacao da funcéo afim,
P =aQ + b, para encontrar a representacdo algébrica da funcdo demanda,
conforme mostra a Figura 62. Observemos que, na representacao algébrica dessa

funcao, a representacao das variaveis é préopria do grupo 3.

Figura 62. Conversao de registro tabular para o registro algébrico.
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Fonte: Producéo do grupo 3.
Constatamos que o grupo 3 ndo realizou modificacdes no registro grafico e
nao identificou nem discriminou as variaveis visuais para, entdo, associa-las as
variaveis significantes, a e b, do registro algébrico. Isto quer dizer que na conversao

do registro grafico para o registro algébrico ndo houve um conhecimento das regras
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de correspondéncia semantica entre o registro grafico e a expressao algébrica, a

qual é necessaria para a congruéncia e para o processo de visualizacao.

Assim, observamos que o grupo 3, efetuou a converséo do registro algébrico
para o registro grafico CAS_MATH (variavel visual). Essa converséo foi realizada
para ter uma apreensao perceptiva do valor maximo da funcéo lucro, como mostra
a Figura 63, o que permitiu formular que o valor maximo era aquele encontrado no
modo algébrico. Isso significa que o registro grafico CAS_MATH, nesse caso,
permitiu uma representacao icénica do valor maximo para o grupo 3.

Figura 63. Representacgéo grafica do valor maximo.
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Fonte: Producéo do grupo 3.
No tocante a representacao algébrica da funcéo lucro, por meio da analise
mostrada na Figura 64, o grupo formulou o valor maximo e o valor de maximo da

funcao lucro, o que ndo tinhamos previsto na analise a priori.
Figura 64. Andlise da representacao algébrica da funcéo lucro.
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Fonte: Producéo do grupo 3.
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O grupo 5, diferente do grupo 2, realizou a conversao do registro em lingua
natural para o registro grafico e deste registro para o registro algébrico, conforme
mostramos na Figura 65.

Figura 65. Representacao Grafica e algébrica da fun¢cdo demanda.
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Fonte: Producéo do grupo 5.

Na passagem do registro grafico para o registro algébrico, o grupo 5 utilizou
a nocao de direcao para encontrar a equagao correspondente, mobilizando a no¢ao
de equacao vetorial de uma reta, 0 que ndo haviamos pressuposto na analise a
priori. O grupo 5 identificou as variaveis visuais: vetor direcdo e vetor inicial

correspondentes as unidades significativas da representacdo algébrica vetorial da

reta, P = P, + tv, isto &, Py e ¥ : vetor inicial e vetor diregdo. Por meio de tratamentos

no registro algébrico, encontra-se a representacao algébrica cartesiana da reta.

Assim, afirmamos que o objetivo dessa situacao foi atingido, ja que o aluno
reconheceu a existéncia de valor maximo e determinou o valor de maximo para
uma funcdo de duas variaveis. Referente ao processo de visualizacdo, 0s grupos
somente construiram as fungdes lineares de uma variavel real. Notamos que as

situacdes mobilizadas foram de acgéo e formulagéo.
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Logo, com apoio nas formulacdes feitas pelos grupos, institucionalizamos

localmente uma observacao, conforme citamos anteriormente.

Situagdo 021

A continua necessidade de atender a demanda de produtos variados e
saudaveis a todo tipo de consumidores motivou uma empresa a elaborar
bolachas naturais e a langar no mercado dois tipos delas: a bolacha integral e a
bolacha de aveia, cuja apresentacéo € feita em pacotes de 24 unidades. Os
custos totais de producéo séao de dois e trés reais por pacote, respectivamente.
A demanda (em milhares de pacotes) de bolachas integrais que pode ser vendida
€ quatro vezes a diferenc¢a do preco do segundo produto em relacéo ao primeiro,
e a demanda (em milhares de pacotes) de bolachas de aveia é quatro vezes a
diferenca do preco do primeiro produto em relacdo a duas vezes o preco do
segundo, mas a preferéncia dos consumidores por essa bolacha incrementa sua
demanda sempre em 36 milhares de pacotes. Quais seriam os precos de venda
por pacote de cada tipo de bolacha para obter o maior lucro e qual € o valor desse

lucro? Justifique sua resposta.

Andlise a priori

Essa situagéo tem por finalidade levar o aluno a compreender as nogdes de
valor maximo local e do valor de maximo local de uma funcéo de duas variaveis do
tipo f(x,vy) = ax? + bxy + cy? + dx + ey + f permitindo que os alunos mobilizem
seus conhecimentos a respeito de plano tangente a uma superficie e derivadas

parciais em um ponto que ja foram construidas pelos alunos.

Apresentamos, a seguir, a resolucdo do problema. Para construir a
representacdo algébrica da funcdo lucro — funcdo de duas variaveis reais —
oferecemos dois procedimentos: O primeiro, de acordo com os dados do problema,
representa, por exemplo, o objeto custo total de producédo tanto do pacote de
bolacha integral quanto do de aveia por c; e ¢z, sendo a fungéo custo total por pacote

dada por: c1=2 e c>=3, respectivamente.

11 Baseado nos dados proporcionados do livro Matematicas para administracion y economia. Haeussler, Ernest
F. Pretince Hall 2003, p. 776.
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A funcdo de demanda é a relacdo entre o preco, representado por p, e a
guantidade demanda, representada por q; de acordo com os dados do problema,
representam, por exemplo, os pregcos de venda em reais por pacote de cada tipo
de bolacha por p: e p2, respectivamente, e a quantidade demanda de pacotes de
cada tipo de bolacha por q: e g2, respectivamente. Logo, segundo o problema, a

funcdo demanda de bolachas integrais é representada algebricamente por:

q1 = f(p1,p2) = 4(p2 — P1),

e a funcdo demanda de bolachas de aveia é representada algebricamente por
42 = f(p1,p2) = 36 + 4(p1 — 2p2).

Como o lucro por pacote de bolacha integral depende da receita por pacote
e do custo de producédo, € necessario determinar a expressao algébrica que a
represente. A funcdo Receita é o produto da quantidade vendida por pacote de
bolacha integral pelo preco de venda, entdo podemos representa-la pela

expressao:
R.(q1) =1

Do mesmo modo, definimos e representamos a funcdo Receita por pacote

de bolacha de aveia por:
R,(q2) = p>

Como o lucro, representado por |, por pacote de bolacha integral é a
diferenca entre a receita e o custo total, temos que: I(p;) = R1(q1) —¢1 =p; — 2.0
lucro por pacote de bolacha de aveia é expresso por l(p;) = R,1(q;) — ¢, = p, — 3.
Logo, o lucro total € a soma do produto do lucro por pacote de bolacha integral pela
demanda (em milhares) de pacotes de bolacha integral mais o produto do lucro por
pacote de bolacha de aveia pela demanda (em milhares) de pacotes de bolacha de
aveia. Assim, a funcao lucro é uma fungéo de duas variaveis representada por:

l(pyp2) = (1 — 2)q1 + (P2 — 3)q2

(01 — 2)[4(p2 — p)] + (P2 — 3)[36 + 4(p1 — 2p,)]
= (4p1 — 8)(p2 — p1) + ((p2 — 3)(36 + 4p; — 8p,)

Ou seja,

l(p1,p,) = 8pyp, +52p, — 4p,% — 4p, — 8p,% — 108.
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Em um primeiro momento, defini-se a funcéo receita total como a soma da
receita pela venda (em milhares de pacotes) de bolacha integral mais a receita pela
venda (em milhares de pacotes) de bolacha de aveia, representando-a

algebricamente como:
Rr(p1,p2) = R1(p1,p2) + R2(p1, p2),

em que, segundo os dados do problema, a receita pela venda (em milhares de

pacotes) de bolacha integral é representada algebricamente por:
R1(p1,p2) = 4(p2 — p1)-p1

e, a receita pela venda (em milhares de pacotes) de bolacha de aveia, é

representada algebricamente por:
Ry (p1,p2) = [36 + 4(p1 — 2p2)]- P2

Em um segundo momento, defini-se a funcéo custo total pela producéo de
milhares de bolachas, tanto integrais quanto de aveia, e representa-las

algebricamente como:
C(p1,p2) = 291 + 3q>.
Logo, representa-se a funcao lucro por:
l(p1p2) = Rr(p1,p2) — C(p1,p2)

4(py — p1)-p1 + [36 + 4(p1 — 2p2)]. P2 — [2q; + 3q3]
8pip, — 4p1* — 8p,* + 52p, — 4p; — 108

Para determinar o lucro maximo e os precos por sacola de cada tipo de
bolacha que gera esse lucro, usamos o caminho grafico, embora sé esse registro

nao seja suficiente para resolver o problema.

Dado que a expressao algébrica da funcao lucro é desconhecida pelo aluno,
mesmo que se tente expressa-la de maneira candnica, busca-se o registro grafico
para ter uma percepg¢éo e perceber seu comportamento. Para isso, escrevemos o
comando do CAS Mathematica Plot3D[8p,p, + 52p, — 4p? — 4p; — 8p2 — 108,
{p.,0,10}, {p,, 0,10}, PlotRange — {0,50}, AxesLabel — {p;,p,,1}], para gerar o registro
grafico CAS_MATH da funcao lucro como mostra a Figura 66, em que, por exemplo,
o dominio da funcéo é [0,10]x[0,10], dado que o ponto de valor de méximo fica perto

desse intervalo e o valor maximo de | se acha no intervalo [0,50]. Além disso,
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nesses intervalos, pode-se observar a natureza do ponto critico de uma maneira

local.
Figura 66. Representacgédo gréfica da funcgéo lucro.

Fonte: Construgdo da autora.

Por meio de tratamentos nesse registro grafico (modificacdes de tipo 6tico e
posicional) e pela apreenséo perceptiva, distinguimos o possivel valor maximo. A

seguir, por meio do comando

ContourPlot3D[{l == 25,1 == 35},{p;, 2,8}, {p,, 2,8}, {l, 0,50}, AxesLabel = {p4, p2, "1"}],
tragcamos planos paralelos ao plano pip2 que passam perto do possivel valor
maximo, como é mostrado na Figura 67.

Figura 67. Representacédo gréafica dos planos paralelos ao plano pip2 na superficie.
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Fonte: producéo da autora com apoio do software Mathematica.

Pelo que observamos, inferimos que o valor maximo acontece quando o
plano paralelo ao plano pipz € tangente a superficie. Na sequéncia, voltamos ao

registro algébrico, considerando a representacéo algébrica do plano tangente: z —

a2 a2
Zy =a_i(x_x0)+£(y_}’0)-



128

Como os planos séo paralelos ao plano pipz, ou seja, séo paralelos ao plano
paralelo a XY, entédo as derivadas parciais respeito a x e y sdo zero. Encontramos,

assim, o ponto em que essas derivadas sao zero, isto €,

ol . 4 i _ . _
a_pl - 8p2 8p1 4‘ - O e 6p2 - 8p1 + 52 16p2 _ O

Ao resolver essas equacdes, encontramos um Unico ponto cujas
coordenadas séo (5.5,6), logo o valor maximo acontece nesse ponto, o qual
chamaremos de ponto critico. Substituimos as coordenadas desse ponto na funcéo

lucro para obter o maximo lucro, cujo valor é | = 37 000.

As variaveis didaticas sao as seguintes:

— A funcéo custo total de producéo dos pacotes de bolacha;

A funcdo demanda dos pacotes de bolacha;

Os precos de venda dos pacotes de bolacha;

A funcdo lucro, cuja representacdo algébrica é do tipo f(x,y) = ax? +

bxy + cy?* +dx +ey +f.

Nessa parte, esperamos que todos os grupos, apos terem lido o enunciado
do problema, realizassem a conversao do registro em lingua natural para o registro
algébrico, podendo representar o objeto custo total de produ¢do com a letra C, por
exemplo; o objeto funcdo demanda, por exemplo, por q = f(p;,p,), dado que,
segundo os dados da situacao, este relaciona a quantidade de pacotes de bolacha
(em milhares) aos precos unitarios de cada pacote de bolacha, e o objeto receita
total a venda de pacotes de bolachas por Rr. Para representar algebricamente cada
um dos objetos, 0s grupos poderiam representa-los tanto para as bolachas integrais

guanto para as de aveia, ou seja:

Para as bolachas integrais, a funcdo de demanda de bolachas seria

representada por:

q1 = 4(p2 — 1),

a funcéo receita seria representada como:

R1(p1,p2) = 4(p2 — p1)P1,
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De maneira semelhante para as bolachas de aveia, a funcdo de demanda
de bolachas seria representada por: g, = 36 + 4(p; — 2p,), € a fungéo receita

poderia ser representada como: R,(py,p2) = [36 + 4(p; — 2p2)]p2.

Esperamos que 0s grupos, por meio de tratamentos no registro algébrico
(operacdes possiveis em equaclOes e expressOes algébricas), expressem de

maneira algébrica a funcéo lucro representada por:
l(p1,p2) = 8pip, + 52p, — 4p,? — 4p; — 8p,% — 108.

Poderiam tentar expressa-la de forma candnica, mas perceberiam que néo
€ possivel e que essa representacdo algébrica ndo é conhecida. Na sequéncia,
SuUpomMos que 0s grupos, para terem uma apreensao perceptiva da funcéo lucro,
perceberiam a necessidade de representa-la graficamente. Para isso, realizariam a
conversdo do registro algébrico para o gréfico usando como meio o CAS

Mathematica, podendo escrever, por exemplo, o comando:

Plot3D[8p;p, — 4p1% — 8p,2% + 52p, — 4p; — 108, {p;, 0,10}, {p,, 0,10}, PlotRange
- {0,50}, AxesLabel = {"p;","p,","I"}

Assim, esperamos que, apoiados na situagdo anterior, 0S Qgrupos
percebessem que, para representar o grafico no Mathematica da funcéo lucro, era
recomendavel que o dominio da funcdo estivesse perto do possivel valor de
maéaximo, porque o estudo dessa nocao é local, além de considerar os dados do
problema p:1>0, p.>0. Supomos, também, que nesse registro grafico identificassem
uma das variaveis visuais, isto é, a posicdo da superficie tracada dentro de uma
caixa definida pelos eixos coordenados. Nesse sentido, 0os grupos poderiam
considerar o dominio da funcdo lucro no intervalo [0,50], tendo assim uma

apreensdao perceptiva imediata do valor maximo, como mostra a Figura 66.

Do mesmo modo, supomos que 0sS grupos realizassem tratamentos no
registro grafico a partir de uma modificacéo de tipo 6tico e posicional, identificando
as variaveis visuais: relacdo dos pontos da superficie com respeito ao eixo z e a
curvatura da superficie, o que Ihes permitiria ter uma apreensao perceptiva do
possivel valor maximo da funcéo lucro e do comportamento dessa superficie perto

desse valor, respectivamente.
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Na sequéncia, esperamos que 0s grupos, por meio de modificacbes
mereologicas dentro do registro grafico CAS_MATH, tracassem planos
perpendiculares ao eixo I, por exemplo, os planos I=30 e 1=35. Para isso, utilizaram
0 comando representado por:

ContourPlot3D[{j == 30,j == 35}, {x,2,8}, {y,2,8}, {7z, 0,50}, AxesLabel = {"X","Y","Z"}].

E, assim, pela apreensdo perceptiva e operatéria, identificariam outra
variavel visual, isto €, a posicao da superficie em relacdo ao plano perpendicular
ao eixo z, como € mostrado na Figura 68.

Figura 68. Representacgéo grafica dos cortes horizontais da superficie

140

120

5 5

21 22

Fonte: Construgdo da autora.

Supomos, também, que 0s grupos, por meio de tratamentos no registro
grafico CAS_MATH, isto é, modificacfes de tipo 6tico e posicional, descriminassem
outra variavel visual, variacdo do valor de z em relagéo aos valores de x e y da curva
de intersecdo da superficie com o plano perpendicualr ao eixo z , 0 que permitiria,
junto as variaveis visuais consideradas anteriormente, que conjecturassem e
formulassem gue no valor maximo a superficie esta por baixo, completamente, do
plano perpendicular ao eixo |, e que o valor maximo da superficie se localiza no

ponto onde o plano perpendicular ao eixo | é tangente a superficie.

Assim, esperamos que todos 0s grupos percebessem que isso ndo é
suficiente para dar resposta a situacdo, podendo sentir a necessidade de voltar
para o registro algébrico e mobilizar seus conhecimentos sobre a nogédo plano
tangente a superficie, cuja representacao algébrica é dada por:

z =7y + fi(x0,¥0) (X — x0) + f5, (%0, ¥0) ¥ — ¥o)

e sobre a nocgéo de plano perpendicular ao eixo z, cuja representacao algébrica e

expressada por z = z,, em que z, € o valor da funcdo no ponto (x,,y,), isto &
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f(x0,v0) = z5. Portanto, supomos que no registro algébrico os grupos
comparassem as duas representacfes algébricas dos planos, mencionados
anteriormente, e formulassem que as derivadas parciais no ponto (x,,y,) Sao zero,
sendo que, nesse ponto, o gréafico da funcédo tem um plano tangente perpendicular

ao eixo z, além de ser um ponto de maximo.

Na sequéncia, 0s grupos poderiam, no registro algébrico, validar suas
afirmacdes, isto é, encontrar as derivadas parciais da funcao lucro e iguala-las a
zero, por meio de tratamentos algébricos. Visto que o tratamento no registro
algébrico se da pelas operacdes possiveis em equacdes e expressdes algébricas,
0S grupos resolveriam um sistema de equacgdes como resultado de igualar a zero
as derivadas parciais e encontrar o ponto representado por (5.5,6), substituindo-o
na equacao do plano tangente, validando que esse plano, nesse ponto, é
perpendicular ao eixo z, ou seja, z = 37. Desse modo, o0 aluno encontra o valor da

funcdo nesse ponto, isto €, I(5.5,6) = 37, dando assim resposta a situagcdo-problema.

Institucionalizac&o local: Nessa situacdo, generalizamos os resultados a
partir das producdes dos grupos. A professora investigadora ordena, resume e

organiza essas producdes por meio da seguinte propriedade.

Se f(x,y) tiver um valor de méximo local em um ponto (xo,Yo) € Se as
derivadas parciais de primeira ordem la existirem, entdo as derivadas

parciais nesse ponto sdo zero.

Analise a posteriori

De maneira semelhante a situa¢éo anterior, todos o0s alunos trabalharam em
grupos, trocaram ideais, reconheceram as variaveis didaticas declaradas na analise
a priori e realizaram as a¢des, formulagdes e validacfes para solucionar a situacao,
como tinhamos pressuposto na analise a priori.

A seguir, examinaremos com mais detalhe as ac6es de cada um dos grupos,

visto que realizaram outras acdes que néo tinhamos pressuposto na analise a priori.

O grupo 1, para ter uma apreensao perceptiva do valor maximo no registro

grafico CAS, discriminou-se a variavel visual, posi¢cao da superficie em relacédo aos
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eixos coordenados orientados positivamente, nesse registro grafico, como mostra
a Figura 69.

Figura 69. Descriminac¢édo de uma variavel visual especifica.

100

Fonte: Produgéo do grupo 1.

Isso significa que comecou a desenvolver processo de visualizacdo para

identificar o valor maximo da funcéo lucro.

O grupo 2, ap6s modificacbes de tipo o6tico no registro grafico CAS,
discriminou-se uma variavel visual, a relacdo dos pontos da superficie com respeito
ao eixo z, e, pela percepcao perceptiva, representou-se graficamente um ponto.

Fato que nao tinhamos pressuposto na analise a priori.

O grupo discriminou as variaveis visuais no registro grafico CAS e as
relacionou com uma terna de numeros (terna ordenada), a qual permitiu identificar
um ponto no registro grafico CAS; isto quer dizer que a percepc¢do do grupo 2 foi
iconica, conforme a Figura 70.

Figura 70. Representagéo gréfica do valor maximo.

80

Fonte: Producéo do grupo 2.
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O grupo 3, diferente do grupo 1 e do grupo 2, para identificar o valor maximo
da funcdo lucro no registro grafico, discriminou a variavel visual, posicdo da
superficie tracada dentro de uma caixa definida pelos eixos coordenados, conforme
mostra a Figura 71. Na sequéncia, pela apreensdo perceptiva, representou-se
graficamente alguns pontos, o que néo tinhamos pressuposto na analise a priori.

Figura 71. Grafico de pontos na superficie.

Fonte: Producéo do grupo 3.

Observamos que o grupo discriminou as variaveis visuais no registro grafico,
e as relacionou com uma terna de numeros (terna ordenada), a qual permite
identificar um ponto no registro grafico CAS_MATH, e isto quer dizer que a

apreensédo do grupo 3, analogamente ao grupo 2, foi icbnica.

O grupo 4, para identificar o valor maximo no registro gréafico, discriminou a
variavel visual, posicdo da superficie tragcada em relagdo aos eixos coordenados
orientados positivamente, nesse registro grafico, como mostra a Figura 72, o que

nao tinhamos pressuposto na andlise a priori.

Figura 72. Posigéo da superficie em relacdo aos eixos coordenados.

Fonte: Producéo do grupo 4.
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Constatamos que o grupo 4 comecou a desenvolver processo de

visualizacéo para identificar o valor maximo da funcéo lucro.

O grupo 5, para identificar o valor maximo no registro grafico CAS, diferente
do grupo 1 e do grupo 4, escolheu ndo mostrar os cortes verticais (variaveis visuais
do registro gréafico), como mostra a Figura 73, o que nao tinhamos previsto na
analise a priori.

Figura 73. Registro grafico CAS em que ndo se mostram 0s cortes verticais.
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100
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Fonte: Producéo do grupo 5.

Isso significa que o grupo 5 comegou a desenvolver processo de
visualizacdo para reconhecer o valor maximo da funcéo lucro. Na situacdo de
validacéo, o grupo 5, diferente dos outros grupos, representou algebricamente o
plano tangente utilizando a equagéao normal do plano, conforme mostra a Figura 74,
0 que ndo haviamos pressuposto na analise a priori.

Figura 74. Equacao normal do plano tangente a superficie.

Eovoncel or mew oo /’ Eeuer ton r"/"/ p/ﬁmﬂ Mﬂw‘&
o blom ol evnol 2 r=0y V/a)y Bﬂkm Yo, %) el%‘

/'>7' ;7-;7.[()-/)0)=0 »
/Z“’ /0 octw! 4/ M‘U ‘/Mjm‘/( el /'ﬂua/ a.

- (du(»)»,o)um,w,j)»{ gd,7)
dy

Fonte: Produgéo do grupo 5.12

12 Ent&o, por meio da equacio do plano tangente temos: [...]. Mas o vetor normal ao plano tangente é igual a
[...]: (Tradug&o nossa)
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Até esse momento, todos os grupos tinham coordenado os registros da
lingua natural, algébrico e grafico CAS. Este Ultimo permitiu que todos os grupos
fizessem modificacdes de tipo oOtico e posicional, identificassem e discriminassem

as variaveis visuais préprias do registro grafico CAS.

Validar as formulacfes e terminar o processo de visualizacdo do valor
méaximo, para dar solucdo a situacao, foi uma tarefa dificil, porque os grupos nao
articularam todas essas modificacdes no gréfico, representado no Mathematica,
para identificar o valor maximo, com a nocédo de derivadas parciais de primeira

ordem estudadas em um teorema.

Visto que todos os grupos nao tiveram uma apreensao global na construcéo
do conhecimento do valor maximo de uma funcéo de duas variaveis, necessarias
para terminar o processo de visualiza¢do e dar solugcéo a situagao, os professores
investigadores fizeram perguntas gerais para ajuda-los a mobilizar seus
conhecimentos prévios a fim de que pudessem solucionar a situagdo-problema,

realizando a converséo do registro grafico CAS para o registro algébrico.

Portanto, afirmamos que o objetivo desta situacdo foi atingido, ja que os
grupos determinaram o valor maximo e o valor de maximo para uma funcao de duas

variaveis reais, cuja representacao algébrica ndo era conhecida.

Sobre o processo de visualizacdo na identificacdo do valor maximo de uma
funcdo de duas variaveis, o registro gréafico representado no Mathematica favoreceu
seu desenvolvimento nos grupos, sem que as situacfes mobilizadas fossem de

acao, formulacéo e validagéao.

Logo, com apoio das formulacdes feitas pelos grupos, institucionalizamos

localmente com uma propriedade, conforme citamos anteriormente.
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Situagdo 03'3

Os bons resultados da economia brasileira nos ultimos anos surtiram efeito
positivo sobre o mercado imobiliario voltado para empreendimentos comerciais.
Uma construtora trouxe para Sao Paulo um novo conceito de empreendimento
comercial, de flexibilidade, conforto e modernidade. Pensando no conforto,
projeta-se construir edificios onde a perda de calor em relacdo a estrutura do
edificio seja minima. Para isso, a construtora requer que o edificio comercial
tenha a seguinte caracteristica: As paredes laterais direita e esquerda perdem
calor a uma taxa de 10 unidades/m? por dia, as paredes de frontal e posterior a
uma taxa de 8 unidades/m?, o piso, a uma taxa de 1 unidade/m? por dia e o teto,
a uma taxa de 5 unidades/m? por dia. O espaco que ocupa o edificio é
exatamente de 3750 m3. Quais seriam as dimensdes do edificio para minimizar
a perda de calor? E qual seria essa perda? Justifique sua resposta.

Andlise a priori.

Essa situacao tem por objetivo levar o aluno a mobilizar os conhecimentos
adquiridos na situacéo anterior para o estudo do minimo local e do valor de minimo
local de uma funcéo de duas variaveis mais geral do que as tratadas anteriormente.
A situacéo possibilita a utilizagcdo de conhecimentos a respeito da noc¢do perda de
calor que ja foi estudada na disciplina de Fisica no primeiro semestre, de plano
tangente a uma superficie e de derivadas parciais em um ponto, também ja

estudada de acordo com a ementa da disciplina.

Apresentamos, na sequéncia, 0 procedimento para construir a
representacdo algébrica da funcdo de duas varidveis reais: perda de calor.
Segundo os dados do problema, devem-se reconhecer os objetos que representam
as dimensoes do edificio e o objeto que representa o espaco ocupado pelo edificio,
o qual é fixo, por exemplo, x,y,z e V, respectivamente. Pode-se também elaborar
uma representacdo figural (opcional), conforme exemplo na Figura 77, para
representar o edificio comercial e localizar os objetos representantes das

dimensoes.

13 Dados adaptados do livro Matematicas para administracion y economia. Haeussler, Ernest F.
Pretince Hall, 2003, p. 777.
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Figura 75. Uma representacao figural do edificio comercial.

&

"!
Fonte: Construcdo da autora.

A partir dessa figura, podemos reconhecer o objeto area das paredes laterais
direita e esquerda representados pela fungcdo definida algebricamente por
A(x,2)=2xz, 0 objeto area das paredes frontal e posterior representado pela funcéo
definida algebricamente como A(y,z)=2yz, e 0s objetos teto e piso representado pela
funcado definida algebricamente por A(x,y)=2xy. Assim, o objeto espaco que ocupa
o edificio comercial é representado pela funcédo definida algebricamente como
V(x,y,2)=xyz=3750.

Logo, segundo os dados do problema, temos que a fungéo perda total de
calor depende das dimensdes do edificio, a qual definimos algebricamente por
P(x,y,z) = 10(2xz) + 8(2yz) + xy + 5xy, com x > 0,y > 0,z > 0, porque a perda
total de calor € a soma da perda de calor nas paredes laterais mais a perda de calor

nas paredes frontal e posterior mais a perda de calor no teto e no piso.

No tocante ao objeto volume do edificio comercial, podemos representar o

. . P 3750 . .
objeto zem termos de x, y, isto €, z = o ou o objeto y em termos de X, z, ou seja,

3750 . . 3750 L
y=-—,0uo objeto x em termos de y, z, quer dizer, x = Sz substituindo qualquer

. ~ 2 . 3750
desses objetos na funcédo perda total de calor, s6 para exemplificar, z =0

teremos:
P = 208 (220) 416y (20) 46
X,y) = X Xy y Xy Xy
P(x, y) — 75000 + 60000 + 6xy

Para resolver o problema proposto, isto é, determinar as dimensfes do
edificio a fim de minimizar a perda de calor e encontrar essa minima perda de calor

em relacdo a estrutura do edificio, apresentamos a seguinte estratégia de

resolugéo.
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Uma vez que a representacdo algebrica da funcdo é desconhecida pelo
aluno, apoiar-nos-emos no registro grafico. Assim, supomos gue o aluno busque o
registro grafico para entender o comportamento da funcdo, embora somente esse

registro ndo seja suficiente para resolver o problema.

Representamos o grafico no software Mathematica e graficamente a funcao

perda de calor, cuja representacéo algébrica é:

75000 60000
P(x,y) = " + Z + 6xy

com dominio, por exemplo, (x,y) €[10,30] x [15,35], porque, baseados na
situacdo anterior, o estudo do valor de minimo é local, isto €, o dominio da fungéo

estd nas proximidades do valor de minimo. Para isso, escrevemos 0 comando

P10t3D[75;00 + 60000

" + 6xy, {x,10,30}, {y, 15,35}, AxesLabel = {"X","Y","Z"}] e

obtemos o registro grafico CAS_MATH mostrado na Figura 76.

Figura 76. Registro grafico CAS da funcao perda de calor p(x,y).
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25 3015 2

Fonte: Construgdo da autora.

No registro grafico CAS_MATH, baseado na situagédo anterior, utilizamos o
mesmo procedimento de solucao, tracando planos perpendiculares ao eixo p que

interceptem a superficie por meio do comando, conforme mostra a Figura 77.

ContourPlot3D[{p == 9500,p == 9600}, {x,10,30}, {y, 13,35}, {p, 0,50}, AxesLabel —
%77, Pl
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Figura 77. Registro grafico CAS das intercep¢des dos planos com a superficie.
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10000
p

9500 |

9000

Fonte: Construgdo da autora.

A partir da Figura 77, inferimos, da mesma forma que na situagéo anterior,
gue no valor minimo da funcéo perda de calor o plano perpendicular ao eixo p é
tangente a superficie. A seguir, apoiados na institucionalizacao local realizada na
situacao-problema anterior, voltamos ao registro algébrico em que encontramos as

derivadas parciais e as igualamos a zero, para assim encontrar o valor de minimo.

. —60000 —75000 .
Ou seja, encontramos P, =——+6y, P,=———+6x, igualando essas
x y
. .. ~ —-60000 —75000
derivadas parciais a zero, obtemos as equagoes — T 6y=0e 32 + 6x =0.

10000
x2

Para resolvé-las, substituimos y = da primeira equacdo na segunda,

-75 4 3
resultando: 0 = 2200 4 6x = 22— 6x = x (2 —¢)
(100200) 20000 4000
X

Portanto, existem duas raizes reais positivas: x = 0 ou x = 20, a seguir

10000
x2

substituimos o valor de y na expressédo y = para obter o ponto (20,25), pois

x > 0. O valor de minimo é o ponto de coordenadas (20,25). Substituindo este valor

na funcéo perda de calor obtemos a minima perda de calor, Ou seja, z =9 000.

A estratégia de solucdo anteriormente citada serd semelhante ao substituir
., .. 3750 ~
a variavel x definida por x==" na funcdo perda de calor, representada

algebricamente por: P(y,z) = 20z (%) +16yz + 6y (%)

75000 22500
+

P(y,z) = 16yz
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cuja representacdo grafica € mostrada na Figura 78, em que, somente para

exemplificar, o dominio da funcéo € [15,35]x[0,15]. Para isso, usamos o comando

75000 22500
+

Plot3D[ + 16yz, {y, 15,35}, {z, 0,15}, AxesLabel - {"Y","Z","p"}]

Figura 78. Registro grafico CAS da funcao p(y,z)
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1 1500}9
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Fonte: Construgdo da autora.

Podemos observar que, no tocante ao grafico mostrado na Figura 78,
embora a funcao perda de calor esteja definida em termos de y,z, a imagem dessa

funcdo esta no eixo vertical. Assim também, ao substituir a variavel x definida por

3750 ~ ~ .
=—— na fungcdo perda de calor, essa fungdo estaria representada

60000 22500
+

X z

algebricamente como: P(x,z) = 20xz + cuja representagdo grafica é

mostrada na Figura 79, em que, por exemplo, o dominio da funcéo € [10,30]x[0,15].

60000
X

Para isso, usamos o] comando Plot3D[20xz + +

22500
z )

{x,10,30},{z, 0,15}, AxesLabel - {"x","z","p"}].

Figura 79. Registro grafico CAS da funcao p(x,z)
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Fonte: Construgédo da autora.
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Igualmente, observamos que em relag¢do ao grafico mostrado na Figura 79,
mesmo que a funcdo perda de calor esteja definida em termos de x,z, a imagem

dessa funcéo esta no eixo vertical.

As variaveis didaticas sédo as seguintes:

— A funcéo area: da parede lateral direita e esquerda, da parede frontal e

posterior, 0 piso € o teto;
— O espaco que o edificio comercial ocupa;

— A funcéo perda total de calor, cuja representacao algébrica é uma funcao

de duas variaveis qualquer.

Esperamos que os grupos, apOs terem lido o enunciado do problema,
realizassem a conversdo do registro em lingua natural para uma representacao
figural do edificio comercial, apenas para ilustrar, semelhante a Figura 75, e
reconhecer os objetos que representariam as dimensdes do edificio. A seguir, 0s
grupos poderiam realizar a conversdo do registro em lingua natural para o registro
algébrico, isto é, representar algebricamente a funcdo area total do edificio
comercial como A(x,y,z) = 2xz + 2yz + 2xy, em que, por exemplo, a area da
parede lateral direita e esquerda poderia ser representada por A(x, z) = 2xz, a &rea
da parede frontal e posterior representada por A(x,y) = 2xy e a area do teto e piso

representada por A(x,y) = 2xy.

Na sequéncia, esperamos que 0S grupos reconhecessem também o objeto
espaco, que ocupa o edificio, representando-o algebricamente por: V(x,y,z) =
xyz = 3750. A partir dos dados do problema, o aluno reconheceria a funcéo perda

de calor do edificio por metro quadrado e a representaria algebricamente como:

P(x,y,z) = 10(2xz) + 8(2yz) + xy + 5xy.

Dado que essa funcdo ndo pode ser representada em R*, esperamos que
por meio de tratamentos nesse registro, isto €, dado que xyz = 3750, 0S grupos
pudessem, por exemplo, representar a variavel zem termos de X, y e substitui-la na

expressdo algébrica da funcdo, dessa maneira representariam algebricamente a

75000 60000
+

funcédo perda de calor por P(x,y) = + 6xy.

P
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Como a representacao algébrica da funcédo perda de calor € desconhecida
pelos grupos, esperamos que, para terem uma apreensao perceptiva da fungao
perda de calor, percebessem a necessidade de representa-la graficamente. Para
isso, realizariam a conversdo do registro algébrico para o registro grafico

representado no Mathematica, conforme mostra a Figura 80, podendo utilizar, por

75000 60000
+

exemplo, o0 comando Plot3D] + 6xy, {x,0,40},{y, 0,50}, AxesLabel —

X,y ")

Figura 80. Representacéo grafica da funcéo perda de calor.

Fonte: Construgdo da autora.

Por meio de tratamentos dentro do registro grafico CAS_MATH, isto é,
movimentar o gréfico, ficar mais perto do possivel ponto de minimo (modificacao
Otica) e mudar os pontos de observacao (modificacdo posicional), esperamos que
0s grupos identificassem as variaveis visuais: relacdo dos pontos da superficie com
respeito ao eixo z e a curvatura da superficie, o que lhes permitiria ter uma
apreensdo perceptiva do possivel valor minimo da funcdo perda de calor. Na
sequéncia, no mesmo registro grafico, os grupos poderiam realizar modificacbes
de tipo mereoldgica (cortes horizontais z=k), préximos ao possivel valor minimo e,
assim, identificariam outra variavel visual, ou seja, a posi¢do da superficie em
relacdo ao plano perpendicular ao eixo z e conjecturar a possivel minima perda de

calor, conforme a Figura 81.
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Figura 81. Representacao gréafica dos cortes horizontais a superficie

14 000+
1%000
10000
2000
0 10 20 30 40
X

Fonte: Construcdo da autora.

Esperamos que os grupos, por meio de modificacbes de tipo Otico e
posicional, discriminassem outra variavel visual, variacdo do valor de z em relacao
aos valores de x e y da curva de intersecao da superficie com o plano perpendicular
ao eixo z, e também formulassem que no valor minimo o plano tangente a

superficie, é perpendicular ao eixo z.

Apoiados na institucionalizagéo local da segunda situacéo, esperamos que
0S grupos mobilizassem seus conhecimentos até agora trabalhados para validar
suas formulacbes. Para isso, no registro algébrico, os grupos realizariam
tratamentos (dado pelas operacBes possiveis em equacdes e expressdes
algébricas) para encontrarem o valor de minimo, isto €, encontrarem as derivadas
parciais de primeira ordem da funcdo perda de calor e iguala-las a zero. Em
seguida, o aluno formularia que no ponto (20,25) a funcdo tem valor minimo. A
seguir, 0s grupos substituiriam o ponto (20,25) na funcdo perda de calor, isto &,
P(20,25)=9000, encontrando assim o valor minimo da funcdo e a resposta a

situacao—problema.

Institucionalizac&o local: Nessa situacao, generalizamos os resultados a
partir das producbes e formulagcdes dos grupos. A professora investigadora
organiza a situagao didatica com as propriedades para finalmente institucionalizar

as nogles a que esté associada, por meio da propriedade:
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Se f(x,y) tiver um valor minimo local no ponto (xyYyo) € Se as
derivadas parciais de primeira ordem la existirem, entdo as derivadas

parciais nesse ponto séo zero.

E por meio das observacoes:

Um ponto (xg,y¢) de uma funcéo f(x,y) em que tanto f,(xq,yo) COMO

fy(x0,¥0) S€jam zero, chama-se ponto critico de f.

Os valores maximos e minimos locais de uma funcdo f chamam-se

valores extremos locais da funcgéo f.

Analise a posteriori

De maneira semelhante a situacao anterior, os grupos leram o enunciado do
problema, trocaram ideias, reconheceram e discriminaram as variaveis didaticas
declaradas na analise a priori, as a¢des, formulacdes e validagbes para solucionar

a situacao, assim como tinhamos pressuposto na analise a priori.

Na sequéncia, analisaremos com mais detalhe as acdes de alguns dos
grupos, uma vez que realizaram outras a¢des que ndo haviamos pressuposto na

andlise a priori.

O grupo 1 ndo tinha certeza do significado da expressao “perda de calor a
uma taxa de ... unidades/m?”, visto que, conforme a Figura 82, o grupo estava
cometendo erros no momento de representar a medida da area das paredes do
edificio comercial e a fungédo volume, de tal forma que ndo conseguia realizar a
conversao do registro da lingua natural para o registro algébrico.

Figura 82. Representacdes dos dados da situacao.

Fonte: Producéo do grupo 1.
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Ap\os ter lido a situacao didatica mais duas vezes, perceberam que a perda
de calor do edificio comercial era medida em unidades por metro quadrado e era
usada para calcular a medida da area. Logo, o grupo reconheceu que as variaveis
utilizadas néo representavam a medida da &rea. A seguir, reescreveram-nas para

representar sua fungao volume, conforme mostra a Figura 83.

Figura 83. Representagdo das variaveis e da fungéo volume.

\\ _,f.

olealder =Xy
M., ol )
PO =)@ - Techo-

Fonte: Produgéo do grupo 14,

O grupo, apos releitura, conseguiu realizar a conversao do registro da lingua

natural para o registro algébrico, como tinhamos previsto na andlise a priori.

Evidenciamos que o grupo 1, no registro grafico representado no
Mathematica, discriminou a variavel visual, posicdo da superficie tracada em
relacdo aos eixos coordenados orientados positivamente, sem mostrar 0os cortes
nos planos verticais x e y nesse registro cuja funcéo representa perda de calor,

conforme a Figura 84, o que ndo previmos na analise a priori.

Figura 84. Discriminag&o de variaveis visuais.

Show [superficie, plano2]

- 20
B

T

Fonte: Produgéo do grupo 1.

14 ateral direito = XY; posterior frontal YZ; piso=XZ; teto=XZ
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Isso significa que o grupo 1 comecou a desenvolver o processo de
visualizac¢éo ao construir a nogao de valor minimo de uma fungéo de duas variaveis

reais.

O grupo 2 realizou a conversdo do registro algébrico para o grafico
representado no Mathematica, da funcéo perda de calor, conforme mostra a Figura

85, 0 que nao haviamos pressuposto na analise a priori.

Figura 85. Registro grafico CAS da funcao perda de calor.

ut[2]=

Fonte: Produgéo do grupo 2.

Apés as modificacdes O6ticas e posicionais nesse registro, 0 grupo nao
conseguiu ter uma apreensdo perceptiva do valor minimo. Na sequéncia, 0 grupo
2 leu o problema novamente, realizou, outra vez, a conversao de registro em lingua
natural para o registro algébrico. Depois da analise no registro algébrico, o grupo 2
percebeu que a fungcéo perda de calor ndo estava definida no ponto (0,0), ou seja,
a funcéo néo era continua no ponto (0,0), de tal forma que decidiu mudar o dominio
da funcédo, conforme mostra a Figura 86.

Figura 86. Grafico da funcdo no dominio [0,35] x [0,30]

1x 107

Z
5% 108
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X

Fonte: Produgéo do grupo 2.
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Isso significa que para o grupo 2, ainda, ndo € facil compreender a nogéo de
funcdo continua e, assim, a falta de conhecimento das regras de correspondéncia
semantica entre o registro de representacdo em lingua natural e o registro da

expresséao algeébrica.

O grupo 5 discriminou a variavel visual, posicdo da superficie tracada em
relacdo aos eixos coordenados orientados positivamente, sem mostrar 0s cortes
nos planos verticais x e y no grafico representado no Mathematica. Além disso,
realizou as modificacdes mereoldgicas, optando também, para mostra-las na tela
do computador, ndo apresentar 0os cortes nos planos verticais, tanto na
representacdo do plano, quanto na da funcéo perda de calor, conforme mostra a
Figura 87, o que ndo tinhamos previsto na andlise a priori.

Figura 87. Discriminagdo de variavel visual e modificagdes mereoldgicas.

Show [A, S]

Fonte: Producéo do grupo 5.

Isso significa que o grupo 5 comecgou a desenvolver o processo de
visualizacdo para construir a nogdo de valor minimo de uma funcdo de duas

variaveis.

Diferente da situacdo anterior, nesta nao foi dificil articular, para os grupos,
por meio das modificacdes: os tratamentos dentro do gréafico, representado no
software Mathematica, e as variaveis visuais desse registro, com a nocdo de
derivadas parciais de primeira ordem, ao se construir a no¢ao de valor minimo de
uma funcdo de duas variaveis. Assim, todos o0s grupos mobilizaram os
conhecimentos adquiridos até o momento por meio das situagfes estudadas para
culminar o processo de visualizacdo na identificacdo do valor minimo de uma

funcdo de duas variaveis reais.
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Com efeito, o gréfico representado no software Mathematica favoreceu o
processo de visualizagdo, sendo que as situagcdes mobilizadas foram de acéao,
formulacéo e validacdo. Dessa forma, o objetivo dessa situacao foi atingido, isto €,
todos os grupos determinaram as dimensées do edificio para minimizar a perda de

calor e a minima perda de calor.

Logo, com apoio das formulacdes feitas pelos grupos, institucionalizamos
localmente com uma propriedade e duas observagbes conforme citamos

anteriormente.

Situacao 04

Na atualidade, observamos muitas constru¢cdes com desenhos
arguiteténicos modernos, por exemplo: o edificio Copam®®, em S&o Paulo, cuja
arquitetura em forma de “S” € um simbolo da cidade, e a Capela Lomas de
Cuernavaca'®, no México, mostrada na figura a seguir.

Figuras: (1) Capela em construgédo (2) Capela terminada

A dupla curvatura dessa capela € 6tima para suportar as tensdes, pressao
e flexdo da construcdo, que tem resisténcia de carga e custo de construcao
barato. Considerando situacdes anteriores, 0 que vocé observa neste desenho
arquitetdnico particular? Justifique sua resposta.

Analise a priori

Essa situagéo tem por objetivo que o aluno faga conjecturas sobre o fato de

que nem todo ponto critico € um maximo ou um minimo local levando-o a
reconhecer, na superficie mostrada na figura, a representacdo grafica de uma

15 Disponivel em: <http://argnobrasil.wordpress.com/240/>. Acesso em: 14 out. 2013.

16 Disponivel em: < http://www.di-conexiones.com>. Acesso em: 14 out. 2013.


http://arqnobrasil.wordpress.com/240/
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funcdo de duas variaveis conhecida, chamada paraboloide hiperbdlico.
Acreditamos que essa situacao possa provocar um desequilibrio cognitivo, pois 0s
alunos acreditam que a anulagdo das derivadas parciais em um ponto de uma
funcdo de duas variaveis sempre indica a presenca de valor maximo ou valor

minimo. Na sequéncia, apresentaremos a resolucéao do problema.

A representacéao figural mostrada é similar a um paraboloide hiperbdélico, cuja

~ Ll . 2 x2 .
representacdo algébrica é dada por z=2—-=. E se quisermos trasladar k
bz a2
. . o Ly . 2 x?
unidades no eixo z, a representacdo algébrica seria z = i—z =+ k. Os valores de

b, a e k sdo constantes, e dependem da escolha do aluno no momento de fazer a

representacdo grafica e algébrica.

2 2

Outras representacdes algébricas a considerar podem ser x =2 — = + k,
b2  a?

_ 72 y2 _xz y2 _ 22 x2 _ x2 72 . .
x—ﬁ—a—2+k, Z_b_z_ﬁ"'k’ y_b_z_ﬁ"'k ou y—b—2—§+k, cujos graficos

representados no Mathematica podem ser visualizados na Figura 88, com os dados
valores de a, b, k para representa-las graficamente. Para exemplificar, usaremos
representacdes, em que x € [-5,3], y € [-5,5], e a imagem z € [0,50], em que 0S

comandos usados, respectivamente, sao:

Plot3D[x"2 — 2y*2 + 5, {x, —5,3}, {y, —5,5}, PlotRange — {0,50}, Axes —
True, AxesLabel — {"X","Y","Z"}] ;

Plot3D[y”2 — 2z*2 + 5,{y, —5,3},{z, —5,5}, PlotRange — {0,50}, Axes —
True, AxesLabel = {"Y","Z","X"}];

Plot3D[z*2 — 2y*2 + 5,{y, —5,5},{z, —5,3}, PlotRange — {0,50}, Axes —

True, AxesLabel - { “Y” ,” 27 ,” X" }I;

Plot3D[x"2 — 2z*2 + 5,{x, —5,5}, {z, —5,3}, PlotRange — {0,50}, Axes —

True, AxesLabel — {"X","Z","Y"}],
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Figura 88. Registros graficos CAS_MATH do paraboloide hiperbdlico.
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Fonte: Construgéo da autora.

Outras representacfes algébricas a considerar poderiam ser definidas por:

x=h _ @-K? _ (=D? x=h _ -1  -K)? z-l _ @-h? -k z-l _ (y-K)* _ (x=h)?
c b2 az ' ¢ b2 az ' ¢ b2 az ' ¢ b2 az '’
-k -k)? —h)? -k —h)? —k)? . -

yok_ Ol G yok _OCMT 070 giguns dos  registros  graficos
c b2 a? c b2 a?

CAS_MATH sao mostrados na Figura 89, com os dados valores de a, b, ¢, h, k para
representa-las graficamente, em que x € [—2,3], y € [0,6] e a imagem, z € [0,15].

Para isso, usamos 0os comandos respectivos:

Plot3D[(x — 1)"2 — 2(y — 3)"2 + 5,{x, —2,3},{y, 0,6}, PlotRange —
{0,15}, AxesLabel = {X,Y, Z}];
Plot3D[(y — 3)*2 — 2(z —5)"2 + 1,{y, 0,5}, {z, 2,7}, PlotRange — {0,15}, AxesLabel —
{Y,Z,X}];
Plot3D[(x — 1)"2 — 2(z — 5)"2 + 3,{x, —2,3},{z, 2,8}, PlotRange —
{0,15}, AxesLabel — {X,Z,Y}].
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Figura 89. Outros registros graficos CAS_MATH do paraboloide hiperbdlico.
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Fonte: Construcdo da autora.

Como se pode observar, o comportamento da superficie no ponto critico é o
mesmo, seja esta: dilatada, trasladada, ou o eixo do paraboloide seja a variavel x,
y ou z. O que nos interessa aqui € o comportamento da funcdo nas proximidades

de um ponto critico.

Podemos observar em relacédo as representacdes graficas estudadas nas
situacdes anteriores que 0 ponto critico tem uma caracteristica particular. Para
determinar essa caracteristica vemos o caminho grafico. O aluno, no grafico
representado no software Mathematica, analisara o comportamento da fungéo nas
proximidades de um ponto critico e inferira sua natureza, embora s6 esse grafico
nao seja suficiente para resolver o problema.

Por exemplo, poderiamos considerar a fungdo representada por z = y? —
2x% + 5 cujo registro grafico CAS_MATH é similar a figura mostrada na situacéo 04,
conforme a Figura 90, com dominio (x,y) € [-5,5] x [-5,3] e a imagem z € [0,40].
Escrevemos o comando s = Plot3D[y"2 — 2x"2 + 5, {x,—5,5}, {y,—5,3}, PlotRange —
{0,40}, Mesh - None, AxesLabel - {"X","Y","Z"}] representa no Mathematica o0

paraboloide hiperbdlico.

Figura 90. Registro grafico CAS da funcao representada por z=y>2x°+5.

Fonte: Construcdo da autora.
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Apoiados nas institucionalizacdes locais anteriormente citadas, encontramos
no registro algébrico as derivadas parciais e as igualamos a zero, isto é, f, = —4x =
0 e f, = 2y = 0. Resolvendo as equagdes, encontramos que 0 unico ponto critico
€ o ponto (0,0). Para estudar a natureza desse ponto critico no registro grafico e
apoiados nas situacfes anteriores, representamos graficamente o plano tangente
a superficie no ponto (0,0) paralelo ao plano xy representado algebricamente por
z=5, conforme Figura 91.

Figura 91. Registro grafico CAS_MATH do corte no plano z=5.

Fonte: Construgcdo da autora.

Observamos que no ponto critico (0,0), o plano tangente atravessa a
superficie, permitindo-nos formular aqui que a funcdo ndo tem nem maximo nem
minimo. Entéo, ja que as primeiras derivadas sdo zero ndo é condi¢do suficiente
para determinar se uma funcdo de duas variaveis tem um valor extremo em um

ponto critico. Para isso, precisamos das segundas derivadas parciais.

A variavel didatica levada em conta durante a escolha e construcdo da

situacdo proposta é referente a imagem de uma Capela.

Esperamos que 0s grupos a partir das representacdes figurais apresentadas
no problema reconhecessem e formulassem que essas representacdes sao
semelhantes a representacao grafica de uma funcao de duas variaveis, chamada
paraboloide hiperbdlico. Apoiados nas situacdes desenvolvidas anteriormente, 0s

grupos poderiam representar algebricamente essa funcdo de duas variaveis,

e dar valores numéricos as constantes

e -1 —k)? —h)?
apenas para exemplificar, = = Ok _ Gohy

a? b2

Lk hocab.

Assim, supomos que 0s grupos realizem a conversao do registro algébrico

para o grafico representado no Mathematica. Ademais, esperamos que 0S grupos
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coordenassem o0s registros algébricos (formados por eles mesmos) com 0s
registros graficos CAS_MATH, até conseguirem a representacdo grafica
semelhante a figura mostrada no problema. Para isso, poderiam levar em
consideracdo as variaveis significantes do registro algébrico da funcado de duas
variaveis (um termo linear; dois termos quadraticos com sinais opostos) e as
variaveis visuais do registro grafico (o eixo da representacdo grafica da funcéo de

duas variaveis e 0s tracos nos planos xy, yz e xz).

A seguir, supomos que 0s grupos, baseados na institucionalizacao local feita
na situacdo-problema anterior, por meio de tratamentos (operacdes possiveis em
equacdes e expressdes algébricas) no registro algébrico, indiqguem o ponto critico
da funcéo e duas variaveis. Para saber sua natureza, poderiam ir para o registro
grafico e por meio de modificacdes mereoldgicas (cortes horizontais z=Kk),
modificacdes oOtica e posicional, discriminar uma variavel visual (posicdo da
superficie em relacdo ao plano perpendicular ao eixo z) e formular que no ponto
critico o plano é tangente, mas ndo estd nem para cima nem para baixo da
superficie, isto €, o plano atravessa a superficie. Por exemplo, ver a Figura 92, em
gue consideramos o registro grafico CAS_MATH da funcéo representada por z =
y? —2x% +5 e suas modificacGes mereoldgicas, 6tica e posicional. Assim, pela

apreensdao operatoria, poderiamos conjecturar sobre a natureza do ponto critico.

Figura 92. Modificagbes mereoldgicas, oticas e posicionais no registro grafico CAS.

Modificac&o posicional

Fonte: Construgdo da autora.
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A seguir, 0os grupos poderiam também formular que a funcéo, cujo registro
grafico CAS_MATH simula uma Capela, ndo tem nem valor maximo nem valor
minimo, e que as derivadas parciais de primeira ordem ndo séo suficientes para
conhecer a natureza de valores maximos e minimos. Esperamos que formulassem

a necessidade de usar as segundas derivadas parciais.

Institucionalizac&o local: Nessa situacédo, generalizamos os resultados a
partir das producdes dos grupos. A professora pesquisadora organiza essas

producdes por meio da observacéo.

Uma funcao diferenciavel f(x,y) tem um ponto de sela em um ponto critico
(Xo0,Y0), se em f existem pontos (x,y,) em que a funcédo nesses pontos € maior ou
igual ao valor da funcédo no ponto critico, e os pontos (x,y), em que o valor da

funcdo nesses pontos é menor ou igual ao valor da funcéo no ponto critico.

Analise a posteriori

De maneira semelhante a situacdo anterior, os alunos leram o enunciado do
problema, trabalharam em grupos, trocaram ideias, reconheceram e discriminaram
as variaveis didaticas enunciadas na andlise a priori, realizando as acdes,
formulacdes e validacBes para solucionar a situa¢cdo, como tinhamos pressuposto
na andlise a priori. Na sequéncia, analisaremos com mais detalhe as ac6es de cada
um dos grupos, pois realizaram outras acdes que nao haviamos pressuposto na

andlise a priori.

O grupo 1 mostrou, pela apreensao perceptiva, na representacao figural do
enunciado do problema, os possiveis valores maximos e minimos, conforme a
Figura 93. Este grupo comegou a desenhar um sistema de coordenadas na
representacéo figural, o que significa um sinal de apreenséo operatéria, mas ainda
com uma percepcao iconica do valor maximo e minimo, fato que ndo tinhamos
pressuposto na analise a priori.

O grupo 1, antes de realizar a converséao do registro algébrico para o grafico
representado no Mathematica, da funcdo representada por z = x? — y?, comecou
a desenhar as variaveis visuais (cortes nos planos verticais), o que é um sinal de
apreensao operatdria. A seqguir, o grupo 1 realizou a converséao do registro algébrico

para o registro grafico, representado em lapis e papel, conforme a Figura 94. Isso



155

significa que o grupo 1 coordenou esses dois registros, ou seja, relacionou as
variaveis significantes do registro algébrico da funcao de duas variaveis (um termo
linear; dois termos quadraticos com sinais opostos) com as variaveis visuais do
registro gréafico (o eixo da representacdo grafica da funcdo de duas variaveis; os
tragcos nos planos yz e xz).

Figura 93. Representacgéo iconica do valor maximo e minimo.

A
Fonte: Producéo do grupol.

Ademais, para o caso de funcbes de uma variavel, especificamente, da
funcdo de segundo grau, o grupo 1 nédo articulou os registros algébrico e grafico,
conforme mostra a Figura 94, ndo explicitando a correspondéncia entre o
coeficiente, k, da expressao algébrica, z = ax? + k, e a variavel visual (interseccéo

com o eixo das ordenadas).

Figura 94. Conversao do registro algébrico para o registro gréfico.

Fonte: Producéo do grupo 1.
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Isso significa que, para o grupo 1, ainda ndo é facil articular esses dois
registros de representacédo de uma fungédo de uma varidvel real. No caso da funcao
de duas variaveis, evidenciamos que o grupo 1 comecou a desenvolver o processo

de visualizacéo na identificacdo do ponto de sela.

Comprovamos que o grupo 1, baseado em sua representacao icbnica do
valor minimo, para validar sua conjectura, realizou tratamentos (operacoes
possiveis em equacdes e expressdes algébricas), no registro algébrico, a fim de

encontrar o ponto critico (-3,0) e o valor minimo, conforme mostra a Figura 95.

Figura 95. Tratamento no registro algébrico para encontrar o valor minimo.
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Fonte: Producéo do grupo 1.

E necessario ressaltar que o grupo 1 ndo tem a clareza de como representar
algebricamente o valor minimo e o valor de minimo. Embora tivéssemos
institucionalizado as no¢des de ponto critico, valor maximo e minimo nas situacées-
problema anteriores, este grupo ainda ndo compreendeu o significado de valor

minimo e valor de minimo.

Ja no registro grafico CAS, o grupo 1 representou o ponto critico e sua
imagem. Pela apreensdo operatoria, ou seja, por meio de modificacdes
mereoldgica (cortes horizontais z =k) e posicional dentro do mesmo registro,
discriminou uma variavel visual (posicéo da superficie tracada em relacéo aos eixos
coordenados orientados positivamente). Notamos que o grupo 1 ndo mostrou os
cortes nos planos xz e yz no registro grafico CAS, conforme mostra a Figura 96, o

gue ndo haviamos pressuposto na andlise a priori.
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Figura 96. Modificac6es mereoldgica e posicional no registro grafico CAS.

Isso significa que o grupo 1 comecou a desenvolver o processo de

visualizacéo para identificar o ponto de sela de uma fungdo de duas variaveis.

O grupo2, diferente do grupo 1, ndo desenhou nenhum sistema de

coordenadas na representacao figural, conforme mostra a Figura 97.

Figura 97. Representagéo iconica do valor maximo e minimo.

Fonte: Producéo do grupo 2.

O grupo 2 ainda tem uma percepgéo iconica do valor maximo e minimo, fato

gue nédo tinhamos pressuposto na analise a priori.

Comprovamos que o grupo 2, baseado em sua representacdo iconica do
valor minimo, para validar sua conjectura, realizou tratamentos (operacdes
possiveis em equacdes e expressdes algébricas), no registro algébrico, a fim de
encontrar o ponto critico (0,0) e valor minimo, conforme mostra a Figura 98, o que

nao tinhamos previsto na analise a priori.
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Figura 98. Tratamento no registro algébrico para achar o valor minimo.
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E necessario ressaltar que o grupo 2, de maneira anéaloga ao grupo 1, ndo
tem a clareza de como representar algebricamente o valor minimo e o valor de
minimo. Embora tivéssemos institucionalizado as nocées de ponto critico, valor
maximo e minimo nas situacdes anteriores, este grupo ainda ndo compreendeu 0

significado de valor minimo, valor de minimo, valor maximo e valor de maximo.

Ja no grafico representado no Mathematica, o grupo 2 discriminou uma
variavel visual, posicdo da superficie tracada em relacdo aos eixos coordenados
orientados positivamente, e realizou a modificacdo mereoldgica, mas essas duas
acOes foram realizadas sem mostrar 0s cortes nos planos xz e yz, no registro gréafico
CAS, conforme Figura 99, o que ndo tinhamos pressuposto na analise a priori.

Isso significa que o grupo 2 comecou a desenvolver o processo de

visualizagcéo na identificacdo do ponto de sela.

17 Baseado na seguinte equacdo: [...] Para o ponto minimo, observamos que, se existisse a derivada,
concluiriamos que as derivadas parciais séo iguais a zero [...]. O ponto (0,0,0) seria maximo e minimo.
(Traducéo nossa).
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Figura 99. Modificacdo mereoldgica e posicional do registro grafico CAS.

Fonte: Produgéo do grupo 2.

O grupo 3, diferente dos grupos anteriores, mostrou 0s pontos minimos e 0s
pontos de minimo no registro grafico da funcéo de duas variaveis em um ambiente
de lapis e papel, e, por meio de modificacdes mereoldégicas no mesmo registro,
desenhou algumas variaveis visuais (cortes nos planos yz e xz), conforme Figura
100.

Figura 100. Modificagdes mereoldgica no registro grafico.
r"* ";m‘,,.o IW

Fonte: Producéo do grupo 3.

Isso significa que o grupo 3 deu um sinal de desenvolvimento da apreensao
operatoria dentro da representacéao figural. No entanto, a representacao dos valores
maximo e minimo ainda € iconica.

O grupo 3, para validar suas conjecturas, voltou para o registro algébrico e

por meio de tratamentos nesse registro, isto é, operacdes possiveis em equacdes
e expressoOes algébricas, formulou que, nesse ponto critico, existe o valor maximo
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e minimo em simultadneo, conforme Figura 101, o que ndo tinhamos previsto na

andlise a priori.
Ressaltamos que o grupo 3, de maneira analoga aos grupos anteriormente

mencionados, ndo tem a clareza de como representar algebricamente o valor
minimo, o valor maximo, o valor de minimo e o valor de maximo. Embora
tivéssemos institucionalizado as no¢des de ponto critico, valor maximo e minimo
nas situacdes anteriores, o grupo 3, de maneira semelhante ao grupo 2, ainda nao
compreendeu o significado de valor minimo, valor de minimo, valor maximo e valor

de maximo.

Figura 101. Tratamento no registro grafico para caracterizar o ponto critico.
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Fonte: Produc&o do grupo 3.18

minlone

O grupo 3 representou em um grafico do Mathematica, o ponto critico e sua
imagem, conforme Figura 102, situacdo que ndo tinhamos pressuposto na analise
a priori.

Isso significa que o grupo 3 realizou a converséao da representacao algébrica
do ponto critico e sua imagem para o registro grafico CAS_MATH, apenas para

ilustrar.

18 Se existirem pontos maximos e minimos locais e as derivadas parciais de primeira ordem, as derivadas
parciais nesses pontos sdo iguais a zero. [...] Entdo, o ponto {0,0,0}, confome mencionado anteriormente,
seria 0 ponto maximo e minimo. (Traducao nossa)
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Figura 102. Registro grafico CAS do ponto critico e sua imagem.

Fonte: producéo do grupo 3.

O grupo 4, de maneira semelhante ao grupo 2, pela apreensao perceptiva
mostrou o valor maximo e minimo da funcdo de duas variaveis reais na

representacao figural apresentada no problema, conforme Figura 103.

Figura 103. Representacao iconica do valor maximo e minimo.
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Fonte: Produgéo do grupo 4.

Isso significa que o grupo 4, como 0S grupos anteriores, ainda tem uma
percepcao icbnica do valor maximo e minimo, o que ndo tinhamos pressuposto na
analise a priori.

O grupo 4, para validar suas conjecturas, voltou para o registro algébrico, e
por meio de tratamentos nesse registro, isto é, de operacdes possiveis em
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equacdes e expressodes algébricas, formulou que, nesse ponto critico, existe o valor
maximo e minimo em simultaneo, conforme Figura 104, o que n&o tinhamos
previsto na analise a priori.

Figura 104. Formulag&o sobre a natureza do ponto critico.
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Ressaltamos que o grupo 4, de maneira analoga aos grupos anteriormente
mencionados, ndao tem a clareza de como representar algebricamente o valor
minimo, o valor maximo, o valor de minimo e o valor de méaximo. Embora
tivéssemos institucionalizado as noc¢des de ponto critico, valor maximo e minimo
nas situacdes anteriores, o grupo 4 ainda ndo compreendeu o significado de valor

minimo, valor de minimo, valor maximo e valor de maximo.

Ja no registro grafico CAS_MATH, o grupo 4, como o grupo 3, representou
0 ponto critico e sua imagem, conforme Figura 105, fato que n&o tinhamos
pressuposto na analise a priori.

Isso significa que o grupo 4 realizou a conversao da representacao algébrica
do ponto critico e sua imagem para o registro grafico CAS_MATH, apenas para

ilustrar.

19 Existem pontos maximos e minimos relativos e existem as derivadas parciais de primeira ordem, sendo que
as derivadas parciais nesses pontos so iguais a zero. [...]. Entdo o ponto {0,0,0}, de acordo com que foi dito
anteriormente, seria um ponto maximo e minimo. (Tradugdo nossa)
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Figura 105. Registro grafico CAS do ponto critico e sua imagem.

Fonte: producéo do grupo 4.

O grupo 5 mostrou, pela apreensédo perceptiva, o valor maximo e minimo da
funcdo de duas varidveis na representacdo figural apresentada no problema,

conforme Figura 106.

Figura 106. Representacao iconica do valor maximo e minimo.

Fonte: Producéo do grupo 5.

Isso significa que a representacédo dos valores maximos e minimos ainda é

icbnica.

Até o momento, evidenciamos que todos 0s grupos, ao validarem suas
formulagcbes em relacdo ao possivel valor maximo ou minimo, mobilizaram seus
conhecimentos adquiridos nas institucionalizagbes locais previamente
apresentadas, articulando a representacdo desses valores com a nocao de

derivadas parciais de primeira ordem.
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A sequir, para dar solucao a situacao e responder a pergunta, notamos que
foi uma etapa dificil para todos os grupos. N&o tinham clareza em relagdo ao que
perceberam, pela apreensao perceptiva, representando-a de maneira iconica, no
gue diz respeito aos valores maximo e minimo, com seus resultados encontrados,

apo6s a validacao.

Com efeito, esse problema provocou nos grupos um desequilibrio cognitivo,
porque acreditaram que a anulacdo das derivadas parciais, em um ponto de uma
funcdo de duas variaveis, indica sempre a presenca de valor maximo ou valor
minimo. Tendo em vista que foi dificil responder o problema, os professores
investigadores decidiram que o grupo 5 deveria comunicar aos seus colegas sua
formulacé@o sobre a natureza do ponto critico, pois foi o Unico grupo que formulou
conforme suposto na analise a priori. Apds troca de ideias com 0S outros grupos
em relacdo ao ponto critico, todos concordaram em formular que nesse ponto critico

nao existe um valor maximo, nem um valor minimo.

Notamos que levou mais tempo do que previsto na etapa da concepcao da
situacado didatica para conseguir que 0s grupos sentissem a necessidade da nocéo
das segundas derivadas parciais para caracterizar os pontos criticos.

Assim, o objetivo dessa situacéo foi atingido. Os grupos fizeram conjecturas
em relacdo ao fato de que nem todo ponto critico € um extremo local, ou seja, a
existéncia das primeiras derivadas parciais nesse ponto ndo € suficiente para
afirmar que a fungéo de duas variaveis diferencidveis tenha um extremo local, por

isso, foram necessarias as segundas derivadas parciais.

No tocante ao processo de visualiza¢ao na identificacdo do ponto de sela de
uma funcao de duas variaveis reais, acreditamos que o gréfico representado no
software Mathematica favoreceu o desenvolvimento das apreensdes perceptiva,
discursiva e operatoria, por meio de modificacBes otica, posicional e mereoldgica
dentro desse registro, e, assim, discriminaram-se as variaveis visuais para

identificar o ponto de sela de uma fungéo de duas variaveis reais.

Em seguida, com apoio das formulacbes feitas pelos grupos,
institucionalizamos localmente com wuma observacdo, conforme citamos

anteriormente.
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Portanto, ao considerar as situacdes de acao, formulagéo, validagéo e a
institucionalizacdo local, vimos a necessidade de fazer um encerramento desses
conhecimentos de uma maneira formal. Apresentamos, a seguir, as definicbes e
teoremas necessarios para o estudo dos valores maximo e minimo locais de uma

funcdo de duas variaveis reais por meio de uma institucionalizac&o global.
Institucionalizac&o Global
Defini¢fes. Diz-se que uma funcao f de duas variaveis tem:

1. Um maximo local em um ponto (x,,y,) se ha um circulo centrado em
(x0,¥0), de modo que f(xy,y0) = f(x,y) para todos os pontos (x,y) do dominio

de f que estdo dentro de um circulo.

2. Um minimo local em um ponto (x,,y,) s hd um circulo centrado em
(%0, ¥0), de modo que f(xq,vo) < f(x,y)paratodos os pontos (x,y) do dominio de

f que estdo dentro de um circulo.

Teorema. Se f tiver um valor de maximo ou minimo local em um ponto

(x0,¥0) € se as derivadas parciais de primeira ordem existirem nesse ponto, entdo
fx(x0,¥0) = 0 € f,(x0,¥0) = 0.

Definicdo. Um ponto (x,,y,) no dominio de uma funcdo f(x,y) é
denominado ponto critico da fungéo se f,(xo,y0) = 0 € £, (x0,¥,) = 0 ou se uma ou

ambas as derivadas parciais ndo existirem em (x,, y,).

Definicdo. Uma funcgédo diferenciavel f(x,y) tem um ponto de sela em um
ponto critico (xy,y,) se em todo circulo centrado em (x,,y,) existirem ponto do
dominio (x,y) em que f(x,y) > f(x0,¥o) € ponto do dominio (x,y) em que f(x,y) <
f(x0,¥0)-

Teorema. Seja f uma funcdo de duas variaveis com derivadas parciais de
segunda ordem continuas em algum circulo centrado em um ponto critico (x,, y,)

. 2 .
esejaD = D(xq,¥0) = frx(%0, ¥0) fyy (X0, ¥0) — [fy (X0, ¥0y]” 0 Hessiano de f no ponto
(xO’ yO)!

a) f(xq,y,) tem um minimo local em (xy, ¥o) S€ fix(X0,V0) >0€D >0
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b) f (xg,y0) tem um maximo local em (x,, yo) S€ fix (X0, ¥0) <0€D >0
c) f(xq,v,) NA0 € maximo local nem minimo local em (x,,y,) se D < 0.

d) O teste é inconclusivo em (x,,v,) se D = 0.

Situacao de avaliacéo

Considere a fungdo f:R? — R representada por f(x,y) = x3 + 3xy? — 15x —

12y + 6. Estude os pontos criticos dessa funcdo para determinar os valores

maximos e minimos locais. Justifique sua resposta.

O intuito desta situacdo foi levar o aluno a mobilizar os conhecimentos
construidos a respeito de maximos e minimo locais de fun¢des de duas variaveis

e, disponiviliza-lo na resolucao dessa situacao.
Resolucédo do problema

A funcéo definida algebricamente por f(x,y) = x3+3xy?—15x— 12y + 6 €
definida e diferenciavel para todo (x,y) € R?. Para achar os valores extremos dessa

funcdo vemos o caminho algébrico.
Achamos as derivadas parciais de primeira ordem e as igualamos a zero
para achar os pontos criticos, isto é,
fr =3x*+3y*=15=0,f, =6xy—12=0
Resolvemos as equacfes e obtemos os pontos criticos: (1,2), (-1,-2), (2,1), (-

2,-1). O hessiano é dado pela expressdo D = (6x)(6x) — (6y)?, entdo calculamos

seu valor em cada ponto critico:
D(1,2) =36 — 144 < 0, entdo f(1,2) € um ponto de sela.
D(—1,-2) =36 — 144 < 0, entdo f(-1,-2) € um ponto de sela.

D(2,1) =144 —-36>0 e f,(2,1) =12 > 0, entdo f(2,1)=-22 € um minimo
local.
D(—2,-1) =144 —-36 >0 e f,,(—2,—1) = —12 < 0, entdo f(-2,-1)=34 € um

maximo local.
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A varidvel didatica levada em conta durante a escolha da situacdo de

availacao é a representacao algébrica da funcéo de duas variaveis reais.

Esperamos que os grupos mobilizassem todos 0s seus conhecimentos
apreendidos na construcdo dos valores maximos e minimos locais de funcdes de
duas varidveis. Assim, por meio de tratamentos no registro algébrico, das
operacdes possiveis em equacdes e expressdes algébricas, ao utilizar os teoremas
e as definicbes mencionadas na institucionalizacdo global, os grupos poderiam

resolver a atividade proposta.

Analise a posteriori.

Analisaremos com mais detalhe as ac¢des dos grupos 1, 2, 4 e 5, pois

realizaram outras a¢des que ndo tinhamos previsto na analise a priori.

O grupo 1 realizou a conversao do registro algébrico para o registro grafico
CAS da funcao de duas variaveis reais. No registro gréfico, ha um tratamento, a
partir das modificacdes Otica e posicional, na acdo de ter uma apreensao perceptiva

imediata da representacdo da funcéo de duas variaveis, conforme Figura 107.

Observamos que, dentro do gréfico representado no software Mathematica,
o grupo 1 discriminou uma variavel visual, ou seja, posicao da superficie tracada
em relacdo aos eixos coordenados orientados positivamente, mesmo que nao
tenha mostrado, nesse registro, os cortes nos planos xz e yz. Isso significa que o
grupo 1 realizou a conversado para o registro grafico CAS, apenas para ilustrar o
grafico da funcdo de duas variaveis reais, mostrando sinais de apreensao
operatoria para ter uma apreensdo perceptiva dessa funcdo nos pontos criticos,
fato que nao tinhamos previsto na andlise a priori.

Figura 107. Registro grafico CAS da funcio representada por z=x>+3x*15x-12y+6.

Fonte: Producéo do grupo 1.
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Observamos, conforme mostra a Figura 108, que o grupo 1 ainda manifesta
erros na representacéo algébrica dos valores maximo (minimo) e dos valores de
maximo (minimo) de uma funcdo de duas variaveis reais, 0 que ndo tinhamos

previsto na analise a priori.

Figura 108. Representacéo grafica do valor minimo e maximo.
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Fonte: Producéo do grupo 1.

O grupo 1 ainda nédo tem clareza de dominio e imagem de uma funcéao de
duas variaveis, porque nao diferencia, por exemplo, o valor minimo do valor de

minimo.

O grupo 2, de maneira semelhante ao grupo 1, ainda manifesta erros na
representacdo algébrica dos valores maximo (minimo) e dos valores de maximo
(minimo) de uma funcdo de duas variaveis reais, conforme mostra a Figura 109, o

que ndo tinhamos previsto na analise a priori.

Figura 109. Erros na representacdo algébrica dos valores maximo, minimo.
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Fonte: Produgéo do grupo 2.
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Isso significa que o grupo 2 também nao tem clareza de dominio e imagem
de uma funcéo de duas variaveis reais, dado que nao diferencia, por exemplo, o

valor maximo do valor de maximo.

O grupo 4, de maneira semelhante ao grupo 1, realizou a conversédo do
registro algébrico para o grafico, representado no software Mathematica, da funcéo
de duas variaveis. No registro grafico, ha um tratamento, a partir das modificacdes
Otica e posicional, na acdo de ter uma apreensao perceptiva da representacéo da

funcdo de duas variaveis reais, conforme Figura 110.

Figura 110. Registro grafico CAS_MATH da fungo representada por z=x3+3x?-15x-12y+6.

-10

Fonte: Produgéo do grupo 4.

Observamos que, dentro do registro grafico CAS_MATH, o grupo 4 nao
mostrou 0s cortes nos planos xz e yz. Isso significa que o grupo 1 realizou a
conversdo para o grafico representado no software Mathematica apenas para
ilustrar o grafico da funcao de duas variaveis reais, diferente do grupo 1 — situacdo

ndo prevista na analise a priori.

O grupo 5, de maneira semelhante aos grupos anteriores, também
manifesta erros na representacédo algébrica dos valores maximo (minimo) e dos
valores de maximo (minimo) de uma funcdo de duas variaveis reais, conforme

Figura 111, o que néo tinhamos previsto na andlise a priori.

Figura 111. Erros na concepc¢éao do valor maximo e minimo.
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Fonte: Producéo do grupo 5.
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O grupo 5, também, ndo tem clareza de dominio e imagem de uma funcao
de duas variaveis, ja que ndo diferencia, por exemplo, o valor minimo do valor de

minimo.

Observamos que, embora tivéssemos institucionalizado e os alunos
tivessem construido a nocdo de valor maximo e minimo de funcdes de duas
variaveis reais, o erro na representacao algébrica do valor maximo (minimo) e do
valor de maximo (de minimo) ainda permanece, ou seja, a falta de clareza na
determinacdo e representacdo do dominio e imagem de uma funcdo de duas
variaveis na propria construcdo cognitiva dos alunos ndo desapareceu. Dessa
forma, afirmamos que esses conhecimentos tornaram-se obstaculo, segundo
Brousseau (1976), e, como sabemos, o préprio conhecimento de funcdo é um
obstaculo epistemoldgico.?°

Finalmente, acreditamos que a elaboracdo de um conjunto de situacdes
proporcionou aos alunos de engenheira construir as noc¢des de valores maximos e
minimos locais de fungfes de duas variaveis reais. Assim, o estudo da visualizacao
dos graficos representados no software Mathematica, mediante a teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica de Duval, mostrou ser um meio para a

compreensao dessa no¢cao matematica.

20 segundo Brousseau (1976), os obstaculos epistemolégicos sdo aqueles referentes a construgdo do
conhecimento ao longo do decorrer da Histéria e da propria construgao cognitiva do aluno. O conhecimento
de funcdo € um exemplo de obstaculo epistemoldgico.
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CONSIDERACOES FINAIS

A disciplina matemética, que faz parte da grade curricular dos cursos de
Engenharia, € o Calculo diferencial e integral de varias variaveis. Ja na Faculdade
de Engenharia de Alimentos na Universidade Nacional do Callao, no Peru, onde

demos aulas, é chamada de Calculo IlI.

Segundo minha experiéncia, como professora desse curso, 0s alunos
apresentam problemas quanto a aprendizagem dos conteudos envolvidos nessa
disciplina. Quanto a revisao bibliografica, observam-se duas caracteristicas no
processo de ensino de matematica na Engenharia: as dificuldades de compreenséao
de conceitos matematicos, especialmente aqueles relacionados ao Céalculo
diferencial e integral de funcbes de duas variaveis reais, e a falta de situacdes
relacionadas ao campo de atividade profissional do futuro engenheiro nas aulas de

Matematica.

A partir dessa reviséo bibliografica, percebe-se que h& poucas pesquisas
relacionadas ao ensino do Calculo lll, especificamente na area da Engenharia, que
tratam da visualizagdo como meio de compreender esses conhecimentos
matematicos, principalmente quanto a visualizacdo no espaco. E foi justamente
essa falta de pesquisas sobre a utilizacdo do CAS, especificamente do
Mathematica, no ensino e aprendizagem de contetdos de Calculo Ill, que motivou

a realizacao deste estudo.

Acreditamos que os alunos, por meio das situacdes propostas na tese,
apropriaram-se das nog¢des de valores maximo e minimo locais de fun¢des de duas
variaveis reais, a partir de seus conhecimentos prévios. E o caso das nogdes de
superficies quadraticas, das derivadas parciais e dos planos tangentes, pois suas

acbes, formulacbes e validagbes evidenciaram a mobilizacdo desses
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conhecimentos para construir seus proprios novos conhecimentos, relacionados
aos valores maximos e minimos de funcdes de duas variaveis reais na parte

experimental da pesquisa.

O uso do CAS Mathematica facilitou a ocorréncia das apreensdes
perceptiva, discursiva e operatéria do grafico representado no Mathematica na
resolucdo dessas situacdes, isto €, os alunos desenvolveram a visualizacdo no
grafico representado nesse software para identificar os valores maximo e minimo
de funcdes de duas variaveis reais, apoiando-se nela para compreender essa
nocado matematica. Assim, o estudo da visualizacdo no Célculo em duas variaveis
reais, por intermédio da teoria dos Registros de Representacdo Semiédtica de Duval,
mostrou ser um meio para a compreensdo dos valores maximo e minimos locais

de funcdes de duas variaveis.

A presente tese teve como objetivo analisar o processo de visualizacéo
durante a aprendizagem das noc¢les de valores maximos e minimos locais de
funcBes de duas variaveis reais dos alunos de engenharia. Portanto, faremos
nossas consideragcfes finais sobre a fundamentacdo tedrica e metodoldgica
utilizada, sobre a parte experimental, os principais resultados e as novas

perspectivas de estudo.

Fundamentacéao tedrica e metodoldgica

Entendemos que a Teoria das Situacdes Didaticas (Brousseau, 1998) foi
pertinente ao nosso estudo por acreditarmos que, embora os alunos de Engenharia
nao estejam acostumados a trabalhar com atividades e/ou situacdes que articulem
0s temas matematicos com os ndo matematicos, as situacdes propostas levaram-
nos a mobilizar seus conhecimentos para tomar decisdes e estudar suas razdes na

construcé@o dos valores maximos e minimos locais de funcdes de duas variaveis.

Organizamos as situagfes didaticas com base em um problema que, embora
fosse real, ndo era comum nos livros didaticos. Em termos de conteudo, as
situacdes referem-se ao estudo de valores méaximos e minimos locais de funcdes
de duas variaveis reais. A resolugdo das situagdes envolveu os conhecimentos

prévios dos alunos, tais como: funcdes vetoriais de variavel real, superficies
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quadraticas, fungBes de duas varidveis, dominio, imagem, derivadas parciais e

planos tangentes.

As situacfes foram apresentadas a partir do registro da lingua natural e do
registro figural, como a situacéo 04, por exemplo. Para a solucédo dessas situacdes
ocorreram conversfes para o registro algébrico e posteriormente para o registro
grafico, e vice-versa. Nos registros gréficos houve tratamentos a partir das
modificacdes oOtica, posicional e mereoldgica na acao de observar a relacao entre

as superficies e os planos perpendiculares ao eixo z.

Nos registros algébricos, os tratamentos se deram pelas operacoes
possiveis com as derivadas parciais e na solucdo de sistemas de equacdes de duas
variaveis. Além disso, as situacbes apresentaram uma questdo aberta cuja

resposta se deu por caminhos préprios dos alunos.

Para que os alunos compreendessem e construissem efetivamente seus
conhecimentos de valores maximos e minimos locais de fun¢fes de duas variaveis
foram imprescindiveis as conversdes entre registros e seus respectivos
tratamentos, e a coordenacdo de esses registros de representacdo semiotica.
Justamente por isso, a teoria dos Registros de Representacdo Semiética de Duval
(1995) possibilitou-nos maneiras de atenuar os efeitos de uma aprendizagem
baseada no algoritmico, oferecendo-nos subsidios para compreender como 0s
alunos visualizam, segundo Duval (1999), um grafico de uma funcdo de duas
variaveis para identificar seus valores maximos e minimos. Considera-se também,
que o estudo do registro grafico no sistema cartesiano R3 tenha facilitado o
reconhecimento das diferentes apreensdes dos alunos na interagdo com o CAS

Mathematica.

Por outro lado, utilizamos como metodologia uma Engenharia Didatica de
Artigue (1988) para orientar tanto nossas experiéncias em sala de aula, ja que visa
um estudo de processos de aprendizagem de certo saber matematico, quanto para
estudar nossos resultados apds a exploracdo dos dados recolhidos. Assim, ao

longo da tese, desenvolvemos as quatro fases dessa metodologia.

Apresentamos, entdo, um olhar para a histéria, que mostra como foram

construidos os conhecimentos matematicos relacionados ao Calculo em varias
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variaveis reais. Percebemos que o estudo matematico dos valores maximos e
minimos locais de fungcbBes de duas varidveis reais € o mesmo estudo feito por
Lagrange (1759), pois os coeficientes presentes vém a ser as derivadas parciais de

primeira e segunda ordem.

Assim, observamos que a construcdo dos valores maximos e minimos locais
de funcbes de duas ou mais variaveis, esta centrada no registro em lingua natural
e registro algébrico, sobressaindo-se o tratamento no registro algébrico. Porém,
nao existe uma articulacao entre esses registros, nem a atividade de conversao
entre registros de representacdo semiotica, nem a variedade de representacdes
semidticas, que sao condi¢cdes necessarias para a compreensdo dos valores

maximos e minimos locais de fun¢bes de duas variaveis.

Essas limitacbes ndo favorecem o desenvolvimento da visualizagdo na
compreensao desses valores, pois a visualizacdo requer a leitura dos graficos
cartesianos que depende da articulagéo entre o registro grafico e o algébrico, sendo
necessario compreender os tratamentos no registro grafico e os diferentes tipos de

apreensdes de um grafico.

Na analise a priori das situacdes didaticas, delineamos as variaveis
microdidaticas, as possiveis a¢fes, formulacdes, validacbes dos alunos e, em
seguida, as institucionaliza¢des locais depois de finalizada cada situacéo, assim
como a institucionalizagéo global. Na andlise a posteriori, no entanto, validamos ou

nao nossas hipoteses levantadas na analise a priori.

Principais resultados

Os alunos envolveram-se com o0 problema proposto pelas situacées.
Podemos observar e analisar de maneira detalhada suas acdes e formulactes
guando interagiram com a situacao. Na situacao de acéo, os alunos utilizaram para
a resolucdo do problema proposto seus conhecimentos prévios anteriormente
mencionados.

Na primeira situacdo, os grupos 2 e 3 realizaram a conversédo do registro
algébrico para o registro gréafico. O grupo 2 efetuou a conversédo no ambiente lapis
e papel, usando os tratamentos no registro grafico, a partir das modificacdes

posicional e mereoldgica, para mostrar o valor maximo da funcéo. Diferentemente
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do grupo 3, que realizou a conversao para o registro grafico CAS, o grupo 2
representou graficamente o valor maximo da funcdo e, a partir da apreensao
perceptiva, constatou que esse ponto era o valor maximo da funcédo. Na acéo de
formulagcdo, os alunos mobilizaram a nocdo de superficies quadraticas para a

resolucao do problema.

Nas segunda e terceira situagOes, os alunos, por meio de modificacdes
mereoldgicas dentro do grafico representado no software Mathematica, tracaram
planos perpendiculares ao eixo z, interceptando-os com a superficie até atingir o
valor maximo e minimo da funcdo de duas variaveis. Na situacdo de formulagéo,

mobilizaram a nocéo de plano tangente para a resolu¢ao do problema.

Verificamos também que nas segunda e terceira situa¢des os alunos tiveram
dificuldade no momento de vincular as no¢fes de plano perpendicular ao eixo z e
de plano tangente com suas respectivas definicbes matematicas, particularmente a
nocéo das derivadas parciais. Por isso, apontamos que a agao de validacdo e a

culminacao do processo de visualizacado, por parte dos alunos, nao foram faceis.

Com o apoio do CAS Mathematica, essas situacdes provocaram o
tratamento no registro grafico no sistema cartesiano R3 (grafico representado no
software Mathematica), a partir das modificacdes Otica, posicional, mereoldgica,
articulando a apreensdo perceptiva, a apreensao operatdéria com a apreensao
discursiva, relacionando-as com o0s conhecimentos matematicos de plano

perpendicular ao eixo z e plano tangente.

ApoOs a validacdo das formulacbes dos alunos na conclusdo de cada
situacao, institucionalizamos de maneira local, ou seja, a partir de suas producdes,
ordenamos, resumimos e organizamos essas producdes por meio de observacdes
e propriedades, vinculando os resultados obtidos em diferentes momentos do
desenvolvimento da situacdo didatica, a fim de estabelecer relacdes entre as
producdes dos alunos e o saber matematico, por exemplo, as no¢des de valor
méaximo local, valor minimo local, ponto critico e a condicdo necessaria para a

existéncia desses valores.

Por outro lado, na quarta situagédo, provocamos um desequilibrio cognitivo

nos alunos referente a nogéo de valor maximo e minimo de uma funcéo de duas
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variaveis, o que propulsionou a busca de um novo saber: 0 uso das segundas
derivadas parciais. Apos as formulacdes feitas pelos alunos, institucionalizamos

localmente apresentando suas produ¢des em relacdo a nocao de ponto de sela.

Assim, essa situagao provocou o tratamento no registro grafico CAS a partir
das operacdes de tipo Otico, posicional, mereoldgica, articulando também a
apreensdo perceptiva, a apreensdo operatdria com a apreensdo discursiva, e
relacionando-os aos conhecimentos matematicos de plano perpendicular ao eixo z,
as derivadas parciais e a condicdo necessaria para a existéncia dos valores

maximos e minimos.

Na procura desse novo saber, fomos levados a institucionalizar de forma
global, vinculando as institucionalizagbes locais em diferentes momentos do
desenvolvimento de todas as situacdes didaticas, estabelecendo as relacbes
dessas institucionalizacdes locais e o saber matematico por meio da formalizacao
e generalizacdo, ou seja, apresentando as definicdes e teoremas relacionados a
condicao suficiente para a existéncia dos valores maximos e minimos de uma

funcdo de duas variaveis.

Observamos as ac¢des dos alunos, ao utilizarem o registro grafico CAS, na
procura de relacfes entre unidades significativas de representacdo do objeto com
a intencao de identificar propriedades especificas de interesse em cada situacao.
Nesses casos, estimulamos a visualizacdo, a qual ndo é explorada pelos livros

didaticos que consultamos.

Neste sentido, 0 CAS Mathematica permitiu aos alunos explorar os graficos
de funcdes de duas variaveis reais de maneira dindmica. Esse registro grafico CAS
facilitou a apreenséo operatéria dos graficos no sistema cartesiano R3, isto &, sua
modificacao 6tica, visto que, no momento de identificar os valores maximo, minimo
e ponto de sela, observaram as relagbes entre a superficie e o0s planos
perpendiculares ao eixo z e variaram a localizagdo dessas superficies em relacéo
aos seus eixos coordenados, identificando e discriminando suas variaveis visuais.
O registro grafico CAS facilitou também a modificagdo posicional e mereoldgica no
momento de identificar os valores maximo, minimo e ponto de sela, por meio do
qual os alunos mudaram os pontos de observacdo, tracaram planos

perpendiculares ao eixo z, giraram a superficie e trasladaram-na.
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Verificamos que o CAS Mathematica contribuiu para a aprendizagem de
Matematica Ill, uma vez que o aluno pode ver, manipular, conjecturar e visualizar
as representacdes graficas de funcdes definidas algebricamente, sobretudo se

essas representacdes algébricas ndo séo reconhecidas pelo aluno.

Afirmamos que os alunos ndo apresentaram problemas em usar 0s
comandos do CAS Mathematica, necessarios para representar os graficos em

software.

Esta pesquisa revelou que o erro apresentado pelos alunos, ao construirem
a nocao de maximos e minimos locais de uma funcéo de duas variaveis reais, como
0 erro na representacao algébrica do valor maximo (minimo) e do valor de maximo
(de minimo), é decorrente da falta de clareza na determinacéo e representacao do

dominio e imagem de uma funcdo de duas variaveis reais.

Constatamos pela analise das situa¢gfes que levamos 0s alunos a transitar
pelos diversos registros de representacdo: lingua natural, tabular, algébrico e
grafico. Neste ultimo efetuar tratamentos (modificacdes) que permitiram a
ocorréncia das apreensodes do registro gréafico, além da realizacdo da coordenacéo
de registros de representacdo semidtica e a articulacao entre o registro gréafico e o

algébrico.

Perspectivas futuras

Em relacéo aos resultados, pensamos em outras pesquisas que aprofundem
os estudos dos valores maximos e minimos locais de funcbes de duas variaveis,
especialmente, o estudo dos Multiplicadores de Lagrange com o CAS Mathematica
(ou com outros CAS), articulando ainda mais os ambientes informaticos e de lapis
e papel, com situacdes que levem os alunos a fazer conjecturas e validar as

propriedades dos Multiplicadores de Lagrange.

Além disso, o estudo dos valores maximos e minimos locais de funcdes de
duas variaveis merece um estudo mais detalhado daquele que conseguimos
realizar neste trabalho e um estudo mais aprofundado das apreensdes do registro

grafico de funcbes de duas variaveis e suas possiveis articulacoes.
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Do mesmo modo, consideramos que Sao necessarias outras pesquisas
sobre funcdes de duas varidveis como: geometria analitica no célculo, funcdes
vetoriais, campos vetoriais, integrais de linha, integrais de superficie, baseadas na
visualizacdo de Duval, dos registros graficos e na iteracdo com outros ambientes
CAS.
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Apéndice A - A Sequéncia de Ensino

Situacion 01

Una empresa de celulares Smartphone pone a la venta para el sector
adolescente durante seis meses, un nuevo modelo de alta tecnologia y
desempefio en dos ciudades del Perl, Cuzco y Piura. Ademas, la empresa para
facilitar su estudio de mercado considera necesario que el precio esté
determinado linealmente por la cantidad demandada en este periodo de tiempo.
De esta forma, en Cuzco si el precio es de S/.300, la demanda es de 700
Smartphone; si el precio es de S/.500, la demanda es de 500 Smartphone y si el
precio es de S/.1000, ningun equipo es vendido. En Piura, si el precio es de
S/.300, la demanda es de 540 Smartphone; si el precio es de S/.500, la demanda
es de 340 Smartphone y si el precio es de S/.840, no se vende ningun equipo. El
costo fijo de fabricacion de los Smartphone es de 60 soles y el costo variable es
de cuarenta veces la cantidad vendida en las dos ciudades. ¢Cuantos
Smartphone deben ser vendidos en cada ciudad para obtener la mayor utilidad,

y cual es el valor de esta utilidad?
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Situacion 02

La permanente necesidad de atender la demanda de productos variados
y saludables a todo tipo de consumidores, llevé a una empresa a elaborar galletas
naturales; para esto lanz6 al mercado dos tipos de galletas: la galleta integral y
la galleta de avena, cuya presentacion es en bolsas de 24 unidades. Los costos
totales de produccion son de 2 y 3 soles por bolsa, respectivamente. La demanda
(en miles de bolsas) de galletas integrales que pueden venderse cada semana
es cuatro veces la diferencia del precio del segundo producto con relacién al
primero y la demanda (en miles de bolsas) de galletas de avena es cuatro veces
la diferencia del precio del primer producto con relacién al doble del segundo;
pero la preferencia de los consumidores por esta galleta, incrementa su demanda
siempre en 36 miles de bolsas. ¢Cual serd la mayor utilidad que obtiene la
empresa y cudles serian los precios de venta de cada tipo de galleta? Justifique

Su respuesta
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Situacion 03

Los buenos resultados de la economia peruana en los Ultimos afios
produjeron un efecto positivo sobre el mercado inmobiliario dirigido a empresas
comerciales. Una constructora trajo a Lima un nuevo concepto de empresa
comercial basada en la flexibilidad, confort y modernidad. Pensando en el confort,
se proyecta construir edificios donde la pérdida de calor en relacién a la
estructura del edificio sea minima. Para eso, la constructora requiere que el
edificio tenga la siguiente caracteristica: las paredes laterales derecha e
izquierda pierden calor a una tasa de 10 unidades/m? por dia, las paredes frontal
y posterior a una tasa de 8 unidades/m? por dia, el piso a una tasa de 1 unidad/m?
por diay el cielo raso a una tasa de 5 unidades/m? por dia. El espacio que ocupa
el edificio es exactamente de 3750 m3. ¢ Cudles deberian las dimensiones del
edificio que minimizan la pérdida de calor y cual seria esa pérdida? Justique su

respuesta.
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Situacion 04

En la actualidad observamos construcciones con disefios arquitectonicos
modernos, por ejemplo: El edificio Copan en Sao Paulo, su arquitectura en forma
de “S” se constituye en un simbolo de esa ciudad; la Capilla de Lomas de

Cuernavaca en México, mostrada en la figura de abajo, entre otros.

Figura: (1) Capilla en construccion y (2) Capilla finalizada

La doble curvatura de esta capilla permite resistir los esfuerzos de presion,
tensién y flexion de la construccion, por lo que de forma barata pueden obtenerse
techados con gran resistencia de carga. Utilizando los conocimientos estudiados
hasta el momento en las situaciones anteriores, ¢ qué puedes observar de este

disefio arquitectdnico particular? Justifique su respuesta.
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Situacion de evaluacion

Considere la funcién f: R* - R dada por
f(x,y) = x3 + 3xy? — 15x — 12y + 6,

Estudie los puntos criticos de esta funcion para determinar los valores maximos

y minimos locales. Justifiqgue su respuesta.
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Apéndice B - Roteiros para observagao dos encontros

Ficha de observacion 01

Fecha:
Nombre del observador:

Nombre de los alumnos observados: N° de Grupo

Condiciones de la observacion:

— El observador no debe interactuar con los alumnos observados durante el desarrollo
de la situacion didactica.

— Después de terminada la situacion didactica, recoger la ficha de trabajo del alumno.

— Tener presente que la situacion didactica se desarrollara en parejas, una pareja por
computador, luego observe el trabajo de la pareja como un todo.

— Describir detalladamente las acciones de la pareja de alumnos de manera ordenada
durante el desarrollo de cada actividad.

— Enféquese especialmente en las acciones y los comentarios que la pareja de
alumnos hace en el momento que se va aduefiando de la actividad.

— En caso el alumno use el computador, indicarle que cree una carpeta <N° de

grupo_situacién01> y guarde todo su trabajo en esa carpeta.
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Ficha de observacion 02

Fecha:
Nombre del observador:

Nombre de los alumnos observados: N° de grupo

Condiciones de la observacion:

— El observador no debe interactuar con los alumnos observados durante el desarrollo
de la situacion didactica.

— Después de terminada la situacién didactica, recoger la ficha de trabajo del alumno.

— Tener presente que la situacion didactica se desarrollara en parejas, una pareja por
computador, luego observe el trabajo de la pareja como un todo.

— Describir detalladamente las acciones de la pareja de alumnos de manera ordenada
durante el desarrollo de cada actividad.

— Enféquese especialmente en las acciones y los comentarios que la pareja de
alumnos hace en el momento que se va aduefiando de la actividad.

— Indicarle a la pareja crear una carpeta <N° de grupo_situacion02> y guardar todo su

trabajo en esa carpeta.
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Ficha de observacién 03

Fecha:
Nombre del observador:

Nombre de los alumnos observados: N° de grupo

Condiciones de la observacion:

El observador no debe interactuar con los alumnos observados durante el desarrollo
de la situacion didactica.

Después de terminada la situacion didactica, recoger la ficha de trabajo de la pareja
de alumnos.

Tener presente que la situacion didactica se desarrollara en pareja de alumnos, una
pareja por computador, luego observe el trabajo de la pareja como un todo.
Describir detalladamente las acciones de la pareja de alumnos de manera ordenada
durante el desarrollo de cada actividad.

Enféguese especialmente en las acciones y los comentarios que la pareja de
alumnos hace en el momento que se va aduefiando de la actividad.

Indicarle a la pareja crear una carpeta <N° de grupo_situacién03> y guardar todo su
trabajo en esa carpeta.
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Ficha de observacion 04

Fecha:
Nombre del observador:

Nombre de los alumnos observados: N° de grupo

Condiciones de la observacion:

— El observador no debe interactuar con los alumnos observados durante el desarrollo
de la situacion didactica.

— Después de terminada la situacion didactica, recoger la ficha de trabajo de la pareja
de alumnos.

— Tener presente que la situacion didactica se desarrollara en pareja de alumnos, una
pareja por computador, luego observe el trabajo de la pareja como un todo.

— Describir detalladamente las acciones de la pareja de alumnos de manera ordenada
durante el desarrollo de cada actividad.

— Enféquese especialmente en las acciones y los comentarios que la pareja de
alumnos hace en el momento que se va aduefiando de la actividad.

— Indicarle a la pareja crear una carpeta <N° de grupo_situacion04> y guardar todo su

trabajo en esa carpeta.
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Ficha de observacién 05

Fecha:
Nombre del observador:

Nombre de los alumnos observados: N° de grupo

Condiciones de la observacion:

El observador no debe interactuar con los alumnos observados durante el desarrollo
de la situacion didactica.

Después de terminada la situacion didactica, recoger la ficha de trabajo de la pareja
de alumnos.

Tener presente que la situacion didactica se desarrollara en pareja de alumnos, una
pareja por computador, luego observe el trabajo de la pareja como un todo.
Describir detalladamente las acciones de la pareja de alumnos de manera ordenada
durante el desarrollo de cada actividad.

Enféguese especialmente en las acciones y los comentarios que la pareja de
alumnos hace en el momento que se va aduefiando de la actividad.

En caso la pareja de alumnos use o computador, indicarle crear una carpeta <N° de

grupo_actividad_cierre>y guardar todo su trabajo en esa carpeta.
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Anexo A - Ementa da disciplina Matemaética Il

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE INGENIERIA PESQUERA Y DE ALIMENTOS
DEPARTAMENTO ACADEMICO DE INGENIERIA DE ALIMENTOS

SYLLABUS
1. INFORMACION GENERAL
1.1. Nombre de la asignatura i MATEMATICA IlI
1.2. Numero y Cédigo ; IA - 305
1.3. Tipo de Asignatura : Obligatoria
1.4. Pre- requisito f Matematica Il
1.5. Créditos ; 04
1.6. Horas ; Teoria: 03 h // Practica: 03 h.
1.7. Duracién 7 17 semanas
1.8. Ciclo Académico : 2012-B
1.9. Profesor : Lic. Carlos Bravo Quispe.

1l. DESCRIPCION DE LA ASIGNATURA

Matematica Ill es un curso curricular, tedrico-préactico que ofrece al estudiante otra oportunidad
para aumentar su comprensién y apreciacién de las ideas fundamentales del analisis. La
Geometria y el célculo se extienden en dimensién con los vectores "n"-dimensionales. Para ello se
tratan tépicos como: Funciones vectoriales. Funciones de varias variables. Integrales dobles y
triples: usos y aplicaciones.

11l. SUMILLA

Se estudia en este curso los siguientes temas: Funciones vectoriales de una variable real: limite,
continuidad. Derivacién e Integracion. Tangente unitaria, Normal principal y vector Binormal.
Curvatura y Torsién. Aplicaciones. Funciones reales de un vector: Derivadas Parciales, Derivadas
Direccionales, Derivadas parciales de orden superior. Maximos y minimos: Métodos. Aplicaciones.
Funciones vectoriales de un vector: Operador Nabla. Divergencia y rotacional. Integral de Linea.
Integrales Mdltiples: Integrales dobles. Integrales iteradas. Integrales triples. Aplicaciones.
Integrales de superficie. Teorema de Green. Teorema de Stokes. Teorema de Gauss.
Aplicaciones.

1IV. OBJETIVOS

A. GENERALES:
* Brindar al estudiante los conceptos y herramientas matematicas del calculo multivariable.
e Iniciar al estudiante en la modelacién y resolucién de problemas relacionados a su
especialidad y a la Ingenieria.
» Ampliar su base matematica que les pemmita afrontar mejor los retos de futura actividad
profesional.

B. ESPECIFICOS:
e Definiry Operar funciones vectoriales.
* Aplicar las funciones de varias variables a problemas de Optimizacién en Ingenieria.
e Analizar, Plantear y Resolver problemas usando el modelo de las integrales multiples.

Av. Juan Pablo Il s/n Bellavista — Callao Telefax: (511) 420-1590 1
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V. METODICA

5.1. PAUTAS:
e El profesor expondra las clases tedricas utilizando técnicas didéacticas que propicie y
estimule la participacién activa de los alumnos en clase.
e EI profesor implementard practicas grupales dirigidas que pemmitirdan reforzar los
conocimientos adquiridos.
* El alumno asistira, revisando los temas tratados y estudiando el tema a desarrollar en
clase.

5.2. MATERIALES:
* Bibliografia Basica, Intermedia y Avanzada
e Separatas de Ejercicios y Problemas de Aplicacion.
o Software matematico disponible en Intemet para la parte grafica fundamentalmente.
e Links en Intemet que permiten acceder a informacion especializada relacionada a las
aplicaciones de cada uno de los tdpicos del curso.

Vi. PROGRAMACION DE LA ASIGNATURA

SEMANA N° 1: RECTAS Y PLANOS
La Recta: ecuacién vectorial, continua y paramétrica. El Plano: ecuaciones. Planos paralelos y
perpendiculares. Aplicaciones.

SEMANA N° 2: FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE REAL
Definicidén. Operaciones algebraicas. Limite y Continuidad. Derivada e Integracién de una Funcién
Vectorial. Aplicaciones.

SEMANA N° 3: CURVAS

Curva parametrizada. Curva Regular. Longitud de arco. Vectores unitarios: tangente, normal y
binormal. Curvatura y Torsién. Aplicaciones.

SEMANA N° 4: SUPERFICIES CUADRATICAS
Superficies Cuadraticas: Definicidn de Superficie. Superficies cuadraticas. Gréficos. Ejemplos y
aplicaciones.

SEMANA N° 5: FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES

Definicién. Dominio y Rango. Curvas de nivel. Superficies de nivel. Limites y Continuidad.
Derivadas Parciales: Interpretacion Geométrica, Derivadas Parciales de orden  superior.
Aplicaciones. Derivada Direccional.

SEMANA N° 6: APLICACIONES DE LAS DERIVADAS PARCIALES

Derivada de una funcién compuesta. Derivacidén Implicita. Diferencial: Interpretacién geométrica.
Gradiente. Valores Extremos de Funciones de Varias Variables. Punto critico. Criterio de la matriz
Hessiana. Caso de la 2da. Derivada. Extremos condicionados: Método de los multiplicadores de
Lagrange. Ejemplos y aplicaciones.
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SEMANA N° 7: INTEGRALES DOBLES

Definicion. Funciones integrables. Célculo de integrales dobles por medio de integrales iteradas.
Teorema de Fubini. Cambio de variable. Integrales dobles mediante coordenadas polares.
Aplicaciones.

SEMANA N° 8: EXAMEN PARCIAL

SEMANA N° 9: INTEGRALES TRIPLES

Integrales Triples: Definicion. Célculo mediante integrales iteradas. Volumenes mediante
integrales triples. Integrales triples en coordenadas cilindricas y coordenadas esféricas.
Aplicaciones.

SEMANA N°10: INTEGRAL DE LINEA
Definicién. Propiedades. Independencia de la trayectoria en integrales curvilineas. Aplicaciones
Teorema de Green en el plano. Aplicaciones.

SEMANA N°11: INTEGRAL DE SUPERFICIE
INTEGRAL DE SUPERFICIE: Superficie parametrizada. Area de una superficie. Definicion de
Integral de Superficie. Orientacidén de una Superficie.

SEMANA N° 12: OPERADORES DIFERENCIALES EN IR3?
Campos vectoriales y escalares. Ejemplos. Operadores Diferenciales en IR Nabla, Divergencia y
Rotacional. Algunas relaciones entre ellos.

SEMANA N° 13:
Teorema de la Divergencia. Interpretacion fisica. Aplicaciones. Teorema de Stokes. Interpretacién
fisica. Aplicaciones.

SEMANA N°16: EXAMEN FINAL
SEMANA N°17: EXAMEN SUSTITUTORIO

VIl. ACTIVIDADES ACADEMICAS

e Practica dirigida : Funciones vectoriales de variable real.

e Practica dirigida : Curvas y Superficies regulares.

e Practica dirigida : Funciones de varias variables. Curvas de nivel.
e  Préctica dirigida ; Derivacién parcial e implicita.

e Practica dirigida : Aplicaciones de Maximos y minimos

e Practica dirigida : Integrales dobles. Aplicaciones.

e Préctica dirigida : Integrales triples. Aplicaciones.

e  Practica dirigida : Teorema de Green. Divergencia. Stokes.

VIll. EVALUACION ACADEMICA

La Evaluacion valora y mide los logros del aprendizaje en funcién de los objetivos propuestos en
el curso. Para ello, se tiene en cuenta una evaluacién esencialmente formativa, que permita
formar juicio o calificacién y que nos lleve a tomar decisiones de mejora. Se considerara la
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evaluaciéon valorativa: actitudes positivas, reflexiones y otros, que bonificaran puntos en lo
referente a la Practica.

Los instrumentos de evaluaciéon son:

Un (01) examen parcial y un (01) examen final los que se rendiran en forma obligatoria de
acuerdo al cronograma académico de la Universidad.

Los examenes seran de tipo mixto, incluyendo aspectos tedricos y practicos.

Forma de calificacion: Las pruebas se calificaran teniendo en cuenta: El planteamiento del
problema, el procedimiento realizado y la respuesta e interpretacion de la misma de ser el caso.
Para ello, se sugiere que después de haber leido la pregunta procure esbozar un grafico o
diagrama que represente el problema y que permita asociar a la resolucion las propiedades o
conceptos necesarios.

La Practica (PP), es el resultado del promedio aritmético de las actividades obligatorias en cada
semana, y las participaciones en carpeta y/o pizarra.

El Promedio Final (PF) se obtendra de acuerdo a la siguiente ponderacion:

PF = 40% PP + 30%EP + 30% EF

donde: PF = promedio final. PP = promedio de practica. EP = Examen parcial.
EF = Examen final.

Inasistencias a examenes: El alumno que faltase a alguna de los examenes parcial o final
expondra su caso ante el Profesor quien tomara decision sobre el particular.

Observacion a evaluaciones: Todo estudiante podra presentar observaciones a alguna de sus
calificaciones en el momento mismo que recibe su calificacion.

IX. REQUISITOS DE APROBACION

e Rendir los examenes y practicas calificadas programadas.
e Presentar todos sus trabajos obligatorios y
e Alcanzar una nota final igual a 11, en concordancia con las normas de la Universidad.

X. BIBLIOGRAFIA

1. PITARUIZ > Calculo Vectorial.
Ed. Prentice Hall, 1995

2. STEWART, JAMES : Calculo Multivariable.
Ed. Thomsom. 32.ed.1999.

3. FINNEY, THOMAS : Calculo de Varias Variables.
Ed. Pearson Educacién. 92. Edic. 1999.

4. TROMBA, MARSDEN : Calculo Vectorial.
Edit. Addison Wesley Longman. 4°. Edic. 1998.

Av. Juan Pablo Il s/n Bellavista — Callao Telefax: (511) 420-1590 4



197

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE INGENIERIA PESQUERA Y DE ALIMENTOS
DEPARTAMENTO ACADEMICO DE INGENIERIA DE ALIMENTOS

5. GARCIA-LOPEZ-RODRIGUEZ : Célculo Il. Teoria y Problemas de funciones de
Varias Variables. Ed. CLAGSA. Madrid. 1997.

6. O'NEILL PETER V. : Matematicas Avanzadas para la Ingenieria.
Ed. Continental México 1994
CONTACTO CON EL DOCENTE:

E mail: cbravoquispe@yahoo.es

Av. Juan Pablo Il s/n Bellavista — Callao Telefax: (511) 420-1590 5



198

Anexo B - Parecer do comité de Etica.

PONTIFICIA UNIVERSIDADE
CATOLICA DE SAO PAULO- W"“'
PUC/SP

PUC-SP

PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP

DADOS DO PROJETO DE PESQUISA

Titulo da Pesquisa: O USO DA VISUALIZAQ}S‘\O PARA A COMPREENS/S\O DOS VALORES EXTREMOS
LOCAIS DE UMA FUNCAO DE DUAS VARIAVEIS.

Pesquisador: KATIA VIGO INGAR

Area Tematica:

Versao: 1

CAAE: 14660713.0.0000.5482

Instituicao Proponente: Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologia

Patrocinador Principal: FUND COORD DE APERFEICOAMENTO DE PESSOAL DE NIVEL SUP

DADOS DO PARECER

Numero do Parecer: 627.939
Data da Relatoria: 06/05/2013

Apresentagao do Projeto:

Trata-se de protocolo de pesquisa para elaboragdo de Tese de Doutorado no Programa de Estudos Pos-
Graduados em Educacdo Matematica (EDM), vinculado a Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologia
(FCET) da Pontificia Universidade Catolica de S&do Paulo (PUC/SP)

Projeto de pesquisa de autoria de Katia Vigo Ingar, sob a orientacéo da Profa. Dra. Maria José Ferreira da
Silva.

A proposta "(...) trata do ensino, aprendizagem do valores extremos de funcfes de varias variaveis. Seu
objetivo geral € implementar uma Engenharia Didatica envolvendo o estudo do teorema: Teste da Segunda
Derivada para valores estremos locais de fun¢des de duas variaveis. A estruturacdo e a concepcgéo de
situacdes didaticas de ensino envolvendo situacdes-problemas diferenciadas. A teoria a usar € a
visualizacdo e a teoria das situacdes didaticas.”

Objetivo da Pesquisa:
Implementar uma Engenharia Didatica envolvendo o estudo do teorema: Teste da Segunda Derivada para
valores estremos locais de funcdes de duas variaveis.

Endereco: Rua Ministro Goddi, 969 - sala 63 C

Bairro: Perdizes CEP: 05.015-001
UF: SP Municipio: SAO PAULO
Telefone: (11)3670-8466 Fax: (11)3670-8466 E-mail: cometica@pucsp.br
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Continuagdo do Parecer: 627.939

Avaliacdo dos Riscos e Beneficios:

Segundo a autora, os riscos apresentados sdo minimos. E no que diz respeito aos beneficios, menciona:
"dar énfase final a descricdo da Calculo em Varias Variaveis, em seguida, com a intencéo de delinear,
caracterizar, discutir e compreender a natureza do principal raciocinio que quer registrar, discutir a natureza
epistemoldgica dos pontos criticos.”

Comentarios e Consideragoes sobre a Pesquisa:

A exposicao do Projeto € clara e objetiva, feita de maneira concisa e muito bem fundamentada, permitindo-
se concluir que a proposta de pesquisa em tela, possui uma linha metodolégica bem definida, base da qual
sera possivel auferir conclusdes consistentes e, portanto, validas.

Consideragoes sobre os Termos de apresentacao obrigatoria:

Apresentados a contento, conforme orienta a Resolugdo CNS/MS n° 466/12, os Regimento e Regulamento
Interno do Comité de Etica em Pesquisa, campus Monte Alegre da Pontificia Universidade Catélica de Sao
Paulo - CEP-PUC/SP e o Manual llustrado da Plataforma Brasil, disponiveis para consulta no site:
www.pucsp.br/cometica

Recomendacdes:

Recomendamos que o desenvolvimento da pesquisa siga os fundamentos, metodologia, proposicdes,
pressupostos em tela, do modo em que foram apresentados e avaliados por este Comité de Etica em
Pesquisa. Qualquer alteracéo deve ser imediatamente informada aoc CEP-PUC/SP, indicando a parte do
protocolo de pesquisa modificada, acompanhada das justificativas.

Também, a pesquisadora devera observar e cumprir os itens relacionados abaixo, conforme indicado pela
Res. 466/12:

a) desenvolver o projeto conforme delineado;

b) elaborar e apresentar o relatério final;

c) apresentar dados solicitados pelo CEP, a qualquer momento;

d) manter em arquivo, sob sua guarda, por um periodo de 5 (cinco) anos apoés o término da pesquisa, os
seus dados, em arquivo fisico ou digital;

e) encaminhar os resultados para publicacdo, com os devidos créditos aos pesquisadores associados e ao
pessoal técnico participante do projeto;

f) justificar, perante o CEP, interrup¢do do projeto.

Endere¢o: Rua Ministro Goddai, 969 - sala 63 C

Bairro: Perdizes CEP: 05.015-001
UF: SP Municipio: SAO PAULO
Telefone: (11)3670-8466 Fax: (11)3670-8466 E-mail: cometica@pucsp.br
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Continuagdo do Parecer: 627.939

Conclusdes ou Pendéncias e Lista de Inadequacgbes:
N&o h4, portanto, recomendamos & aprovacéo da pesquisa ao Colegiado do CEP-PUC/SP.

Situacgao do Parecer:

Aprovado

Necessita Apreciagao da CONEP:
Nao

Consideracoes Finais a critério do CEP:

SAO PAULO, 28 de Abril de 2014

Assinador por:
Edgard de Assis Carvalho

(Coordenador)
Enderego: Rua Ministro Godaéi, 969 - sala 63 C
Bairro: Perdizes CEP: 05.015-001
UF: SP Municipio: SAO PAULO
Telefone: (11)3670-8466 Fax: (11)3670-8466 E-mail: cometica@pucsp.br
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Anexo C - Termo de compromisso dos alunos do curso

TERMO DE COMPROMISSO

O presente termo tem como objetivo esclarecer os procedimentos de nossa

pesquisa, principalmente os relativos a utilizacdo dos dados coletados.

O material coletado, atividades realizadas, gravac6es em audio e em video,
transcricdes e registros escritos servirdo de base para melhor entender em que
medida e de que forma as situacdes de resolucdo de problemas, com apoio do

Mathematica, influencia no desenvolvimento da atividade Matematica do aluno.

O acesso aos registros em video sera exclusivo dos pesquisadores e sO
podera ser apresentado com a autorizacdo dos participantes. Nas transcrices e
registros escritos, 0s mesmos terdo seus nomes substituidos por pseudénimos,
preservando-se a identidade dos sujeitos, no material escrito, produzido a partir dos

dados coletados durante a realizacdo da pesquisa.

As informacfes provenientes das analises do material coletado poderéo

ainda ser utilizadas pelos pesquisadores em publicacdes e/ou eventos cientificos.

Sao Paulo, Fevereiro de 2014.

Profa. Dra. Maria José Ferreira da Sivla o\
Katia Vigo Ingar

Aluno
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Anexo D - Termo de compromisso do professor do curso

TERMO DE COMPROMISSO

O presente termo tem como objetivo esclarecer os procedimentos de nossa

pesquisa, principalmente os relativos a utilizacdo dos dados coletados.

O material coletado, atividades realizadas, gravacdes em audio e em video,
transcricdes e registros escritos servirdo de base para melhor entender em que
medida e de que forma as situacfes de resolucdo de problemas no contexto da
engenharia, com apoio do Mathematica, influencia no desenvolvimento da atividade

Matematica do aluno.

O acesso aos registros em video serd exclusivo dos pesquisadores e sé
poderd ser apresentado com a autorizacdo dos participantes. Nas transcricdes e
registros escritos, 0s mesmos terdo seus nomes substituidos por pseudénimos,
preservando-se a identidade dos sujeitos, no material escrito, produzido a partir dos
dados coletados durante a realizacao da pesquisa.

As informacfes provenientes das analises do material coletado poderéo

ainda ser utilizadas pelos pesquisadores em publicacdes e/ou eventos cientificos.

Sao Paulo, Fevereiro de 2014.

Profa. Dra. Maria José Ferreira da Silva Katia Vigo Ingar

Orientadora

Professor responsavel



