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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo conduzir estudantes do 3° ano do Ensino
Médio a construir significado para a ideia de taxa de variagdo instantanea. Com
esse intuito, e fundamentados nos pressupostos da Engenharia Didatica,
elaboramos, aplicamos e analisamos uma sequéncia didatica para oito alunos de
uma escola publica do Estado de Sdo Paulo. Como aporte tedrico utilizamos a
Teoria das Situagbes Didaticas (TSD) e a Teoria de Registros de Representagéo
Semidtica. A TSD nos auxiliou na elaboracdo, experimentagcdo e analise dos
resultados da sequéncia didatica, enquanto a Teoria de Registros de
Representagdo Semidtica, enfatizou a diversidade e a articulagdo de diferentes
registros de representacdo nas atividades matematicas. A analise da sequéncia
didatica apontou que estudantes do 3° ano do Ensino Médio, por meio da
mobilizacdo simultdnea dos registros de representagdo grafica, algébrica e

tabular, podem construir significado para a ideia de taxa de variagao.

Palavras-Chave: Taxa de variacdo Instantdnea. Taxa de varicdo média.

Registros de Representagao.



ABSTRACT

This work aims to lead students in the 3rd year of high school to construct
meaning to the idea of instantaneous rate of change. With this intention, and
based on the premises of Didactic Engineering, we elaborated, applied and
analyzed a didactic sequence for eight students of a public school in the state of
Sao Paulo. As theoric support, we used the Theory of Didactical Situation (TDS)
and the Representation Theory of Semiotics Register. The TDS assisted us in
development, tests and analysis of results of didactic sequence, while the
Representation Theory of Semiotics Registers emphasized the diversity and
articulation of different registers of representation in mathematical activities. The
analysis of didactic sequence indicated that teaching students in the 3rd year of
high school, through the simultaneous mobilization of records graphing, algebraic

and tabular can construct meaning to the idea of rate of change.

Keywords: Instantaneous rate of change. Average rate of change.
Representation Registers.
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CONSIDERAGOES INICIAIS

Identificar quando a representagcdo grafica de uma fungédo cresce,
decresce ou € constante deve ser uma tarefa trivial para qualquer cidaddo que
tenha concluido a Educacao Basica, entretanto, para perceber o quao rapido essa
representacao grafica cresce ou decresce, ou seja, qualificar seu crescimento e
decrescimento, € necessario um conhecimento minimo da nocdo de taxa de

variagédo. De acordo com Rezende (2003),

No mundo de hoje, ndo basta perceber o crescimento/
decrescimento de uma fungédo, mas determinar precisamente o
quanto esta esta crescendo/decrescendo. ‘A gente ndo quer so
comida, a gente quer comida, diversao e arte’. Isso mesmo, com o
desenvolvimento das relagbes econbdmicas e sociais, tornando-se
estas cada vez mais complexas, faz-se necessario e urgente uma
revisdo e ampliacdo das metas da ‘formacdo basica para o
exercicio pleno da cidadania’. (REZENDE, 2003, p. 33)

Vé-se, entdo que € importante que a ideia de taxa de variacéo faca parte
do conhecimento matematico de todos, todavia, sabemos que esta ndo é a
realidade da maior parte da populagdo. Rezende (2003, p. 2) observa que o
indice de ndo aprovagao na disciplina de Calculo Diferencial, que estuda a ideia
de variacdo, pode chegar a 95% entre os estudantes do Ensino Superior, mas
esses representam apenas 13,9% dos brasileiros entre 17 e 25 anos’, quanto aos
demais, se nao tiveram acesso a estas ideias na Educacio Basica, ndo mais as
terdo em seu conhecimento matematico. Segundo o autor, alguns problemas
classicos do Calculo Diferencial sao evitados, ignorados, ou ainda tratados sem a

devida atencao pelos professores da Educacao Basica.

Informagbes retiradas de site http://www.unb.br/noticias/unbagencia/unbagencia.php?id=3112 em
22/06/2012 as 17h43.
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Quanto aos altos indices de nao aprovacao na disciplina de Calculo
Diferencial nos cursos superiores, Barreto (1995) afirma que:

As causas sao muitas e ja bem conhecidas, principalmente a ma
formagao adquirida durante o 1° e 2° graus, de onde recebemos
um grande contingente de alunos passivos, dependentes, sem
dominio de conceitos basicos, com pouca capacidade critica, sem
habitos de estudar e consequentemente, bastante inseguros.
(BARRETO, 1995 apud REIS, 2001, p. 4).

Reis (2001) faz uma comparagdo plausivel entre a atual situagdo do

ensino do Calculo Diferencial e uma encenacgao teatral.

[...] de um lado, os atores (professores) atuando em uma pec¢a mal
ensaiada e mal dirigida, fazendo com que o publico (alunos), de
outro lado, ndo capte sua mensagem e se retire antes do ultimo
ato. De quem ¢é a culpa no palco da sala de aula? Dos atores e
sua ma performance ou do publico e sua insensibilidade? Ou seria
do diretor? (REIS, 2001, p.21).

Ponderamos entdo, que esta situacdo da-se porque as ideias presentes
no estudo do Calculo Diferencial e Integral ou ndo sdo abordadas no ambito da
Educacao Basica ou sao tratadas superficialmente por seus professores.
Acreditamos que se fossem abordadas, ainda que intuitivamente, nesse nivel de
escolaridade, com o intuito de conduzir os estudantes a construgao de significado
as suas nogdes fundamentais, as mesmas fariam parte do conhecimento

matematico de grande parte da populagéo.

Para nés, a problematica do estudo do Calculo Diferencial e Integral na
escola basica esta em focar o processo de ensino e aprendizagem nas ideias que
o fundamentam e ndo em antecipar conteudos e metodologias dos cursos
universitarios. A ideia de derivada trata de questdes relacionadas a nocédo de
variagdo e de acordo com Machado (1988, p. 24), “a ideia fundamental de tal
nocao € a de que uma curva pode ser bem aproximada por uma reta nas
proximidades de um ponto”. Ja a ideia de integral consiste em aproximar o que é
variavel por algo constante e para Machado (1988, p. 128), “[...] a nogdo de
integral surge da aproximacdo de varidveis por constantes em pequenos

subintervalos e da soma dos resultados obtidos nesses subintervalos”.
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Assim, decidimos dedicar nossa atengao as nog¢des que estdo imbricadas
na ideia de derivada, por acreditarmos que possam surgir, intuitivamente, no
ambito da escola basica a partir da nocao de taxa de variagdo, de modo que 0s

estudantes construam significado para esta ideia.

Para nds, as ideias presentes no estudo do Calculo Diferencial ndo séo
de dificil assimilacdo, pelo contrario, sdo simples e passiveis de serem
compreendidas tanto por estudantes da escola basica quanto por estudantes
universitarios, basta que estejam inseridas em um contexto apropriado para cada
nivel de escolaridade. Concordamos com Poe (1986 apud Machado, 1988, p. 4),
ao afirmar que “é apenas por faltar algum degrau aqui e ali, por descuido, em
nosso caminho para o Calculo Diferencial, que este ultimo n&o é coisa tdo simples

quanto um soneto de Mr. Solomon Seesaw”.

Optamos entéo, por elaborar e aplicar uma sequéncia didatica com o
objetivo de conduzir estudantes do 3° ano do Ensino Médio a compreender a
nogado de taxa de variagao instantdnea a partir de uma abordagem intuitiva da
nogao de taxa de variagdo. Para isso, partimos da hipotese de que estudantes do
3° ano do Ensino Médio podem se apropriar da ideia de taxa de variagao
instatdnea a partir da nocédo de taxa de variagao, € nos propomos a responder a
seguinte questao de pesquisa: Estudantes do 3° ano do Ensino Médio podem
compreender a nogao de taxa de variagao instantanea por meio de uma

abordagem intuitiva da nog¢ao de taxa de variagao?

Esta dissertacdo esta dividida em trés capitulos. No primeiro
apresentamos a problematica, em que evidenciamos a revisao bibliografica, a
justificativa para o desenvolvimento deste trabalho e o problema de pesquisa, os
objetivos, hipoteses e a questdo de pesquisa. Em seguida, apresentamos a
metodologia e os procedimentos metodologicos e finalizamos com a

fundamentacao tedrica.

O segundo capitulo consta de um estudo referente ao objeto matematico
taxa de variagao, onde sio discutidas suas ideias fundamentais, de um apanhado
historico atinente ao ensino do Calculo Diferencial no ambito da Educacao Basica
do Brasil, dos estudos referentes aos PCN, ao curriculo do Estado de S&o Paulo,
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ao material de apoio que ¢é disponibilizado a rede publica do Estado de Sao Paulo
e ao PNLD 2012.

ApéGs estabelecer as bases de sustentacdo da presente pesquisa, no
ultimo capitulo, apresentamos a sequéncia didatica, os sujeitos da pesquisa, a
aplicagao da sequéncia e as analises das atividades que a compdem. Por fim, as

consideracgdes finais.
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1 PROBLEMATICA

Neste capitulo, apresentaremos a revisdo bibliografica e justificamos
nossa escolha em abordar a nog¢ao de taxa de variacio instantanea no ambito do
Ensino Médio, delimitaremos nosso problema de pesquisa com a questdo que
norteia o presente trabalho, objetivos e hipoteses, apresentaremos nossa
fundamentacéao tedrica e finalizaremos com nossa metodologia e procedimentos

metodoldgicos.

1.1 Revisao Bibliografica

Encontramos trés dissertagdes com a proposta de ensinar a nogao de
derivada (taxa de variagao instantédnea) para estudantes do Ensino Médio, Pereira
(2009), André (2008) e Spina (2002), duas teses que contemplam o processo de
ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial no Ensino Superior, Rezende
(2003) e Reis (2001) e quatro artigos que tratam de pesquisas referentes ao
processo de ensino e aprendizagem de algumas nogdes do Calculo Diferencial no
Ensino Superior, Rezende (2004), Nasser (2004), Frota (2004) e Frota (2007).

Motivado pelo alto indice de reprovagdo nos cursos iniciais de Calculo
Diferencial nas universidades brasileiras, Pereira (2009) elaborou uma sequéncia
didatica que foi aplicada para estudantes do 1° e 2° ano do Ensino Médio de uma
escola particular do Estado do Rio de Janeiro. Sua proposta consiste em
caracterizar fungdes polinomiais de 1° e 2° graus, a partir do estudo de suas
variagoes: “[...] o problema que trata das questdes relacionadas com a medida da

rapidez com que as grandezas aumentam ou diminuem, como os objetos se
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movem ou como as coisas se transformam” (MACHADO, 1998, apud PEREIRA,
2009, p. 52).

Pereira (2009) considerou sua sequéncia didatica validada, e embora
essa validagao seja restrita ao contexto onde a investigacao foi realizada, o autor
concluiu que o resultado de sua pesquisa fornece fortes indicios de que os
estudantes de Ensino Médio s&o capazes de se apropriar de alguns conceitos

presentes no Calculo Diferencial.

A pesquisa de André (2008) também apresenta uma proposta para
abordar a nogédo de derivada no ambito do Ensino Médio com foco no estudo do
comportamento de algumas fungdes, especificamente, no que se refere as taxas
de variagao, cujo objetivo foi a formulacdo de uma sequéncia de atividades que
viabilizasse a inclusdo do conceito de derivada no ambito do Ensino Médio por
meio do ensino das taxas de variacdo média e instantanea para alunos que

possuissem os conhecimentos referentes ao conceito de fungao.

A autora utilizou um questionario, a fim de avaliar os conhecimentos dos
alunos a respeito de fungdo, e uma sequéncia de atividades composta por quatro
etapas. A primeira explorou a ideia de variagdo de uma fungdo, a segunda
conceituou a taxa de variagdo meédia, a terceira abordou o conceito de taxa de

variagéo instantanea e a ultima, de acordo com a autora, conceituou a derivada
de uma fungdo em um ponto x, e a fungdo derivada. Por fim, fez uma avaliagao

final com o objetivo de avaliar o processo de ensino e aprendizagem dos assuntos
abordados, em que constatou que os procedimentos metodoldgicos utilizados
tornaram o estudo da derivada viavel para estudantes do Ensino Médio, desde

que possuam conhecimentos de funcéo.

Spina (2002) também fez uma pesquisa junto a estudantes do Ensino
Médio, cujo objetivo foi desenvolver as ideias de limite e derivada por meio de
algumas experiéncias praticas. Para isso, a pesquisadora conduziu os estudantes
a construcdo de modelos de alvéolos para formar colmeias de abelhas, a fim de
mobilizar conteudos abordados no Ensino Médio e criar um modelo adequado de
alvéolo. Segundo a autora, os resultados de sua pesquisa mostram que ha
possibilidade de trabalhar com o Calculo Diferencial nessa fase escolar.
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Diante da problematica das dificuldades apresentadas pelos estudantes
universitarios no processo de aprendizagem do Calculo Diferencial, Rezende
(2003, p. 31) destaca que “parte significativa dos problemas de aprendizagem ‘do
atual’ ensino de Calculo esta ‘fora’ dele e é ‘anterior’ inclusive ao seu proéprio
tempo de execucdo”. O autor ressalta que, ao contrario, de se fazer mencao a
uma ‘falta de base’ dos estudantes, se faz forcoso estabelecer conceitos basicos
€ necessarios para se compreender as ideias fundamentais do Calculo

Diferencial.

Perante essa situagao, o pesquisador almejou mapear as dificuldades de
natureza epistemoldgica do ensino de Calculo e interpreta-las em diversas
escalas e contextos. Para atingir esse objetivo, o autor elaborou e explicitou cinco
macro—espacos de dificuldades de aprendizagem de natureza epistemoldgica.
Sao as dualidades discreto/continuo; variabilidade/permanéncia; finito/infinito;

local/global; sistematizag&o/construgao.

A partir desse mapeamento, o pesquisador constatou que a origem das
dificuldades de aprendizagem de natureza epistemoldgica do ensino de Calculo
provém da “omissao/evitacao das ideias basicas e dos problemas construtores do
Calculo no ensino de Matematica em sentido amplo”. Segundo Rezende (2003, p.
403) “a evitagao/auséncia das ideias e problemas construtores do Calculo no
ensino basico de matematica constitui, efetivamente, o maior obstaculo de
natureza epistemolégica do ensino de Calculo, e porque nao dizer do proprio

ensino de matematica”.

Ja Reis (2001) assume que existe uma relagdo desigual e dicotdbmica
entre rigor e intuicdo no ensino de Calculo e de Analise, e procurou compreender
como essa relacdo acontece e manifesta-se no ensino de Calculo e de Analise no
Brasil. Para isso, abordou alguns aspectos histéricos do Calculo e da Analise e os
fatos que influenciaram seu ensino. Constatou que a intuicdo deveria,
obrigatoriamente, estar presente no processo de ensino e aprendizagem do
Calculo e, consequentemente, no processo de construcdo da Analise, que para
atingir uma validacdo logico-formal jamais poderia prescindir da fase intuitiva e

criativa das ideias matematicas.
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Seu estudo, em sintese, parece mostrar que intuicdo e rigor sao
dimensdes interdependentes, uma n&o podendo existir sem a outra, embora se
possa, equivocadamente, privilegiar uma delas em detrimento da outra, ambas
estdo presentes no ensino de Calculo e de Analise, onde cumprem papéis
importantes e complementares na formagdo do pensamento e do conhecimento
diferencial, integral e analitico, tanto do professor de matematica quanto do

matematico.

Frota (2007) discute a relagdo entre teoria e pratica no processo de
ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial com destaque ao papel da
resolugcado de exercicios na aprendizagem de trés estudantes de engenharia. Ao
mapear as estratégias de aprendizagem dos estudantes, a autora verificou que
utilizavam estratégias similares, diferenciando apenas a maneira como se
apropriavam delas. Concluiu que € importante repensar as estratégias no
processo de ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial por meio da resolugao
de exercicios a partir de novas abordagens, propulsoras de uma atitude de
especulacao e indagacao, de didlogo com a teoria, de sistematizagao teorica e de

avaliacdo da aprendizagem.

Com o que denomina a “crise’ no ensino de Calculo”, Rezende (2004)
ressalta que a grande maioria dos professores atribui as dificuldades de
aprendizagem do Calculo aos proprios alunos, isto €, a ‘falta de base’ que estes
possuem para a realizagdo do curso. Entretanto, acredita que grande parte
dessas dificuldades €, essencialmente, de natureza epistemoldgica. Enfatiza que
as raizes do problema estdo além de métodos e técnicas, sendo inclusive
anteriores ao momento em que se pretende ensina-lo, e observa que a auséncia
de ideias e problemas essenciais do Calculo no ensino basico de matematica, € a
principal fonte dos obstaculos epistemoldgicos que surgem no ensino superior de
Calculo.

Para o autor, “fazer emergir o conhecimento do Calculo do ‘esconderijo
forcado’ a que este esta submetido no ensino basico é, sem duvida, o primeiro
grande passo para resolver efetivamente os problemas de aprendizagem no
ensino superior de Calculo” (IBID, p. 28), e acrescenta ainda, que ao permitir que

o Calculo participe efetivamente da tecedura do conhecimento matematico do
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ensino basico, as dificuldades de aprendizagem do ensino superior de Calculo
serdo em grande parte superadas.

Quanto aos possiveis obstaculos relacionados ao processo de ensino e
aprendizagem do Calculo Diferencial, Nasser (2004) procurou identifica-los para
sugerir meios de supera-los acreditando serem de natureza didatica. Para a
autora, o tipo de trabalho desenvolvido em sala de aula e as orientagdes de livros
didaticos, em geral, ndo propiciam o desenvolvimento, nos alunos de nivel
fundamental e médio, da capacidade de expressar e comunicar ideias ou justificar

procedimentos e estratégias usadas na resolugéo de tarefas.

Ao observar que a construgao de graficos constituia um obstaculo para o
progresso desses alunos na aprendizagem do Calculo Diferencial, Nasser (2004)
propds que chegassem ao grafico por meio de transformag¢des em graficos
basicos, que Ihes eram familiares. Segundo a autora, com essa estratégia os
alunos comegaram a sentir seguranga para tragar graficos de parabolas e retas, e
identificar superficies de paraboloides e cones com mais facilidade, no entanto,
esse processo “nao foi tdo evidente para superficies fechadas como a esfera e o

elipsoide, em que a superficie € definida implicitamente por uma equacéao”.

Também se referindo ao uso de estratégias graficas no processo de
ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial, Frota (2004) apresenta uma
investigacao junto a alunos de engenharia, a partir de uma série de entrevistas
individuais com 19 alunos, e da aplicacdo e analise estatistica dos dados de um

questionario respondido por 529 estudantes.

Ao analisar os resultados locais (entrevistas individuais), a autora
constatou que a estratégia de representacdo grafica de situacbes matematicas
praticamente ndo era utilizada, e que alguns estudantes ja4 a eliminavam a
principio, por terem dificuldades em esbogar graficos e em visualiza-los. Verificou
também que os alunos participantes das entrevistas mostraram-se acanhados ao
lidar com a calculadora. A partir da analise dos resultados globais (questionario),
a pesquisadora constatou que apenas um percentual entre 12,9% e 19,2% dos
estudantes de Calculo mostravam-se favoraveis ao emprego de estratégias de
representacdo grafica, ou ao uso de especulagbes numéricas, ao lidar com

questdes matematicas que apresentam certo grau de novidade, ou dificuldade.
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Posto isso, nossa revisdo bibliografica nos forneceu subsidios para
estabelecer os principios norteadores deste trabalho, uma vez que os resultados
das pesquisas descritas acima apresentam alguns pontos relevantes para o
desenvolvimento da nossa. O principal deles é a possibilidade de abordar a nogao
de derivada, ainda que intuitivamente, no ambito do Ensino Médio. Verificamos
ainda que alguns autores consideram o0s conhecimentos de fungéo
imprescindiveis para que estudantes, tanto da Educacdo Basica quanto da
Superior, apropriem-se de conhecimentos de Calculo Diferencial, e consideram-

no um pré-requisito.

Assim nosso trabalho se diferencia, inicialmente, pelo fato de que nao
faremos uma avaliagcédo diagndstica para verificar se os conhecimentos de fungao
fazem parte dos conhecimentos matematicos dos estudantes que participarao de
nossa pesquisa e ainda, pelos referenciais tedricos que dardo suporte ao
processo de ensino e aprendizagem que pretendemos, uma vez que, almejamos
conduzir os estudantes a apropriarem-se da ideia de taxa de variagao instantanea
a partir da nogao de taxa de variagdo com base na Teoria de Registros de

Representagdo Semidtica e na Teoria das Situagdes Didaticas.

No item que segue, passaremos a delimitar nosso problema de pesquisa
apresentando a questao que norteia este trabalho, os objetivos e as hipdteses.

1.2 Delimitagao do Problema

Diante do exposto, nosso trabalho tem como objetivo conduzir estudantes
do Ensino Médio a compreender a nogao de taxa de variagao instantanea a partir
de uma abordagem intuitiva da nocédo de taxa de variagdo. Assim, tomamos por
hipdstese, que estudantes do 3° ano do Ensino Médio podem se apropriar da
ideia de taxa de variagao instantanea a partir da nocao de taxa de variagao. Desta
forma, a questdo que norteara nossa pesquisa é: Estudantes do 3° ano do
Ensino Médio podem compreender a ideia de taxa de variagao instantanea

por meio de uma abordagem intuitiva da nogao de taxa de variagao?
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Para responder nossa questdo de pesquisa, confirmar ou refutar nossa
hipotese, bem como atingir nosso objetivo, propusemos uma sequéncia didatica
para que os alunos construam conhecimentos para a nogao de taxa de variacao

instantanea a partir da nocéo de taxa de variacao.

Posto isso, na segdo que segue apresentaremos a metodologia e os
procedimentos metodologicos adotados para a concretizagao desta pesquisa.

1.3 Metodologia e Procedimentos Metodolégicos

Adotamos pressupostos da Engenharia Didatica de Artigue (2009) como
metodologia de pesquisa, por entendermos que essa metodologia € a mais
adequada para o desenvolvimento da presente pesquisa. Segundo Artigue (2009,
p. 5, traducdo nossa)2 “‘de um ponto de vista tedrico, [...] a Engenharia Didatica
tem combinado produtivamente a Teoria das Situacbes Didaticas com outras
abordagens teodricas desenvolvidas em estreita conexao com ela [...]", e tem por

finalidade a analise dos objetos de estudo da didatica da matematica.

Como metodologia de investigacdo, a engenharia didatica se
caracteriza em primeiro lugar por um esquema experimental
baseado nas ‘realizaces didaticas’ em sala de aula, isto é, sobre
a concepgao, realizacio, observacgao e analise de sequéncias de
ensino. (ARTIGUE 1995, p. 36, tradugéo nossa).>

No processo da Engenharia Didatica, Artigue (1995) delimita quatro fases
fundamentais: a primeira, denominada de analises preliminares, a segunda
voltada a concepgéao e analise a priori da sequéncia didatica, a terceira designada

a experimentacao, e a quarta fase voltada a analise a posteriori e validacao.

As analises preliminares constituem a fase de concepcéo, que se passa

nao somente em um quadro tedrico geral e nos conhecimentos didaticos

2 From a theoretical point of view, [...] didactical engineering has productively combined affordances from the
TDS with those of other theoretical approaches developed in close connection to it [...].

Como metodologia de investigacion, la ingenieria didactica se caracteriza en primer lugar por un esquema
experimental basado en las "realizaciones didacticas" en clase, es decir, sobre la concepcion, realizacion,
observacion y andlisis de secuencias de ensefianza.
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previamente adquiridos, isto €, nos conhecimentos prévios dos estudantes, mas
também em um determinado numero de analises iniciais. Em nossa pesquisa as

analises preliminares sdo compostas dos seguintes estudos:
e Estudo do objeto matematico taxa de variagéo;
¢ O ensino do Calculo Diferencial na educacao basica do Brasil;
e Analise dos Parametros Curriculares Nacionais;
e Analise do Curriculo do Estado de Sao Paulo;

o Estudo do material de apoio fornecido aos professores e alunos pela

Secretaria da Educacéo do Estado de Sao Paulo;
e Estudo do Guia dos Livros Didaticos PNLD 2012.

Ja na fase de concepgao e analise a priori da sequéncia didatica
decidimos e distinguimos as variaveis pertinentes ao objeto matematico taxa de
variagdo que devem atuar no processo de ensino e aprendizagem.

Segundo Artigue (1995, p. 45, traducdo nossa)*, “[...] o objetivo da analise

a priori € determinar de que forma as escolhas efetuadas permitem controlar o
comportamento dos alunos e seu significado”, e baseia-se em um conjunto de
hipoteses, cuja validagdo esta indiretamente relacionada com o confronto que

ocorre na quarta fase, entre analise a priori e analise a posteriori.

Tradicionalmente, esta analise que comporta uma parte descritiva
e uma parte preditiva, centra-se nas caracteristicas de uma
situacdo adidatica que se pretendeu constituir e que se vai
procurar desenvolver aos alunos. (ARTIGUE, 1995, p. 45,
tradugao nossa)5

Em nossa andlise a priori almejamos prever os possiveis comportamentos
dos estudantes, com base em nosso referencial tedrico, caracterizar as situacoes
didaticas de nivel local e eventualmente as de nivel global, analisar as variaveis

em jogo em funcdo das fases de acdo, formulagdo, validagdo e

4 - s - . ) . .
El objetivo del anadlisis a priori es determinar en qué las selecciones hechas permiten controlar los
comportamientos de los estudiantes y su significado”.

Tradicionalmente, este analisis a priori com prende una parte descriptiva y una predictiva se centra en las
caracteristicas de una situacion a-didactica que se ha querido disenar y que se va a tratar de llevar a los
alunos.
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institucionalizacido, e nos antecipar as possiveis reagcdes dos estudantes frente a
sequéncia didatica. Artigue (1995, p. 46, tradugdo nossa) ® ainda observa que, “o
professor esta pouco presente na analise a priori e € considerado em esséncia

por suas relacdes com a devolucao e a institucionalizagao”.

Ja a fase de experimentagao é a da realizacdo do experimento, € o

momento em que aplicamos nossa sequéncia didatica.

A Ultima fase é a que a autora denomina de analise a posteriori, que se
baseia nos dados obtidos durante a fase de experimentacdo, nas observacdes
realizadas durante a aplicagdo da sequéncia didatica e nas produg¢des dos
estudantes.

O confronto entre as analises a priori e a posteriori fundamentam, em
esséncia, € a fase de validagdo ou ndo da hipotese formulada em nossa

pesquisa.

Para desenvolver a sequéncia didatica utilizaremos a Teoria de Registros
de Representacdo Semidtica e a Teoria das Situagbes Didaticas, que

apresentaremos no item que segue.

1.4 Fundamentacgao Teérica

Nessa parte do trabalho, apresentaremos nossa opcédo pelo quadro
tedrico que dara suporte a presente pesquisa, a Teoria de Registros de
Representagdo Semidtica de Raymond Duval e a Teoria das Situagdées Didaticas

de Guy Brousseau.

De acordo com Duval (2011), a Teoria de Registros de Representacao
Semiodtica permite analisar as atividades matematicas com foco na diversidade e
na articulagdo entre os registros de representagdo. Ja a Teoria das Situagdes

Didaticas (TSD) “foi desenvolvida por Guy Brousseau no intuito de modelar o

6 . A L . . .
El profesor estd poco presente en el andlisis a priori y se considera en esencia por sus relaciones con la
devolucion y la institucionalizacion.
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processo de ensino e aprendizagem dos conceitos matematicos”. (ALMOULOUD,
2007, p. 31).

1.4.1 Registros de Representagao Semiética

A teoria de Registros de Representagao Semiédtica enfatiza a importancia
da diversidade de registros de representacao e a articulagdo entre os mesmos
nas diversas atividades matematicas. Para Duval (2009, p. 15), “em matematica,
as representacdes semidticas ndao sdo somente indispensaveis para fins de
comunicacdo, elas sao necessarias ao desenvolvimento da atividade
matematica”. Segundo o autor, “os registros sdo as ferramentas que permitem
analisar todas as produgdes matematicas, e em primeiro lugar aquelas

construidas com objetivo de ensino ou de aprendizagem”. (DUVAL, 2011, p. 104).

Diferente de muitas outras areas do conhecimento, os objetos
matematicos sido abstratos, o que conduz a matematica a se apoiar em
representacdes para ser compreendida, assim, somente € possivel acessar tais
objetos por meio de suas representagdes. Segundo Duval (2009, p. 14), para que
haja tal compreensdo € necessario distinguir o objeto matematico de sua
representacdo, uma vez que um mesmo objeto pode ser representado de formas

distintas.

De acordo com Duval (2009), a analise do desenvolvimento dos
conhecimentos e dos obstaculos encontrados nos registros de representagdes
confrontam trés fendmenos intrinsecamente ligados: o da diversificagdo dos
registros de representagdo semiética, que indica a pluralidade de registros de
representacdo que um objeto matematico possa ter, o da diferenciagdo entre
representante e representado, que sugere a necessidade de compreensao quanto
ao que esta sendo representado por determinado registro de representagao e a
possibilidade de associa-lo a outro registro de representacdo e de integra-lo em
procedimentos de tratamento e o da coordenagéo entre diferentes registros de

representacdo semidtica disponiveis.
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Segundo Duval (1995 apud ALMOULOUD, 2007, p. 75) “é tomando
simultaneamente dois registros de representacdo, e n&o cada registro
isoladamente, que se pode determinar o funcionamento da representacao propria
de um registro [...]", fato esse que almejamos contemplar em nossa sequéncia
didatica, uma vez que pretendemos conduzir os estudantes a compreender, ainda
que intuitivamente, a ideia de taxa de variagdo instantdnea, por meio da
mobilizacdo e da manipulacédo de registros de representagao algébrica, grafica e

tabular.

Referindo-se ao registro de representacéo grafica, Duval (2011) observa
que sua compreensdo da-se necessariamente por meio da coordenag¢ao cognitiva

do registro das escritas algébricas, e ressalta que:

Entre a operagédo de construcdo de um grafico, que nao pode ir
nunca além da identificacdo de uma sequéncia de pontos, € a
operagado ndo matematica que consiste em ligar os consecutivos
assim obtidos pelos segmentos, existe um salto dimensional
continuo visual de retas e curvas. E em virtude desse salto
dimensional que os graficos cartesianos tornam-se um sistema
semiético produtor, ou criador, de novas representacdes, e nao
em virtude da regra de codificagdo que associa um par de
nuameros e um ponto. (DUVAL 2011, p. 108)

De acordo com Almouloud (2007, p. 72), “em qualquer atividade
intelectual, na elaboragcdo e na transformacao de representacdes semidticas, &
necessario distinguir dois tipos heterogéneos de transformacdo das

representacdes: o tratamento e a conversio”.

Para Duval (2009) converter é:

transformar a representacao de um objeto, de uma situagcao ou de
uma informagdo dada num registro em uma representagédo desse
mesmo objeto, dessa mesma situagdo ou da mesma informagéao
num outro registro. [...] A conversido € entdo uma transformacéao
externa em relagdo ao registro da representacdo de partida.
(DUVAL 2009, p. 58).

Almouloud (2007) observa que para se entender o que é uma conversao,
se faz necessario observar dois aspectos: primeiro € que em toda conversao

deve-se considerar um sentido, ou seja, deve-se indicar o registro de partida e o
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registro de chegada, segundo € que a conversao de uma representacao implica

em uma mudanc¢a de conteudo e ndo somente de forma.

Quanto aos tratamentos, Duval (1999) ressalta que:

Um tratamento € uma transformacao de uma representagdo em
uma outra do mesmo registro, isto é, uma transformacéao
estritamente interna a um registro. Existem tratamentos que séo
especificos a cada registro e que nao precisam de nenhuma
contribuicdo externa para serem feitos ou justificados. (DUVAL,
1999 apud ALMOULOUD, 2007, p. 72)

Segundo Duval (2009, p. 52) ha dois tipos de tratamentos, os quase-
instantaneos e os intencionais. Os quase-instantaneos nao se apoiam sobre os
dados fornecidos pelo estatuto do objeto matematico, sdo aqueles em que o
sujeito tem imediata consciéncia do que esta fazendo, ou seja, o sujeito age de
acordo com sua intuicdo, com sua experiéncia. Os intencionais sao aqueles que
requerem do sujeito ao menos certo tempo de analise consciente para que
possam ser postos em pratica, e apoiam-se nos dados fornecidos pelo objeto

matematico que por sua vez sdo visiveis ao sujeito.

Para o autor, a originalidade da atividade matematica esta na mobilizagao
simultanea de ao menos dois registros de representagdo, ou na possibilidade de
trocar a todo momento de registro de representacédo, e ressalta, porém, que
passar de um registro de representagdo para outro ndo é somente mudar o
tratamento, é também explicar as propriedades ou os aspectos diferentes de um
mesmo objeto matematico. Segundo o autor, “a mudanga de registro constitui
uma variavel cognitiva que se revela fundamental em didatica: ela facilita
consideravelmente a aprendizagem ou ela oferece procedimentos de
interpretacdo” (DUVAL, 2009, p. 81). E é a articulagcdo de registros de
representacdo que constitui uma condicdo de acesso a compreensiao matematica.
E o reconhecimento de um objeto matematico por meio de multiplas
representacdes € a condicdo fundamental para que um estudante possa, por si
s0, transferir ou modificar formulagcdes ou representacdes de informagdes durante

a resolucao de problema.
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1.4.2 Teoria das Situagoes Didaticas

A Teoria das Situagbes Didaticas (TSD) desenvolvida pelo pesquisador
Frances Guy Brousseau (1986) tem por objetivo modelar o processo de ensino e
aprendizagem de conceitos matematicos com base em relagdes didaticas’ em
que se podem identificar as relacdes entre o professor, o aluno, o saber e 0 meio.
E propde um modelo tedrico para a construgcdo, analise e experimentacdo de

situagdes didaticas. Para Brousseau (1975),

um processo de aprendizagem pode ser caracterizado de modo
geral (se nao determinado) por um conjunto de situagdes
identificaveis (naturais ou didaticas) reprodutiveis, conduzindo
frequentemente a modificagdo de um conjunto  de
comportamentos de alunos, modificagdo caracteristica da
aquisicdo de um determinado conjunto de conhecimentos.
(BROUSSEAU, 1975, p. 6 apud ALMOULOUD, 2007, p. 31)

De acordo com Almouloud (2007, p. 32), a TSD apoia-se em trés
hipbteses, a primeira é que o aluno aprende adaptando-se a um meio gerador de
dificuldades que é composto por situagbes de ensino que sejam suscetiveis a
aquisicao de determinado conhecimento, de modo que a aprendizagem se dé por
conta de uma reorganizagdo, consciente ou ndo, dos meios de acao do sujeito,
em que a pratica é realmente necessaria para que ocorra o processo de mudanca

de um sujeito agente para um sujeito aprendiz.

A segunda é que, para Brousseau (1986, p. 11, tradugao nossa)s, “‘um
meio sem inteng&o didatica € manifestantemente insuficiente para induzir o aluno
a aquisicao de todo conhecimento cultural que se deseja que adquira”. De acordo
com o autor, “0 aluno aprende adaptando-se a um meio que é produtor de
contradicdo, de dificuldades, de desequilibrio, um pouco como acontece na
sociedade humana. Esse saber, fruto da adaptacdo do aluno, se manifesta por

respostas novas que sao a prova da aprendizagem.”g. A terceira hipotese adverte

’ Brousseau (2008, p. 16) interpreta a relagéo didatica como uma comunicagao de informagdes.

Un médio sin intenciones didacticas es manifestamente insuficiente para inducir en el alumno todos los

conocimientos cultarales que es desea que adquieira.

° El aluno aprende adaptandose a um médio que es produtor de contradiccion, de dificultades, de

desequilibrios, um poco como lo hace la sociedade humana. Esse saber, fruto de la adaptacion del alumno,
se manifesta por respuestas muevas que son la prueba del aprendizaje.
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que o meio e as situagdes devem engajar os saberes matematicos envolvidos no

processo de ensino e aprendizagem.

Almouloud (2007, p. 33) acrescenta uma quarta hipotese, extraida
inteiramente de Bachelard, em que “no fundo, o ato de conhecer da-se contra um
conhecimento anterior, destruindo conhecimentos mal estabelecidos, superando o

que, no proprio espirito, é obstaculo a espiritualizagéo”.

Na TSD, os momentos em que o estudante tem a maior independéncia
referente ao seu processo de aprendizagem sao as situagbes que Brousseau
(2008) denomina de situagbes adidaticas, sao situagdes de ensino que tém por
objetivo conduzir o estudante a apropriagdo de um novo saber por meio de
problemas devidamente escolhidos de modo que o aluno atue, fale, reflita e
evolua perante o processo de ensino e aprendizagem que esta inserido. De
acordo com Brousseau (2008), o estudante sabe que essas situagdes foram
planejadas para conduzi-lo a aquisigdo desse novo conhecimento, e que esse

conhecimento é justificado pela l6gica interna das situagoes.

Entendemos uma situagdo adidatica, baseados em Brousseau (2008),
como uma atividade ou um conjunto de atividades que tém por intengdo conduzir
0 educando a aquisicdo de determinados conhecimentos presentes ou nao no
ambiente escolar, sendo essa uma das principais caracteristicas da TSD. Essas
situacdes adidaticas escolhidas pelo professor sdo uma parte essencial de uma
situagdo mais ampla, na qual o professor se envolve em um jogo com o sistema
de interacbes do aluno, com os problemas propostos e com o0 meio, que

Brousseau (2008) denomina de situagéo didatica.

Segundo Brousseau (1986, p. 52, tradugdo nossa)'® é necessario que “o
professor aceite a responsabilidade pelos resultados e garanta ao aluno os meios
efetivos de aquisicdo de conhecimentos”. Segundo o autor as situagdes se
caracterizam por meio de quatro fases: acado, formulagdo, validacdo e
institucionalizagdo, nas quais o saber em jogo tem diferentes fungbes, e o aluno

nao tem a mesma relagdo com o saber.

10 o .- .
El professor acepte la responsabilidade de los resultados y que assegure al alumno los médios efectivos
para la adquisiciéon de los conocimientos.
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De acordo com o autor, a fase de acédo consiste em colocar o educando
frente a uma situagcdo de acdo em que lhe & apresentado um problema cuja
melhor solugdo consiste na necessidade de manipulacao do conhecimento que se
pretende ensinar. Nessa fase o aluno encontra-se ativamente empenhado na
busca de solugdes para um problema, realiza agbdes de carater experimental, em

que nao se faz necessario a intervencao do professor.

Quanto a fase de formulacdo, cujo objetivo é a troca de informacgdes,
Brousseau (1986) salienta que esse € o momento em que o aprendiz troca ideias
e informagdes com seus pares, de modo a explicitar as ferramentas utilizadas e
as solugdes encontradas por meio da troca de mensagens escritas ou orais. Para

o autor a fase de formulacao consiste em:

desenvolver progressivamente uma linguagem compreensivel por
todos e que leva em conta os objetos e as relagdes pertinentes da
situagdo de forma adequada (isto €, permitindo raciocinios uteis e
acodes). A cada instante esta linguagem construida sera testada do
ponto de vista de sua inteligibilidade, da facilidade de construgéo,
do tamanho das mensagens que se pode trocar. A construgcdo ou
codigo (repertério, vocabulario, algumas vezes a sintaxe) em
lingua natural ou linguagem formal torna possivel a explicitagao
das agdes e dos modelos de agdo. (BROUSSEAU, 1998, p. 36
apud ALMOULOUD, 2007, p. 39)

Quanto a fase de validagdo Almouloud (2007) ressalta que esta é a etapa
em que ocorre um debate acerca das asser¢des obtidas durante o processo de
ensino e aprendizagem. Nessa fase, espera-se que o aprendiz prove ou refute a
exatidao de suas resolugdes, de modo que se possa as corrigir e/ou ir adiante em
suas produgbes, caso ocorra uma rejeicdo por parte do receptor, se faz
necessario que o mesmo apresente uma justificativa para tal. Para Brousseau
(1986, p. 52, tradugdo nossa) " “as situagdes de validagdo podem ajudar o
professor a fazer aparecer em uma sala de aula, uma auténtica e pequena
sociedade matematica”. E acrescenta que “‘uma situacao de validacdo nao é, a

priori, a melhor situacdo de aprendizagem de saberes institucionalizados. Ela

1 . . S L i ~
Las situaciones de validacidon pueden ayudar la profesor, hacer vivida en una clase una auténtica pequefia
sociedad matematica.
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pode gerar obstaculos didaticos e gerar obstaculos epistemologicos.”
(BROUSSEAU, 1986, p. 52, tradugdo nossa)'%.

Na sequéncia didatica que pretendemos elaborar temos por intengao
conduzir os estudantes a percorrer, independentemente, as fases de acao,
formulacdo, validagcdo. Por fim faremos a institucionalizagdo, para estabelecer
formalmente os conhecimentos matematicos em jogo, de modo que os alunos
possam utiliza-lo em futuras situagdes. Segundo Almouloud (2007, p. 40), “depois
da institucionalizagdo, o saber torna-se oficial e os alunos devem incorpora-lo a
seus esquemas mentais, tornando-o assim disponivel para utilizacdo na resolucéo
de problemas matematicos”. Acrescenta ainda, que essa fase deve ser negociada
em um processo de dialética no momento mais adequado, pois se feita muito
cedo, prejudicara a construgcdo do sentido e a aquisicdo do conhecimento,
originando dificuldades tanto para o professor quanto para o aluno; se feita muito
tarde reforca interpretacdes errébneas.

Almouloud (2007) ressalta ainda, que na TSD o processo de ensino e
aprendizagem € baseado, principalmente, na nocado de devolugdo, que é o
momento em que o professor transfere ao aluno a responsabilidade referente a
sua aprendizagem, além de apresentar uma devolutiva apropriada a cada
situagdo de aprendizagem. Somente o professor conhece as especificidades do
grupo de educandos o que permite escolher as variaveis didaticas que melhor se
adaptam as necessidades locais deste grupo e garantir a evolugdo no processo

de aprendizagem desses alunos.

Diante do exposto, optamos em utilizar a TSD para embasar o processo
de elaboracdo de nossa sequéncia didatica em consonancia com a Teoria de

Registros de Representagcao Semidtica.

Una situacion de validacion no es, a priori, la mejor de las situaciones de aprendizaje de saberes
institucionalizados. Ells puede hasta suscitar obstaculos didacticos y resucitar obstaculos epistemoldgicos
molestos.
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2 ESTUDOS PRELIMINARES

Nesse capitulo, apresentaremos o estudo do objeto matematico taxa de
variagdo, um breve estudo referente ao ensino da derivada no ambito da
Educacédo Basica no Brasil, os estudos dos documentos oficiais que orientam a
Educacao Basica no Brasil e no Estado de Sao Paulo designados ao Ensino
Médio, um estudo referente ao material de apoio que é disponibilizado pela
Secretaria da Educagao do Estado de S&o Paulo seguido de uma analise do Guia
de Livros Didaticos: Programa Nacional do Livro Didatico.

2.1 O Objeto Matematico Taxa de Variagao

Baseamos o estudo do objeto matematico taxa de variagdo na obra
Machado (1988, p. 4), uma vez que, para o ensino das nogdes de Calculo
Diferencial, o autor privilegia “o significado das ideias fundamentais em detrimento

do acumulo de técnicas operatdrias ou de definicbes formalmente rigorosas”.

Podemos estudar dois tipos de taxa de variacdo. A primeira é a taxa de
variagdo média que corresponde a variagdo de uma grandeza por unidade de
outra, em meédia, em um intervalo qualquer. A segunda é a taxa de variagéo

instantanea, ou taxa de variagdo no ponto, que caracteriza a rapidez com que

uma fungéo f varia em um ponto especifico de seu dominio.

Iniciamos nosso estudo ressaltando as diferentes formas de crescimento

e decrescimento de uma funcdo f. Uma funcéo é crescente a taxas crescentes,
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quando os valores de x crescem e os valores correspondentes de f(x) crescem

cada vez mais rapidamente. E crescente a taxas decrescentes, quando os valores

de x crescem e os valores correspondentes de f(x) crescem cada vez mais
lentamente ou ainda, € crescente a taxas constantes, quando os valores de x

crescem e os valores de f(x) crescem a taxas constantes. De forma analoga,

uma funcdo pode decrescer de trés maneiras distintas. Decrescer a taxas

decrescentes, quando os valores de x crescem e os valores correspondentes de
f(x) decrescem cada vez mais lentamente. Decrescer a taxas crescentes,

quando os valores de x crescem e os valores correspondentes de f(x)
decrescem cada vez mais rapidamente ou ainda decrescer a taxas constantes,
quando os valores de x crescem e os valores correspondentes de f(x)
decrescem a taxas constantes.

Machado (1988, p. 12), caracteriza a rapidez com que uma fungéo varia
(cresce ou decresce), por meio da nogdo de taxa de variagdo. Assim,
caracterizaremos, a partir da mobilizagdo de registros de representacao grafica e

tabular, a nocdo de taxa de variacdo em consonancia com o estudo do

crescimento e decrescimento de uma fungéo f.

Apresentamos inicialmente a taxa de variagdo em funcgdes representadas

algebricamente por f(x) =ax+b, com a e b reais e a # 0, pois quando a =0,

f(x) é constante e igual a b, ou seja, ndo ha variagao.

A funcéo, representada algebricamente por f(x) = ax + b pode crescer a
taxas constantes quando a = 0 ou decrescer a taxas constantes, quando a < 0.

Por exemplo, a fungdo f(x)=2x+1 tem a=2 e, portanto, € uma fungéo
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crescente. Sua representacdo grafica € a reta de equacdo y = 2x + 1 (grafico 1)

que tem g = 2 como coeficiente angular que determina a inclinagdo dessa reta em
relacdo ao eixo das abscissas. Analisando o grafico podemos perceber que
quando os valores de x variam uma unidade, os valores correspondentes de y

variam duas unidades, ou seja, que aumentam a uma taxa constante igual a dois,

0 que nos permite dizer que essa fungio cresce a taxas constantes.

Por outro lado, sabemos que esse coeficiente pode também ser

determinado pela tangente do angulo que essa reta forma com o eixo das

abscissas. Neste caso temos 0 < a <<=. Observando no grafico 1, esse

coeficiente angular, que chamamos de n, é determinado por n == que coincide

| b

com a taxa de variagao.

Grafico 1: Taxa de variagdo da fungéo fix) = Zx+ 1

¥ w=da+

A tabela 1 apresenta o registro de representagdo tabular da funcao

f(x) = 2x +1 em que evidenciamos a taxa de variagado de f(x) em relagao a x,

mostrando que quando os valores de x aumentam uma unidade, os valores
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correspondentes de f(x) aumentam a uma taxa constante igual a dois,

caracterizando uma fungao crescente a taxas constantes.

Tabela 1: Taxa de variagédo da fungao fix} = 2x+ 1

x f(x)=2x+1

Lo 1 Fo

r 1 3 5
14 L2

o 2 5 __.
=3 -

"'_j 3 7 - =
17 4 9 F2

Assim, podemos generalizar essas observagdes para uma funcgao

representada algebricamente por f(x) =ax +b, cOm a € b reais e a = 0. Como
a = (0 sabemos que esse tipo de fungdo é crescente. Por outro lado, observamos
que a taxa de variagdo de f(x) em relagdo a x € constante e igual a a, pois
quando os valores de x variam uma unidade, a partir de um ponto qualquer do
dominio de f(x), os valores correspondentes de f(x) variam a unidades.

A representacédo grafica de fungdes desse tipo, mostrada no grafico 2, sdo

retas de equacdo y = ax + b, com a e b reais e a = 0. Essas retas tém coeficiente
angular a, que determina sua inclinagdo em relagdo ao eixo das abscissas. O
coeficiente angular € determinado entdo pela tangente do angulo « que é

determinado pelo quociente da variagao de y, pela variagcdo de x. Como, neste

caso, 0 < a < - temos tga = f
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Podemos observar também que quando os valores de x aumentam uma

unidade, os valores de y aumentam a uma taxa constante igual a a, o que

caracteriza uma funcao crescente a taxas constantes.

Grafico 2: Taxa de variagdo da fungéo fix) = ax+b,coma =0

TY
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Fuﬂ¢aﬂ crescente a
takd conslante

v=ann/
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Por meio do registro de representagdo tabular (tabela 2) podemos

perceber, para a fungdo f(x)=ax +b com a e b reais e a =0, que a taxa de

variagédo de f(x) em relagdo a x € constante e igual a a, isto €, percebemos que a

medida que os valores de x aumentam uma unidade, os valores correspondentes

de f(x) aumentam a uma taxa constante e igual a a, 0 que caracteriza uma

funcao crescente a taxas constantes.
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Tabela 2: Taxa de variagcédo da fungéo fix} = ax + &, com a = 0

| flx)=ax+h
L8 T
1 b+ua =
T —u
= b+ 2a 2z
l "i E— [¥]
- 3 b+ 3a 5
1—= -
- 4 I+ 4 -

Tomemos agora, como exemplo, a fungdo representada algebricamente

por f(x)=-3x+5. Como a = -3 sabemos que a funcdo é decrescente. Sua
representacdo grafica é a reta de equagdo y =-—3x+5 (grafico 3), cujo
coeficiente angular a = —3 determina sua inclinagcdo em relagdo ao eixo das
abscissas. Podemos observar nesse grafico que quando os valores de «x

aumentam uma unidade os valores correspondentes de y diminuem a um taxa

constante e igual a trés, o que caracteriza uma fungdo decrescente a taxas

constantes.
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Gréfico 3: Taxa de variagdo da funcéo f(x) = -3x+5

INEAY

Por outro lado, sabemos que o coeficiente angular é determinado pela

tangente do angulo que essa reta forma com o eixo das abscissas. Neste caso,

temos = < @ < m e como g e £ s&o suplementares a tga = —tg3. Observando o
grafico 3 percebemos que esse coeficiente angular, que chamamos de n, é

. [} . . . ~
determinado por n = —— = —3, que coincide com a taxa de variagao.

-
e

A tabela 3 apresenta o registro de representagdo tabular da funcao

f(x) = —3x+ 5, onde percebemos que quando os valores de x variam uma
unidade, a variagdo de f(x)é constante e igual a menos trés unidades, ou seja,

os valores correspondentes de f(x) diminuem a uma taxa constante igual a trés,

0 que caracteriza uma funcao decrescente a taxas constantes.
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Tabela 3: Taxa de variagéo da fungéo fix} = —3x+ 5

x fiz)==3x+ 5
1 a <] —i3
— 1 = -
14 —-3
= 1 =
=, —-3
L L 3 -4 ca
=S — -3
1 L 4 -7 -

Podemos entdo generalizar essas observagbes para uma fungdo
representada algebricamente por f(x) =ax + b, cOm a € b reais e a < 0. Como
a < 0 sabemos que esse tipo de funcdo € decrescente. Por outro lado,
percebemos que a taxa de variagdo de f(x) em relagdo a x € igual a a, pois a
medida que os valores de x variam uma unidade, a partir de um ponto qualquer

do dominio de f(x), os valores correspondentes de f(x) variam a unidades.

A representagao grafica desse tipo de fungao (grafico 4) sao retas de

equacédo v = ax + b,com a e b reais e a < 0. Essas retas tém coeficiente angular
a, que determina sua inclinagdo em relagao ao eixo das abscissas. Nesse grafico,
podemos perceber que quando os valores de x aumentam, os valores de y

diminuem a uma taxa constante e igual a a, 0 que caracteriza uma fungéo
decrescente a taxas constantes. De maneira analoga ao caso anterior, temos

tga = E para -~ < a < 7, pois neste caso a < 0.
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Grafico 4: Taxa de variagdo da fungéo f(x) =ax+Bb,coma < 0
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Por meio do registro de representagao tabular percebemos, para a fungao

f(x)=ax+b, cOm a € b reais € a <0, que a taxa de variacdo de f(x) em
relacdo a x é constante e igual a a, isto é, a medida que os valores de x
aumentam uma unidade, os valores correspondentes de f(x) diminuem a uma
taxa constante e igual a a, 0 que caracteriza uma fungdo decrescente a taxas

constantes, como mostra a tabela 4.

Tabela 4: Taxa de variagéo da funcéo fix) =ax + b (a < 0

¥| flxy=ax+bh
— 0 b =
1 _"'Il_ _:’- i
e 3 b+ a —

1 —"|r a
- 2 b+ 2a
1~ L a
l = 3 b+ 3a —_‘I
1 "|r -3‘— a
— 4 b+ 4a —
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Tomemos agora a fungdo de representagao algébrica f(x) = ax® + bx +¢,
com a, b € ¢ reais e g # 0, para estudar a taxa de variagdo de f(x) em relagao a
x, Vvia registros de representacdo grafica e tabular, em que caracterizaremos a

rapidez com que f varia em determinados intervalos (cresce ou decresce).
Acreditamos que os registros de representagao grafica e tabular facilitam a

percepgdo da taxa de variagdo de f(x) em relagdo a x, e das informagbes

referentes ao seu crescimento e/ou decrescimento, uma vez que essas
informagdes nédo sao percebidas instantaneamente por meio do registro de

representacao algébrica.
Por exemplo, para a fungdo representada algebricamente por

f(x) =x*—2x—1, cuja curva de equagdo y =x?—2x —1 que a representa
graficamente tem a = 0 e, portanto, concavidade voltada para cima, mostramos a
taxa de variacdo de y por unidade a mais de x a partir dos pontos x =1, x=2e
x = 3. No ponto x = 2, por exemplo, quando o valor de x aumenta uma unidade,
percebemos que o valor correspondente de y aumenta trés unidades, enquanto
no ponto x=3, quando o valor de x aumenta uma unidade, o valor
correspondente de y aumenta cinco unidades, assim, percebemos que a medida
que os valores de x variam uma unidade a variagdo correspondente de y nédo é
constante, ou seja, a variagdo de y por unidade a mais de x, como mostra o

grafico 5, corresponde a taxa de variacdo de v em relagcdo a x em média.

Também podemos observar, por exemplo, que para o intervalo [1,m0) a

medida que os valores de x aumentam, os valores correspondentes de ¥
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aumentam cada vez mais rapidamente, o que caracteriza um intervalo em que f

cresce a taxas crescentes.

Grafico 5: Taxa de variagado de fix] por unidade a maisde x nospontos x =1, x=2Zex=3

Tomemos entdo o ponto x = 2 para detalhar o estudo da taxa de variagao
de y em relagdo a x. Nesse ponto, podemos observar que a medida que o valor
de x aumenta uma unidade, caracterizando o intervalo [2,3], o valor

correspondente de y aumenta trés unidades, como mostra o grafico 5.

No grafico 6, podemos observar que a taxa de variagdo de y por unidade
a mais de x, no intervalo [2,3], corresponde a taxa de variagdo da reta secante a
curva nos pontos de abcissas x = 2 e x = 3, denominados 4 e B respectivamente,
cuja equagao y = 3x —7 pode ser obtida a partir desses pontos. Assim, o
coeficiente angular a = 3, que determina a inclinacdo dessa reta em relagdo ao

eixo das abscissas, corresponde a taxa de variagdo média de y em relagéo a x no
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intervalo [2,3], que € igual a trés. Se tomarmos o intervalo [3, 4] teremos a reta
secante de equagdo y = 5x — 13 0 que mostra que a cada intervalo temos uma

reta secante ao grafico de f.

Grafico 6: Taxa de variagdo média de fi{x) em relagdo a x no intervalo [Z. 3]

Nos interessamos pela taxa de variagdo de f em um ponto determinado,

ou seja, pela taxa de variagdo instantdnea. Vamos calcula-la no ponto x = 2.

Segundo Machado (1988, p. 24):

a ideia fundamental de tal nogédo é a de que uma curva pode ser
bem aproximada por uma reta nas proximidades de um ponto.
Assim, a rapidez com que uma funcgio varia em um ponto pode
ser associada a taxa de variagao da fungéo v = ax + b que melhor

se aproxima da funcdo dada no ponto x;.

Assim, devemos tomar outros pontos da curva, a partir de B, cada vez

mais proximos de 4, dizemos geralmente que “o ponto B tende a 4%, como mostra
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o grafico 7. Hoje com um software de geometria dindmica o ponto 5 pode ser

deslocado até o ponto 4, o que facilita a visualizagao de que o coeficiente angular

da reta secante tende ao coeficiente angular da reta tangente.

Grafico 7: Retas secantes a representagao grafica f quando B tende a 4

Podemos ver entdo que uma reta que passa pelo ponto 4 poderia ser a
tangente a curva nesse ponto, mas nesse ponto ndo podemos calcular o

coeficiente angular dessa reta porque a variagao de x seria zero. No entanto, pelo

triangulo mostrado no grafico 8, feito com o software, sabemos que tga =

|k

Supondo que exista essa reta, vemos que sua equagao é y = 2x — 5 como mostra

o grafico 8 e que no ponto x = 2 a taxa de variagéo instantanea é 2.
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Grafico 8: Taxa de variagao instantanea de fix1 em relagcdo a xno ponto x = 2
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Vejamos agora a taxa de variagcdo instantdnea no ponto x = 3. De

maneira analoga, a taxa de variacdo de f(x)em relagdo a x no ponto x = 3

corresponde a taxa de variagdo da fungao cuja representagao grafica é a reta

tangente a curva neste ponto, observando o grafico 9 construido com o software,
percebemos que tga = % = 4, (a partir do tridngulo) e temos que y =4x — 10 € a

equacao dessa reta e que seu coeficiente angular corresponde a taxa de variagéo

de f(x) em relagdo a x no ponto x = 3.
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Grafico 9: Taxa de variagao instantdnea de f{x) em relagdo a x no ponto x = 3

-

Acreditamos que o registro de representagcéo tabular, como mostra a

tabela 5, além de propiciar a percepgao dos intervalos de crescimento e

decrescimento de f com suas respectivas caracteristicas, pois podemos observar

que a medida que os valores de x aumentam, os valores correspondentes de #(x)

ora aumentam, ora diminuem. Tal fato favorece a percepcdo de que para

variagdes do valor de x de uma unidade, os valores correspondentes de f(x) nao
variam a taxas constantes, e indica a taxa de variacdo media de f(x) em relagdo

a x € que a variagao dessa variagao é constante e igual a dois.
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Tabela 5: Taxa de variagao da taxa de variagdo media de fix} em relacdo a =

i flzl=x*=23 -1

= 2 ¥ =

Para fazer o mesmo estudo, tomaremos agora a funcéo representada

0 2 . ~ 2
algebricamente por h(x) = —=—2x +4, cuja curva de equagdo y = —=—2x + 4

que a representa graficamente tem a < 0 e, portanto, tem concavidade voltada

para baixo.

No grafico 10 evidenciamos a taxa de variagdo meédia de h(x) em relagdo
a x em alguns pontos de seu dominio. No ponto x = —4, por exemplo, podemos
observar que quando o valor de ¥ aumenta uma unidade, o valor correspondente
de y aumenta 1,5 unidades, enquanto no ponto x =1, quando o valor de x
aumenta uma unidade, o valor correspondente de y diminui 3,5 unidades, o que

nos conduz a inferir que a taxa de variacdo de h(x) em relacdo a x néo é
constante.
Podemos perceber também, por meio dos tridngulos destacados, que

quando os valores de x aumenta uma unidade, ora os valores correspondentes de
y aumentam, ora diminuem, caracterizando intervalos de crescimento e

decrescimento de h(x). Percebemos também a rapidez que h(x) cresce ou
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decresce, visto que a medida que os valores de x aumentam os valores
correspondentes de y ora aumentam mais lentamente, ora diminuem mais

rapidamente, caracterizando intervalos em que f cresce a taxas decrescentes e
decresce a taxas crescentes.

+

Grafico 10: Taxa de variagdo média de f(x) por unidade a mais de =

¥

2,5

z5

35

w= -0, 50" -2+ d

Estudaremos entéo, via registro de representagéo grafica e tabular, a taxa
de variagéo de h(x) em relagéo a x nos pontos x = —4 e x = 1. No grafico 11,

podemos observar que a taxa de variacdo media de h(x) em relagdo a x no

intervalo [—4,—3] corresponde a taxa de variagdo da funcédo cuja representagdo

grafica é a reta secante a curva nos pontos de abscissas x = —4 e x = —3,

denominados A e B respectivamente, cuja equacéo y = 1,5x + 10 pode ser obtida

a partir desses pontos. No intervalo [1,2], a taxa de variagdo de h(x) em relagéo a
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x corresponde a taxa de variagdo da reta secante a curva nos pontos de
abscissas x =1 e x = 2, denominados K e H respectivamente, cuja equagéo

y=-=3,5x + 5 pode ser obtida a partir desses pontos. Assim, os coeficientes
angulares que determinam a inclinacédo dessas retas em relagdo ao eixo das
abscissas, correspondem a taxa de variagdo média de h(x) em relagédo a x

nesses intervalos.

Grafico 11: Taxa de variagdo média de fix)em relagdo a x nos pontos x = —4eax=1

R

\

Para obtermos a taxa de variagéo instantdnea de h(x) em relacao a x nos

y=- 0.5k 2u+4

pontos x = —4 e x = 1, devemos diminuir, a0 maximo, a amplitude dos intervalos
[—4,—3] e [1,2], de modo que tendam aos instantes x = —4 e x = 1, para isso,
devemos tomar pontos em f o mais proximos possivel de 4, (fazer B tender a 4) e
0 mais proximos possivel de k (fazer H tender a k). Com isso, as retas definidas
por 4 € E e por K € H tendem a deixar de ser secantes a curva tendendo a

tangencia-la nos pontos 4 e K, como mostra o grafico 12, e o valor dos
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coeficientes angulares dessas secantes tendem ao valor dos coeficientes
angulares das retas tangentes. Deste modo, os valores da taxa de variacdo de

h(x) em relacdo a x nos pontos de abscissas x = —4 e x = 1, correspondem aos
valores da taxa de variacdo das fungdes cujas representacdes graficas sdo as

retas tangentes a curva nesses pontos, cujas equagbes seriam y =2x+ 12 e

v = —3x + 4,5 respectivamente, buscando os coeficientes a partir dos triangulos

construidos com o auxilio de um software de geometria dinémica.

Como o coeficiente angular da reta de equacédo y = 2x+ 12, que

determina sua inclinagdo em relagdo ao eixo das abscissas, corresponde a taxa

de variagdo instantédnea de h(x) em relacdo a x no ponto x = —4 e de forma
analoga, o coeficiente angular da reta de equagédo y = —3x + 4,5 corresponde a
taxa de variacdo de h(x) em relagdo a x no ponto de abscissa x = 1, deduzimos
que a taxa de variagdo de h(x) em relacdo a x no ponto A € igual a 2 e no ponto

K €éigual a -3.

Grafico 12: Taxa de variagdo instantanea de fi{x)em relagdo a x nos pontos x=—-4ex =1
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Por meio do registro de representagédo tabular, como mostra a tabela 6,

percebemos que a taxa de variacdo média de h(x) em relacdo a x quando os

valores de x aumentam uma unidade n&o € constante. A tabela facilita a
percepcao de que a taxa de variacao dessa taxa de variacdo € sempre a mesma

e igual a -1, isto é, 2-}1. Além disso, ajuda a identificar os intervalos de

i

crescimento e decrescimento de h({x) com suas respectivas caracteristicas, pois
podemos observar que a medida que os valores de x aumentam, os valores

correspondentes de h(x) ora aumentam, ora diminuem.

Tabela 6: Taxa de variagcdo da taxa de variacdo média de fix)em relacédo a x

: .'|.'l.|_'_':l-_-.'.l."'|

-4 “
1 —15

3 55 -1
— 0.5

2 6 . -1
1 =05

i 5.5 1
1 — .4 5=

0 4 =1
1 —.25

1 1.5 ' L4
1 —-3.5

2 -2

Podemos entdo generalizar essas observagdes para uma fungao

representada algebricamente por f(x) = ax®+ bx 4+ ¢, com a, b e c reais e a # 0,

cuja curva de equagdo y = ax®+bx+ ¢ (a = 0), tem concavidade voltada para
cima, como mostra o grafico 13. Podemos perceber, por meio dos tridngulos

destacados, a taxa de variagdo média de f(x) em relagdo a x quando os valores
de x aumentam uma unidade a partir de determinados pontos de seu dominio.

Por outro lado, percebemos os intervalos em que a representagcédo grafica de f

cresce ou decresce, e ainda que ha um intervalo em que a medida que os valores
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de x aumentam os valores correspondentes de y diminuem cada vez mais
lentamente, caracterizando o intervalo em que f decresce a taxas decrescentes, e
outro em que a medida que os valores de x aumentam os Vvalores
correspondentes de y aumentam cada vez mais rapidamente, caracterizando o
intervalo em que f cresce a taxas crescentes. A rapidez de crescimento depende

entdo da abertura maior ou menor do grafico de f.

Grafico 13: Taxa de variagdo média de fi{x} por unidade a mais de =
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Por meio do grafico 14 observamos a reta tangente a curva em um ponto
x, do seu dominio, cuja equagdo y = 2ax + b pode ser determinada a partir do
tridngulo construido com o auxilio de um software de geometria dindmica e ainda,
que a taxa de variagéo instantanea de f(x) neste ponto, corresponde ao valor do
coeficiente angular que determina a inclinagado dessa reta em relagéo ao eixo das

abscissas, que é igual a 2a.
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Grafico 14: Taxa de variagao instantanea de f{x) em um ponto xj
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Por meio do registro de representagédo tabular, além de se perceber a
taxa de variagdo média de f(x) em relagdo a x, quando os valores de x

aumentam uma unidade, a partir de determinados pontos de seu dominio,

percebemos que essa taxa de variagdo nao é constante, e que a taxa de variagao

dessa taxa de variagdo é constante e igual a 2a, como mostra a tabela 7.

Tabela 7: Taxa de variagéo da taxa de variagdo média de f(x) por unidade a mais de x

> flx)=ax*+bx+c

1 ___j_ -2 da-2b+c } —Ja+h —

= =3 —2a
1 _‘;_ =1 a—b4¢ la——Il-i'b —

~ o0 ¢ = [ 2a
1 __r_ 1:1.— a+h

i‘___ 1 a+b+ec :j o 2a
1— J— 3a+bh —

— 2 ta+2b+c
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Assim, de acordo com Machado (1988, p. 26), a taxa de variagdo

instantédnea de f(x) em relagdo a x em um ponto de abscissa x, “¢ também
chamada de derivada de f(x) no ponto de abscissa x,. Seu valor indica a
inclinagdo da reta tangente ao grafico de f(x) no ponto considerado. Esse valor €

comumente representado por f'(x,)

Entdo, para definir a derivada de uma fungdo f em um ponto P(xl, f(xl)),
temos que buscar o coeficiente angular m,, da reta ¢ tangente a curva nesse
ponto. Escolhemos entdo, um outro ponto Q(x,, f(x,)) e consideramos a reta s
que passa por P e @ secante ao grafico de f, sendo m, seu coeficiente
angular(grafico 15). Observando o tridngulo P Q, retdngulo em M, sabemos que

S ()= f(x) _ Ay

m, =tga = ——=————-=——_ Se fizermos ¢ se aproximar de P, parece que m, é
Xy =4

uma aproximacgdo de m, e esperamos que esta aproximagédo melhore cada vez

que ¢ se aproxime mais de P com P = Q. Podemos fazer isso de varias
maneiras: ¢ tendendo a P tomando pontos pela direita, tomando pontos pela

esquerda ou tomando pontos alternadamente a esquerda e a direita de P.
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Grafico 15: Derivada de uma fungéo f(x) em um ponto P{xy. f (x4}

Se o coeficiente angular m tem um valor limite, isto €, se m se aproxima
de algum numero quando @ se aproxima de P, entdo esse numero é o coeficiente
angular m, da reta tangente. Dessa forma podemos definir:

Dados uma curva ¥ que representa graficamente uma funcao

f(x) e P(x;,y;) um ponto sobre ela. O coeficiente angular

(coeficiente de inclinagao) da reta tangente a curva no ponto P é

A S f()

dado por: m, = lim — =

desde que esse
Q_)PAX X2—>X] x2 —)Cl

limite exista.

Ou ainda:

Considerando Ax=x,—-x, ou x,=x,+Ax e se x, = x, entdo

Ax —0 e teremos entdo m, :grr})f(xl +ixi_f(xl), Ax#0,

Se a fungdo f € continua em x, entdo a reta tangente a curva em

P(x,, f(x,)) & a reta que passa por P e tem inclinagdo
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) =l £ G A0~ /)
Ax—0 Ax

y=F(x)) =m,(x,)(x—x,).

e a equacdo dessa reta sera dada por:

Percebemos por essas definicdes, geralmente, tratadas no ensino

superior que “a secante tendendo a tangente” ou “o ponto P tendendo ao ponto g”

€ representada pelo limite, pois podemos aproximar tanto quanto quisermos
esses pontos, mas ndao podemos fazé-los coincidir pois ndo podemos dividir por

Zero.

Pensamos que a manipulagao simultdnea dos registros de representacao
grafica, tabular e algébrica, em um software de geometria dindmica pode
contribuir para que estudantes do Ensino Médio possam construir significado,
para as ideias de taxa de variagao e que, no caso de seguir seus estudos para um

curso de exatas podera compreender mais facilmente as nocdes de derivada.

2.2 O Ensino do Calculo Diferencial na Educagao Basica do Brasil

No sentido de mostrar que a nog¢do de derivada ja fez parte do curriculo
de matematica da Educacido Basica brasileira optamos por fazer um breve

levantamento historico a respeito do mesmo.

Com esse intuito encontramos muitos trabalhos que versam a respeito da
Educacdo Basica do Brasil, entretanto, ndo encontramos trabalhos que tratem
exclusivamente da nog¢ao de derivada, das taxas de variagdo e nem do ensino do
Calculo Diferencial, fato esse, que nos levou a fazer um apanhado desses

trabalhos com foco no processo de ensino e aprendizagem destas nogoes.

Segundo Valente (2005), nas ultimas décadas do século XIX e inicio do
século XX, matematicos estavam preocupados em discutir o ensino da

matematica, e essa preocupacgao tornou-se evidente quando em 1908, no IV
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Congresso Internacional de Matematica, realizado em Roma, é criada a Comiss&o
Internacional de Ensino da Matematica (Comission Internationale de
I'Enseignement Mathématique — CIEM), cujo comité dirigente era constituido pelo
suico Henri Fehr, o inglés George Greenhil e o prusiano-alem&o Christian Felix

Klein (escolhido presidente), que teve como objetivo inicial:

Diagnosticar o estado do ensino da matematica nos paises ‘mais
desenvolvidos’, embora tenha se dedicado a atuar como ‘agente
de mudancgas’ disseminando a ideia de que a reforma do ensino
da matematica era necessaria e urgente, de acordo com o0s
motivos e razbes dos seus principais lideres, David Eugene Smith
(Teachers College, Columbia University, New York) e Felix Klein
(Universidade de Goéttingen, Alemanha), que expressavam as
realidades que vivenciavam em seus paises. (SCHUBRING 1999,
apud DIAS, 2008, p. 6)

Segundo Braga (2006), Felix Klein teve um papel destacado na lideranga
do movimento internacional do inicio do século XX, onde seu objetivo primeiro era
introduzir nogdes do Calculo Infinitesimal entre os conteudos do ensino

secundario.

O que Klein propés, a partir de 1900, foi de fato introduzir os
conteudos do ensino preparatério de matematica das escolas
técnicas superiores como assuntos novos e basicos para os trés
tipos de escolas secundarias: geometria analitica e os elementos
de Calculo Diferencial. (BRAGA, 2006, p.44)

Braga (2006) também afirma que diversos trechos da obra Matematica
Elementar sob um ponto de vista superior, de Felix Klein, fornecem indicios de
que a introdugdo do Calculo Infinitesimal no ensino secundario pode ter sido o

objetivo primeiro que langou Klein a tomar frente do movimento modernizador.

Ja a situacdo da educacéao brasileira no mesmo periodo, de acordo com

Pereira (2009), era cadtica.

Na verdade, existiam poucas aulas avulsas, sem nenhum
incentivo ou orientacdo, onde os professores escolhiam os
horarios que melhor Ihe conviessem, bem como o conteudo a ser
ensinado, e os alunos matriculavam-se e retiravam-se quando
bem entendessem. (PEREIRA 2009, p.45)

De acordo com Déria (1997, p. 22), “estudava quem queria, ndo quem

devia ou podia”. O ano de 1837 foi de excepcional importancia para o Brasil,
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politicamente, e ndo o seria menos para o ensino brasileiro, mais especificamente
para o Seminario de S&o Joaquim, o qual, como relata a autora, veio a
transformar-se no Colégio Pedro Il, em 2 de dezembro de 1837, pelo decreto
levado para assinatura do Regente Pedro de Araujo Lima pelo eminente Ministro

Bernardo Pereira de Vasconcellos.

Segundo essa autora, no ano de 1838 o ensino das nog¢des do Calculo
Diferencial estava presente nas aulas do Pedro Il, pois o entdo Ministro da Justica
e interino no império, Bernardo de Vasconcellos, ndo o pés a margem das
preocupagdes do governo, dedicou ao colégio cuidados e providéncias de toda
ordem visando o futuro, e a inclusao da disciplina de Calculo Diferencial nas aulas

do colégio, era uma pedido do Ministério da Guerra.

Déria (1997) também relata um fato impactante para a Educacgéo Basica
brasileira naquele periodo. Segundo a autora, no dia 18 de margo do ano letivo de
1873, assinalar-se-ia a providéncia governamental, relativa ao colégio, que
compunha-se do aviso que isentava o aluno aprovado em exame final de
qualquer disciplina, do estudo da mesma, embora reprovado noutras matérias do
respectivo ano, ou seja, agora os alunos eram aprovados por série, fato esse que
perdura até os dias atuais.

Ja com a reforma Benjamin Constant aprovada pelo decreto n°. 981 de 8
de novembro de 1890, o curso integral de estudos do ginasio abrangia um plano
de estudos e sua duragao era de 7 anos. Quanto a distribuicdo das matérias,
pudemos verificar, na parte destinada ao ensino secundario (Titulo V, p. 8), que
os topicos referentes ao estudo das nogdes do Calculo Diferencial, inclusive da
nocao de derivada, encontravam-se na 12 cadeira do 3° ano, sendo revisados
durante os quatro anos seguintes, pois eram cobrados nos exames finais ao fim

da matéria, e nos exames de madureza, ao fim do curso integral.

Entretanto, referindo-se ao ensino das nogdes do Calculo Diferencial
proposto pela reforma Benjamin Constant, Roxo (1937) observa que tal ensino
nao tinha “[...] nenhuma ligagdo com o resto do curso, onde nao era desenvolvida
a ideia de funcao, efeito de um ponto de vista excessivamente formalistico,
tornou-se inutil e contraproducente”. (ROXO, 1937, p. 220 apud SPINA, 2002, p.
59)
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Segundo Spina (2002, p. 59), “Tal postura culminaria em 1900 com a
retirada dos programas oficiais do Calculo Diferencial e Integral, Geometria

Analitica e Geometria Descritiva”.

Referindo-se as trés décadas seguintes, Pereira (2009, p. 46), enfatiza
que “nenhuma das reformas propostas chegou a produzir mudancas significativas

no ensino secundario brasileiro”.

Ja em 1927, convém destacar as mudangas no ensino da matematica
propostas pelo professor Euclides Roxo, que “propbs a congregacao do Colégio
Pedro Il, a unificacdo dos ramos da Matematica: aritmética, algebra e geometria.
No ato de sua proposta, fez referéncia ao Movimento de Reforma Internacional do
Ensino da Matematica orientado por Klein”. (WERNECK, 2003, p. 40).

O ano de 1929 foi um marco para o Colégio Pedro Il e para o ensino da
Matematica no Brasil, pois de acordo com Valente (2005, p. 3), “0o Decreto n°
18.564 de 15 de janeiro de 1929 oficializa o aceite da proposta modernizadora
encabecgada por Roxo”, emergindo assim, a disciplina de Matematica. Fato esse,
que também marcou o ensino brasileiro, tendo em vista que esse colégio era
considerado modelo para os demais estabelecimentos de ensino do pais.

Perante a proposta de unificagcdo de Roxo, Braga (2006) observa que o
pensamento funcional era uma das principais concep¢des modernizadoras e que
um dos pilares dessa nova proposta era a conexao entre os diversos ramos da

matematica.

Com o Decreto 19.890 de 18 de abril de 1931, conhecido como Reforma
Francisco Campos, institui-se no ambito nacional a matematica como disciplina
escolar do secundario, e 0 ensino passou entao a ter dois ciclos: um fundamental,
de cinco anos, e outro complementar, de dois anos, esse visa a preparacao para

O Curso superior.

Essa proposta, que pretendia colocar o ensino da matematica do
curso secundario brasileiro ao lado daquele praticado nos paises
mais adiantados do mundo, deve ser creditada basicamente ao
empenho determinado de Euclides Roxo, sem duvida, o educador
brasileiro mais inteirado das concepgbes modernizadoras
internacionais. (BRAGA, 2006, p. 73)
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Duarte (2002) também ressalta, que:

Euclides Roxo exerceu papel fundamental na reformulagdo dos
aspectos metodoldgicos introduzidos na educacdo brasileira,
primeiramente no Colégio Pedro Il, em 1929, como também na
Reforma Francisco Campos em 1931 [...]. (DUARTE, 2002, p. 161
apud WERNECK, 2003).

Braga (2006) também ressalta que os livros didaticos escritos por
Euclides Roxo na década de emergéncia da matematica, 1930, serviam de
referéncia para os livros didaticos da época. Na analise dos livros didaticos da
década de 1930, o autor verificou que a colec¢ao didatica de Roxo, Souza e Thiré,
no volume destinado ao quinto ano, dava destaque ao ideal do movimento

internacional modernizador liderado por Klein e encabegado por Roxo.

Neste volume, materializa-se uma das concepgdes basilares do
movimento internacional modernizador do ensino da matematica
do secundario que consistia em trazer para o curso secundario
noc¢des de Calculo Infinitesimal. (BRAGA, 2006, p. 114)

E ainda, conforme Carvalho (2003) relata:

A parte do livro que trata de limites, fungdes, continuidade e os
rudimentos do Calculo Infinitesimal recebe, neste livro, tratamento
tdo cuidadoso quanto em muitos cursos introdutérios sobre o
assunto em estabelecimentos do 3° grau, incluindo o calculo de
areas simples como a aplicacdo do conceito de integral.
(CARVALHO, 2003, p.127 apud BRAGA, 2006, p. 114)

De acordo com Silva (1969), “a reforma Francisco Campos retoma o
sonho de Benjamim Constant de fazer do curso secundario a oportunidade de dar
ao jovem uma sumula de todo o acervo do saber humano” (SILVA, 1969, p. 288
apud DASSIE, 2001).

Nao demorou muito para alguns professores levantarem-se contra os
programas de Matematica implantados pela Reforma Francisco Campos, em
1937. Roxo mencionou que, “A reforma Francisco Campos adotou o0 nosso ponto

de vista que até hoje vigora e que tem provocado certa oposicao da parte de
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alguns professores, embora ilustres, mas muito apegados ao ponto de vista
classico” (ROXO, 1940, p. 74 apud DASSIE, 2001). Nesse sentido, Dassie (2001)
ressalta que entre os professores da época que apresentam reagdes contrarias
aos programas de matematica implantados pela reforma, encontram-se o Padre
Arlindo Vieira, professor do Colégio Santo Inacio, e o professor Dr. Joaquim
Ignacio de Almeida Lisboa do Colégio Pedro Il, que buscaram, por intermédio de
artigos publicados no Jornal do Commercio, combater, criticar e até ridicularizar
os programas de Matematica implementados pela reforma, e ao mesmo tempo,

defender uma abordagem de ensino classica para a Matematica.

Por outro lado, Santos (1945) observa que a reforma Francisco Campos,
devido a amplitude de seu plano, superou todas as anteriores, entretanto “[...]
como quase todas as reformas de ensino no Brasil, os seus dispositivos legais
nao foram cumpridos integralmente, por falta de tenacidade, de disciplina e de
idealismo dos 6rgaos encarregados de os aplicar”. (SANTOS, 1945, p. 573 apud
DASSIE, 2001).

Segundo Dassie (2001), em 1937, o entdo Ministro da Educagao, Gustavo
Capanema, apresentou a Camara dos Deputados, o Plano Nacional de
Educacéo, cujo objetivo primeiro era unificar a educagao nacional, mas s6 em
1939, recebeu um relatdrio, enviado por Castro Alves, a respeito da legislagao do
ensino secundario vigente em alguns paises europeus, com a finalidade de
conhecer e adaptar elementos de sua educacao ao Ensino Secundario brasileiro.
Esse documento deu origem a elaboragdo de uma nova lei orgénica para o
Ensino Secundario, denominada “Reforma Gustavo Capanema”, decretada em 9
de abril de 1942. Essa reforma preservou a divisao do Ensino Secundario em dois
ciclos, entretanto o reestruturou, o primeiro compreendia o curso ginasial, € 0
segundo os cursos classico e cientifico, com duragdo de quatro anos para o

primeiro e trés anos para o segundo.

Quanto a participacado de Euclides Roxo na elaboragao dos programas de
Matematica que compunham essa nova proposta, Werneck (2003, p. 56) observa
que sua colaboragéo fora imprescindivel, porém, n&o exclusiva. Segundo Euclides

Roxo, “Durante a elaboracdo da grade do curso ginasial, Gustavo Capanema
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dedicou, para o ensino de matematica, um numero de horas semanais
insuficientes”. (ROXO, 1940, apud DASSIE, 2001, p. 78)

Segundo Dassie (2001), os conteudos abordados na disciplina de Calculo

Diferencial, estao presentes somente nos programas de matematica dos Cursos

Classico e Cientifico, de forma mais abreviada. No Curso Classico, a abordagem

das nogdes do Calculo Diferencial era feita somente na terceira série, e estava

contida em duas unidades tematicas designadas ao estudo da algebra:

Unidade | — Fungdes: 1 — Nocao de funcao de variavel real. 2 —
Representacao cartesiana. 3 — Nogao de limite e continuidade.

Unidade Il — Derivadas: 1 — Definigao; interpretagdo geométrica e
cinematica. 2 — Calculo das derivadas. 3 — Derivagao das funcgbes
elementares. 4 — Aplicacdo a determinagcdo dos maximos e
minimos e ao estudo de algumas fungbes simples. (DASSIE,
2001, p. 153).

Para o Curso Cientifico, o Calculo Diferencial era abordado em tépicos de

algebra da terceira série, em trés unidades tematicas.

Unidade | — Séries: 1 — Sucessdes. 2 — Calculo aritmético dos
limites. 3 — Séries numéricas. 4 — Principais caracteres de
convergéncia.

Unidade Il — Fungdes: 1 — Funcao de uma variavel real. 2 —
Representagdo cartesiana. 3 - Continuidade; pontos de
descontinuidade; descontinuidades de uma fungao racional.

Unidade Ill — Derivadas: 1 — Defini¢ao; interpretacdo geométrica e
cinematica. 2 — Calculo das derivadas. 3 — Derivagao das funcgdes
elementares. 4 — Aplicacdo a determinagcdo dos maximos e
minimos e ao estudo de algumas funcgbes simples. (DASSIE,
2001, p. 155)

A Reforma Capanema ficou em vigor até 1961, com a aprovacéo da Lei n°

4.024 de 20 de dezembro de 1961, que fixou as Diretrizes e Bases da Educacgao

Nacional (LDB). Houve somente, em 1951, a Portaria Ministerial n°® 1045, que em

seu artigo 7°:

[...] facultava aos Governos estaduais e dos Territérios “a
elaboragdo de planos de desenvolvimento proprios”, sujeitos a
aprovagao pelo Ministério. Todavia, ndo encontramos registro de
que algum governo estadual tivesse, na vigéncia dessa legislagao,
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proposto um plano de desenvolvimento diferenciado. (BURIGO,
2010, p. 281)

A nova LDB dividiu a estrutura escolar brasileira em primario, ginasio,
colégio e superior, e estabeleceu em seu 12° artigo, que “os sistemas de ensino
atenderao a variedade dos cursos, a flexibilidade dos curriculos e a articulagcéo

dos diversos graus e ramos”.

De acordo com Fischer (2007, p. 2), em outubro do mesmo ano de
aprovacao dessa LDB, foi fundado o Grupo de Estudos em Ensino de Matematica
(GEEM), na cidade de Sao Paulo, pioneiro no movimento denominado de
“‘Matematica Moderna”, cujo principal objetivo era “[...] coordenar e divulgar a

introducdo da Matematica Moderna na Escola Secundaria.”

O Movimento da Matematica Moderna “apresentou uma proposta
baseada exclusivamente na Moderna Matematica em sua forma axiomatica
desenvolvida pelo grupo Bourbaki, na qual os elementos essenciais eram o0s
conjuntos, as relagdes e as estruturas e nas propostas estruturalistas de Jean
Piaget”. (SPINA 2002, p. 69)

Burigo (2010) ressalta que:

O movimento da matematica moderna é comumente lembrado ou
associado, no Brasil, a introducdo da teoria dos conjuntos no
ensino secundario, a adogcdao de um certo formalismo na
linguagem e a valorizagdo das estruturas algébricas. As
representacdbes muito frequentes, entre o0s educadores
matematicos, de um “fracasso” da matematica moderna estéao
parcialmente relacionadas a rejeicdo ou a reversao dessas
inovacgdes no periodo que se seguiu ao refluxo do movimento,
desde o final dos anos 1970. (BURIGO, 2010, p. 278)

Com relagédo a teoria dos conjuntos no ambito da Educacdo Basica do
Brasil, Miguel (2010, p. 309) afirma que:

Se a teoria dos conjuntos contribuiu para o avango da ciéncia
matematica, trouxe, por outro lado, a consequéncia de
superficializar o processo de formacao de conceitos, praticamente
inviabilizando a fungao do calculo elementar que é a de respaldo
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aos processos de leitura e escrita bem como possibilitar a
compreensao dos aspectos quantitativos da realidade.

Kline (1976) pondera que “[...] a Matematica Moderna nao foi a solugao
esperada para se capacitar os alunos em Matematica”. (KLINE, 1976 apud
MIGUEL, 2010, p. 308). Avila (1991) ressalta que esse movimento de
modernizagao do ensino deu um destaque excessivo ao rigor e ao formalismo no
processo de ensino e aprendizagem da matematica, fato esse que originou a
retirada dos antigos programas de matérias importantes, como o Calculo
Diferencial. De acordo com Carvalho (1996, p. 78 apud SPINA, 2002),
“‘desaparece o ensino do Calculo na escola secundaria, salvo em algumas

escolas isoladas, situagao que perdura até hoje”.

A Lei 5.692 de 11 de agosto de 1971 fixou as diretrizes e bases para o
ensino de 1° e 2° graus, fundiu o primario e o ginasio em ensino de primeiro grau,
com duragao de oito anos e, somente em 1973, conforme relata Burigo (2010), o
Estado de Sao Paulo, fez sua primeira iniciativa no intuito de elaborar uma
proposta curricular que fosse referéncia as escolas e aos professores, os Guias
Curriculares Propostos para as Matérias do Nucleo Comum do Ensino do Primeiro
Grau.

Na década de 1980, a Secretaria da Educacao do Estado de Sao Paulo
iniciou um processo de elaboracdo de novas Propostas Curriculares para o
Estado de S&o Paulo, em um trabalho conjunto, que envolveu além da equipe da
Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagogicas (CENP), professores de
universidades publicas e privadas, cuja primeira versao foi divulgada no ano de
1986 e a ultima em 2008.

Nestas propostas, o ensino de no¢des do Calculo Diferencial, inclusive de
derivada, ndo estdo presentes, entretanto, nos Subsidios Para a Implementagdo
da Proposta Curricular de Matematica Para o 2° grau da década de 1980, nos
topicos destinados ao tema fungdes, ha a orientagdo de que “o comportamento de
uma fungédo é estudado no Calculo, por meio de limites, derivadas e integrais”
(SAO PAULO, 1980, p. 13), e sugere que uma complementagéo para o estudo do

conceito de fungdo, no ambito do segundo grau (Ensino Médio):
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Pode ser feita por meio do estudo de limites e derivadas de
funcdes. Problemas de maximos sao perfeitamente aplicaveis na
32 série do 2° grau. As ‘equacgbes horarias’ da velocidade e da
aceleracao de um ponto mével, em fungdo do tempo, podem ser
obtidas por derivagcdo das respectivas ‘equacgdes horarias’ do
espago e da velocidade em relagdo ao tempo, do mesmo ponto
mével. (SAO PAULO, 1980, p. 14)

Esse documento observa ainda, que “em termos teoricos, porém, sao

poucas as perspectivas oferecidas ao estudante do 2° grau, devido a
complexidade dos assuntos envolvidos.” (SAO PAULO, 1980, p. 14).

A Proposta Curricular Para o Ensino de Matematica de 2° Grau de 1995

destaca que:

Outro tema bastante polémico é calculo no 2° grau. Consideramos
que um curso de calculo deve decorrer do estudo feito com
fungdes, passar pelas questdes que envolvem taxa de variagao de
grandezas e encaminhar prioritariamente para a resolugdo de
problemas praticos que envolvem maximos e minimos. Os
conceitos de limite e de derivada, porém, serdo trabalhados
intuitivamente. (SAO PAULO, 1995, p. 22)

Em meio aos problemas envoltos ao processo de ensino e aprendizagem

da matematica, em 1997 foram elaborados os Parametros Curriculares Nacionais

(PCN), cujo objetivo primeiro foi de propor uma orientagcdo para o enfrentamento

dos diversos problemas que envolviam o ensino da matematica.

Foi por forca da Lei federal n° 9.394, em 20/12/96, que
estabeleceu a competéncia da Unido, em colaboracdo com
estados, Distrito Federal e municipios, de definir diretrizes para
nortear os curriculos, de modo a assegurar uma formagao basica
comum. Esse dispositivo legal conduziu a elaboragdo de
Parametros e Diretrizes Curriculares — os PCN. (PIRES, 2008, p.
18)

Os estudos e discussoes referentes aos PCN e ao Curriculo do Estado de

Sao Paulo serdo feitos nas proximas secgdes, pois acreditamos que se faz

necessario um detalhamento dos documentos oficiais que norteiam a Educacéao

Basica do Brasil e do Estado de Sao Paulo nos dias atuais.
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2.3 Parametros Curriculares Nacionais

Os PCN (BRASIL, 2000, p. 4), que “[..] direcionam e organizam o
aprendizado, no Ensino Médio, das Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias, no sentido de se produzir um conhecimento efetivo, de significado
proprio, ndo somente propedéutico”, ressaltam, que os objetivos educacionais
nessa fase da escolaridade passam “a ter maior ambigdo formativa, tanto em
termos da natureza das informacgdes tratadas, dos procedimentos e atitudes
envolvidas, como em termos das habilidades, competéncias e dos valores
desenvolvidos” (BRASIL, 2000, p. 6). E definem nove metas referentes ao
processo de ensino e aprendizagem da matematica para o Ensino Médio, dentre
essas, destacamos trés, que estdo em consonadncia com o objetivo deste
trabalho:

+ compreender o0s conceitos, procedimentos e estratégias
matematicas que permitam a ele desenvolver estudos posteriores
e adquirir uma formacao cientifica geral;

« utilizar com confianga procedimentos de resolugao de problemas
para desenvolver a compreensao dos conceitos matematicos;

« estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e
entre esses temas e o conhecimento de outras areas do curriculo
(BRASIL, 2000, p. 42)

Quanto a matematica, os PCN+ orientam que devemos compreendé-la
‘como uma parcela do conhecimento humano essencial para a formagao de todos
0s jovens, que contribui para a construgdo de uma visdo de mundo, para ler e
interpretar a realidade e para desenvolver capacidades que deles serdo exigidas”
(BRASIL, 2002, p. 111), e propdéem trés competéncias basilares para serem
desenvolvidas no ambito do Ensino Médio: representacdo e comunicacao;
investigacdo e compreensdo; contextualizagdo das ciéncias no ambito

sociocultural.

Para o desenvolvimento dessas competéncias sdo propostos trés eixos
estruturadores a serem desenvolvidos de forma concomitante nas trés séries do
Ensino Médio: Algebra: numeros e fungbes; Geometria e Medidas; Analise de
dados. Sao “‘um conjunto de temas que possibilitam o desenvolvimento das
competéncias almejadas com relevancia cientifica e cultural e com uma

articulagao légica das ideias e conteudos matematicos”. (BRASIL, 2002, P. 120).
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O primeiro eixo estruturador, dividido nas unidades tematicas variacdo de
grandezas e trigonometria, propde para serem desenvolvidos na unidade de
variagdo de grandezas os seguintes conteudos: “nocado de funcgdo; funcdes
analiticas e nao analiticas; representacdo e andlise grafica; sequéncias
numericas: progressbes e nocdo de infinito; variagbes exponenciais ou
logaritmicas; fun¢des seno, cosseno e tangente; taxa de variagdo de grandezas”.
(BRASIL, 2002, p. 122)

Acreditamos que o processo de ensino e aprendizagem da nogao de taxa
de variagao instantdnea pode ser contemplado nesta unidade tematica, uma vez
que o estudo da nogédo de taxa de variagdo esta contido na mesma. Segundo
Avila (1991), no ambito do Ensino Médio, seria mais vantajoso que todo o tempo
gasto com formas e nomenclaturas referentes ao conceito de fungdo fosse

utilizado no ensino das ideias fundamentais do Calculo Diferencial.

Além disso, o estudo da taxa de variacdo instantdnea no ambito do
Ensino Médio contempla a interdisciplinaridade entre a matematica e as demais
disciplinas. Para Avila (2006, p. 36), “[...] um dos principais objetivos na introducéo
da taxa de variagéo instantédnea logo no inicio da primeira série do Ensino Médio
€ a interdisciplinaridade com a Cinematica, por isso mesmo os professores de

Matematica e Fisica devem planejar juntos o trabalho que vao desenvolver”.

De acordo com os PCN,

Nessa nova compreensao do Ensino Médio e da Educacgao
Basica, a organizagdo do aprendizado ndo seria conduzida de
forma solitaria pelo professor de cada disciplina, pois as escolhas
pedagdgicas feitas numa disciplina ndo seriam independentes do
tratamento dado as demais, uma vez que € uma agao de cunho
interdisciplinar que articula o trabalho das disciplinas, no sentido
de promover competéncias. (BRASIL, 2002, p. 13)

Nos atuais termos para oferta do ensino médio, consubstanciados na Lei
de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional n°. 9394/96, destacamos o aspecto
que propde a organizagao curricular com seguinte o componente: “integragao e
articulacdo dos conhecimentos em processo permanente de interdisciplinaridade
e contextualizagdo” (BRASIL, 2006, p. 7).
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Quanto a compreensdo do termo interdisciplinaridade nos dias atuais,

concordamos com Machado (1993) ao afirmar que:

a interdisciplinaridade €& hoje uma palavra-chave para a
organizagdo escolar; pretende-se com isso o estabelecimento de
uma intercomunicagao efetiva entre as disciplinas, através da
fixagdo de um objeto comum diante do qual os objetos particulares
de cada uma delas constituem sub-objetos. (MACHADO, 1993, p.
32)

Dentro dessa perspectiva, faremos uma analise do Curriculo do Estado

de Sao Paulo.

2.4 Curriculo do Estado de Sao Paulo

Quanto aos motivos para se ensinar determinado conteudo matematico, o
Curriculo destaca que “as razbes para ensinar um assunto vém, antes,
associadas ao projeto educacional a que servem. Se existe uma boa razéo para
se fazer algo, sempre é possivel arquitetar uma maneira de fazé-lo: quem tem um
‘porqué’ arruma um ‘como” (SAO PAULO, 2010, p. 49), e organiza os contetidos

disciplinares em trés blocos tematicos: Numero, Geometria e Relagées.

No bloco tematico das Relagbes, € proposto para o Ensino Médio,
incorporar nesse eixo a investigacdo das relagbes entre grandezas que
dependem umas das outras, iniciando assim o estudo das funcdes. Neste bloco,
verificamos que sdo feitas algumas referéncias quanto ao ensino de ideias

basicas do Calculo Diferencial a partir da nogcédo de taxa de variacao.

Em cada caso, a nogéo de taxa de variagido, ou seja, a medida da
rapidez com que uma das grandezas interdependentes varia em
relacdo a outra, sera destacada como um preludio ao estudo do
calculo. Na verdade, todo o calculo diferencial é tributario dessa
ideia de taxa de variagéo. (SAO PAULO, 2010, p. 43)

O Curriculo ainda orienta que “o destaque dado as taxas de variacéo
pode servir de base para uma apresentagcao das primeiras nogcdes de calculo”

(SAO PAULO, 2010, p. 38), porém, ndo as introduz nominalmente no ambito do
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Ensino Basico por considera-las distanciadas da pratica dos professores, “[...] néo
introduzindo nominalmente temas distanciados da pratica dos professores, como
seriam, por exemplo, no¢des de calculo diferencial e integral ou de geometrias
n&o euclidianas” (SAO PAULO, 2010, p. 38).

Rossini (2006, p. 280) referindo-se a formac&o dos professores de
matematica, com uma perspectiva voltada ao processo de ensino e aprendizagem
das nogdes do Calculo Diferencial a partir da nogdo de taxa de variagao ressalta
que “os conceitos de taxa de variagdo e de derivada, conceituada como a taxa
instantanea de variagdo, sao conteudos do curso de Calculo de toda licenciatura
em matematica. Mas taxa de variagdo nao se articula com aquilo que é feito na

sala de aula”. Para a autora:

Nao ha espaco, dentro da formagao especifica do licenciando
para que ele seja exposto, de maneira sistematica e coerente, a
matematica que vai ensinar, com um olhar voltado
especificamente para a sua formacao profissional. (SOARES et
all., 1997, p. 28 apud ROSSINI, 2006, p. 280).

Nesse sentido, Reis (2001) afirma que:

Somente estabelecendo elementos que esclarecam a real fungao
do Calculo na formagao matematica do aluno, o professor tera
condigbes de refletir sobre que objetivos tragar, que conteudos e
metodologias estabelecer, enfim, que pratica pedagogica
desenvolver. (REIS, 2001, p. 23)

Quanto a interdisciplinaridade, o Curriculo destaca que:

vivemos uma época em que as atividades interdisciplinares e as
abordagens transdisciplinares constituem recursos fundamentais
para a construgdo do significado dos temas estudados,
contribuindo de modo decisivo para a criacdo de centros de
interesse nos alunos. (SAO PAULO, 2010, p. 28)

Ao concluir as consideracdes para o ensino de Matematica aos niveis de
ensino Fundamental e Médio, o Curriculo apresenta um quadro, dividido em série
e bimestre, com o0s respectivos conteudos a serem trabalhados, onde

constatamos que, nominalmente, nem a nog¢ao de taxa de variacao instantanea,
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nem outras ideias fundamentais do Calculo Diferencial estdo presentes,
entretanto o estudo da ideia de variagcdo € iniciado no 9° ano do Ensino
Fundamental, e retomado na 32 série do Ensino Médio. Ja o ensino das funcdes
esta dividido entre uma série do Ensino Fundamental e as demais séries do

Ensino Médio.

Ao analisar esse quadro, constatamos que para o 9° ano, no segundo
bimestre, € proposto desenvolver o tema fungao a partir de suas ideias basicas, a
ideia de variacdo e a construgao de tabelas e graficos para representar fungdes

polinomiais do 1° e do 2° grau.

Para a 12 série do Ensino Médio, no segundo bimestre, também é
proposto abordar o tema fungdo, com énfase na relagado entre duas grandezas,
nas proporcionalidades direta, inversa, direta com o quadrado e nas fungdes

polinomiais do 1° e do 2° grau.

Ja para a 3?2 série do Ensino Médio, € disposto um bimestre, o terceiro,
para realizar o estudo das fungdes, em que ¢€ proposto o estudo das
caracteristicas das fungdes e dos graficos de fungdes trigonométricas, fungdes
exponenciais, fungdes logaritmicas e fung¢des polinomiais, cujo foco € o estudo
dos sinais, das situagdes de crescimento/decrescimento e das taxas de variagao;

também s&o abordados nesse bimestre os temas: translacao, reflexao e inversao.

E importante destacar que o Curriculo ndo é impostos aos professores,
aos alunos nem as escolas, é flexivel. E um documento que tem o papel de
nortear o processo de ensino e aprendizagem e auxiliar trabalho pedagogico
realizado nas unidades de ensino do Estado de S&o Paulo, adequando-se as

necessidades locais e a realidade na qual a escola encontra-se inserida.

Naturalmente, ndo se pode pretender que tal lista de conteldos
seja rigida e inflexivel: 0 que se pretende é que ela propicie uma
articulagéo consistente, entre as iniumeras formas possiveis, dos
diversos temas, tendo em vista os objetivos maiores que
fundamentam o presente Curriculo: a busca de uma formacéao
voltada para as competéncias pessoais, uma abordagem dos
conteudos que valorize a cultura e o mundo do trabalho, uma
caracterizagdo da escola como uma organizagao viva, que busca
o0 ensino, mas que também aprende com as circunstancias. (SAO
PAULO, 2010, p. 55)
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Feitos esses estudos, em nossa proxima secao faremos uma analise do
material de apoio que é disponibilizado pela Secretaria da Educacgao do Estado de

Sao Paulo para os professores e alunos.

2.5 Material de Apoio Fornecido Pela SEE - SP

Os materiais de apoio disponibilizados pela Secretaria da Educag¢ao do
Estado de Sao Paulo a rede publica estadual sao divididos por série e bimestre, e
em cada bimestre, o tema principal €& dividido em oito unidades, que
correspondem aproximadamente ha oito semanas. Para o desenvolvimento
dessas unidades, sao dispostas quatro situagcbes de aprendizagem que
constituem quatro centros de interesses a serem desenvolvidos com os alunos,

que estao dispostas tanto caderno do professor quanto no caderno do aluno.

Para cada Situagcdo de Aprendizagem, € sugerida uma duragao
em semanas, mas apenas o professor, com seus interesses e
suas circunstancias especificas, podera dimensionar o tempo
dedicado a cada uma das situagdes. (SAO PAULO, 2010, p. 53).

Comegamos nossa analise por Sao Paulo (2008), que corresponde ao 2°
volume do caderno do 9° ano (2° bimestre), pois € a unica série do ensino
fundamental em que é proposto o desenvolvimento da ideia de variagdo. Essa
ideia é desenvolvida a partir da nogao de proporcionalidade, no contexto do
estudo de grandezas direta, inversa e nao proporcionais, € do estudo de suas
representacdes graficas, onde se espera que o aluno compreenda a ideia de
proporcionalidade direta, inversa, e de nao proporcionalidade e também

contextualize a ideia de proporcionalidade em diferentes situacdes problema.

Sé&o Paulo (2009), que corresponde ao 2° volume do caderno da 12 série
do Ensino Médio (2° bimestre), propdée o estudo da interdependéncia entre
grandezas, da proporcionalidade direta e inversa e o estudo das variaveis
dependente e independente de funcbes polinomiais, onde se espera que 0s
estudantes compreendam a ideia de proporcionalidade direta e inversa como
relagdes de interdependéncia, expressem a interdependéncia entre grandezas por

meio de fungdes e contextualizem a ideia de fungao.
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O caderno do professor traz um breve texto que constitui um roteiro a
apresentacao inicial da ideia de funcdo para auxilia-lo, caso necessario,
entretanto, esse texto ndo supre uma possivel falta de conhecimento do professor
quanto ao desenvolvimento dessa ideia, e apds esse texto, se inicia a exploracao

das atividades propostas, denominadas “Multiplos Exemplos”.

Na segunda situacdo de aprendizagem, € abordado o tema funcdo
polinomial de primeiro grau, com foco no significado dos coeficientes, no
crescimento/decrescimento, nas taxas de variagdo, nos graficos e nas
inequacgdes. Para essa situagdo de aprendizagem, é esperado que os estudantes
interpretem uma funcdo polinomial de 1° grau como a expressdao de
proporcionalidade direta entre grandezas e que expressem essa

proporcionalidade por meio de representagdes graficas.

Para nds, esse seria um momento oportuno para o professor abordar

situagdes de interdependéncia entre grandezas diretamente proporcionais, do tipo
y=bx+¢c (b e creais e b+ 0) com foco na nogdo de taxa de variagcdo, pois
nesse tipo de relacdo de interdependéncia, pode-se conduzir os estudantes a

perceber que quando os valores de x variam uma unidade, a partir de um ponto

qualquer do dominio de f, os valores correspondentes de y variam sempre b

. . ; b F— b
unidades. Se c = 0 temos y = bx, ou seja, >~ =7. Se ¢ # 0 temos = _. Deste

modo, o professor podera abordar intuitivamente, a nocédo de taxa de variacéo de

uma fungao polinomial de primeiro grau.

Na terceira situagcdo de aprendizagem, €& desenvolvido o tema fungdes
polinomiais de 2° grau, com suas representagdes graficas, intersecgdes com
eixos, veértices e sinais, onde se espera que os alunos interpretem a funcao
polinomial de 2° grau como uma expressao de proporcionalidade direta com o
quadrado da variavel independente, e expressem graficamente essa

proporcionalidade.

A situagdo de aprendizagem quatro, cujos conteudos e temas séao:

problemas envolvendo equagdes, inequagdes e fungbes polinomiais de 2° grau
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em diferentes contextos; problemas envolvendo maximos ou minimos de fung¢des
polinomiais de 2° grau; da continuidade a situagdo de aprendizagem anterior, e
tem por objetivo conduzir os estudantes a compreender fendmenos que envolvem
a proporcionalidade direta entre uma grandeza e o quadrado de outra, traduzindo
tal relagdo na linguagem matematica das funcgdes, e a equacionar e resolver
problemas que envolvem fun¢des polinomiais de 2° grau, particularmente os que
envolvem otimizagdo (maximos e minimos), cuja estratégia utilizada pelo material
para que o educando absorva os conteudos propostos € a apresentagdao de
atividades e problemas exemplares envolvendo maximos e minimos de fungdes

polinomiais de 2° grau no contexto dos problemas de otimizagao.

Quanto ao 3° ano do Ensino Médio, o terceiro volume de Sao Paulo
(2009), é destinado na integra ao estudo de fungdes. Na primeira situagao de
aprendizagem, denominada “Grandezas, interdependéncias: um panorama sobre
funcdes” é feito um apanhado das fungbes polinomiais de 1° e 2° graus, fungao
exponencial, fungdo logaritmica e fungdes trigonométricas. Sao apresentadas
suas representagcdes graficas em situagbes, denominadas pelo material, de
simples assimilagdo, e suas propriedades fundamentais, uma vez que essas
fungdes ja foram estudadas nas series anteriores.

A segunda situagéo de aprendizagem da continuidade a anterior, em que
retoma as representacgdes graficas das fungdes estudadas, e aborda a construgao
de graficos em situagdes de interdependéncia envolvendo composigoes,

translacdes, ampliagdes e reducgdes.

Na terceira situacdo de aprendizagem, é abordada a ideia de fungao
como uma relagao de interdependéncia, e as fung¢des polinomiais de 1° e 2° graus
sao usadas como base a compreensido das nocdes de variacdo e de taxa de
variagao. Também é proposto uma analise das funcdes estudadas até o momento
sob a perspectiva do crescimento/decrescimento e de taxa de variagdo, e sao
apresentadas as trés formas basicas de crescimento e/ou decrescimento, por

meio de uma série de atividades denominadas de “exercicios exemplares”.

Quanto a ultima situagdo de aprendizagem, o material aborda o estudo

dos fendbmenos naturais e o crescimento/decrescimento exponencial: o numero e.
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Na seg¢do que segue faremos uma analise do Plano Nacional do Livro
Didatico de 2012 de matematica, no intuito de verificar se a nogcdo de taxa de
variagao instantdnea é proposta como tema para sala de aula nos livros

aprovados.

2.6 Guia de Livros Didaticos: PNLD 2012

O guia de livros didaticos de matematica para o Ensino Médio traz
resenhas avaliativas das sete colecbes aprovadas, para o ano de 2012, no
Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD - (BRASIL, 2011), cujo objetivo é
proporcionar subsidios para um melhor aproveitamento das obras no trabalho
pedagogico do professor. Esse documento apresenta caracteristicas comuns
observadas nas obras, tanto matematicas, quanto metodoldgicas, e algumas
sugestbes para contornar determinados obstaculos que foram constatados na

avaliacao das obras.

Em uma observagdo de carater geral, ressalta que nas colegdes
aprovadas “ha excesso de conteudos selecionados” e que “este € um dos motivos

do numero exagerado de paginas das colegdes”. (BRASIL, 2011, p. 19)

Ao analisar de que maneira os conteudos estdo dispostos nas colegoes,
verificamos que o documento apresenta graficos que comparam a atengao dada
aos diferentes campos da matematica, em cada volume das colecgdes.

Constatamos que para a 12 série, as colecdes dispdéem entre 60% e 70%
dos conteudos (paginas) ao tema fungdes, o que de acordo com o PNLD
(BRASIL, 2011) € um excesso de atencgao, quanto a 22 série, a atengado dada ao
tema funcdes cai para menos da metade, e nas coleg¢des voltadas a terceira série,

essa quantidade diminui ainda mais.

Ponderamos que o “excesso de atencdo” dado ao tema funcdes na 12
serie pode ser contornado, se ao invés de aborda-lo em um bloco unico, estanque
e isolado, abordassem-no a partir da nogéo de proporcionalidade e da regra de
trés, seguida de uma abordagem do tema taxa de variagdo como preludio ao
estudo da taxa de variagdo instantanea, uma vez que esses temas também sao

abordados na disciplina de Fisica, contemplando assim a interdisciplinaridade.
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De acordo com o PNLD (BRASIL, 2011), ha uma abordagem fragmentada
entre os conteudos matematicos das colecdes, pois sao tratados isoladamente e
particularizados. Para respaldar essa afirmacdo encontramos no documento um
exame detalhado do campo das funcodes, visto que esse tema é abordado em

todas as colec¢bes aprovadas.

Nesse exame, nos topicos referentes ao estudo das nogbes de
crescimento/decrescimento, estudo do sinal, equacgdes e inequacdes, ressalta que
tais nogdes sao trabalhadas em itens separados, e que desse modo, desperdica-
se “a oportunidade de enfeixar estes tdpicos como subtoépicos de conceitos
unificadores”. (BRASIL, 2011, p. 22-23).

Quanto ao estudo da taxa de variagdo de uma fungdo, o documento
observa que esse conceito “nao é suficientemente explorado na maioria das obras
aprovadas e esta ausente em duas delas” (BRASIL, 2011, p. 23), e ainda, que
esse estudo pode ser abordado como preludio ao ensino do conceito de taxa de

variagao instantanea (derivada).

A taxa de variagdo média de uma funcdo é um dos conceitos
unificadores fundamentais, pois se aplica a classes muito gerais
de fungdes que sdo modelos matematicos para fenbmenos que
envolvem variagdo de grandezas. Constitui-se, além disso, em
uma introdugdo apropriada para a nogéo de taxa de variagao
instantdnea, que ¢é associada, por sua vez, ao conceito de
derivada. (BRASIL, 2011, p. 23).

No que tange a nocgédo de taxa de variagao instantanea (derivada), o
documento orienta que esse topico deve ser considerado como opcional para o
ensino médio, entretanto, ressalta que experiéncias de sua inclusdo podem ser
feitas nos livros didaticos, desde que “este conceito seja introduzido de modo
articulado com o conceito de taxa de variagdo média de uma funcao”. (BRASIL,
2011, p. 23)

Ao buscar quantas e quais obras abordam a nocéo de taxa de variacao
instantanea (derivada), como conteudo para a sala de aula, verificamos que
apenas duas das sete obras aprovadas abordam esse tema, todavia, o PNLD
(BRASIL, 2011) adverte que essa abordagem é feita de “modo nao satisfatorio”.

Observamos ainda, que as nogdes referentes ao Calculo Diferencial sao
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abordadas somente nos volumes destinados a 32 série, e sempre no ultimo

capitulo.

O livro Matematica — Contexto & Aplicacbes de Luiz Roberto Dante
(BRASIL, 2011, p. 61), destina sua ultima unidade tematica, composta por vinte e
seis paginas, ao estudo de derivadas, a partir de taxas de variagdo meédia e
instantanea, derivadas de funcbes elementares, propriedades operatérias,

interpretacbes geométricas e comportamento de fungdes.

De acordo com o PNLD (BRASIL, 2011), as principais caracteristicas
dessa obra sao o excesso de conteudos e o fato de que os mesmos sao
desenvolvidos de maneira enciclopédica. Quanto ao ensino de nogdes de Calculo
Diferencial, o documento observa que “a abordagem dos conceitos de Calculo
Diferencial, presente no volume 3, é realizada com énfase em procedimentos, o
que limita a compreensado desses conceitos, que sdo mais elaborados e, nessa

fase escolar, estudados pela primeira vez”. (BRASIL, 2011, p. 65)

Quanto ao modo como é abordado o tema taxa de variagdo nessa
colecao, esse guia ressalta que o introduzem por meio do estudo de algumas
funcdes, porém, sem uma adequada atribuicdo para o seu significado, e adverte
que a linguagem empregada nessa colegdo pode dificultar a compreensao dos
conceitos presentes no estudo do Calculo Diferencial.

O livro Matematica Ensino Médio de Maria Ignez Diniz e Katia Stocco
Smole (BRASIL, 2011, p. 90), também dedica seu ultimo tépico, composto por
vinte e cinco paginas, a introdug&o ao estudo de limites e derivadas.

De acordo com o PNLD (BRASIL, 2011), essa colecdo também contém
excesso de conteudos, fato esse, que acreditamos ser o motivo que alguns
tépicos foram indicados como opcionais, como o caso da derivada (taxa de

variagéo instantanea).

Feito esse estudo, entendemos que todos os elementos necessarios para
o desenvolvimento deste trabalho ja foram apresentados, assim, no capitulo que

segue apresentaremos a pesquisa de campo realizada e os resultados obtidos.
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3 APESQUISA

Neste capitulo descrevemos o estudo de campo realizado, apresentando
nossos sujeitos de pesquisa, a aplicacdo da sequéncia didatica com nossas
respectivas observacgdes e, finalmente a sequéncia didatica, com as analises a

priori e a posteriori.

3.1 Os Sujeitos da Pesquisa

Participaram da pesquisa um grupo de alunos da terceira serie do Ensino
Médio de uma escola publica estadual, situada na cidade de Santo André — SP,
que, atualmente, conta com aproximadamente 1700 alunos matriculados no
Ensino Fundamental e Médio, distribuidos em trés periodos. A opgado por esta
escola ocorreu, primeiro, pelo fato da mesma contar com um laboratério de
informatica que deu suporte a aplicagdo da sequéncia didatica e, em seguida,
pelo fato de que, atualmente, ha quatro turmas de terceira série do Ensino Médio,

uma no periodo diurno e as demais no noturno.

Nao foi estabelecido um critério para a escolha dos estudantes que
participariam desta pesquisa, assim, escolhemos estudantes que tinham interesse
em participar como voluntarios. Ressaltamos que para preservar a identidade dos

estudantes, optamos por apresenta-los por nomes ficticios (pseuddnimos).

O grupo de voluntarios foi composto por oito estudantes com idades entre
dezesseis e dezessete anos, sendo que destes, somente dois estudam no
periodo diurno, fato esse, que nos conduziu a realizar a aplicagdo da sequéncia
didatica no periodo noturno, pois alguns estudantes ndo podiam frequentar a

escola em horarios alternativos. Também participou da aplicagdo um professor
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observador, que ministra aulas de Historia nesta escola, pés-graduado na area de
Educacao.

Nenhum dos estudantes que participaram do experimento ja reprovou de
série e, somente um cursou o Ensino Fundamental, a primeira e a segunda serio
do Ensino Médio em uma escola particular, os demais estudaram somente em

escolas publicas.

3.2 Descricao da Aplicagcao

Nossa sequéncia didatica € composta por quatro situagdes de
aprendizagem que por sua vez sao compostas por atividades que constituem
situacdes de acao que intentam conduzir os estudantes a aquisicao da ideia de

taxa de variacao instantanea a partir da nocéo de taxa de variacao.

De acordo com os PCN+,

A aprendizagem ndo se da com o individuo isolado, sem
possibilidade de interagir com seus colegas e com o professor,
mas em uma vivéncia coletiva de modo a explicitar para si e para
os outros o que pensa e as dificuldades que enfrenta. Alunos que
nao falam sobre matematica e ndo tém a oportunidade de produzir
seus proprios textos nessa linguagem dificiimente serao
autbnomos para se comunicarem nessa area. (BRASIL, 2002,
p.120)

Assim, optamos por dispor os voluntarios de nossa pesquisa em duplas,
fato esse, que julgamos facilitar a troca de informagdes e as discussdes entre os
componentes; também optamos por ndo manter a mesma formagao das duplas
durante os encontros, para que houvesse uma troca de experiéncias e
conhecimentos entre todos os estudantes, assim, a cada encontro foram

formadas novas duplas, de modo a n&o repetir qualquer formagao anterior.

O experimento ocorreu ao longo de quatro encontros, realizados nos dias
10, 11, 14 e 15 de maio de 2012, onde os trés primeiros tiveram duracédo de

aproximadamente 2 horas, e o ultimo de aproximadamente 1 hora.

Em cada encontro, os estudantes receberam um material impresso,

referente a situagcado de aprendizagem que seria abordada, e tiveram acesso a um
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ambiente informatizado, necessario para desenvolver as atividades. Ressaltamos
que o material impresso servia para que os alunos anotassem e registrassem as

solucdes das atividades propostas.

No primeiro encontro, realizado no dia 10/05/2012, demos inicio a
situagdo de aprendizagem 1, composta por seis atividades. Compareceram os
oito estudantes.

Inicialmente, explicamos que haveria um professor, que faria algumas
observagbes, e que suas anotagdes seriam utilizadas na analise dos resultados
apresentados pelos estudantes. Explicamos também, que gravariamos, em video,
o desenvolvimento das quatro situagdes de aprendizagem, no intuito de observar

o raciocinio que os conduziu a resolucao.

Ao final do encontro, apresentamos uma devolutiva referente as
atividades que foram abordadas nesta situagéo de aprendizagem em consonancia

com a institucionalizagdo dos conhecimentos abordados na mesma.

No segundo encontro, realizado no dia 11/05/2012, demos inicio a
situacdo de aprendizagem 2, composta por cinco atividades, em que
compareceram os oito estudantes. Fechamos este encontro com a discusséo das

atividades e com a institucionalizacdo dos conhecimentos abordados.

No terceiro encontro, realizado no dia 14/05/2012, iniciamos a situag¢ao de
aprendizagem 3, composta por duas atividades referentes ao estudo da taxa de
variagao no ponto, em que todos os estudantes compareceram. Ao final deste
encontro apresentamos a devolutiva referente as atividades que compunham a

situagao de aprendizagem e institucionalizamos os conhecimentos abordados.

No quarto e ultimo encontro, realizado no dia 15/05/2012, desenvolvemos
a situacao de aprendizagem quatro, que estudava a ideia da taxa de variagao da
taxa de variagdo de uma fungao polinomial de segundo grau, onde compareceram

todos os estudantes.

Ao encerrar este encontro discutimos a ideia de taxa de variacao da taxa
de variagdo de uma funcdo polinomial de segundo grau e institucionalizamos os

conhecimentos abordados.
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3.3 A Sequéncia Didatica

Os termos didaticos de nosso vocabulario foram baseados em Robert
(1998), assim, estamos chamando de sequéncia didatica uma quantidade de
situagdes de aprendizagem que serdo apresentadas a um grupo de estudantes do
3° ano do Ensino Médio com uma ordem pré-estabelecida, que esta
fundamentada na Teoria de Registros de Representagcdo Semidtica e na Teoria

das Situagdes Didaticas.

As situagbes de aprendizagem sao compostas de atividades que tém o
intuito de conduzir os estudantes a constru¢ao de significado para ideia de taxa
de variagao instantdnea a partir da nogao de taxa de variagédo. E as atividades,
por sua vez, estdo associadas as ag¢des dos estudantes perante as situacdes de

aprendizagem.

Para elaborar esta sequéncia didatica, que esta na integra no apéndice A,
baseamo-nos nas atividades propostas por Machado (1988), Silva (2002) e Trotta
(1980), uma vez que esses autores propdem uma abordagem intuitiva a nogao de
taxa de variagdo instantdnea. Consideramos também, os resultados das
pesquisas apresentadas em nossa revisao bibliografica, no intuito de eleger as
variaveis didaticas' pertinentes ao processo de ensino e aprendizagem da ideia

de taxa de variagao instantanea.

Para cada situagao de aprendizagem apresentaremos uma analise unica,
composta pela analise a priori, pelos resultados da experimentacao e pela analise
a posteriori, visto que essas fases tém papel fundamental para a validagdo ou

refutagcdo de nossa sequéncia didatica.

13 ~ o e . .

De acordo com Robert (1998, tradugéo nossa, p. 38), “sdo variaveis sobre as quais o professor pode jogar,
que nao se referem ao enunciado do problema, mas sim aos dominios dos parametros e que podem mudar
os procedimentos dos alunos”.
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Situacao de aprendizagem 1 — Variagées proporcionais — taxa de variacao

Essa situagdo de aprendizagem, composta por seis atividades, tem por
objetivo estudar os fendmenos relacionados ao enchimento e esvaziamento de
dois reservatérios de agua, de modo a conduzir os estudantes a construir

significado para a ideia de taxa de variagao.

Atividade 1 — Uma banheira é abastecida por uma torneira cujo fluxo de agua é
constante e igual a 5 litros por minuto, sabe-se que a mesma estava inicialmente vazia.

Nessas condicdes, responda:

a) Qual o volume de agua da banheira, apés 1 minuto com a torneira aberta? E apds 5

minutos?

b) Sabe-se que a capacidade maxima da banheira é igual a 75 litros, assim, quanto

tempo a torneira deve permanecer aberta para encher a banheira completamente?

c) Quando o tempo que a torneira permanece aberta aumenta de 1 para 2 minutos,
quantos litros o volume de agua da banheira aumenta? E quando esse tempo aumenta
de 6 para7 minutos, o que ocorre com o volume de agua da banheira?

d) Para um aumento de tempo de 1min a partir de um instante qualquer, o quanto
aumenta o volume de agua da banheira?

e) Por meio de uma sentenga matematica, expresse o volume de agua da banheira em

funcao do tempo.

Analise da atividade 1

Essa atividade tem por objetivo conduzir os estudantes a generalizar a
relacdo de interdependéncia entre o volume de agua da banheira e o tempo
necessario para enché-la por meio de uma sentenga matematica, e conduzi-los a
perceber, ainda que intuitivamente, que quando os valores do tempo aumentam
uma unidade, a partir de um instante qualquer, os valores correspondentes ao
volume de agua da banheira aumentam sempre cinco unidades.

Todos os alunos desenvolveram a atividade proposta e atingiram seu
objetivo, embora alguns se depararam com determinados contratempos, ora de
interpretacéo (o aluno William interpretou o instante + = imin como o momento
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inicial), ora de conhecimento matematico (o aluno Guilherme n&o relacionou o
volume de agua banheira com o tempo necessario para enché-la).

Esperamos que para o item (a) os estudantes concluam que apés 1 min
com a torneira aberta o volume de agua da banheira sera igual a 5 litros, e apos

5 min 0 volume de agua da caixa sera igual a25 litros.

Somente a dupla formada pelos alunos William e Artur ndo apresentou
uma solugcdo compativel com a esperada, concluiram que apds 5 minutos com a
torneira aberta o volume de agua da banheira seria igual a 30 litros, entretanto,
com base na verbalizacdo dos estudantes, constatamos que eles perceberam que
ha uma relagdo de interdependéncia entre as grandezas em questao, e quando
questionados quanto a sua resolugao, William afirmou que nao estava correta,
‘percebendo pela taxa de variacdo eu diria que ndo, que foi basicamente o
exercicio dizendo que a medida que estaria variando uma unidade de tempo,

estaria variando cinco”.

As demais duplas apresentaram a solucdo quase que instantaneamente.
De acordo com o aluno Gabriel, a solugdo deu-se a partir do seguinte raciocinio:

“por exemplo, se um minuto é cinco, entdo cinco minutos seria vinte e cinco”.

Para o item (b), esperamos que os alunos concluam que sdo necessarios
15 min para que o volume de agua da banheira atinja a marca de 751, visto que
esse € o tempo minimo para encher a banheira completamente.

Todas as duplas relacionaram corretamente o volume de agua da
banheira com o tempo gasto para enché-la, porém, trés ndo explicitaram os
procedimentos utilizados. Somente a dupla formada pelos alunos Guilherme e

Daniel registraram tais procedimentos, pois afirmaram que “deve-se permanecer a

torneira aberta durante 15 minutos” para encher a banheira, pois “5 - 15 = 75”.

Para o item (c), esperamos que os estudantes percebam que a medida

que o tempo que a torneira permanece aberta aumenta de 1 para 2 min ou de 6

para 7 min, 0 volume de agua da banheira aumenta 5l, e concluam que a medida
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que o tempo aumenta de 1 para 2 minutos o volume de agua da banheira varia de
51 para 101, e quando o tempo aumenta de & para 7 minutos o volume de agua da
banheira varia de 30! para 351.

Na analise deste item, constatamos que os estudantes ndao apresentaram
dificuldades para chegar a solugdo esperada. A dupla formada pelos alunos
Willian e Artur, afirmou que quando os valores do tempo aumentam uma unidade,
a partir de um instante qualquer, os valores correspondentes ao volume de agua

da banheira aumentam sempre cinco litros.

A dupla formada pelos alunos Guilherme e Daniel embora tenha o feito
equivocadamente, obteve a variagdo do volume de agua da banheira em fungéo
do tempo, por meio de uma razdo, como mostra a figura 1, e concluiu que para
um aumento de tempo de 1 minuto o valor correspondente ao volume de agua da

banheira aumenta 5 litros.

Figura 1: Resolugao do item ¢ da atividade 1 pelos alunos Guilherme e Daniel

Os alunos Lucas e Gabriel também afirmaram que a medida que os
valores do tempo aumentam uma unidade, a partir de um instante qualquer, os
valores correspondentes ao volume de agua da banheira aumentam sempre cinco
unidades, fato esse, que ndo verificamos nas solucbes apresentadas pelas

demais duplas.

Ja os alunos Caroline e Leonardo apresentaram uma solugédo curta e
objetiva, afirmaram que quando o tempo aumenta de 1 para 2 minutos o volume
de agua da banheira aumenta 5 litros e quando o tempo aumenta de 6 para 7

minutos o volume também aumenta 5 litros.
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Esperamos que para o item (d) os estudantes generalizem as inferéncias
pontuadas a partir do item anterior, e concluam que para um aumento de tempo
de 1 minuto, a partir de um instante qualquer, o volume de agua da banheira

aumenta sempre a mesma quantidade, isto €, aumenta sempre 5 litros.

Os estudantes n&o apresentaram dificuldades para atingir o objetivo deste
item. Os alunos Caroline e Leonardo novamente apresentaram uma solucéo curta
e objetiva, sem apresentar o raciocinio que os conduziu a mesma.

A dupla formada pelos estudantes William e Artur afirmou que pelo fato do
fluxo de agua ser constante e igual a cinco litros por minuto, a variagdo do volume
de agua para um aumento de tempo de um minuto, a partir de um instante

qualquer, sera sempre a mesma e igual a cinco litros.

Os alunos Lucas e Gabriel também perceberam que para um aumento de
tempo de um minuto, a partir de um instante qualquer, o volume de agua da
banheira sempre aumenta cinco litros, “independentemente do tempo, a cada

minuto passado o volume de agua aumentara sempre 5 litros”.

A dupla formada pelos alunos Guilherme e Daniel, também percebeu a
variagdo do volume de agua da banheira em fungdo do tempo, e que essa
variagao € sempre a mesma, pois afirmaram, para um aumento de tempo de um

minuto, que o volume de agua da banheira “aumenta cinco litros normalmente”.

Esperamos que para o item (e) os estudantes apresentem a funcao
polinomial de primeiro grau v(t) =5t para representar o volume de agua na
banheira em fun¢ao do tempo.

Embora alguns estudantes n&o tenham apresentado uma solugdo
compativel com a que esperavamos, na fase de validacdo, perceberam

imediatamente seus equivocos e justificaram-nos. Segundo William “a gente

fazendo percebeu que estaria errada, que seria no caso é y = 5x’.

A dupla formada pelos alunos Guilherme e Daniel também néo
apresentou uma solugdo equivalente a que haviamos previsto, entretanto,
expressaram, ainda que de uma maneira sucinta, a relagao de interdependéncia

entre o volume de agua da banheira e o tempo necessario para enché-la, pois
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perceberam que o volume de agua da banheira pode ser obtido por meio do
produto entre as medidas de tempo e vazao de agua da torneira.

Enquanto as demais duplas apresentaram solugdes curtas e objetivas, e
nao demonstraram dificuldades para chegar a solugado que era esperada e atingir

0 objetivo deste item.

Atividade 2 — O volume (v) de agua da banheira em fungdo do tempo (t) é expresso

pela fungdo v(t) = 5t. Complete a tabela abaixo com os valores correspondentes ao

volume de agua da banheira, em seguida responda:
0123451015

Tempo (mim)

Volume (1)

a) Quando os valores do tempo aumentam, o que ocorre com o0s valores
correspondentes ao volume de agua da banheira?

b) A medida que os valores do tempo aumentam acerca de um minuto, a partir de um
instante qualquer, o quanto aumentam os valores correspondentes ao volume de agua

da banheira?

Analise da atividade 2
Essa atividade tem por objetivo conduzir os estudantes a perceber, via

registros de representagéo algébrica e tabular da fungdo »(t) =5-t, que a taxa

de variagédo de v(t) em relacdo a t € constante e igual a 5. Assim, a partir das

informacgdes obtidas por meio do registro de representagéo algébrica, almejamos

que os alunos completem o quadro fornecido e apresentem a seguinte solugéo:

0(1/2 |3 (4 |5 10|15
0[{5|10]1520|25|50 |75

vit)
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Os estudantes ndo apresentaram dificuldades em atingir o objetivo desta
atividade e apresentar solugdes compativeis com as que esperavamos. Segundo

Guilherme “multiplicando-se 5 pelo tempo tem-se o valor do volume”.

Para o item (a) esperamos que os estudantes percebam que a medida
que os valores do tempo aumentam os valores correspondentes ao volume de
agua da banheira também aumentam, e percebam, ainda que intuitivamente, que

estas sdo caracteristicas de uma fungao crescente.

Somente os alunos Leonardo e Caroline afirmaram que a medida que os
valores do tempo aumentam os valores correspondentes ao volume de agua da
banheira “aumentam a uma taxa constante e diretamente proporcional’”.

As demais duplas, embora tenham percebido que a medida que o tempo
aumenta o volume de agua da caixa também aumenta, ndo evidenciaram esse
fato. De acordo com William: “a gente usou a mesma logica da questdo de

variagao”.

Posto isso, percebemos a necessidade de modificar o enunciado deste
item, de modo que conduza os estudantes a perceber a nogdo de crescimento
que esta imbricada na nocédo de taxa de variagcdo, pois nenhuma dupla afirmou

que as caracteristicas apresentadas na tabela sdo de uma fungao crescente.

Esperamos que para o item (b), os estudantes percebam que a medida
que os valores do tempo aumentam uma unidade, a partir de um ponto qualquer,
os valores correspondentes ao volume de agua da banheira aumentam cinco
unidades, e percebam também, ainda que intuitivamente, que essa variagao €
constante e igual a 5.

Todas as duplas perceberam que a medida que os valores do tempo
aumentam uma unidade, a partir de um instante qualquer, os valores
correspondentes do volume de agua da banheira aumentam cinco litros.
Entretanto, somente as duplas formadas pelos alunos William e Artur e pelos
alunos Lucas e Gabriel, perceberam que essa variagdo é constante e igual a
cinco.

Atividade 3 — No geogebra, represente graficamente a reta de equagédo y = 5z,
marque um ponto qualquer no eixo x € nomeio de 4, trace uma reta perpendicular ao
eixo passando por 4 e determine sua intersecgdo com a reta y = 5x, nomeie essa
interseccdo de B e trace uma perpendicular ao eixo ¥ que passe por B, em seguida,
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movimente o ponto 4 e responda:
a) Quando os valores de x aumentam, o que ocorre com os valores correspondentes
de v?
b) E quando os valores de x aumentam de x =1 para x =2, o que ocorre com 0s
valores correspondentes de y? E quando aumentam de x = 4 para x = 5?
c) A medida que os valores de x aumentam acerca de uma unidade, quantas
unidades os valores correspondentes de y aumentam?
d) Nomeie a origem do referencial cartesiano de @, em seguida, construa os
segmentos AE e A0, apresente seu “nome e valor”, e calcule o quociente entre as
medidas de AE e AOQ.
e) Movimente o ponto 4, em seguida calcule o quociente entre as novas medidas de
ABe AQ. O que se pode observar quanto ao quociente entre as medidas de AE e A0
obtidas nesse item e no item anterior? Se vocé movimentar o ponto 4 inUmeras
vezes, 0 que acontecera com o valor do quociente entre AE e AG?
f) Considere a funcgéo v(t) = 5t, obtida na atividade 1, e a equagdo y = 5x. O que 0s
valores do eixo x representam? E os valores do eixo y?

Analise da atividade 3

Essa atividade tem por finalidade conduzir os estudantes a perceber que
a taxa de variagéo de v(t) em relagéo a t € constante e igual a cinco. Para isso,
apresentamos um breve roteiro que intenta conduzi-los ao calculo da taxa de

variagdo de »(t) em relacdo a + por meio da tangente trigonométrica do angulo

que é formado pela reta de equagao y = 5x e 0 eixo das abscissas, fato esse, que

institucionalizaremos ao final desta situacdo de aprendizagem. Todas as duplas

perceberam, via registro de representacao grafica, que a taxa de variagdo de

v(t)em relagdo a t € constante e igual a cinco unidades.

Esperamos para o item (a), que os estudantes percebam que quando os

valores de x aumentam, os valores correspondentes de y também aumentam,

caracterizando uma representacao grafica crescente, o que foi percebido quase

que instantaneamente.
Os alunos Willian e Artur basearam sua solugao exclusivamente na ideia

de taxa de variagéo, afirmaram que “a cada unidade que o eixo x varia, o eixo y

varia 5”. Segundo William, “a gente percebeu que basicamente quase todas as
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atividades ela tava se tratando basicamente do mesmo exercicio dos mesmos
numeros, s6 que sO tava mudando a forma que apresentava a questdo, foi
basicamente o que a gente percebeu a gente ja ficou mais facil de entender essas

coisas que estaria variando”.

Os alunos Leonardo e Caroline também foram taxativos ao afirmar que
quando os valores do tempo aumentam os valores correspondentes ao volume de
agua da banheira “aumentam de forma constante e diretamente proporcional”. As

demais duplas apresentaram solugdes curtas e objetivas.
Para o item (b) esperamos que os estudantes percebam que a medida

que os valores de x aumentam uma unidade, a partir de um ponto qualquer, os
valores correspondentes de y aumentam sempre cinco unidades, e concluam que
quando os valores de x aumentam de x = 1 para x = 2oude x = 4 para x = 5, 0S
valores correspondentes de y aumentam sempre 5 unidades.

Os alunos Lucas e Gabriel, embora tenham notado que quando os
valores de x aumentam os valores correspondentes de y também aumentam, ndo
perceberam, ou nao relataram, que para um aumento de uma unidade nos
valores de x, 0 aumento correspondente dos valores de y sera sempre igual a
cinco unidades.

As demais duplas perceberam, quase que instantaneamente, que para
um aumento de tempo de um minuto, a partir de um instante qualquer, o volume

de agua da banheira aumenta sempre cinco litros.

Esperamos que para o item (c), os estudantes generalizem as inferéncias
pontuadas a partir do item anterior, e concluam que a medida que os valores de x
aumentam uma unidade, a partir de um ponto qualquer, os valores

correspondentes de y aumentam a uma taxa constante e igual a cinco unidades.
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Todos os estudantes atingiram a finalidade deste item quase que
imediatamente. Os alunos Lucas e Gabriel, embora ndo tenham atingido o

objetivo do item anterior, neste, afirmaram que a medida que os valores de x
aumentam uma unidade a partir de um ponto qualquer os valores

correspondentes de y aumentam sempre cinco unidades.

Para o item (d), esperamos que os estudantes percebam a taxa de
variagdo de y em relacdo a x por meio do quociente entre as medidas dos
segmentos vertical e horizontal do tridngulo retangulo OAB, por meio da

manipulacdo da representagcdo grafica da funcdo v, e verifiquem, ainda que
. . ~ AR N . ~
intuitivamente, que a razéo ik corresponde a taxa de variagdo de y em

relacdo a x. Somente a dupla formada pelos alunos William e Artur n&o atingiu o

objetivo deste item, e nao justificou sua solugdo, enquanto as demais duplas

atingiram-no com destreza.
Para o item (e), esperamos que os estudantes percebam que para
quaisquer valores de x, o valor do quociente entre as medidas de AB e AO néao

sofre alteragdes, ou seja, € sempre 0 mesmo e igual a 5, e que esse valor
corresponde a taxa de variagéo de y em relacédo a x. Todas as duplas chegaram a

solugéo esperada e atingiram a finalidade deste item sem apresentar dificuldades.
Para o item (f) almejamos que os estudantes relacionem os valores de v

com os valores referentes ao volume de agua da banheira e os valores de x com

os valores correspondentes ao tempo gasto para enché-la. Fato este, que foi

atingido quase que instantaneamente por todas as duplas.

Atividade 4 — Em um novo arquivo do geogebra, represente graficamente a fungéo

v(t) = 5t, selecione a ferramenta “inclinagao”, aplique-a sobre a reta que representa a




93

funcao v e responda:

a) Qual a medida do segmento vertical?

b) Qual a medida do segmento horizontal?

c) Determine o quociente entre a medida do segmento vertical e a medida do
segmento horizontal.

d) O que se pode observar quanto ao resultado do quociente obtido no item anterior e

os resultados obtidos nos itens (d) e (e) da atividade 37?

Andlise da atividade 4

Essa atividade tem por objetivo conduzir os estudantes a perceber, para
a funcéo »(t) = 5t, cuja representagao grafica é a reta de equagao y = 5x, como
mostra o grafico 16, que o valor do coeficiente de inclinacdo dessa reta

corresponde a taxa de variagao de y em relagéo a x.

Grafico 16: Representagéo grafica da fungdo »(t) = 5¢
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Todos os estudantes perceberam que o valor do coeficiente de inclinagcéo

da reta de equagao y = 5x corresponde a taxa de variagdo do volume de agua da

banheira em relacdo ao tempo necessario para enché-la.

Ao iniciar esta atividade, os estudantes depararam-se com um entrave

provocado pela interface do geogebra, uma vez que o software nao reconhece as

variaveis v € t e as indefine, somente apdés a intervengdo do professor os
estudantes relacionaram os valores de v e t com y € x.

Para os itens (a) e (b) almejamos que os estudantes manipulem as
ferramentas do geogebra de modo a determinar as medidas dos segmentos
vertical e horizontal do tridngulo retdngulo obtido por meio da ferramenta
“‘inclinagao”, e verifiquem que a medida do segmento vertical € igual a 5, e do
segmento horizontal é igual a 1, fato esse, que os estudantes fizeram sem

apresentar dificuldades.
Esperamos, para o item (c), que os estudantes relacionem, ainda que
intuitivamente, a taxa de variagdo de y em relagdo a x com o valor do quociente

entre as medidas dos catetos do tridngulo retdngulo obtido por meio da
ferramenta “inclinagdo”, e concluam que esse valor € sempre o mesmo e igual a
5.

Nenhum estudante apresentou dificuldades para calcular o quociente
entre as medidas dos catetos do tridngulo retdngulo obtido por meio da
ferramenta “inclinagcdo” e chegar a solugdo que esperavamos. Ressaltamos,

porém, que nao identificamos se os mesmos perceberam, ou ndo, que o valor

deste quociente corresponde a taxa de variacao de y em relagdo a x.

Para o item (d), esperamos que os estudantes verifiquem que o

coeficiente de inclinacdo da reta de equagdo y = 5x corresponde a taxa de

variagao de y em relacéo a x, fato esse, que todas as duplas constataram, quase

que instantaneamente.
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As atividades 5 e 6 tém por finalidade conduzir os estudantes a

compreender a nogao de taxa de variagao para a fungéo v(t) = 100 — 5t.

Atividade 5 — Uma caixa de agua é abastecida por uma torneira cujo fluxo de agua é
constante e igual a 10 litros por minuto e, simultaneamente, seu conteudo escoa, por
outra torneira, cujo fluxo de agua é controlado a razdo constante de 15 litros por minuto.

Em certo instante, o volume de agua nessa caixa é de 100 litros.™
a) Expresse o volume de agua na caixa t minutos depois desse instante, por meio de

uma sentenga matematica?
b) Complete a tabela abaixo com os valores correspondentes ao volume de agua na

caixa.

Tempo (min) 0(1(2(3(4(5|10 |20

Volume (I}

c) A medida que os valores do tempo aumentam, o que ocorre com os valores

correspondentes ao volume de agua da caixa?

d) Quando os valores do tempo aumentam de £ =1 a £ = 2, o quanto variam os valores
correspondentes ao volume de agua da caixa? E quando estes valores aumentam de
t=12at =137

e) Quando os valores do tempo aumentam acerca de uma unidade, a partir de um
instante qualquer, o quanto variam os valores correspondentes ao volume de agua da

caixa?

Analise da atividade 5
Essa atividade tem por finalidade conduzir os estudantes a perceber,

para a funcéo v (t) = 100 — 5¢, a taxa de variagdo de »(t) em relagdo a ¢ quando

os valores de + aumentam uma unidade, a partir de um instante qualquer.

% Adaptado de Machado (1988).
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Embora nem todos os estudantes tenham atingido os objetivos dos itens

desta atividade, todos perceberam que a taxa de variagédo de »(t) em relagdo a ¢,

quando os valores de t aumentam uma unidade, é constante e igual a menos

cinco litros por minuto.

Para o item (a), esperamos que os estudantes apresentem a relagao de

interdependéncia entre as grandezas em jogo por meio de uma fungéo polinomial
do tipo f(x) =ax+b, € concluam que a fungdo »(t) =100 — 5¢ € a solugdo

esperada.
Somente os alunos Leonardo e Caroline chegaram a solugdo que
esperavamos e atingiram o objetivo deste item, pois relacionaram corretamente o

volume de agua da caixa com o tempo necessario para esvazia-la, e

apresentaram o calculo do volume no instante t = 2min, “a gente deu uma

condigao, falou que o tempo é igual a 2 pra aplicar a férmula pra achar o
resultado”. Ressaltamos também, que a dupla denominou a variagéo do fluxo de

agua de AF, o que nos levou a deduzir que a notagao A (delta), para representar a
ideia de variacao, fazia parte do conhecimento matematico destes estudantes.
Embora os alunos William e Artur ndo tenham apresentado uma solugéo

compativel com a que esperavamos, perceberam que a taxa de variagdo de v(t)

em relagcdo a t € constante e igual a menos cinco unidades, “no caso perdia cinco

em cinco em cada unidade de tempo [...] a gente usou esse critério pra fazer as

outras, porque estaria diminuindo cinco a cada unidade de tempo”.

As demais duplas n&o relacionaram corretamente o volume de agua da
caixa com o tempo necessario para esvazia-la, embora tenham percebido que
para um aumento de tempo de um minuto, a partir de um instante qualquer, o

volume de agua da caixa diminui sempre cinco litros.
Para o item (b), almejamos que os alunos concluam que a taxa de

variagdo de w(t) em relacdo a t € constante e igual a cinco unidades negativas,
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para isso, solicitamos que completassem o quadro fornecido de modo a

apresentar a seguinte solugéo:

Tempo(min)| O |1 |2 |3 |4 |5 |10]|20

Volume (1) 100 | 95|90 |85 |80|75|50 |0

Todas as duplas atingiram o objetivo deste item, contudo, algumas né&o
chegaram a solugédo que haviamos previsto. Segundo Caroline, a solugao deu-se
a partir da solugdo apresentada no item anterior, “a gente aplicou e deu o
resultado certo, e foi aplicando na questdo (b)”. Os alunos Guilherme e Daniel,
também chegaram a solugdo esperada, enquanto os demais ndo apresentaram
uma solugdo compativel com a que consideravamos correta, entretanto, todos
perceberam que para um aumento do tempo de um minuto, a partir de um
instante qualquer, o volume de agua da caixa diminui sempre cinco litros.

Para o item (c), almejamos que os estudantes percebam que a medida
que os valores do tempo aumentam os valores correspondentes ao volume de

agua da caixa diminuem, o que caracteriza uma fungao decrescente.

Somente os alunos Leonardo e Caroline relataram que a medida que os
valores do tempo aumentam os valores correspondentes ao volume de agua da
caixa “diminuem proporcionalmente”, enquanto as demais duplas nao atingiram a

finalidade deste item.

Os alunos Guilherme e Daniel, por exemplo, embora tenham percebido
que o volume de agua da caixa diminui cinco litros por minuto, n&o relataram que

esse fato caracteriza uma funcao decrescente.

Para o item (d), esperamos que os estudantes percebam, ainda que
intuitivamente, que quando os valores do tempo aumentam uma unidade, a partir
de um instante qualquer, os valores correspondentes ao volume de agua da caixa

diminuem sempre cinco unidades, e concluam que quando os valores do tempo

aumentamdet=1at=2oude t =12at = 13, os valores correspondentes ao

volume de agua da caixa diminuem cinco litros.
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Apesar de os alunos Guilherme e Daniel terem apresentado uma solucao
confusa, em nossa analise, constatamos que os mesmos perceberam que para
um aumento de tempo de um minuto, a partir de um instante qualquer, o valor
correspondente ao volume de agua da caixa diminui cinco litros, enquanto as
demais duplas apresentaram solugcbes compativeis com a que esperavamos, e

nao foram além de nossa expectativa.

Para o item (e) esperamos que os estudantes percebam, por meio das
inferéncias pontuadas a partir dos itens anteriores, que quando os valores do
tempo aumentam uma unidade, a partir de um instante qualquer, os valores

correspondentes ao volume de agua da caixa diminuem a uma taxa constante e
igual a cinco, e concluam que para um acréscimo de tempo de 1 min, a partir de
um instante qualquer, o volume de agua da caixa diminui sempre cinco litros.

Todas as duplas concluiram que para um acréscimo de tempo de um
minuto, a partir de um instante qualquer, o volume de agua da banheira sempre
diminui cinco litros, e perceberam que o volume de agua da caixa diminui a uma

taxa constante e igual a cinco.

Atividade 6 — No geogebra, represente graficamente a reta de equagao y = 100 — 5x,
marque um ponto qualquer no eixo x, nomeio de 4, trace uma reta perpendicular ao
eixo x passando por A e determine sua interseccdo com a reta de equacao
¥ =100 — 5x, nomeia de B e trace uma reta perpendicular ao eixo y passando por B,
em seguida, movimente o ponto 4 e responda:

a) Considere a funcdo ¥(t) = 100 — 5t, obtida na atividade anterior, e a equacgdo

y = 100 — 5x. O que os valores do eixo ¥ representam? E os valores do eixo ¥?

b) Quando os valores do tempo aumentam, o que ocorre com os valores

correspondentes ao volume de agua da caixa?
c) Quando os valores do tempo aumentam de t=1 a t= 2, o quanto variam os

valores correspondentes ao volume de agua da caixa? E quando estes valores
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aumentamdet=12at =137

d) Quando os valores do tempo aumentam acerca de uma unidade, quantas unidades
variam os valores correspondentes ao volume de agua da caixa?

e) Selecione a ferramenta “inclinacao”, aplique-a sobre a reta que representa
graficamente a funcdo v, em seguida calcule a razdo entre o segmento vertical e o

segmento horizontal. O que se pode observar entre essa razao e a variagao do volume

de agua da caixa quando os valores do tempo aumentam acerca de uma unidade?

Analise da atividade 6
Essa atividade tem por objetivo conduzir os estudantes a perceber, por

meio da representacdo grafica da fungéo w(t) = 100 — 5¢, como mostra o grafico

17, que a taxa de variagdo de (t) em relagdo a t corresponde ao coeficiente de

inclinacdo da reta que a representa graficamente.

Grafico 17: Representagéo grafica da fungdo »(t) = 100 — 5t
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Todos os estudantes perceberam que a taxa de variagdo de v(t) em
relacdo a t corresponde ao coeficiente de inclinagdo da reta que representa

graficamente a fungéo v(t). De acordo com William:

a seis foi basicamente o mesmo critério da anterior, da cinco, que
tava variando menos cinco unidades em cada unidade de tempo
que se passava, foi basicamente isso, o critério que a gente usou,
agente leu interpretou e achou que a resposta correta seria a
variagao de cinco unidades negativas no caso.

Para o item (a) esperamos que os estudantes relacionem os valores de ¥

com os valores referentes ao volume de agua da caixa e os valores de x com 0s

valores correspondentes ao tempo gasto para esvazia-la, o que foi feito quase
que instantaneamente por todas as duplas.

Para o item (b), almejamos que os estudantes verifiquem, por meio do
dinamismo propiciado pelo geogebra, que a medida que os valores do tempo
aumentam, os valores correspondentes ao volume de agua da caixa diminuem, o

que caracteriza uma funcao decrescente.

Com excecdo da dupla formada pelos alunos William e Artur, todas
relataram que quando os valores do tempo aumentam os valores
correspondentes ao volume de agua da caixa diminuem, entretanto, nenhuma

afirmou que esse fato caracteriza uma fungéo decrescente.

Apesar dos alunos William e Artur ndo terem apresentado uma solucao
compativel com a que esperavamos, em nossa analise verificamos que o0s
mesmos atingiram o objetivo deste item, pois afirmaram que para um acréscimo
no valor do tempo de um minuto, a partir de um instante qualquer, o volume de

agua da caixa diminui sempre cinco litros.

Para o item (c), esperamos que os estudantes percebam, ainda que
intuitivamente, que quando os valores do tempo aumentam uma unidade, a partir
de um instante qualquer, os valores correspondentes ao volume de agua da caixa

diminuem sempre cinco unidades, e concluam que quando os valores do tempo
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aumentam de t=1a t=2, oude t= 12 a t = 13 o volume de agua da caixa
diminui sempre cinco litros.

Somente a dupla formada pelos alunos Guilherme e Daniel deixou de
responder esse item, enquanto as demais atingiram seu objetivo sem apresentar
dificuldades. Os alunos Lucas e Gabriel, por exemplo, embora ndo tenham
explicitado que o valor da taxa de variagao é negativo, afirmaram que a variagéo

do volume de agua da caixa em fungéo do tempo € sempre a mesma e igual a 5.

Almejamos que para o item (d), os estudantes generalizem as inferéncias
pontuadas a partir dos itens anteriores, e que concluam que a medida que os
valores do tempo aumentam uma unidade, a partir de um instante qualquer, os
valores correspondentes ao volume de agua da caixa diminuem sempre cinco

unidades. Todas as duplas atingiram esse objetivo sem apresentar dificuldades.

Os alunos Guilherme e Daniel apresentaram sua solugdo baseada
exclusivamente na ideia de taxa de variagao, pois afirmaram que a medida que os
valores do tempo variam uma unidade os valores correspondentes ao volume de
agua da caixa variam cinco unidades. Ja a dupla formada pelos alunos Lucas e
Gabriel, concluiu que para um aumento de tempo de uma unidade, a partir de um

instante qualquer, o volume de agua da caixa “diminui uma unidade de cinco”.
Para o item (e), esperamos que os estudantes calculem a taxa de

variagdo de y em relag&o a x por meio do quociente entre as medidas dos catetos

do tridangulo retangulo obtido a partir da ferramenta “inclinagéo”, e percebam,

ainda que intuitivamente, que a taxa de variagdo de (t) em relagdo a t

corresponde ao coeficiente de inclinagao da reta de equagdo y = 100 — 5x, cCOMoO

mostra o grafico 18.
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Grafico 18: Taxa de variagdo de y em relacdo a x da reta de equacédo y = 100 — 5x
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Todas as duplas perceberam que a taxa de variagdo do volume de agua
da caixa em relacdo ao tempo corresponde ao valor do quociente entre as
medidas dos catetos do tridngulo retangulo obtido por meio da ferramenta
“‘inclinagao”. Os alunos Leonardo e Caroline, por exemplo, relacionaram o valor do
quociente com a variagdo do volume de agua da caixa por unidade de tempo,

como mostra a figura 2.

Figura 2: Resolugao do item e da atividade 6 pelos alunos Leonardo e Caroline
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Os alunos William e Artur relacionaram a variagao do volume de agua da

caixa por unidade a mais de tempo com o coeficiente de inclinacido da reta de

equagao y = 100 — 5x, e concluiram que o coeficiente de inclinagdo dessa reta

corresponde a variagédo de y por unidade a mais de x, como mostra a figura 3.
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Figura 3: Resolucao do item e da atividade 6 pelos alunos William e Artur
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Os alunos Lucas e Gabriel embora ndo tenham explicitado a ideia de
variagao, como os demais fizeram, perceberam que para um aumento nos valores
do tempo de uma unidade, a partir de um instante qualquer, os valores

correspondentes ao volume de agua da caixa diminuem sempre cinco unidades.

Analise a priori da institucionalizagao da situagao de aprendizagem 1

Ao final desta situacdo de aprendizagem pretendemos institucionalizar,
para uma fung&o do tipo f(x) =ax + b, com a e b reais e a # 0 cujo registro de
representacdo grafica € uma reta de equacédo y =ax+ b, , que o valor do
coeficiente angular a, que determina a inclinagdo dessa reta em relagdo ao eixo
das abscissas, corresponde a taxa de variagdo de y em relagdo a x, por unidade
a mais de x.

Explicitaremos também, que o valor de a pode ser obtido por meio do

calculo da tangente trigonométrica do angulo que € formado pela reta de

equacdoy =ax+ b € O eixo x, se a escala do eixo x for exatamente igual a

escala do eixo y.

Analise a posteriori da institucionalizagao da situagao de aprendizagem 1
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Ao final desta situagdo de aprendizagem, o professor encabegou uma
devolutiva referente as atividades que a compdem e deu inicio a fase de

institucionalizacdo, em que se evidenciou, para uma funcdo representada

algebricamente por f(x) = ax + b, com a e b reais e a # 0, que a taxa de variagao
de f(x) por unidade a mais de x corresponde ao valor do coeficiente angular da

reta de equagdo y = ax + b que a representa graficamente, e que este valor pode
ser obtido por meio do calculo da tangente trigonométrica do angulo formado pela

reta e o eixo x, se a escala do dos eixos x e y forem exatamente iguais.

Situacao de aprendizagem 2 — Variagées nao proporcionais — Da taxa de

variagao média a taxa de variagao instantanea

Esta situagcdo de aprendizagem, composta por cinco atividades, consiste
em conduzir os estudantes a apropriagao dos conhecimentos referentes a nocao
de taxa de variagcao instantdnea a partir da nogao de taxa de variacdo média.
Para isso, as duas primeiras atividades intentam conduzi-los a perceber que a
velocidade média desenvolvida por um mével em um determinado intervalo nao
fornece informacgdes precisas quanto a sua velocidade em um instante, e as trés
ultimas estudam os fendmenos relacionados a velocidade de um veiculo popular

em um determinado instante a partir da nogao de velocidade média.

Atividade 1 — O maratonista Marilson Gomes dos Santos € o maior vencedor brasileiro
da Sao Silvestre, em 2010 ele completou a prova em aproximadamente 44min. Sabendo
que o percurso da maratona de Sao Silvestre é de 15 km, determine a velocidade média
desse maratonista em km/h, em seguida responda:

a) A velocidade média desenvolvida pelo maratonista durante a prova nos fornece
informacdes precisas quanto a velocidade desenvolvida pelo mesmo nos ultimos 200

metros da corrida? Explique.
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b) Pode-se afirmar que esse maratonista em nenhum momento ultrapassou sua
velocidade média? E que a velocidade média desenvolvida pelo mesmo foi sua

velocidade em toda a maratona? Explique sua resposta.

Analise da atividade 1

Essa atividade tem por objetivo conduzir os estudantes a perceber que a
velocidade média de um mével em um determinado intervalo ndo fornece
informacdes precisas quanto a sua velocidade em um intervalo muito pequeno, ou

em um instante qualquer. Assim, esperamos que os alunos concluam que a
velocidade média desenvolvida pelo maratonista foi igual a 20,45 kmn/h.

Ressaltamos, porém, que os estudantes devem dar atencdo as conversdes de

unidades de medida necessarias a resolucao deste item.

Logo no inicio, deparamo-nos com dois contratempos que requereram a

by

intervencdo do professor, o primeiro refere-se a conversdo das unidades de

medida necessarias ao calculo da velocidade média do maratonista em km /h, € O

segundo, ao calculo da velocidade média do maratonista.

Quanto a conversao de unidades de medida, alguns alunos apresentaram
dificuldades em realiza-la, e quando questionados se haviam estudado esse
assunto ao longo de sua escolaridade, prontamente responderam que nao, fato
esse, que conduziu o professor a apresentar uma maneira de realizar tal
conversao. Foi utilizado o método resolutivo da regra de trés simples, por ser um
processo de resolucédo conhecido pelos estudantes, onde o professor apresentou
uma maneira de se realizar a conversao de 44 minutos para horas. Ressaltamos
que o professor optou por nao detalhar os conhecimentos matematicos
imbricados na ideia de conversdo de unidades para que os estudantes nao

perdessem o foco da atividade que estavam propondo-se a resolver.

Acreditamos que, para uma aplicacdo futura da presente sequéncia
didatica, este contratempo pode ser facilmente contornado e/ou evitado, para

isso, basta apresentar o tempo que o maratonista gastou para completar a prova
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na unidade de medida que se quer que os estudantes apresentem o valor de sua

velocidade média, em nosso caso, em horas.

Ja o transtorno referente ao calculo da velocidade média foi percebido
logo apds o contratempo referente a conversao de unidades de medidas, pois
embora os estudantes tenham compreendido a ideia de conversdo de unidades
por meio da aplicagdo do método da regra de trés simples, nenhuma dupla deu
continuidade a atividade, e quando questionadas a respeito do porque,
responderam que nao sabiam efetuar o calculo da velocidade média do atleta, de
acordo com William, “a gente ta apanhando agora pra chegar na velocidade”.

Por meio da verbalizagdo do aluno Artur, podemos perceber que a ideia
de velocidade média nao fazia parte de seu conhecimento matematico, para ele, a
velocidade média do maratonista poderia ser obtida da seguinte maneira: “se ele
correu em 44 minutos, 15 quildmetros, o certo deveria ser eu dividir 44 por 15, por

que ai daria um tempo para cada quildmetro”.

Assim, a intervencdo do professor foi de extrema importancia para
conduzir os estudantes a compreensdo da nogao de velocidade média de um
movel, e para que dessem continuidade a esta situagdo de aprendizagem. Para
isso, o professor saiu do contexto no qual estava inserido junto aos estudantes, e

apresentou esta nog¢ao por meio de situagdes concretas, comuns aos alunos.

Convém ressaltar, que nao haviamos previsto estes contratempos por
considerarmos que tanto a nocdo de velocidade média quanto a de conversao de
unidades, de acordo com o atual curriculo do Estado de Sao Paulo, faziam parte
do conhecimento matematico dos estudantes que participariam desta pesquisa.

Depois de superados estes transtornos, verificamos que somente a dupla
formada pelos alunos Guilherme e Artur ndo atingiu o objetivo desta atividade,
enquanto as demais duplas atingiram sua finalidade e apresentaram solug¢des

equivalentes as que esperavamos.

Para o item (a), esperamos conduzir os estudantes a um questionamento
quanto a precisdao do calculo da velocidade média desenvolvida pelo atleta
durante a maratona em relagdo a um intervalo relativamente pequeno, de modo
que concluam que nos ultimos 200 metros de corrida a velocidade do maratonista

possa ser diferente da velocidade média desenvolvida na maratona.
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Acreditamos que os estudantes podem apresentar algumas justificativas
para esse fato, por exemplo, eles podem inferir que a velocidade média do

maratonista nos ultimos 200 metros foi menor do que 20,4 km/h, uma vez que O

corredor ja estava no auge do seu cansago, ou ainda, podem alegar que a

velocidade média do maratonista nesse mesmo intervalo, foi maior do que

20,4 km/h, visto que esses eram os ultimos 200 metros de corrida, momento em

que os atletas aumentam sua velocidade no intuito de diminuir o tempo gasto na
maratona, dentre outras justificativas plausiveis que podem surgir.

Somente a dupla formada pelos alunos Guilherme e Artur ndo atingiu o
objetivo deste item, pois afirmou que a velocidade média do maratonista fornece
informacdes quanto a um intervalo de tempo de corrida e ndo da corrida inteira, o
que nos conduz a inferir que os estudantes ndo compreenderam a nogao de

velocidade média apresentada pelo professor.

As demais duplas atingiram o objetivo deste item, e concluiram que a
velocidade média do maratonista nao corresponde a sua velocidade durante toda
a corrida, como se pode observar, por exemplo, na solugao apresentada pela

dupla formada pelos alunos Gabriel e Adriano, como mostra a figura 4.

Figura 4: Resolugao do item a da atividade 1 pelos alunos Gabriel e Adriano
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Para o item (b), esperamos que os estudantes percebam que n&o se pode
afirmar que o corredor ndo ultrapassou sua velocidade média durante a maratona,
nem que a velocidade desenvolvida pelo atleta foi constante e igual a sua

velocidade média.

Somente os alunos Guilherme e Artur ndo atingiram o objetivo deste item,
pois afirmaram que a velocidade do maratonista ndo ultrapassou sua velocidade
média, e que sua “velocidade foi constante e igual a velocidade média”. Enquanto

as demais duplas concluiram que a velocidade do atleta pode ter ultrapassado
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sua velocidade média, como podemos observar nas solugdes e justificativas

apresentadas, como mostram as figuras 5,6 e 7.

Figura 5: Resolugao do item b da atividade 1 pelos alunos Gabriel e Adriano
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Figura 6: Resolucéo do item b da atividade 1 pelos alunos Caroline e Daniel
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Figura 7: Resolugéo do item b da atividade 1 pelos alunos William e Leonardo
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Atividade 2 — Determine a velocidade média de um carro entre as 8h e as 10h de um
determinado dia, sabendo que as 8h ele estava no quildbmetro 50 e as 10h estava no
quilémetro 210 da mesma rodovia. A seguir responda:’®

a) E possivel afirmar que o carro ndo ultrapassou os 80 km/h no intervalo considerado?
Justifique sua resposta.

b) Sabendo que durante esse percurso o carro esteve parado durante 20 minutos, o que
se pode afirmar sobre sua velocidade maxima entre os instantes considerados?

¢) A velocidade média desse carro nos fornece informagdes precisas quanto a velocidade
desenvolvida pelo mesmo em um determinado instante de tempo, por exemplo, as
9h 33min? Explique sua resposta.

Analise da atividade 2

'° Adaptado de Machado (1988, p. 30).
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Essa atividade tem por objetivo conduzir os estudantes a uma reflexao
quanto a precisao do calculo da velocidade média de um movel em um intervalo

muito pequeno ou em um instante qualquer.

Conduzir os estudantes a perceber que a velocidade média de um maével
nao fornece informacgdes precisas quanto a sua velocidade em um determinado
instante, e fazé-los sentir, ainda que intuitivamente, a necessidade de uma
grandeza que possa auxilia-los no calculo dessa velocidade, também sé&o

finalidades dessa atividade. Assim, esperamos que os estudantes concluam que a

velocidade média desenvolvida pelo veiculo no intervalo de tempo [8h, 10k] foi

igual a 80 km,/h.

Para o item (a), esperamos que os estudantes deduzam que nao se pode
afirmar que a velocidade do veiculo ndo ultrapassou sua velocidade média no

intervalo dado, e apresentem uma justificativa plausivel para esse fato.

Apenas a dupla formada pelos alunos Guilherme e Artur ndo atingiu o
objetivo deste item, concluiram que o veiculo ndo ultrapassou sua velocidade
média pelo fato da mesma ser constante. Enquanto as demais duplas
perceberam, quase que instantaneamente, que nao se pode afirmar que a
velocidade do veiculo ndo foi maior ou menor do que sua velocidade média, e
apresentaram algumas justificativas para esse fato, como mostram as figuras 8, 9
e 10.

Figura 8: Resolucéo do item a da atividade 2 pelos alunos Caroline e Daniel
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Figura 9: Resolucéo do item a da atividade 2 pelos alunos Gabriel e Adriano
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Figura 10: Resolucao do item a da atividade 2 pelos alunos William e Leonardo
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Para o item (b) esperamos que os estudantes percebam que o fato do
veiculo ter permanecido parado durante vinte minutos e ter percorrido a mesma
distancia no mesmo intervalo, implica em uma velocidade maxima maior do que

sua velocidade média.

Novamente, apenas os alunos Guilherme e Artur ndo alcangaram o
objetivo deste item, pois calcularam a velocidade média do veiculo em um
intervalo de 100 minutos e compararam com o resultado apresentado no item
anterior, como se pode observar na figura 11, em seguida, afirmaram que o fato

do intervalo diminuir gera um aumento em sua velocidade média.

Figura 11: Resolugao do item b da atividade 2 pelos alunos Guilherme e Artur
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As demais duplas perceberam, quase que instantaneamente, que o fato
do veiculo ter permanecido parado por 20 minutos e ter percorrido a mesma
distdncia no mesmo intervalo implica em uma velocidade maxima maior do que
sua velocidade média, como se pode observar nas solugbes e justificativas

apresentadas, como segue nas figuras 12, 13 e 14.

Figura 12: Resolucao do item b da atividade 2 pelos alunos Caroline e Daniel
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Figura 13: Resolucao do item b da atividade 2 pelos alunos Gabriel e Adriano
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Figura 14: Resolucao do item b da atividade 2 pelos alunos William e Leonardo
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Esperamos para o item (c) que os estudantes concluam que a velocidade
média desenvolvida pelo veiculo no intervalo dado, ndo fornece informacgdes

precisas quanto a sua velocidade em um determinado instante.

Os alunos Guilherme e Artur justificaram que a velocidade média do
veiculo nado fornece informagdes quanto a sua velocidade em determinado
instante porque o veiculo esteve parado por vinte minutos, o que nao implica no
fato da dupla ter atingido o objetivo deste item, pois esperavamos que
percebessem que a velocidade média do veiculo fornece informagdes quanto a
velocidade desenvolvida em média e ndo em um instante, fato esse, que se pode

observar nas solugdes apresentadas pelas demais duplas.

Os alunos Gabriel e Adriano justificaram que a velocidade média do
veiculo ndo nos fornece informacdes precisas quanto a sua velocidade em um
instante qualquer pelo fato do veiculo ter permanecido parado por 20 minutos e
por ndo se saber em que instante o veiculo parou. Segundo os alunos Leonardo e
William a velocidade do veiculo pode ter variado ao longo do percurso. Ja os
alunos Caroline e Daniel justificaram que o veiculo pode, em alguns momentos,

ter realizado movimentos acelerados ou retardados.

Analise a priori da institucionalizagao local

Ao final dessa atividade, pretendemos fazer uma institucionalizagao local,

onde explicitaremos que a velocidade média de um movel fornece informacdes
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quanto a sua velocidade em um determinado intervalo, em média. Entretanto, ndo
nos fornece informag¢des quanto a sua velocidade em um instante qualquer.
Explicitaremos que para se determinar a velocidade de um mdvel em um instante

qualquer, faz-se necessario o calculo de sua velocidade instantanea.

Analise a posteriori da institucionalizagao local

Apos os estudantes terem desenvolvido as atividades 1 e 2, o professor
deu inicio a uma institucionalizacdo local, em que se propd6s a conduzi-los a
perceber que a velocidade média de um movel n&o fornece informagdes precisas
quanto a sua velocidade em um determinado instante por meio de

questionamentos pertinentes as atividades desenvolvidas.

Ressaltamos que nao foi explicitado que para se determinar a velocidade
de um movel em um determinado instante se faz necessario calcular a velocidade
instantanea do mesmo, como haviamos previsto na analise a priori, fato esse foi

feito ao final dessa situagao de aprendizagem.

Atividade 3 — Ao fim de um teste de resisténcia de um veiculo popular, sua trajetoria foi
modelada de acordo com a fungdo horaria s(t) = 3t° =5t + 2 (5 em metros, £ em

segundos), a partir dessa informacgao faga o que se pede:

a) Considere o intervalo de tempo [2s, 4s], calcule 5{2) e s5(4) e, em seguida, determine

a velocidade média deste veiculo nesse intervalo de tempo.

b) Agora, determine a velocidade média do veiculo no intervalo de tempo [2s, 3s].
c) Determine a velocidade média do veiculo no intervalo de tempo [2s, 2,15]?
d) Considere agora o intervalo de tempo [25,(2 +At)s], onde At representa um

acréscimo muito pequeno ao instante t = 2s, calcule s{2) e =s(2 +Atf), em seguida

determine a velocidade média do veiculo nesse intervalo de tempo. O resultado obtido

depende de At, por esse motivo, ele sera indicado por v(At).
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vlAt) =

e) Com base na expressao matematica apresentada como solugéo para o item anterior,

complete a tabela utilizando 4 casas decimais, em seguida preencha as lacunas da frase

abaixo.
At 2 1 10,1 0,01 | 0,001 | 0,0001
v({At)
O valor de At esta se aproximando de , @0 mesmo tempo, o valor de v{At)

esta se aproximando de

f) Como vocé interpretaria fisicamente a velocidade média do veiculo no item (d), quando

At tende a zero?

g) Qual a velocidade do veiculo no instante t = 2s?

Analise da atividade 3

Essa atividade tem por objetivo conduzir os estudantes ao calculo da
taxa de variacdo instantanea a partir do calculo da taxa de variacdo média da
posicao de um veiculo em relagdo ao tempo.

No inicio desta atividade deparamo-nos com dois contratempos, o

primeiro se refere as substituicdes dos valores correspondentes ao tempo na
fungdo s(t), e o segundo, que foi superado somente apos a intervengéo do
professor, se refere ao calculo da velocidade média do veiculo no intervalo de

[2s (2 + At)s],em que At representa um acréscimo muito pequeno ao
instante ¢ = 2s.

Superados os contratempos iniciais, todas as duplas, com excecido da

formada pelos alunos Guilherme e Artur, chegaram a taxa de variagao

instantanea do veiculo no instante ¢ = 2s a partir do calculo da taxa de variagao
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média da posicdo em relacdo ao tempo em alguns intervalos previamente

escolhidos por nos.

Para os itens (a), (b) e (c), esperamos que os estudantes apresentem a
taxa de variagdo média da fung¢ao = nos intervalos fornecidos, e percebam, ainda
que intuitivamente, que esses intervalos diminuem cada vez mais, e que tendem

ha um instante t. Esperamos que para o item (a), os estudantes concluam que a
velocidade média desenvolvida pelo veiculo foi de 13 /s, para o item (b) de

10 m/s, € para o item (c) 7,3 m/s. Todas as duplas apresentaram a taxa de

variagdo meédia da posicdo em relagdo ao tempo nos intervalos fornecidos sem

apresentar dificuldades, exceto os alunos Guilherme e Artur.
Almejamos que para o item (d) os estudantes apresentem a taxa de

variagdo media de s(t) em relagéo a t no intervalo genérico [2s, (2 + At)s], em
que At corresponde a um acréscimo muito pequeno ao instante t, € concluam que
a expressao v(At) = 7 + 3At € a solugdo mais adequada para esse item.

Somente a dupla formada pelos alunos Caroline e Daniel chegou a
solugdo esperada e atingiu o objetivo deste item sem apresentar dificuldades,
enquanto as demais nao interpretaram o enunciado como esperavamos € nao

mobilizaram os conhecimentos utilizados para chegar as solugbes dos itens

anteriores, pois tentaram determinar o valor de At por meio de manipulagdes
algébricas, tomando At como um valor desconhecido.

Quando questionados quanto ao entrave que surgira, os estudantes

prontamente exclamaram que nao conseguiam determinar o valor de At, fato

esse, que nos chamou a atencao, pois nao era solicitado o valor de At, 0 que nos

levou a deduzir que os estudantes estavam doutrinados, via registro de

representacdo algébrica, a uma procura “incessante” do valor real de uma
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incognita, verificamos também, que os estudantes apoiaram-se em inumeras
técnicas algébricas para determinar o valor de At, ignorando o que lhes fora
solicitado.

Somente apds a intervencao do professor os estudantes perceberam, por
meio de uma leitura minuciosa do enunciado deste item, o que Ihes foi solicitado,
e abandonaram o tecnicismo até entdo empregado em detrimento do calculo da
taxa de variagao média da posicdo em relagdo ao tempo no intervalo fornecido,

de modo a apresentar uma solugdo compativel com a que esperavamos.
Para o item (e) esperamos que os alunos deduzam, para o intervalo

[2s, (2 + At)s], que a medida que o valor de At tende a zero, a taxa de variagdo
média de s(t) em relagdo a t tende a taxa de variagdo instantanea no instante

t = 2s, e completem a tabela fornecida, como segue abaixo:

At 2 |1 10,1/0,01|0,001|0,0001

14110|7,3|7,03|7,003|7,0003

v(At)

Em seguida, esperamos que percebam, ainda que intuitivamente, que a

medida que o valor de At tende para zero, o valor correspondente de v»(At) tende
para 7 m/s, € que esse valor corresponde a velocidade do veiculo no instante
t=2.

Nenhuma dupla apresentou dificuldades para completar a tabela

fornecida e chegar a solugao que era esperada, entretanto, a dupla formada pelos

alunos Guilherme e Artur ndo percebeu que a medida que os valores de At

aproximam-se de zero os valores correspondentes de v(At) se aproximam de 7,
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pois concluiram que quando o valor de At se aproxima de 0,0001 o valor de v(At)

se aproxima de 7.

Para o item (f), esperamos que os alunos percebam que a medida que At
tende a zero a velocidade média do veiculo tende a sua velocidade instantanea

no instante t = 2s.

Somente a dupla formada pelos alunos Guilherme e Artur confundiu At

tendendo a zero com t tendendo a zero (instante em que se inicia 0 movimento do

veiculo), o que nos conduziu a inferir que os alunos nao perceberam que a
medida que o valor de At tende a zero, o intervalo tende ao instantet =2s e a

velocidade média do veiculo tende a sua velocidade instantdnea. Embora as

demais duplas também ndo tenham relatado esse fato, constatamos que todas

perceberam que quando o valor de At tende a zero, fisicamente, a velocidade do
veiculo tende a sua velocidade no instante + = 2s, e que € igual a 7 m/s.

Para o item (g), almejamos que os estudantes apresentem a taxa de

variagao instantanea do veiculo no instante t+ =2, e que concluam que sua
velocidade neste instante foi igual a 7m/s, pois quando At tende a zero,
v(At) = 7 + 3At tende a 7.

Novamente a dupla formada pelos alunos Guilherme e Artur nédo
apresentou uma solugao compativel com a que esperavamos, pois afirmaram que
a velocidade do veiculo no instante ¢ = 2sfoi igual a 4 m/s, uma vez que no item
(e) desta atividade a dupla afirmou que a velocidade do veiculo se aproxima de
7 m/s @ medida que o valor de At se aproxima de zero. Enquanto as demais
duplas ndo apresentaram dificuldades para chegar a velocidade do veiculo no

instante t = 25 e apresentar uma solugcao equivalente com a que esperavamos.
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Atividade 4 — Agora com o auxilio do geogebra, retomemos os itens da atividade
anterior. No referencial cartesiano, construa o grafico de equagédo y = 3x* —5x + 2,
que representa graficamente a fungdo s(t) = 3t* — 5t + 2, em seguida faga o que se
pede.

a) Para o intervalo de tempo [2s, 4s], vocé verificou que 5{2) = 4 e que s(4) = 30, em
que (2,5(2)) e (4,5(4)) podem representar dois pares ordenados, que por sua vez,
podem ser representados no plano cartesiano por dois pontos. Marque esses pontos
na parabola e os nomeie de A e B respectivamente, em seguida faga o que se pede:

i. Trace uma reta definida por A e B, selecione a ferramenta “inclinagdo” e aplique-

a sobre a mesma, em seguida, calcule a razdo entre a medida do segmento
vertical e a medida do segmento horizontal, compare com o resultado que vocé
apresentou no item (a) da atividade 3 e determine a velocidade média do veiculo

neste intervalo de tempo.

ii. Apresente a equacgédo da reta definida por 4 e B, em seguida verifique se ha algo
comum entre a equacgao da reta e o valor da razdo que vocé apresentou no item
anterior.

b) Para o intervalo de tempo [2s, 35], faga 0 que se pede:

i. Construa novamente a representagdo grafica da funcédo s(t) = 3t°—5t+2 e
marque os pontos A(2,5(2)) e B'(3,s(3)) sobre a mesma.

ii. Trace uma reta definida por 4 e B', aplique a ferramenta “inclinagdo” sobre a
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mesma, calcule a razdo entre a medida do segmento vertical e a medida do
segmento horizontal, em seguida, compare o resultado com a solu¢do apresentada
no item (b) da atividade 3 e determine a velocidade média do veiculo neste intervalo

de tempo.
iii. Apresente a equacgédo da reta definida por 4 e E' e verifique o que ha em comum

entre esta equacgao e o valor da razao fornecido obtida no item anterior.

c) Para o intervalo de tempo [2s, 2,1=], fagca o0 que se pede:

i. Construa novamente a representagdo grafica da fungdo =(t) =3t*—5t+2 e
marque os pontos A(2,5(2)) e B"{2.1,5(2.1)) sobre a mesma.

ii. Trace uma reta definida por A e B”, aplique a ferramenta “inclinagao” sobre a
mesma, calcule a razdo entre a medida do segmento vertical e a medida do
segmento horizontal, compare o resultado obtido com o resultado que vocé
apresentou no item (c) da atividade 3 e determine a velocidade média do veiculo
neste intervalo de tempo.

ili. Apresente a equacao da reta definida por 4 e B" e novamente observe o que ha

em comum entre esta equacéo e o valor da razdo que vocé apresentou no item

anterior.

Analise da atividade 4
Essa atividade tem por objetivo conduzir os estudantes a perceber, via

registro de representagdo grafica da fungdo s(t) = 3t — 5t + 2, como mostra o

grafico 19, que o valor da taxa de variagdo media de =(t) em relagédo a ¢, em um
intervalo qualquer, corresponde ao coeficiente angular da reta secante a
representagdo grafica de s(t), definida por dois pontos do tipo “(t,s(t))", extremos

desse intervalo.
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Grafico 19: Representagao grafica da fungdo s(t) = 3t — 5t + 2

Todos os estudantes perceberam que a taxa de variagdo meédia de s(t)
em relagdo a t corresponde ao valor do coeficiente angular da reta secante a
representagdo grafica definida por dois pontos do tipo “(t, s(t))".

Almejamos que para o item (a), os estudantes verifiquem que o

coeficiente angular da reta de equagdo y = 13x — 22 corresponde a taxa de
variagdo media de s(t) em relagéo a t no intervalo [2s, 4s], como foi verificado no
item (a) da atividade anterior, e concluam que a taxa de variagdo media de s(t)

em relagdo a ¢ no intervalo [2s, 4s] foi igual a 13, como mostra o grafico 20.
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Grafico 20: Reta secante a representagdo grafica da fungdo s(t) = 3t — 5t + 2 nos pontos A e B

y-Jz'Egeld

§= w02

Todas as duplas alcangcaram o objetivo deste item e apresentaram
solucdes similares a que haviamos previsto. Os alunos Caroline e Daniel também

concluiram que o valor da velocidade média do veiculo corresponde ao

coeficiente angular da reta definida pelos pontos 4 e B. Enquanto os alunos

William e Leonardo enfatizaram que o valor da razdo entre os segmentos vertical

e horizontal do tridngulo retangulo obtido por meio da ferramenta “inclinagao”,

corresponde a taxa de variagéo de s(t) em relagdo a t¢.

Para o item (b), esperamos que os estudantes percebam que o

coeficiente angular da reta de equagcdo y =10x — 16 corresponde a taxa de

variagdo media de s(t) em relagdo a ¢ no intervalo [2s, 3s5], como foi verificado no
item (b) da atividade anterior, e concluam que o valor da taxa de variagdo média

de s(t) em relagéo a t nesse intervalo foi igual a 10, como mostra o grafico 21.
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Grafico 21: Reta secante a representagao grafica da fungdo =s(t) = 3#* — 5¢ + 2 nos pontos 4 e B’

SRty

Somente a dupla formada pelos alunos Guilherme e Artur ndo apresentou

uma solugdo similar a que esperavamos, pois embora tenham apresentado a
equacéo da reta definida pelos pontos 4 e B’, ndo relataram, nem verbalizaram,

que o valor do coeficiente angular dessa reta corresponde ao valor da razédo entre
os catetos do tridngulo retangulo obtido por meio da ferramenta “inclinagéo”. Mas
ouviram quando Caroline e Daniel afirmaram, quase que instantaneamente, que a

velocidade média do veiculo corresponde ao coeficiente angular da reta definida
pelos pontos 4 e B'.
Os alunos William e Leonardo basearam sua solugao exclusivamente na

ideia de taxa de variagdo, afirmaram que o valor da razdo entre os catetos do

tridngulo retangulo obtido por meio da ferramenta “inclinagcao” € igual ao valor da
taxa de variacdo de s(t) em relacdo a t. Enquanto a dupla formada pelos alunos
Gabriel e Adriano apresentou uma solucao curta e objetiva, sem justifica-la.

Para o item (c), esperamos que os estudantes deduzam que o coeficiente

de angular da reta de equacao y = 7,3x — 10,6 corresponde a taxa de variagéo
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média de =(t) em relagdo a t no intervalo [2s, 2,15], como foi verificado no item (c)
da atividade anterior, e concluam que a taxa de variagdo media de s(t) em

relacéo a t foi igual a 7,3, como segue no grafico 22.

Grafico 22: Reta secante a representagéo grafica da fungéo s(t) = 3t — 5¢ + 2 nos pontos 4 e B”

Todas as duplas apresentaram solugbes compativeis com a que

esperavamos, entretanto, os alunos Guilherme e Artur, embora tenham afirmado
que a velocidade média do veiculo no intervalo [2s,2,1s]foi igual a 7,3 m/s, n&o
relacionaram este valor com o coeficiente angular da reta de equacao
v =73x —10,6.

Os alunos Caroline e Daniel, outra vez afirmaram que o valor da
velocidade média do veiculo pode ser obtido por meio do coeficiente angular da
reta definida pelos pontos 4 e B, e que esse valor corresponde ao valor da razédo

entre os segmentos vertical e horizontal do triangulo retangulo obtido por meio da

ferramenta “inclinagdo”. Enquanto as demais duplas afirmaram que a velocidade

meédia do veiculo no intervalo [2s, 2,1s] corresponde ao coeficiente angular da reta

de equacgao y = 7,3x — 10,6.
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Analise a posteriori da institucionalizagao local da atividade 4

Ao final desta atividade, o professor deu inicio a uma institucionalizacao
local, onde evidenciou, via registro de representagdo grafica da fungado

s(t) = 3t2 — 5t + 2, que o valor da taxa de variacdo média de s(t) em relagdo a t
em um intervalo qualquer do dominio de s, corresponde ao coeficiente angular da
reta secante a representacdo grafica de s(t), definida por dois pontos do tipo

“(t.s(t))" extremos desse intervalo.

Atividade 5 — Na atividade anterior, vocé deve ter observado que os pontos E, E' e B
estdo se aproximando cada vez mais do ponto 4. Na atividade 3, vocé pdde verificar
que a medida que o intervalo At se aproxima de zero, isto €, quando os pontos que
definem as retas secantes aproximam-se cada vez mais do ponto A4, o intervalo de
tempo aproxima-se cada vez mais do instante & = 2s, e a velocidade média do veiculo
tende a velocidade instantdnea do mesmo no instante £ = 2s, que é igual a 7m/s. No
geogebra, construa o grafico de equagdo v =3x*—5x+2, que representa

graficamente a fungéo s(t) = 3t — 5t + 2, marque o ponto A(2,5(2}}, em seguida faga
0 que se pede:

a) Selecione a ferramenta “reta tangente”, aplique-a no ponto A da representacao
grafica de =, de modo a obter uma reta tangente a curva no ponto 4, em seguida,
marque um ponto qualquer sobre a representagdo grafica de s, nomeio de E, trace

uma reta definida por 4 e F e aplique a ferramenta “inclinacdo” sobre a mesma,
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movimente o ponto B e complete a frase: A medida que o ponto B se aproxima do
ponto 4, o intervalo de tempo At aproxima-se de

b) Aproxime o ponto E o maximo possivel do ponto 4, calcule a razdo entre o

segmento vertical e o segmento horizontal, fornecidos pela ferramenta “inclinagao”, e
compare o resultado com a solugdo que vocé apresentou no item g da atividade 3.

c) Assim pode-se concluir que: quando o intervalo de tempo tende a zero, ou seja,
quando o ponto B aproxima-se o maximo possivel do ponto 4, a velocidade média do

veiculo tende a sua velocidade instantanea, que € igual a

Analise da atividade 5
Essa atividade tem por objetivo conduzir os estudantes a perceber, ainda

que intuitivamente, que a medida que o intervalo At diminui, os pontos que
definem a reta secante 4B aproximam-se cada vez mais um do outro, de modo

que a reta tenda tangenciar a representagdo grafica de s(t) no ponto 4, como

mostra o grafico 23.

Grafico 23: Reta tangente a representacgao grafica de =(t) no ponto A

F
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Todas as duplas perceberam, ainda que intuitivamente, que a medida que

o intervalo At diminui, os pontos que definem a reta secante A5 aproximam-se
cada vez mais um do outro, e que a reta Ar tende a deixar de ser secante a
representagdo grafica de s(t) de modo a tangencia-la no ponto 4(2, s(2}).

Para o item (a), almejamos que os estudantes percebam que a medida
que o intervalo At aproxima-se de zero, os pontos que definem a reta secante

aproximam-se cada vez mais um do outro.
Somente a dupla formada pelos alunos Guilherme e Artur afirmou que a

medida que o ponto B se aproxima do ponto A o intervalo At se aproxima de zero.
Enquanto as demais nao afirmaram que o intervalo At se aproxima de sete
quando o ponto B se aproxima do ponto .

Esperamos que para o item (b), os estudantes percebam, ainda que

intuitivamente, que a taxa de variagdo de s(t) em relagado a t corresponde ao
coeficiente angular da reta tangente a representagéo grafica de s(t) no ponto 4, e
concluam que a taxa de variagédo de =(t) em relagéo a t no ponto 4 € iguala 7.

Apenas os alunos Guilherme e Artur n&o atingiram a finalidade deste item,
talvez pelo fato ndo terem atingindo o objetivo do item (g) da terceira atividade,
que solicitava a velocidade do veiculo no instante t+ = 2s. Enquanto os demais

apresentaram solugbes compativeis com a que esperavamos.

Para o item (c), esperamos que os estudantes generalizem as inferéncias

e conjecturas pontuadas a partir dos itens anteriores, e concluam que quando o
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intervalo At tende a zero, a velocidade média do veiculo tende a sua velocidade
instantanea no instante t = 2s, que € igual a 7 m/s.

Todas as duplas atingiram o objetivo deste item, inclusive a formada pelos

alunos Guilherme e Artur, que embora ndo tenha atingido o objetivo do item

anterior, concluiu que a velocidade do veiculo no instante t = 2s foi igual a 7m/s.

Analise a priori da institucionalizagao da situagcao de aprendizagem 2

Na fase de institucionalizagdo, pretendemos evidenciar que para uma reta
de equacédo y = ax + b, cOm a € b reais e a # 0, tangente a representacéo grafica
de uma fungdo f(x) em um ponto P de seu dominio, o valor do coeficiente
angular a, que determina a inclinacdo dessa reta em relagdo ao eixo das
abscissas, corresponde ao valor da taxa de variagdo instantanea de f(x) em

relagdo a x no ponto p.

Analise a posteriori da institucionalizagao da situagao de aprendizagem 2

Apés a devolutiva referente as atividades que compuseram essa situacao

de aprendizagem, o professor saiu do contexto em que estava inserido junto aos

estudantes e evidenciou, para uma fungdo qualquer f(x), que o valor da taxa de
variagdo instantanea de f(x) em relagdo a x em um ponto qualquer de seu
dominio, corresponde ao coeficiente angular da reta de equacdo y =ax +b,

tangente a representagéo grafica de f(x) neste ponto.
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Situacao de aprendizagem 3 — Taxa de variagao no ponto

Esta situagdo de aprendizagem, composta por duas atividades, consiste
em estudar os fendbmenos relacionados a velocidade instantdnea de uma moto

600cc em um teste de arrancada. Para desenvolver as atividades baseamo-nos

em Silva (2002), uma vez que o autor propde que sejam escolhidos uma fungéo f
e um ponto P de seu dominio, “de modo a propiciar uma ‘boa visualizagao’ grafica

das retas secantes e da reta tangente” a representacao grafica de f.

Atividade 1 — Em um circuito de rua foi realizado um teste de arrancada com uma moto
600cc, a fim de verificar o desempenho da mesma em diferentes situagdes do dia a dia.

Ao fim do teste, constatou-se que seu movimento, em um intervalo de tempo

. . ~ ;. 1
relativamente pequeno, obedece a fungdo horaria s(t) = - em metros e £ em

segundos, a partir dessa informagéo faga o que se pede:

a) Calcule a velocidade média da moto para o intervalo de tempo [1s, 4s].
b) Calcule a velocidade média da moto para o intervalo de tempo [1s, 3s].
c) Calcule a velocidade média da moto para o intervalo de tempo [1s, 25],
d) Considere o intervalo de tempo [1,1 + At], onde At representa um acréscimo muito
pequeno ao instante t = 1s, calcule ={1) e s5(1 + At), em seguida determine a velocidade

média da moto nesse intervalo de tempo. O resultado obtido depende de At, por esse

motivo, ele sera indicado por v(Az).

v(at) =
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Analise da atividade 1

Essa atividade tem por objetivo conduzir os estudantes ao calculo da

taxa de variagdo média, via registro de representacao algébrica, da posi¢cao de

uma moto em relagdo ao tempo em um intervalo geneérico [t ¢ + At], em que At
representa um acréscimo muito pequeno ao instante t, para isso, solicitamos o
célculo a taxa de variagdo média da posi¢cao s em relagdo ao tempo + em alguns
intervalos pre-definidos por nés, e no intervalo genérico [t, t + At].

O método empregado pelos estudantes para chegar a solugao dos itens
que compdem esta atividade fugiu da nossa expectativa, pois esperavamos que
chegassem a taxa de variagdo média da posigdo da moto em relagdo ao tempo
via registro de representacgao algébrica, fato esse, que néo ocorreu, pois logo no
inicio da atividade constatamos que todas as duplas comecaram a resolvé-la via
registro de representacdo grafica e, quando questionadas do porque utilizavam a
representacao grafica em detrimento da algébrica, prontamente responderam que
por meio do grafico a visualizagdo da taxa de variagdo média da-se com mais

facilidade.

Caroline ressaltou que fez os calculos da velocidade média
algebricamente e utilizou o registro de representagdo grafica somente para
conferir os resultados, e afirmou: “ndo sei se vale para essa variagao no ponto, o

coeficiente angular, ndo sei se vale”, enquanto William afirmou que obter a taxa
de variagdo média de s(t) em relagéo a t era “mais facil com o geogebra’”.
Somente a dupla formada pelos alunos Guilherme e Wallace nao

apresentou solugbes compativeis com as que haviamos previsto, enquanto as

demais nao apresentaram dificuldades para atingir o objetivo deste item.
Para o item (a) esperamos que os estudantes calculem a velocidade

média da moto no intervalo [1s,4s], e concluam que sua velocidade foi 0,25 m/s.

Apenas a dupla formada pelos alunos Wallace e Guilherme ndo chegou a solugao

esperada, apesar de terem mobilizado corretamente os conhecimentos
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matematicos referentes a ideia de velocidade média, constatamos que a dupla

equivocou-se ao afirmar que “—0.25 — (—1) = 1.25”.

Almejamos que para o item (b), os estudantes calculem a velocidade
média da moto no intervalo [1s,3s], e concluam que foi igual a 0,333 m/s.

Novamente a dupla formada pelos alunos Wallace e Guilherme foi a Unica que
nao apresentou uma solugdo equivalente a esperada, embora tenha chegado ao
valor da velocidade média da moto por meio do registro de representagao grafica,

como relatou o professor observador, no registro de representacado algébrica a

dupla afirmou que “-0.33 + 1 = 1.33".

Para o item (c), esperamos que os estudantes calculem a velocidade

média da moto no intervalo [1s,2s], e concluam que foi igual a 0,5 m/s. A dupla

formada pelos alunos Wallace e Guilherme cometeu um erro similar ao que

cometera nos itens anteriores, ao afirmar que “—0.5+ 1= 15", 0 que noOsS

conduziu a deduzir que os alunos ou ndo sabiam desenvolver operagdes com
numeros negativos ou ndo deram a ateng&o necessaria aos itens que compdem
esta atividade. Enquanto as demais duplas novamente apresentaram solucdes

compativeis com a que haviamos previsto.

Para o item (d), esperamos que os estudantes calculem a velocidade
média da moto no intervalo genérico [t t+ At], em que At representa um
acréscimo muito pequeno ao instante t, e concluam que a expressdao matematica
V(At) = 1/(1+ At) representa algebricamente a velocidade média da moto neste
intervalo.

Os alunos Wallace e Guilherme, concluiram que a velocidade média da
moto no intervalo [1,1 + At] foi igual a 0m/s, e afirmaram que a moto esteve
parada neste intervalo, o que mostra que utilizaram At = 0, ndo percebendo que
At deveria se aproximar de zero mas nunca ser zero. Enquanto as demais duplas
atingiram o objetivo deste item e apresentaram uma solugdo idéntica a que
esperavamos.

Atividade 2 — No geogebra, construa o grafico de equagédo v = —i, que representa
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graficamente a fungéo horaria que descreve o movimento da moto, como foi apresentado

no item anterior, em seguida determine:

a) As coordenadas de um ponto A da representagao grafica de s que tem abscissa igual a
A %:Llpqalize-o na representacao grafica.

b) P é um ponto genérico da representagéo grafica de s, assim as coordenadas do ponto
P sao P(t,s(t)).
p( -Betermine as coordenadas do ponto Ftal que t = 4;

p'( ii.yDetermine as coordenadas do ponto P'tal que t = 3;

P'( iii. j)etermine as coordenadas do ponto P"tal que & = 2.
¢) Na representacao grafica de s, localize os pontos F, F' e P, em seguida, trace as retas

AP, AP e AP", e faga o0 que se pede:

i. A medida que o valor de t diminui cada vez mais e aproxima-se do instante t = 1, 0

ponto P(t,s(t)) aproxima-se cada vez mais do

ii. Selecione a ferramenta inclinagédo, aplique na reta AP, calcule a razdo entre os

segmentos vertical e horizontal e verifique se ha algo em comum entre esse

resultado e o que vocé apresentou no item (a) da atividade 1, e faga o mesmo
procedimento para as retas AP' e AP", comparando com os resultados apresentados

nos itens (b) e (c) da atividade 1.

d) Retome a expressdo matematica que vocé apresentou como solugao para o item (d)
da “atividade 17, V(At) = ﬁ e, em seguida responda:
i. Se tomarmos o valor de At cada vez mais proximo de 0, o valor da velocidade média
da moto se aproxima de um numero real @, que corresponde a sua velocidade
instantanea no instante £ = 1. Qual o valor de 2?

E =

ii. Escreva a equacgdo da reta r que passa pelo ponto A(1, —1) e tem coeficiente de

inclinagéo a.
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ie ~ 1 .
iii. Esboce os graficos da reta r e da fungéo s(t) = —7'» N0 mesmo plano cartesiano,

em seguida, selecione a ferramenta “inclinagéo”, aplique-a na reta r e calcule a razao

entre os segmentos vertical e horizontal e compare com a solugdo que vocé

apresentou no item (e) da atividade 1.

Analise da atividade 2

Essa atividade tem por finalidade conduzir os estudantes a identificar o

coeficiente de inclinagdo da reta tangente a representagao grafica da fungéo
s(t) = ——t no ponto A(1,—1) como a taxa de variagdo instantanea de s(t) no
instante + = 1.

Com excecgao da dupla formada pelos alunos Wallace e Guilherme, todas

identificaram o coeficiente angular da reta tangente a representagcédo grafica de

s(t) no ponto A(1,—1) como a taxa de variagdo instantanea da posi¢do da moto
em relacao ao tempo no instante + = 1.

Esperamos que para o item (a) os estudantes determinem as

coordenadas do ponto A (1,—1), e localizassem-no na representagéo grafica

de s(t), como mostra o grafico 24.
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Grafico 24: Ponto A (1. -1} na representacao da funcdo s(t) = —1/x
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Todas as duplas concluiram, quase que instantaneamente, que A(1,—1) €
o ponto solicitado e localizaram-no na representagéo grafica de s(t).

Para o item (b), esperamos que os estudantes determinem trés pontos

distintos do tipo P(t,s(t)) pertencentes a representagéo grafica de s, e concluam

que os pontos solicitados sdo: P(4,-0,25),P'(3,—1/3) e P"(2,—%¥2). Todas as
duplas apresentaram, quase que imediatamente, os pontos solicitados.
Para o item (c), almejamos que os estudantes percebam, a partir das

retas secantes a representacao grafica de s, como mostra o grafico 25, que ao se

tomar valores de t cada vez mais proximos do instante t+ = 1, os pontos que

definem estas retas aproximam-se cada vez mais um do outro, € que o valor de
seus coeficientes angulares, que determinam a inclinacdo dessas retas em
relagdo ao eixo das abscissas, correspondem a velocidade média da moto nos
intervalos fornecidos. Esperamos também, que os alunos percebessem, ainda
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que intuitivamente, que a reta secante AP tende a tangenciar a representagéo

grafica de s(t) no ponto A.

Grafico 25: Retas secantes a representagao grafica de =(t]

£ ' '

Nenhuma dupla apresentou dificuldades para localizar os pontos P,P’ e

P" na representagao grafica de s, porém, as duplas formadas pelos alunos

Wallace e Guilherme e pelos alunos Leonardo e Adriano ndo perceberam que a

medida que o valor de t diminui e aproxima-se cada vez mais do instante t = 1, o
ponto genérico P(t,s(t)) aproxima-se cada vez mais do ponto 4, como haviamos
previsto, afirmaram que o ponto P(t,s(t)) aproxima-se cada vez mais do numero
real —1. Pensamos que os estudantes chegaram a esta conclus&o pelo fato das
coordenadas do ponto 4 serem tais que o valor da abscissa € 1 e o da ordenada é

—1.
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Embora os alunos Leonardo e Adriano ndo tenham percebido que a

medida que o valor de ¢ diminui e aproxima-se do instante + = 1, o ponto genérico

P(t,s(t)) aproxima-se do ponto 4, perceberam que o valor das razbes entre os

segmentos vertical e horizontal dos tridngulos retangulos obtidos por meio da
ferramenta “inclinacdo” nas retas AP, AP’ e AP” correspondem ao valor da
velocidade média da moto, como foi obtida nos itens (a), (b) e (c) da atividade 1.

As demais duplas nao apresentaram dificuldades para perceber que os
valores das razdes calculadas neste item correspondiam a velocidade média da
moto nos intervalos fornecidos nos itens (a), (b) e (c) da atividade 1.

Para o item (d) esperamos que os estudantes apresentem a equacgao da

reta tangente a representagdo grafica de s(t) no ponto 4, percebam que o
coeficiente angular dessa reta corresponde a taxa de variagdo instantanea de s(t)
em relagdo a t no ponto 4, e concluam que a reta de equagéo y=x—2 é
tangente a representacdo grafica de s(t) no ponto 4 e que o valor do seu

coeficiente angular corresponde a taxa de variagdo de s(t) em relagdo a t neste

ponto, como mostra o grafico 26.
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Grafico 26: Reta tangente a representacéo gréafica de =(t) no ponto A (fixo)

Neste item, cometemos um equivoco no enunciado do subitem iii, que foi
percebido somente quando os estudantes questionaram o professor referente a
comparacao de resultados que deviam fazer entre a solugdo apresentada no
subitem iii. e a solugcdo apresentada no item (e) da atividade 1, uma vez que a
atividade 1 era composta somente por quatro itens, quando, imediatamente, o
professor se pOs a verificar tal empecilho no intuito de propor uma maneira para

contorna-lo, feito isso, informou que tal comparacdo deveria ser feita entre a

solucao apresentada neste subitem com o valor de g obtido no subitem i.

Superado este contratempo, verificamos que novamente a dupla formada
pelos alunos Wallace e Guilherme n&o atingiu o objetivo esperado, enquanto as

demais perceberam, intuitivamente, que o valor do coeficiente angular da reta de

equagdo y =x — 2, tangente a representagéo grafica de s no ponto A(1,—1),

corresponde a velocidade da moto no instante + = 1s.

Analise a priori da institucionalizag¢ao da situagao de aprendizagem 3
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Ao final desta situacdo de aprendizagem, institucionalizaremos o

coeficiente angular da reta tangente a representagdo grafica de uma funcgdo #(x)
em um ponto P de seu dominio, como a taxa de variagdo de f(x) em relagcdo a x
no ponto P, esta que denominaremos de taxa de variagdo instantanea de f(x) em

relagdo a x no ponto P.

Analise a posteriori da institucionalizagao da situacao de aprendizagem 3

Apoés a devolutiva, em que os estudantes foram conduzidos a generalizar

as inferéncias pontuadas até entdo, deu-se inicio a fase de institucionalizacao

onde se evidenciou, para uma fungdo f(x), que o coeficiente angular da reta
tangente a sua representacao grafica em um ponto P de seu dominio corresponde

a taxa de variacgo instantanea de f(x) em relagéo a x neste ponto.

Situacao de aprendizagem 4 — Taxa de variagao da taxa de variagcao

Esta situacao de aprendizagem, que € composta por uma atividade,

consiste em estudar a taxa de variagdo da taxa de variagdo da fungéo polinomial

c(x) = 2x*+ 4x. Esperamos que os estudantes utilizem aproximadamente

cinquenta minutos para desenvolvé-la, isto é, o tempo correspondente a uma hora

aula.
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Atividade 1 — Em uma fabrica de acessorios automobilisticos, a fungdo c(x) = 2x? + 4x
representa o c
usto ¢, em reais, para se produzir & unidades de espelhos retrovisores de um

determinado veiculo. A partir dessa informacéo, preencha a tabela e as lacunas abaixo

e responda:

c(x)

B
Bl
]

el
Bl

a) Quando os valores de x aumentam de x = 1 para x = 2, quantas unidades

+
-
g | WO N | O =

aumentam os valores correspondentes de ¢(t)? E quando estes valores aumentam de

x=2parax =37

b) Quando os valores de x aumentam cerca de uma unidade, os valores

correspondentes de ¢(x) aumentam sempre das mesmas unidades, ou seja, aumentam
a uma taxa constante?

c) A tabela a seguir apresenta a variagdo do custo de produgéo por unidade a
mais de x e 0s espacos ao lado correspondem a variagdo da variacdo do custo de

produgao, complete-a em seguida responda:

all
+1{

— - 3]
6

2 O3]
1| }+14]|:|
11— jg }+18}|:|
{5 70 422

i. Quando os valores de x aumentam cerca de uma unidade, por exemplo, de x = 10

A W N| =~ O
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para x =11, de quantas unidades aumentam os valores da taxa de variagcdo de
c(x)? E quando esses valores aumentam de x = 100 para x = 101?

ii. Como se pode observar, quando os valores de x aumentam cerca de uma unidade,

os valores correspondentes de c(x)} ndo aumentam a uma taxa constante,

entretanto, pode-se perceber que os valores da taxa de variacdo da taxa de

variagdo de ¢(x) em relagdo a x aumentam a uma taxa constante e igual a

Andlise da atividade 1

Essa atividade tem por objetivo conduzir os estudantes a perceber que a
taxa de variagdo da taxa de variacdo da funcdo polinomial ¢(x) = 2x*+ 4x é
constante.

Os estudantes desenvolveram-na em aproximadamente quinze minutos,
porém, nem todos chegaram as solugdes previstas. Constatamos que somente
uma atividade n&o foi suficiente para conduzi-los a compreender o conhecimento
matematico imbricado nesta situacédo de aprendizagem, pois os erros e equivocos
cometidos ndo puderam ser percebidos e/ou superados por meio de outra
atividade que abordasse o0 mesmo conhecimento matematico com outros registos

de representagcao. Apesar disso, todos perceberam, intuitivamente, que a taxa de
variagdo da taxa de variagcdo de ¢(x) em relacéo a x € sempre a mesma, ou seja,
€ constante.

Almejamos que os estudantes completem a tabela fornecida e percebam,

ainda que intuitivamente, que a medida que os valores de x aumentam uma

unidade, os valores correspondentes de c¢(x) ndo aumentam a uma taxa

constante, como mostra o tabela 8. Todos completaram a tabela corretamente e
perceberam que o custo de producdo ndao aumenta a uma taxa constante quando

a quantidade de retrovisores aumenta de uma unidade.
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Tabela 8: Taxa de variagao média de «{x} em relacdo a =

x c(x)

+1{ 0 Z }+6
= +10
50|14
s |_+18
70 22

Para o item (a) esperamos que os estudantes percebam que a medida

—_

+
N
a M ODN

que os valores de x (quantidade de retrovisores) aumentam uma unidade os

valores de ¢(x) (custo de produgdo) ndo aumentam a uma taxa constante.

Somente a dupla formada pelos alunos Artur e Wallace nao apresentou
uma solugcdo compativel com a que esperavamos, entretanto, afirmaram que a
taxa de variagdo da taxa de variagdo do custo de producdo em relagdo a

quantidade de retrovisores é constante e igual a quatro unidades.

Os alunos William e Guilherme afirmaram que quando a quantidade de
retrovisores aumenta uma unidade o custo da produ¢ao ndo aumenta a uma taxa
constante, e enfatizaram que “a variagdo da taxa de variagdo é igual a quatro

unidades”.
As solugdes apresentadas pelas demais duplas foram curtas e objetivas,

afirmaram que a medida que a quantidade de retrovisores aumenta de x = 1 para
x = 2 o valor correspondente ao custo de produgcdo aumenta em 10 reais e

quando esta quantidade aumenta de x =2 para x =3 o custo de produgéo

aumenta em 14 reais, o que nos leva a inferir que também perceberam, ainda que
intuitivamente, que taxa de variagdo do custo de produgdo em relacdo a

quantidade de retrovisores produzidos ndo € constante.
Esperamos que no item (b) os estudantes generalizem as inferéncias

pontuadas a partir do item (a), e percebam que quando os valores de x aumentam
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uma unidade, os valores correspondentes de ¢(x) ndo aumentam a taxas

constantes.

Todas as duplas perceberam que a medida que a quantidade de espelhos
retrovisores aumenta uma unidade os valores correspondentes ao custo de
produ¢do ndo aumentam a uma taxa constante. Os alunos William e Guilherme
ressaltaram ainda, que a taxa de variacdo da taxa de variacdo do custo de
producdo em relacdo a quantidade de retrovisores produzidos aumenta a uma

taxa constante.
Para o item (c), esperamos que os estudantes percebam que a taxa de

variagdo da taxa de variacdo de c(x) em relacdo a x € constante e igual a quatro

unidades, como mostra a tabela 9.

Tabela 9: Taxa de variagdo da taxa de variagdo de ¢{x) em relagédo a x

x c(x)

+1{ 0 0 }+6
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s } +99 }+4
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+
—_
gl M W N

Somente a dupla formada pelos alunos Artur e Wallace preencheu a
tabela corretamente, enquanto os alunos Caroline e Adriano ndo a preencheram e
as demais duplas fizeram erroneamente, pois concluiram que a taxa de variagcao
da taxa de variacdo do custo de producdo em relagcdo a quantidade de
retrovisores é constante e igual a oito.

Ao final desta situag&do de aprendizagem, constatamos que os estudantes
compreenderam intuitivamente a ideia de taxa de variagao da taxa de variagao de
c(x) em relagdo a x, porém, ndo construiram significado para esta ideia.
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Analise a priori da institucionalizag¢ao da situacao de aprendizagem 4

Ao final desta situagao de aprendizagem, institucionalizaremos que a taxa
de variagdo da taxa de variagdo de uma fungdo do tipo f(x) =ax®+bx+c é

sempre a mesma, ou seja, € constante.

Anadlise a posteriori da institucionalizagdo da situacao de

aprendizagem 4

Apds a devolutiva referente a atividade que compds esta situagcéo de
aprendizagem, deu-se inicio a fase de institucionalizagdo, onde, por meio dos
registros de representagao algébrica e tabular, o professor evidenciou para uma
fungéo do tipo f(x) = ax® + bx + ¢, que a taxa de variagéo de f(x) em relagdo a x
nao é constante, mas a taxa de variacdo da taxa de variagdo dessa fungao é
sempre a mesma, ou seja, € constante.

CONSIDERAGOES FINAIS

Apresentamos no presente trabalho uma proposta para abordar a ideia de
taxa de variacao instantdnea no ambito do Ensino Médio baseada na Teoria das
Situagcbes Didaticas e na Teoria de Registros de Representacdo Semidtica.
Acreditando que estudantes do 3° ano do Ensino Médio podem se apropriar da
ideia de taxa de variacdo instantanea a partir da no¢cdo de taxa de variagéao,
elaboramos a seguinte questdo de pesquisa: Estudantes do 3° ano do Ensino
Médio podem compreender a ideia de taxa de variagao instantanea por meio

de uma abordagem intuitiva da nogao de taxa de variagao?
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Para respondé-la, confirmar ou refutar nossa hipotese bem como atingir
nosso objetivo de pesquisa, elaboramos e aplicamos uma sequéncia didatica para
oito alunos do 3° ano do Ensino Médio de uma escola da rede publica do Estado

de Sao Paulo.

Embora algumas nog¢des matematicas, que julgavamos fazer parte do
conhecimento matematico dos estudantes, nao foram mobilizadas pelos mesmos,
como, por exemplo, os conhecimentos referentes a ideia de conversao de
unidades de medidas e os referentes a ideia de velocidade média, nossa

sequéncia didatica parece té-los conduzido a compreensao da ideia de taxa de

variagdo instantanea de uma fungdo f em um ponto qualquer de seu dominio.

Verificamos que estudantes do 3° ano do Ensino Médio podem construir
significado para a nogdo de taxa de variagao instantdnea a partir de uma
abordagem intuitiva da ideia de taxa de variagdo, desde que ndo se traga para
esse nivel de escolaridade a estrutura e as terminologias abordadas no Ensino
Superior. Acreditamos que a nocdo de taxa de variagdo instantanea deve ser
trazida a Educagao Basica por conta de suas ideias fundamentais, e ndo por
conta dos conceitos e nomenclaturas que estdo imbricadas no estudo do Calculo
Diferencial.

Parece-nos que a construgdo de significado para a ideia de taxa de
variagao instantdnea deu-se somente por meio da mobilizagdo simultdnea de
registros de representagao algébrica, grafica e tabular. Para nés, o processo de
ensino e aprendizagem da ideia de taxa de variagcédo instantdnea no ambito do
Ensino Médio deve ser abordado por meio de situagbes de aprendizagem que
permitam a coordenagao entre os varios registros de representagao, de modo que
os estudantes tenham independéncia e condigbes para construir significado para

esta ideia.

Aos professores que pretendem utilizar nossa sequéncia didatica,
ressaltamos que os erros e equivocos observados foram devidamente corrigidos,
€ a sequéncia com as devidas alteracdes encontra-se no apéndice A, ressaltamos

também, que ndo consideramos esta pesquisa finalizada, sentimos a necessidade
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de trabalhar alguns aspectos mais detalhadamente, como, por exemplo, a ideia
de taxa de variagéo da taxa de variagao.
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APENDICE A

Produto Para Aplicacao

Produto Final da Dissertacido apresentada a Pontificia
Universidade Catdlica de Sao Paulo em outubro de 2012,
Programa de Estudos Pds-Graduados em Educagdo Matematica:
Uma Proposta Para o Ensino da Ideia de Taxa de Variagao
Instantanea no Ensino Médio.

Nosso objetivo foi trabalhar a ideia de taxa de variagao instantanea com
estudantes do Ensino Médio a partir de uma abordagem intuitiva da ideia de taxa
de variacdo, adotando como aporte tedrico a Teoria das Situa¢des Didaticas e a
Teoria de Registros de Representagdo Semidtica, com a finalidade de responder
a seguinte questdo de pesquisa: Estudantes do 3° ano do Ensino Médio podem
compreender a ideia de taxa de variagdo instantdnea por meio de uma
abordagem intuitiva da noc&do de taxa de variagcdo? Assim, elaboramos e
aplicamos uma sequéncia didatica para oito alunos do 3° ano do Ensino Médio de
uma escola da rede publica do Estado de Sao Paulo. Os resultados da pesquisa
indicam que estudantes do 3° ano do Ensino Médio, por meio da mobilizagao
simultanea dos registros de representagdo grafica, algébrica e tabular, podem
construir significado para a ideia de taxa de variagao.
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PRODUTO FINAL: Sugestao de material para abordar a nogédo de taxa

de variacao instantanea com alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Situacao de aprendizagem 1 — Variagoes proporcionais — taxa de variagao

Atividade 1 — Uma banheira é abastecida por uma torneira cujo fluxo de agua é
constante e igual a 5 litros por minuto, sabe-se que a mesma estava inicialmente vazia.

Nessas condic¢des, responda:

a) Qual o volume de agua da banheira, apés 1 minuto com a torneira aberta? E apds 5

minutos?

b) Sabe-se que a capacidade maxima da banheira é igual a 75 litros, assim, quanto

tempo a torneira deve permanecer aberta para encher a banheira completamente?

c) Quando o tempo que a torneira permanece aberta aumenta de 1 para 2 minutos,
quantos litros o volume de agua da banheira aumenta? E quando esse tempo aumenta

de 6 para7 minutos, o que ocorre com o volume de agua da banheira?

d) Para um aumento de tempo de um minuto a partir de um instante qualquer, o quanto

aumenta o volume de agua da banheira?

e) Por meio de uma sentenga matematica, expresse o volume de agua da banheira em

funcao do tempo.
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Atividade 2 — O volume (v) de agua da banheira em fungdo do tempo (t) é expresso

pela fungdo w(t) = 5t. Complete a tabela abaixo com os valores correspondentes ao

volume de agua da banheira, em seguida responda:
Tempo 0|112|3|4/5|10]15

{mim)

Volume (1)

a) Quando os valores do tempo aumentam, o que ocorre com os valores

correspondentes ao volume de agua da banheira?

b) A medida que os valores do tempo aumentam acerca de um minuto, a partir de um
instante qualquer, o quanto aumentam os valores correspondentes ao volume de agua
da banheira?
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Atividade 3 — No geogebra, represente graficamente a reta de equagdo y = 5x,
marque um ponto qualquer no eixo x € nomeio de 4, trace uma reta perpendicular ao
eixo passando por 4 e determine sua interseccdo com a retay = 5x, nomeie essa
interseccdo de E e trace uma perpendicular ao eixo y que passe por B, em seguida,

movimente o ponto A e responda:

a) Quando os valores de x aumentam, o0 que ocorre com os valores correspondentes

de ?

b) E quando os valores de x aumentam de x = 1 para x = 2, 0 que ocorre com 0s
valores correspondentes de »? E quando aumentam de x = 4 para x = 5?

c) A medida que os valores de x aumentam acerca de uma unidade, quantas
unidades os valores correspondentes de ¥ aumentam?

d) Nomeie a origem do referencial cartesiano de 0, em seguida, construa os
segmentos AEB e AQ, apresente seu “nome e valor’, e calcule o quociente entre as
medidas de AE e AD.

e)
Movimente o ponto 4, em seguida calcule o quociente entre as novas medidas de AE e
A0. O que se pode observar quanto ao quociente entre as medidas de A5 e A0
obtidas nesse item e no item anterior? Se vocé movimentar o ponto 4 inUmeras vezes,
0 que acontecera com o valor do quociente entre A5 e A0?
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f) Considere a funcdo v(t) = 5t, obtida na atividade 1, e a equacédo y = 5x. O que os

valores do eixo x representam? E os valores do eixo ¥?
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Atividade 4 — Em um novo arquivo do geogebra, represente graficamente a fungao

v(t) = 5t, selecione a ferramenta “inclinagao”, aplique-a sobre a reta que representa

a funcao = e responda:

a) Qual a medida do segmento vertical?

b) Qual a medida do segmento horizontal?

c) Determine o quociente entre a medida do segmento vertical e a medida do

segmento horizontal.

d) O que se pode observar quanto ao resultado do quociente obtido no item anterior

e os resultados obtidos nos itens (d) e (e) da atividade 37
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Atividade 5 — Uma caixa de agua é abastecida por uma torneira cujo fluxo de agua é
constante e igual a 10 litros por minuto e, simultaneamente, seu contelido escoa, por
outra torneira, cujo fluxo de agua é controlado a razao constante de 15 litros por

minuto. Em certo instante, o volume de agua nessa caixa é de 100 litros.

a) Expresse o volume de agua na caixa t minutos depois desse instante, por meio de

uma sentenga matematica?

b) Complete a tabela abaixo com os valores correspondentes ao volume de agua na

caixa.

Tempo 011{2(3|4]5/10]|20

{mi)

Volume (1)

c) A medida que os valores do tempo aumentam, o que ocorre com os valores

correspondentes ao volume de agua da caixa?

d) Quando os valores do tempo aumentam de t =1 a t = 2, o quanto variam os valores

correspondentes ao volume de agua da caixa? E quando estes valores aumentam de

t=12at =137

e) Quando os valores do tempo aumentam acerca de uma unidade, a partir de um
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instante qualquer, o quanto variam os valores correspondentes ao volume de agua da

caixa?

Atividade 6 — No geogebra, represente graficamente a reta de equacao y = 100 — 5x;,
marque um ponto qualquer no eixo x, nomeio de A, trace uma reta perpendicular ao
eixo x passando por 4 e determine sua interseccdo com a reta de equacdo
¥ = 100 — 5x, nomeia de B e trace uma reta perpendicular ao eixo y passando por B,

em seguida, movimente o ponto 4 e responda:

a) Considere a fungdo v(t) = 100 — 5¢, obtida na atividade anterior, e a equac&o

¥ = 100 —5x. O que os valores do eixo x representam? E os valores do eixo y?

b) Quando os valores do tempo aumentam, o que ocorre com os valores

correspondentes ao volume de agua da caixa?

¢) Quando os valores do tempo aumentam de £ =1 a £ = 2, o quanto variam os valores

correspondentes ao volume de agua da caixa? E quando estes valores aumentam de

t=12at =137
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d) Quando os valores do tempo aumentam acerca de uma unidade, quantas unidades

variam os valores correspondentes ao volume de agua da caixa?

e) Selecione a ferramenta “inclinagdo”, aplique-a sobre a reta que representa
graficamente a fungdo ¥, em seguida calcule a razdo entre o segmento vertical e o

segmento horizontal. O que se pode observar entre essa razao e a variagéo do volume

de agua da caixa quando os valores do tempo aumentam acerca de uma unidade?

Situacao de aprendizagem 2 — Variagées nao proporcionais — Da taxa de

variagao média a taxa de variagao instantanea

Atividade 1 — O maratonista Marilson Gomes dos Santos é o maior vencedor brasileiro
da Sao Silvestre, em 2010 ele completou a prova em aproximadamente 44min. Sabendo
que o percurso da maratona de Sao Silvestre é de 15 km, determine a velocidade média
desse maratonista em km/h, em seguida responda:

a) A velocidade média desenvolvida pelo maratonista durante a prova nos fornece
informacbes precisas quanto a velocidade desenvolvida pelo mesmo nos ultimos 200

metros da corrida? Explique.
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b) Pode-se afirmar que esse maratonista em nenhum momento ultrapassou sua
velocidade média? E que a velocidade média desenvolvida pelo mesmo foi sua

velocidade em toda a maratona? Explique sua resposta.

Atividade 2 — Determine a velocidade média de um carro entre as 8h e as 10h de um
determinado dia, sabendo que as 8h ele estava no quildbmetro 50 e as 10h estava no
quilémetro 210 da mesma rodovia. A seguir responda:'®

a) E possivel afirmar que o carro ndo ultrapassou os 80 km/h no intervalo considerado?

Justifique sua resposta.

b) Sabendo que durante esse percurso o carro esteve parado durante 20 minutos, o que

se pode afirmar sobre sua velocidade maxima entre os instantes considerados?

'® Adaptado de Machado (1988, p. 30).
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¢) A velocidade média desse carro nos fornece informagdes precisas quanto a velocidade

desenvolvida pelo mesmo em um determinado instante de tempo, por exemplo, as

9h 33min? Explique sua resposta.

Atividade 3 — Ao fim de um teste de resisténcia de um veiculo popular, sua trajetéria foi
modelada de acordo com a fungédo horéria s(t) = 3t —5t+ 2 (5 em metros, t em

segundos), a partir dessa informacgao faga o que se pede:

a) Considere o intervalo de tempo [2s, 4s], calcule s(2) e s(4) e, em seguida, determine

a velocidade média deste veiculo nesse intervalo de tempo.

b) Agora, determine a velocidade média do veiculo no intervalo de tempo [2s, 3s].
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c) Determine a velocidade média do veiculo no intervalo de tempo [2s, 2,15]?

d) Considere agora o intervalo de tempo [2s,(2+ Af)s], onde At representa um

acréscimo muito pequeno ao instante t = 2s, calcule s(2) e s(2 + At), em seguida

determine a velocidade média do veiculo nesse intervalo de tempo. O resultado obtido

depende de At, por esse motivo, ele sera indicado por v{(At).

w(AL) =

e) Com base na expressdo matematica apresentada como solugéo para o item anterior,
complete a tabela utilizando 4 casas decimais, em seguida preencha as lacunas da

frase abaixo.

At 2 1 /10,1 0,01 | 0,001 | 0,0001
v{At)
O valor de At esta se aproximando de , @0 mesmo tempo, o valor de v(At)

esta se aproximando de
f) Como vocé interpretaria fisicamente a velocidade média do veiculo no item (d),

quando At tende a zero?

g) Qual a velocidade do veiculo no instante t = 2s?
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Atividade 4 — Agora com o auxilio do geogebra, retomemos os itens da atividade

anterior. No referencial cartesiano, construa o grafico de equagédo y = 3x* — 5x + 2, que
representa graficamente a funcéo s(t) = 3t* — 5t + 2, em seguida faga o que se pede:
a) Para o intervalo de tempo [2s,4s], vocé verificou que s{2) = 4 e que s5(4) = 30, em

que (2,s(2)) e (4,5(4)) podem representar dois pares ordenados, que por sua vez,

podem ser representados no plano cartesiano por dois pontos. Marque esses pontos na

parabola e os nomeie de A e B respectivamente, em seguida faca o que se pede:
i. Trace uma reta definida por 4 e B, selecione a ferramenta “inclinagao” e aplique-a

sobre a mesma, em seguida, calcule a razdo entre a medida do segmento vertical
e a medida do segmento horizontal, compare com o resultado que vocé
apresentou no item (a) da atividade 3 e determine a velocidade média do veiculo

neste intervalo de tempo.

ii. Apresente a equacao da reta definida por 4 e B, em seguida verifique se ha algo

comum entre a equacao da reta e o valor da razdo que vocé apresentou no item

anterior.

b) Para o intervalo de tempo [2s, 35], faga o0 que se pede:
i. Construa novamente a representagdo grafica da fungdo s(t) = 3t* -5t+2 e
marque os pontos A(2,5(2)) e B'(3,s(3)) sobre a mesma.

ii. Trace uma reta definida por 4 e B, aplique a ferramenta “inclinacédo” sobre a

mesma, calcule a razdo entre a medida do segmento vertical e a medida do
segmento horizontal, em seguida, compare o resultado com a solugédo
apresentada no item (b) da atividade 3 e determine a velocidade média do veiculo

neste intervalo de tempo.
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iii. Apresente a equacao da reta definida por 4 e B' e verifique o que ha em comum

entre esta equacéao e o valor da razao fornecido obtida no item anterior.

c) Para o intervalo de tempo [2s, 2,15], faca o0 que se pede:
i. Construa novamente a representagdo grafica da fungdo s{t)=3t°-5t+2 e

marque os pontos A(2,5(2)) e B"(2.1,5(2.1)) sobre a mesma.

ii. Trace uma reta definida por A e B”, aplique a ferramenta “inclinacdo” sobre a
mesma, calcule a razdo entre a medida do segmento vertical e a medida do
segmento horizontal, compare o resultado obtido com o resultado que vocé
apresentou no item (c) da atividade 3 e determine a velocidade média do veiculo

neste intervalo de tempo.

iii. Apresente a equacgado da reta definida por 4 e B"' e novamente observe o que ha

em comum entre esta equagao e o valor da razdo que vocé apresentou no item

anterior.

Atividade 5 — Na atividade anterior, vocé deve ter observado que os pontos B, 5' e B"

estdo se aproximando cada vez mais do ponto A. Na atividade 3, vocé pbde verificar que

a medida que o intervalo At se aproxima de zero, isto €, quando os pontos que definem

as retas secantes aproximam-se cada vez mais do ponto A4, o intervalo de tempo

aproxima-se cada vez mais do instante ¢ = 2s, e a velocidade média do veiculo tende a

velocidade instantdnea do mesmo no instante ¢ = 2s, que € igual a 7m/s. No geogebra,

construa o grafico de equagdo y = 3x* — 5x + 2, que representa graficamente a fungéo
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s(t) = 3t — 5t + 2, marque o ponto A(2,s(2)) , em seguida faga o que se pede:

a) Selecione a ferramenta “reta tangente”, aplique-a no ponto A da representacao grafica
de 5, de modo a obter uma reta tangente a curva no ponto 4, em seguida, marque um

ponto qualquer sobre a representagao grafica de s, nomeio de B, trace uma reta definida
por A e B e aplique a ferramenta “inclinagado” sobre a mesma, movimente o ponto B e

complete a frase: A medida que o ponto B se aproxima do ponto 4, o intervalo de tempo
At aproxima-se de

b) Aproxime o ponto B 0 maximo possivel do ponto A, calcule a razao entre o segmento
vertical e 0 segmento horizontal, fornecidos pela ferramenta “inclinagdo”, e compare o

resultado com a solugao que vocé apresentou no item g da atividade 3.

c) Assim pode-se concluir que: quando o intervalo de tempo tende a zero, ou seja,
quando o ponto B aproxima-se o maximo possivel do ponto A, a velocidade média do

veiculo tende a sua velocidade instantanea, que € igual a

Situacao de aprendizagem 3 — Taxa de variagao no ponto

Atividade 1 — Em um circuito de rua foi realizado um teste de arrancada com uma moto
600cc, a fim de verificar o desempenho da mesma em diferentes situacdes do dia a dia.

Ao fim do teste, constatou-se que seu movimento, em um intervalo de tempo

. N ~ ;. 1
relativamente pequeno, obedece & fungéo horaria s(t) = — s em metros e £ em

segundos, a partir dessa informagéo faga o que se pede:

a) Calcule a velocidade média da moto para o intervalo de tempo [1s, 4s].

b) Calcule a velocidade média da moto para o intervalo de tempo [1s, 3s].




163

c) Calcule a velocidade média da moto para o intervalo de tempo [1s, 2s].

d) Considere o intervalo de tempo [1,1+ At], onde At representa um acréscimo muito
pequeno ao instante t = 1s, calcule 5{1) e 5(1 + At), em seguida determine a velocidade

média da moto nesse intervalo de tempo. O resultado obtido depende de At, por esse
motivo, ele sera indicado por v(At).

v At) =

Atividade 2 — No geogebra, construa o grafico de equagdo y = —%, que representa

graficamente a fungdo horaria que descreve o movimento da moto, como fora

apresentado no item anterior, em seguida determine:

a) As coordenadas de um ponto A da representacao grafica de s que tem abscissa igual a

1 e localize-o na representagao grafica.

AL )

b) P € um ponto genérico da representagao grafica de =, assim as coordenadas do ponto

P sao P(t, s(t)).
i. Determine as coordenadas do ponto P tal que t = 4;

P(, )
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ii. Determine as coordenadas do ponto P’ tal que t = 3;

PC.)

iii. Determine as coordenadas do ponto P” tal que & = 2.

P(,)

c) Na representacao grafica de s, localize os pontos P, P’ e P”, em seguida, trace as
retas AP, AP’ e AP”, e faga o que se pede:

i. A medida que o valor de t diminui cada vez mais e aproxima-se do instante t = 1, o

ponto P(t,5(t)) aproxima-se cada vez mais do

ii. Selecione a ferramenta inclinagcio, aplique na reta AP, calcule a razdo entre os
segmentos vertical e horizontal e verifique se ha algo em comum entre esse
resultado e o que vocé apresentou no item (a) da atividade 1, e faga 0 mesmo
procedimento para as retas AP’ e AP”, comparando com os resultados

apresentados nos itens (b) e (c) da atividade 1.

d) Retome a expressdo matematica que vocé apresentou como solugdo para o item (d)

da “atividade 17, V(At) = ﬁ e, em seguida responda:

i. Se tomarmos o valor de At cada vez mais préximo de 0, o valor da velocidade
média da moto se aproxima de um numero real a, que corresponde a sua

velocidade instantanea no instante £ = 1. Qual o valor de a?

ii. Escreva a equacdo da reta r que passa pelo ponto A(1,—1) e tem coeficiente de
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inclinacéo a.

- - 1 :
iii. Esboce os graficos da reta r e da fungéo s(t) = —2, No mesmo plano cartesiano,

em seguida, selecione a ferramenta “inclinagao”, aplique-a na reta r e calcule a

razao entre os segmentos vertical e horizontal e compare com a solugdo que vocé

apresentou no subitem (i) desse item.

Situacao de aprendizagem 4 — Taxa de variagao da taxa de variagao

Atividade 1 — Em uma fabrica de acessérios automobilisticos, a funcao
c{x) = 2x* + 4x representa o custo ¢, em reais, para se produzir x unidades de

espelhos retrovisores de um determinado veiculo. A partir dessa informacgao,

preencha a tabela e as lacunas abaixo e responda:

c(x)

3+
O
L

L
L

a) Quando os valores de x aumentam de x =1 para x =2, quantas unidades

+
N
O | W N | O =

aumentam os valores correspondentes de c(t)? E quando estes valores aumentam

de x =2 parax = 37?7
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b) Quando os valores de x aumentam cerca de uma unidade, os valores

correspondentes de c{x) aumentam sempre das mesmas unidades, ou seja,

aumentam a uma taxa constante?

c) A tabela a seguir apresenta a variagao do custo de producgao por unidade a mais

de x e os espacgos ao lado correspondem a variagdo da variagdao do custo de

producdo, complete-a em seguida responda:

X c{x])
+1 0 0
g 1 6
+1{ 2 16
13 30
+1_ [ 3 48
+1= 5 70

90

i. Quando os valores de ¥ aumentam cerca de uma unidade, por exemplo, de

x =10 para x =11, de quantas unidades aumentam os valores da taxa de

variagdo de c{x)? E quando esses valores aumentam de x =100 para

x=1017

ii. Como se pode observar, quando os valores de x aumentam cerca de uma

unidade, os valores correspondentes de c(x) ndo aumentam a uma taxa

constante, entretanto, pode-se perceber que os valores da taxa de variagao da

taxa de variagdo de c(x) em relagdo a x aumentam

unidades.
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APENDICE B

Termo de Consentimento Livre e Esclarecimento Para Menores
de Idade

Caro Responsavel/Representante Legal:

Venho por meio deste termo, solicitar seu consentimento para o menor

, participar como voluntario da

pesquisa referente ao projeto de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica,
intitulada Uma Proposta Para o Ensino da Derivada no Ensino Médio a Partir da
Nogéo de Taxa de Variagédo, cujo objetivo primeiro € conduzir os estudantes do
Ensino Médio a apreender a nogado de derivada a partir de uma abordagem

intuitiva da nocéo de taxa de variacao.

Sua forma de participagao consiste na resolugdo de atividades que
compdem situagdes de aprendizagem que intentam atingir o objetivo primeiro

desta pesquisa, cuja realizagédo dar-se-a em quatro encontros presenciais.

Ressaltamos que o nome e as informagdes confidenciais apresentadas
pelos participantes ndo serdao divulgadas na pesquisa, e a divulgagao dos
resultados sera feita de modo a nao identifica-los, 0 que garante o anonimato dos

mesmos.

Nao sera cobrado nenhum valor (R$), assim, ndo estdo previstos

indenizacdes ou ressarcimentos.

Reiteramos que ha a possibilidade de recusa ou de retirada do
consentimento sem penalizagdo alguma ou prejuizo, uma vez que a participagéo

€ voluntaria.
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Colocamo-nos a disposicdo para quaisquer esclarecimentos e para
maiores informagdes, antes e durante a realizagdo da pesquisa, Edson Rodrigues

da Silva, e-mail: professoredsonrodrigues@gmail.com

Eu, ,  portador

do RG n°: , confirmo que Edson Rodrigues da

Silva me explicou os objetivos da presente pesquisa, bem como, a forma de
participacao. As opgoes para participacao do menor

também foram

discutidas. Eu li e compreendi este Termo de Consentimento, portanto, concordo
em dar meu consentimento para o menor participar como voluntario da presente

pesquisa.

Santo André, 8 de maio de 2012.

(Assinatura responsavel ou representante legal)





