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RESUMO

O presente trabalho teve como objetivo verificar a possibilidade de compatibilizar
perspectivas construtivistas de aprendizagem com a planificacdo do ensino, em um
trabalho colaborativo entre pesquisador e professores, no que se refere ao tema
Andlise Combinatéria. Busca-se também verificar a atuacdo do professor de
matematica nas atividades de planejamento de ensino, de forma compativel com a
perspectiva construtivista de aprendizagem presente na Trajetoria Hipotética de
Aprendizagem (THA). E um estudo de natureza qualitativa com trés professores e
104 alunos do Ensino Médio de duas escolas da rede publica do estado de Sao
Paulo e tem como fundamentacdo tedrica os trabalhos de Simon sobre o uso de
THA no ensino de Matematica para formular modelos de ensino baseados no
construtivismo. Os resultados obtidos levaram-nos a inferir que o uso de pesquisas
contribui para a organizacdo do ensino de Analise Combinatéria; que o
comprometimento do docente ao planejar suas aulas e a pratica em sala de aula
condizente com a perspectiva construtivista sdo fundamentais para alcancar o0s
resultados esperados para THA elaborada; que a atuacdo do professor tem papel
decisivo na mediacdo da constru¢cdo do conhecimento dos seus alunos; e que a
interacdo e a participacdo entre alunos e professor sdo essenciais para que ocorra a

aprendizagem.

Palavras-chave: Analise Combinatéria; Trajetéria Hipotética de Aprendizagem,;

curriculo de Matemética para o Ensino Médio; perspectiva construtivista.



ABSTRACT

The present study aimed to verify the possibility to reconcile constructivist
perspectives of learning with the planning of teaching in a collaborative work between
researches and teachers, what refers to the theme Combinatorial Analysis, and verify
the performance of mathematics teachers in the activities of planning education,
consistent with the constructivist perspective of present learning in the Hypothetical
Learning Trajectory. It is a qualitative study with three teachers and 104 high school
students of two public schools of the state of Sdo Paulo and has as theorical reasons
Simon’s works about the use of Hypothetical Learning Trajectory in the education of
mathematics to formulate models of teaching based on constructivism. The results
led us to conclude that the use of researches contributes to organizing the teaching
of Combinatorial Analysis; that the commitment of the instructor when planning your
lessons and the pratice in the classroom consistent with the constructivist
perspective are fundamental to reach the expected results to the elaboreted
Hypothetical Learning Trajectory; that the teacher performance has a decisive role in
mediating the construction of knowledge of your students; and that the interaction

and participation among students and teachers are essential for learning to occur.

Keywords: Combinatoral Analysis; hypothetical learning trajectory, the

mathematics curriculum for High School; constructivist perspective.
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APRESENTACAO DA PESQUISA

Insercao no Projeto de Pesquisa

O presente trabalho integra o projeto “Construcéo de trajetérias hipotéticas de
aprendizagem e implementacao de inovagdes curriculares em Matematica no Ensino
Médio”, que esta inserido na linha de pesquisa “Matematica na Estrutura Curricular e
Formacdo de Professores” do Programa de Pdés-Graduados em Educacgao
Matematica, da Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo, coordenado pelos
professores doutores Célia Maria Carolino Pires e Armando Traldi Janior, orientador

desta pesquisa.

O objetivo do projeto é o desenvolvimento de pesquisas com enfoque na
organizacdo e no desenvolvimento curricular na area de Matematica, com o
propdsito de desenvolver propostas de apoio ao desenvolvimento curricular, a partir
das orientacdes apresentadas nas Diretrizes Curriculares para o Ensino Médio

(DCNEM) e nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM).

As DCNEM propdem um curriculo para o Ensino Médio organizado a partir de
trés areas do conhecimento: Ciéncias da Natureza, Matematica e suas tecnologias;
Linguagens, Cdédigos e suas Tecnologias; Ciéncias Humanas e suas Tecnologias.
Esse documento destaca a importancia de explorar situacdes contextualizadas e

trabalha-las por meio da resolucdo de problemas e/ou modelagem.

Para Mello (1999), afirmar que o curriculo sera organizado por area de
conhecimento ndo significa eliminar as disciplinas, mas coloca-las em um
permanente dialogo, conforme as afinidades entre elas, e entre elas e os problemas
da realidade que se quer que os alunos compreendam e interpretem para propor

solucoes.

Ainda de acordo com essa autora, dois principios sédo tracados nesse
documento, com o0 objetivo de auxiliar as escolas no trabalho de organizacédo de

seus curriculos: a interdisciplinaridade e a contextualizacéo.
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Os PCNEM (BRASIL, 1999) enfatizam que em todas as &reas a competéncia
matematica se faz presente. A possibilidade de compreender conceitos e
procedimentos matematicos €& necessaria para tirar conclusdes, fazer
argumentacfes e formar o cidaddo para agir como um consumidor prudente na

tomada de decisdes em sua vida pessoal e profissional.

Pires (2009) afirma que os problemas mais frequentemente destacados em
congressos, seminarios, simpoésios e grupos de pesquisa dizem respeito a
desarticulacdo entre os objetivos, a metodologia e a avaliacdo, presente na pratica
da organizacao curricular. Para a autora, os cursos de formacao inicial e continuada
de professores nao consideram as especificidades proprias dos niveis de ensino da
Educacdo Basica. Pires destaca outros aspectos que devem ser considerados: a
desarticulacdo entre conhecimentos especificos e pedagogicos, assim como entre
teoria e prética; a falta de oportunidades para o desenvolvimento cultural dos alunos,
para o uso de tecnologias da informacao e comunicacdes; a falta de dialogo entre as
instituicbes formadoras de professores e as escolas de ensino da educacéo basica;
e a concepcao do professor como transmissor de conhecimentos, presente ao longo

da formagé&o do docente.

Este cenario provoca a necessidade de desenvolver materiais de apoio ao
trabalho curricular na area de Matemaética, pautados em principios apresentados nos
Parametros Curriculares para o Ensino Médio: sdo necessarios recursos didaticos,
em especial, para favorecer a abordagem interdisciplinar e para explorar situacdes

contextualizadas por meio de resolucao de problemas e/ou da modelagem.

Os pesquisadores participantes deste projeto pretendem contribuir para
aproximar teorias e resultados de estudos na area de Educacdo Matematica dos

curriculos praticados em sala de aula do Ensino Médio.

O projeto envolve alunos do Mestrado e do Doutorado e professores de
Matematica de Ensino Médio da rede publica estadual de S&o Paulo, em trabalho
cooperativo e colaborativo. Pesquisas como a de Traldi Junior (2006) evidenciam a
autonomia ganha por docentes que participam de trabalhos com tais caracteristicas,
0 que os torna mais reflexivos a respeito de suas praticas e se reflete na busca e na

producdo de materiais que subsidiem seu trabalho em sala de aula.
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Boavida e Ponte (2002, p. 44) afirmam que, para a realizacdo de uma
investigacdo sobre a préatica, a colaboracdo é um recurso valioso e oferece
vantagem, ao reunir pessoas que se empenham em um objetivo comum, com
diferentes experiéncias, competéncias e perspectivas que refletem e dialogam em
conjunto. Ela propicia mais energia, mais recursos para concretizar um dado
trabalho, capacidade de reflexdo acrescida e o aumento de possibilidades de
aprendizagem mdatua. E cria melhores condicdes para o docente enfrentar, com

éxito, incertezas e obstaculos que venham a surgir.

As teses de Doutorado neste projeto tém por objetivo elaborar fundamentos
tedricos sobre diferentes aspectos dos curriculos de Matematica. As dissertacdes de
Mestrado tém como finalidade a construcdo de Trajetdrias Hipotéticas de
Aprendizagem (THA) sobre temas do curriculo do Ensino Médio, para atender
diferentes expectativas de aprendizagem deste nivel de ensino. Segundo Simon
(1995, apud PIRES, 2009, p.147), as THA “consistem em objetivos para a
aprendizagem dos estudantes, a partir de tarefas matematicas que serdo usadas
para promover a aprendizagem dos estudantes bem como o levantamento de

hipéteses sobre o processo dessa aprendizagem”.

O grupo de pesquisa ampara seus estudos em um texto do pesquisador
Martin A. Simon (1995) e em outro, de Pedro Gomez e José Luis Lupiafiez (2007),
gue apresentam a noc¢ao de trajetoria hipotética de aprendizagem (THA) como parte

do modelo de Ciclo de Ensino de Matematica, proposto por Simon.

A partir de discussdes e reflexdes, o grupo desenvolveu estudos que
permitiram responder as seguintes questdes: Como compatibilizar perspectivas
construtivistas de aprendizagem com a planificacdo do ensino? Como as pesquisas
na area de Educacdo Matematica, que trazem resultados importantes sobre a
aprendizagem, podem contribuir para a organizacdo de um ensino que potencialize
situacdes de aprendizagem dos alunos? Que atuacdo pode ter um professor de
Matematica, no que se refere as atividades de planejamento do ensino, de forma

compativel com uma perspectiva construtivista de aprendizagem?
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Esta pesquisa contribui para o projeto com a elaboracéao, o desenvolvimento e
a andlise de uma Trajetéria Hipotética de Aprendizagem (THA) para o ensino de

Analise Combinatoria.
Organizamos nosso trabalho em seis capitulos:

No primeiro, apresentaremos a problematica da pesquisa, que envolve a
escolha do tema de pesquisa, as questdes de pesquisa e 0s procedimentos

metodoldgicos que conduziram nosso estudo.

O segundo capitulo é destinado a apresentacdo de nosso quadro tedrico: as
formulagbes de Martin Simon (1995), as pesquisas ja realizadas pelo projeto
“‘Construcédo de trajetérias hipotéticas de aprendizagem e implementacdo de
inovacdes curriculares em Matematica no Ensino Médio” e a concepcao

construtivista na educacao escolar dissertada por diferentes pesquisadores.

No terceiro capitulo, dissertaremos sobre a andlise combinatéria no sistema
educacional e, para isso, realizaremos um levantamento de pesquisas realizadas
sobre o tema Analise Combinatoria e analisaremos documentos oficiais que regem o
Ensino Médio Brasileiro, a Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo e os livros

didaticos utilizados nas escolas participantes desta pesquisa.

O quarto capitulo apresentara a Trajetoria Hipotética de Aprendizagem sobre
Analise Combinatoria e, para auxiliar o seu desenvolvimento, iniciaremos com um

breve estudo do objeto matematico em questao.

No quinto capitulo, exporemos a analise do desenvolvimento da THA em sala

de aula e as alteracfes realizadas para a segunda versao da trajetéria.

Ao longo do sexto capitulo, discorreremos sobre 0 processo de
desenvolvimento da THA em sala de aula; para isso, descreveremos o0s relatérios de

observacdes das aulas.

Finalizaremos o trabalho, apresentando nossas consideracdes sobre o
desenvolvimento da THA e buscaremos, também, sugerir novas questdes e

problematicas para futuras pesquisas.
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CAPITULO 1
CONSTRUCAO DA PROBLEMATICA DE PESQUISA

Neste capitulo apresentamos a problemética de pesquisa que envolve a
escolha, a motivacdo e a relevancia do tema Analise Combinatdria, além das
guestBes de pesquisa. Em seguida, descrevemos os procedimentos metodoldgicos
gue conduziram a investigagdo e a forma como transcorreram seus primeiros

movimentos.

1.1 Construindo a problematica

Na escolha do tema para esta dissertacdo, o anseio inicial foi garantir a
efetiva ligacdo entre a atividade como docente no Ensino Médio e como
pesquisadora na pos-graduacdo. Assim, entre as opcdes possiveis, consideramos
gue um tema que satisfaria esse anseio seria 0 estudo da Andlise Combinatéria,
pouco explorado em pesquisas, apesar de sua importancia na “matematica discreta
e da sua aplicacdo em areas como a programacao linear, teoria dos jogos, topologia,
teoria dos numeros, analise de redes, etc.” (FISCHBEIN, 1975, apud BATANERO;
GODINO; NAVARRO-PELAYO, 1996).

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM)
(BRASIL, 1999) enfatizam a importancia de uma abordagem cuidadosa do tema
Andlise Combinatdria no Ensino Médio, devido a possibilidade de ampliar a interface

entre o aprendizado de Matemética e as demais ciéncias e areas:

As habilidades de descrever e analisar um grande numero de dados,
realizar inferéncias e fazer predicbes com base numa amostra de
populacéo, aplicar as idéias de probabilidade e combinatéria a fendmenos
naturais e do cotidiano sdo aplicacbes da Matematica em questdes do
mundo real que tiveram um crescimento muito grande e se tornaram
bastante complexas. (BRASIL, 1999, p. 19)

Decidir sobre a melhor forma de organizar nimeros ou informacdes para

contar os casos possiveis “ndo deve ser aprendido como uma lista de férmulas, mas
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COMO um processo que exige a construcdo de um modelo simplificado e explicativo
da situagao” (BRASIL, 2002, p. 126). As formulas devem ter a funcdo de simplificar
calculos para quantidades elevadas de dados e surgir como consequéncia do

raciocinio combinatdrio desenvolvido a partir da resolucao de diferentes problemas.

Em nossa experiéncia docente, ndo percebemos esse cuidado no trabalho
com a Andlise Combinatéria. Presenciamos, em diferentes ocasides, docentes que
afirmavam evitar o trabalho com este conteudo ou o faziam de forma superficial,

apenas com situacdes introdutdrias e com a aplicacdo de férmulas.

Inferimos que a resisténcia dos docentes ao trabalho com o tema Analise
Combinatoria seja consequéncia da dificuldade de cunho matemético. Para Sabo
(2010), alguns docentes admitem possuir dificuldade em diferenciar os tipos de
agrupamentos e identificar as formulas a serem aplicadas. Essa dificuldade nédo é
privilégio de alunos e docentes brasileiros. Em Portugal, a Anédlise Combinatéria €
lecionada pela primeira vez no 12° ano de escolaridade, equivalente & segunda série
do Ensino Médio brasileiro, e € integrada ao tema Probabilidades e Combinatoria e
considerada “um tema dificil, quer pelos alunos quer pelos professores.” (SILVA;
FERNANDES; SOARES, 2004, p. 62).

As pesquisas desenvolvidas retratam que os docentes, por vezes, dispensam
a abordagem do tema e optam por apresentar algumas situacbes a partir da
aplicacao de férmulas, sem a construcdo de um conhecimento expressivo por parte
do aluno. Outro fator preponderante € que alguns professores reproduzem, em sua
pratica, “o saber dos professores que participaram de suas experiéncias escolares”
em relagdo ao tema, ou seja, “valorizam a memorizagdo e a aplicabilidade das

férmulas na resolugao de problemas” (SABO, 2010, p.186).

Essas constatacdes e os resultados — que exporemos posteriormente — de
pesquisas sobre o ensino e a aprendizagem do tema, que reafirmam a resisténcia
dos docentes e apontam 0s principais entraves apresentados pelos alunos, nos
conduziram a elaborar uma THA de Analise Combinatoria, buscando contribuir com

0 avancgo nos estudos nessa area.
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A investigacdo que acompanhou o desenvolvimento deste estudo teve como
objetivos: analisar a possibilidade de compatibilizar perspectivas construtivistas de
aprendizagem com a planificagcdo do ensino, em um trabalho colaborativo entre
pesquisador e professores, no que se refere ao tema Andalise Combinatoria, e
verificar a atuacdo do professor de matematica nas atividades de planejamento de
ensino, de forma compativel com a perspectiva construtivista de aprendizagem
presente na Trajetoria Hipotética de Aprendizagem (THA). Para isso, buscamos

responder as seguintes questoes:

a) E possivel compatibilizar a perspectiva construtivista na planificacdo do
ensino de Analise Combinatoria? Caso sim, de que forma?

b) Como as pesquisas na area da Educacdo Mateméatica podem contribuir
para a organizacdo de um ensino que potencialize situacbes de
aprendizagem de Anélise Combinatéria?

c) Que caracteristicas podem ser identificadas na atuacdo do professor,
durante o desenvolvimento da THA para a aprendizagem da Analise

Combinatoéria?

A resolucdo de problemas é apresentada como ponto de partida em nosso
estudo, utilizando como estratégias de solucdo: a enumeragcdo (contagem direta,
arvores de possibilidades, diagramas, tabelas) e o Principio Fundamental da
Contagem, que acreditamos, assim como afirmado por Esteves (2001), ser uma
abordagem que facilite a visualizacdo do processo utilizado para chegar a

sistematizacao.

Com o desenvolvimento da THA, buscamos também observar as formas
pelas quais o professor desenvolve seu planejamento para as atividades de sala de
aula e identificar a interacdo deste com as observacdes dos estudantes, as
modificacdes e as adaptacdes realizadas na proposta da THA, de acordo com as

hipoteses do professor sobre como os alunos aprendem o conteudo.

A presente pesquisa buscou desenvolver uma Trajetéria Hipotética de
Aprendizagem (THA), com expectativas de atingir os seguintes objetivos de

aprendizagem para o tema Analise Combinatéria:
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e Usar diferentes representacdes para a enumeracdo, como, por exemplo, a
contagem direta, a arvore de possibilidades, a tabela de dupla entrada e o
diagrama sagital.

e Fazer uso do Principio Fundamental da Contagem (PFC) na resolucdo de
problemas de contagem, realizando divisbes para evitar a sobrecontagem de
agrupamentos.

e Resolver problemas de contagem e agrupamentos, a partir do

reconhecimento da necessidade (ou ndo) da hierarquia (ordem).

Para melhor delinear como transcorreu a pesquisa, a seguir apresentaremos

as etapas e o procedimento utilizado para o seu desenvolvimento.

1.2 Procedimentos metodoldgicos

O desenvolvimento desta pesquisa ocorreu em quatro etapas, apresentadas a

seqguir.

A primeira teve inicio com estudos sobre o referencial tedrico e reviséo
bibliografica sobre o tema escolhido: teses, dissertacdes e artigos referentes ao
ensino e a aprendizagem de Analise Combinatéria e ao estudo do objeto Analise

Combinatoria.

A segunda etapa culminou com o processo de elaborac&o da primeira versao
da Trajetéria Hipotética de Aprendizagem.

A terceira etapa iniciou-se com 0 primeiro contato com as professoras

colaboradoras, e incidiu sobre o desenvolvimento da THA.

A quarta etapa destinou-se a revisdo da THA, realizada a partir das
observacdes feitas em sala de aula e das discussbes entre a pesquisadora e as
professoras colaboradoras sobre o trabalho realizado, além de recomendacdes de
possiveis mudancgas feitas pelas docentes ou sugeridas pela pesquisadora, a partir
da observacédo realizada. Os momentos de discussdo com as docentes de Santo
André aconteceram em Horario de Trabalho Coletivo Comum (HTPC) e, com a

docente P4, ocorreram em finais de semana. Esta etapa, em que elaboramos a nova
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versdo da THA e efetuamos a analise dos resultados obtidos, encerra-se com a
elaboracéo do texto final da dissertagéo.

Escolha dos professores colaboradores

A opcédo para a escolha inicial dos professores colaboradores foi feita por
conveniéncia, ou seja, buscamos a participagcdo de professores em escolas
proximas a residéncia e/ou ao local de trabalho da pesquisadora, para facilitar o
processo de acompanhamento das aulas. Porém, as recusas por parte de alguns
docentes conduziram-nos a fazer o convite a professores da escola em que a

pesquisadora leciona.

As recusas dos docentes inicialmente convidados foram justificadas de
diferentes formas: a “obrigatoriedade” de seguir a Proposta Curricular do Estado, a
confiangca na metodologia por eles utilizada, ndo julgando ser necessaria uma
abordagem diferente. Percebemos também que essas justificativas se tornavam
mais contundentes, quando era mencionada a presenca do professor pesquisador
em sala de aula, assim como afirmou Mesquita (2009, p.57): “Percebemos que a
professora ndo estava disposta a participar da pesquisa, principalmente quando
comunicamos que suas aulas seriam filmadas e que em algumas delas atuariamos

como observadora”.

E possivel notar a dificuldade em encontrar professores dispostos a participar
de pesquisas — mesmo sem a presenca do pesquisador nas aulas — em trabalhos
de outros pesquisadores, como, por exemplo, Sabo (2010), que afirma néo ter sido
facil encontrar professores para responder ao questionario inicial de sua pesquisa e

as entrevistas semiestruturadas, tendo recebido varias recusas de docentes.

A partir desse fato, passamos a contar com a colaboracéo de trés professoras
de uma mesma unidade escolar situada na cidade de Santo André. Porém, apés a
desisténcia de uma delas, tivemos a participacdo voluntaria de outra docente,
identificada como P4, que leciona na cidade de Embu-Guagu. Ao saber da
desisténcia ocorrida, a professora dispés-se a participar do projeto como
colaboradora. E importante citar que, na ocasido do desenvolvimento da THA, ela

era aluna do Mestrado Profissional em Ensino de Matematica da PUC-SP e
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integrava o grupo de “Organizagdo, Desenvolvimento Curricular e Formagéo de
Professores” do qual este projeto faz parte; ou seja, era conhecedora do projeto.

Apresentamos a proposta de nosso projeto a cada professora colaboradora,
em reunides individuais. Neste contato inicial, aplicamos um questionario® para obter
as seguintes informacgfes: tempo de magistério, formagédo académica e familiaridade

com o tema Analise Combinatdria.

Em seguida, descrevemos a proposta, situando-a como um projeto que
envolve perspectivas construtivistas de ensino. Explicitamos que nao iniciariamos a
abordagem com a utilizacdo de formulas e que, no desenvolvimento das situacdes
de aprendizagem, esperavamos auxiliar o aluno na constru¢do do conhecimento
envolvido, a partir de situacBes de exploracdo e resolucdo de problemas. Desse
modo, pretendiamos propiciar oportunidade aos alunos de construir seus

conhecimentos, sem que fossem “transmitidos” pela docente.

Buscamos esclarecer que a docente deveria atuar como mediadora, criando
um ambiente que estimulasse o comportamento investigativo e questionador dos
alunos. Procuramos deixar claro para as docentes que nao estavamos ali para

avalia-las, e, sim, para avaliar o desenvolvimento da THA proposta as professoras.

Na apresentacdo das atividades, salientamos que as tarefas haviam sido
escolhidas de forma a construir conhecimentos e estavam baseadas em resultados
de pesquisas, e desejavamos que as docentes, de acordo com suas experiéncias e
seus conhecimentos sobre o tema e também sobre como os alunos aprendem
Andlise Combinatéria, sugerissem alteracdes. Como estas nao ocorreram,
acordamos que, durante o desenvolvimento das atividades, com a observagao do
desempenho dos alunos, as sugestdes poderiam ser feitas e as alteracdes

providenciadas.

Esclarecemos também que, durante o trabalho em sala de aula, a
pesquisadora atuaria como observadora, e as caracteristicas das aulas e os
comentarios, tanto de professores como de alunos, considerados relevantes seriam

anotados para posterior analise.

! Anexo B
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As aulas de todas as professoras foram acompanhadas pela pesquisadora e
foram gravadas, porém, foi possivel fazer a observacdo de apenas trés aulas da
professora de Embu-Guacu; as demais foram gravadas e transmitidas diariamente
via e-mail para a pesquisadora, junto com os relatos sobre o desenvolvimento das

atividades.

Na instituicdo de Santo André, uma aula semanal ocorria simultaneamente
em duas turmas; assim, a gravacao e os relatos do desenvolvimento da aula que

nao acompanhavamos eram feitos pela docente a pesquisadora .

Para a gravacdo de audio, disponibilizamos quatro gravadores em cada aula.
Um deles permanecia com a docente, outro sempre com uma mesma dupla,
considerada pelas docentes como composta por alunos participativos que,
acreditavam elas, poderiam dar importantes contribuicdes. Os outros dois
gravadores eram dispostos em pontos opostos da sala, mas ndo necessariamente

sempre com 0S mesmos alunos.

Apos o desenvolvimento da THA, ocorreu um novo encontro com as
docentes, para identificar suas percepc¢des a respeito do trabalho desenvolvido, suas

reflexdes e sugestdes de alteracdes para uma nova versao da trajetéria.

O desenvolvimento acima relatado permite considerar esta uma pesquisa de
cunho qualitativo, que, segundo Bogdan e Biklen (1994, p. 47), é composta por
estudos que recorrem a observacao participante e a entrevista em profundidade. Ha
cinco caracteristicas que permeiam uma pesquisa qualitativa (BOGDAN; BIKLEN,

1994, p. 47):

(1) a fonte dos dados é o ambiente natural,

(2) € uma investigacdo descritiva,;

(3) os investigadores interessam-se mais pelo processo do que
simplesmente pelos resultados ou produtos;

(4) os investigadores tendem a analisar os seus dados de forma
indutiva;

(5) o significado é de importancia vital nesta abordagem.
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Como ja explicitamos, as entrevistas e as discussfes foram realizadas no
local de trabalho dos professores colaboradores, e o desenvolvimento da THA
ocorreu em sala de aula; portanto, a escola e a sala de aula, ambiente natural, foram

o local da coleta dos dados.

Essa coleta de dados foi realizada de forma descritiva e organizada, com
palavras, anotacfes, transcricbes de citagBes, gravacdes das aulas e relatorios
redigidos logo ap0s as aulas, para que a descricdo correspondesse o0 mais fielmente
possivel ao ocorrido, pois pretendiamos que os detalhes ndo escapassem ao
estudo. Na abordagem qualitativa, nenhuma informacdo & dispensada, pois “tudo
tem potencial para uma pista que nos permita estabelecer uma compreensdo mais
esclarecedora do objeto de estudo” (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p. 49).

A preocupacdo maior deste estudo diz respeito ao processo de
desenvolvimento da THA em sala de aula. Nosso interesse ndo € somente mostrar
os resultados positivos ou negativos da THA, mas, também, verificar qual é a
atuacado do professor e sua interacdo com os alunos a partir do uso de uma THA
elaborada por um pesquisador. Temos a intencdo de observar a pratica das
professoras colaboradoras diante de um trabalho com uma perspectiva

construtivista.

Para melhor situar o leitor, descreveremos a seguir o cenario de pesquisa, ou

seja, as escolas, os professores e 0s alunos envolvidos.

1.3 Caracterizacao do cenério de pesquisa

1.3.1 As unidades escolares

A escola dos professores P1, P2 e P3

Essa unidade escolar esta situada na cidade de Santo André e, por estar
proxima da divisa dos municipios de Sdo Paulo e Santo André, sua clientela &
composta por alunos da periferia da cidade de Sao Paulo. A escola apresenta boa

estrutura, ou seja, salas amplas e limpas, laboratério de informatica e sala de video.
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Possui também normas que visam a minimizar problemas de comportamento e

relacionamento em sala de aula, assim como nas demais dependéncias.

O planejamento anual, realizado no inicio do ano letivo, ndo apresentou
mudancas significativas quanto a pratica educacional dos anos anteriores. Os planos
de aula, segundo as professoras colaboradoras, ndo apresentaram alteracoes, o que
foi justificado pela implementacao da Proposta Curricular do Estado de Séao Paulo.

A unidade escolar conta com um quadro docente composto por 80% de
professores efetivos, o que significaria certa estabilidade de professores, porém, o
namero de afastamentos por motivos de licenca saude ou designagcdo para outros
cargos (coordenacao e vice-direcdo) atinge 30% desses efetivos. Isso proporciona
certa rotatividade de docentes, o que certamente ndo colabora para a continuidade

de um trabalho pedagogico satisfatério.

7

A perspectiva construtivista ndo € predominante nessa unidade escolar,
descrita como tradicional pelas professoras. Estas explicitam que h& professores
que fazem trabalhos que talvez se identifiquem com o construtivismo, porém, iSso

ocorre em situacdes pontuais.

O contato inicial, nesta unidade escolar, para viabilizar o desenvolvimento da
pesquisa foi realizado com a professora-coordenadora do Ensino Médio e com a
diretora da escola. Com a concordéancia e o apoio de ambas para o desenvolvimento
de nosso trabalho, entramos em contato com as professoras que aceitaram

participar do projeto.

A escola da professora P4

O publico dessa unidade escolar, situada na area rural da cidade de Embu-
Guacu, € composto por alunos que moram em chacaras da cidade e nas

redondezas da escola.

A unidade apresenta precariedade de espaco fisico e prepara-se para iniciar a
construcdo de um novo prédio em terreno proximo ao atual. Como é afastada do

centro do municipio e convive com a falta de infraestrutura do bairro, que possui
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apenas alguns pequenos estabelecimentos comerciais, a escola torna-se o Unico

local de encontro dos jovens.

Esta situacao justifica o baixo indice de absentismo em comparacdo com as
escolas centrais. Em contrapartida, como os alunos moram em média cinco
quildmetros distantes da escola, em dias chuvosos, é comum faltarem a aula, por
ser inviavel que os 6nibus trafeguem por alguns trechos enlameados das estradas

vicinais.

Os alunos frequentam a escola desde as séries iniciais do ciclo I, com raras
excecoOes; este fato, segundo a docente P4, colabora para o comportamento dos
alunos — mais interessados e com menos problemas de indisciplina, se comparados

aos das escolas centrais do municipio.

O quadro de professores € composto por 30% de efetivos, 0 que prejudica a
formacdo de uma equipe escolar coesa, pois a cada ano uma nova equipe €
formada. E, talvez pela localizacdo da escola, ha um grande indice de absentismo

dos professores.

A perspectiva construtivista pode ser identificada, segundo a P4, apenas em
casos pontuais, em que docentes realizam trabalhos diferenciados. A docente afirma
que h& resisténcia dos professores da unidade escolar ao uso do material
encaminhado pela Secretaria da Educacédo do Estado (Caderno do aluno).

O contato inicial para viabilizar o desenvolvimento da pesquisa foi realizado
com a Professora P4, que solicitou a equipe gestora a autorizacdo para desenvolver

o projeto naquela unidade escolar.

1.3.2 Os professores colaboradores

Professora 1

Docente do género feminino, 54 anos, licenciada em Ciéncias Biologicas com
complementagdo em Matematica, atualmente cursa especializacdo na éarea de

educacgdo. Professora efetiva, com 16 anos de magistério, dos quais 7 naquela



28

unidade escolar, ministrando aulas de matematica para o Ensino Fundamental Il e
para o Ensino Médio. Participou de cursos de formacdo oferecidos pela Secretaria
de Educacao do Estado, como, por exemplo, Teia do Saber e A Rede Aprende com

a Rede.

Em suas aulas, a professora normalmente utiliza a lousa e o apoio de livros
didaticos, ndo faz uso de materiais diferenciados ou novas tecnologias. No que se
refere a Proposta Curricular do Estado de Séao Paulo, a professora afirma seguir seu
conteudo, porém faz pouco uso do material fornecido (Caderno do aluno e do
professor). A docente afirmou n&o concordar com as situagdes propostas no

material, por serem, segundo ela, dificeis para o aluno entender.

Quanto ao tema Analise Combinatdria, a docente normalmente inicia a
abordagem com definicdo de Fatorial; em seguida, trabalha arranjos e permutacdes;

e, por fim, combinacfes, sempre com a definicdo, o uso de férmulas e exercicios.

Segundo ela, a maior dificuldade que seus alunos apresentam € quanto a
diferenciacéo entre arranjos e combinacdes e, assim, ndo identificam corretamente a
férmula a ser utilizada. A professora admite que também tem, em alguns momentos,
dificuldades quanto a essa diferenciacdo. O emprego de situacdes-problema ocorre
algumas vezes em suas aulas, mas de forma isolada, ndo como meio de abordagem

para um tema matematico.

A consulta a resultados de pesquisas para auxiliar na elaboracdo de aulas
nao faz parte de sua pratica docente, e ela afirma nunca ter tido curiosidade em

buscar por esses resultados.

Professora 2

Docente do género feminino, 32 anos, é formada em Administragdo de
Empresas (bacharelado) e cursa especializagdo em pedagogia. Professora nao
efetiva, atua ha quatro anos no magistério, dos quais dois naquela unidade escolar,
em carater eventual. Na turma em que esta desenvolvendo a THA, é professora em

carater excepcional, substituindo a titular de sala, que se encontra em licenca saude
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por periodo determinado. Nunca participou de cursos oferecidos pela Secretaria da
Educacéo, o que, segundo ela, ndo foi possivel por ndo ser professora contratada

nas ocasioes dos cursos.

Normalmente utiliza a lousa e livros didaticos em seu trabalho docente e ndo
faz uso de materiais diferenciados ou de novas tecnologias, porém costuma propor
atividades em grupos, pois considera esta metodologia mais dindmica. Afirma seguir
o conteudo da Proposta Curricular do Estado de Sdo Paulo e utilizar o material,
dependendo das aulas em que esta substituindo a professora titular. Declara que

costuma seguir as orientacdes desta e da coordenacao da escola.

Revela nunca ter ministrado aulas de Andalise Combinatéria, e nunca ter
estudado tal conteddo em sua formacdo basica ou superior; por esse motivo,
precisaria de orientacdes e estudo para poder colaborar com a pesquisa. Nao pode,
portanto, saber as dificuldades que os alunos apresentariam, porém, acredita
reconhecer as diferencas entre as situacdes que envolvem permutacdes, arranjos ou

combinacdes, e a identificacao correta da férmula a ser utilizada.

A consulta a resultados de pesquisas para auxiliar na elaboracdo de aulas
ndo faz parte de sua préatica docente; tampouco buscou esses resultados e ou

conhece sua existéncia.

Professora 3

Docente do género feminino, 48 anos, licenciada em Mateméatica. Professora
efetiva, 17 anos de magistério, sendo este o primeiro ano nesta unidade escolar,
ministra aulas de matematica para o Ensino Fundamental 1l e para o Ensino Médio.
Participou de cursos de formacdo oferecidos pela Secretaria de Educacédo do
Estado, como Rede do Saber e Construindo Sempre Matematica. A professora
normalmente utiliza a lousa e o apoio de livros didaticos em seu trabalho com os
alunos, porém néo faz uso de materiais diferenciados ou novas tecnologias. Afirma
seguir a Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo, fazendo alteracbes e
adaptacdes em seu conteudo, de acordo com o que julga necessario para a melhor

aprendizagem dos alunos.
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Pensa ser necesséario abordar Anélise Combinatéria a partir da resolucao de
situacdes-problema e sem a utilizacdo de férmulas, para melhor compreensédo dos
alunos, com destaque ao principio fundamental da contagem. Assegura que a maior
dificuldade apresentada pelos alunos normalmente é a escolha da melhor estratégia
para a resolucdo de um problema, destacando a distingdo entre a importancia ou
nao da ordem como fator principal causador de tal dificuldade.

A professora declara ser importante o trabalho com problemas que envolvam
situacdes do cotidiano, de forma a permitir aos alunos encontrarem diferentes
estratégias de resolucdo e estimular a discussdo entre eles, visando a troca de

opinides e proporcionando um aprendizado mais eficaz.

A consulta a resultados de pesquisas para auxiliar na elaboracdo de aulas

nao faz parte de sua préatica docente e nunca buscou esses resultados.

O desenvolvimento da THA com essa professora ndo pdde ser acompanhado
até o fim. A interrupcao ocorreu por iniciativa da pesquisadora, apdés acompanhar o
desenvolvimento da primeira atividade: no encerramento desta, a docente
apresentou as formulas aos alunos e justificou “ser mais pratico e rapido”. Essa
atitude nos pareceu pouco coerente com o discurso presente no questionario por ela
respondido durante a entrevista, em que enfatizou a importancia de nao realizar um
trabalho pautado no uso de férmulas, e pouco adequada a metodologia

construtivista proposta pelo uso da THA.

Com a interrupcdo dos trabalhos com essa professora, passamos a contar

com a colaboracao de outra docente, que nomeamos P4, apresentada a seguir.

Professora 4

Docente do género feminino, 38 anos, bacharel em Comunicagéo Social,
bacharel e licenciada em Matematica, cursando Mestrado Profissional no Ensino de
Matematica, é professora efetiva, com 16 anos de magistério, sendo este o sétimo
ano na mesma unidade escolar, ministrando aulas de matematica para o Ensino

Fundamental Il e para o Ensino Médio.
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Participou de cursos de formacéo oferecidos pela Secretaria de Educacéo do
Estado, como Teia do Saber, Educacao Especial, PEC, Educom TV e EaD, para uso
da Proposta Curricular da SEE. Em suas aulas, normalmente utiliza livros didaticos,
materiais manipulativos, videos, softwares matematicos, com apoio de data show e
de computador proprio, jA que a unidade escolar ndo possui laboratério de

informéatica.

No que se refere a Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo, a professora
afirma utilizar o material, fazendo alteracbes e adaptacbes de acordo com a
metodologia da proposta, procurando preservar a abordagem construtivista. Tais
adaptacdes dizem respeito a situacdes introdutdrias e complementares ao material.

No trabalho com Analise Combinatéria, a docente relata nunca partir de
férmulas e afirma ser uma pratica habitual o trabalho a partir de situacdes problemas
e contextos. O primeiro contato com a Andlise Combinatdria ocorreu em estudos
particulares para provas de concurso, porém, em sua vida profissional, o primeiro
contato com o ensino desse conteldo aconteceu no ano de 2009, em que utilizou o
material da proposta curricular e considerou bem elaborado, possibilitando um
trabalho que julga satisfatério. Prop6s-se, portanto, a abordar o tema de acordo com
0 proposto nesse material.

Devido a sua pouca experiéncia com esse tema, a docente ndo julgava poder
fazer muitas inferéncias sobre as dificuldades dos alunos, porém, afirmou que a
interpretacdo € o que mais causa dificuldades nesse estudo: por exigir operaces
simples, o tema apresenta uma falsa impresséo de ser fécil; assim, os alunos nédo se
atém a analise da questdo e compdem respostas rapidas, sem a preocupacao de
valida-las. Julga também que o uso da divisdo como forma de eliminar a

sobrecontagem seja motivo de dificuldade para eles.

Na elaboracdo de suas aulas, ndo costumava fazer uso de resultados de
pesquisas, pois, segundo afirmou, ndo sabia da sua existéncia nem saberia como
busca-los. Porém, essa pratica mudou com o inicio do curso de Mestrado no ano de
2008, em que teve contato com esses materiais e passou a busca-los, dependendo

do tema e do tempo disponiveis.
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1.3.3 Alunos participantes da pesquisa

Colaboraram com a pesquisa 104 alunos da rede publica estadual paulista: 38
deles do 2° ano e 40 do 3° ano do Ensino Médio, estudantes do periodo noturno de
uma mesma escola situada na cidade de Santo André; e 26 alunos do 2° ano do
Ensino Médio, do periodo matutino de uma escola situada na cidade de Embu-

Guacu.

A turma do 3° ano foi selecionada pela professora colaboradora P1 para
participar do projeto pelo fato de, no ano letivo de 2009, nao ter estudado
formalmente o tema Andlise Combinatdria no 2° ano do Ensino Médio e também por
ser considerada pela docente como uma turma participativa. Os motivos declarados
para o ndo estudo do tema foram: a auséncia de professor de matematica durante
aproximadamente 80% do ano letivo e a suspenséo das aulas causada pelo surto da

influenza pandémica H1N1 (gripe A).

Os alunos do 2° ano da unidade escolar de Santo André sédo descritos pela
professora P2 como participativos e interessados, sem grandes problemas de
comportamento e indisciplina, porém com dificuldades na aprendizagem de

matematica.

A professora P4 também descreve seus alunos como participativos e
interessados. Embora considere que apresentem algumas dificuldades em
conteudos matematicos, a docente afirma de maneira convicta que € uma sala
comprometida com os estudos: os alunos realizam as tarefas diérias, tarefas para o
lar, sdo curiosos, questionadores e possuem um Otimo relacionamento com a

professora.

Esse entrosamento entre docente e alunos é justificado por ela pelo fato de
ser professora da turma desde o Ensino Fundamental; portanto, trabalham

harmoniosamente.
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CAPITULO 2
TRAJETORIA HIPOTETICA DE APRENDIZAGEM E
PERSPECTIVA CONSTRUTIVISTA

Neste capitulo apresentaremos as formulagbes de Martin Simon, que retoma
aspectos construtivistas de aprendizagem para a elaboracdo das Trajetorias
Hipotéticas de Aprendizagem (THA); em seguida, exporemos pesquisas
desenvolvidas sobre THA e descreveremos alguns aspectos da abordagem

construtivista na educacao escolar.

2.1As formulagdes de Martin Simon e outros autores

Martin Simon (1995), em seu artigo “Reconstructing Mathematics pedagogy
from a constructivist perspective”, sugere o Ciclo de Ensino da Matematica, que tem
como elemento-chave a Trajetoria Hipotética de Aprendizagem como uma proposta

de formulacdo de modelos de ensino baseados no construtivismo.

Segundo esse autor, resultados de diferentes estudos afirmam que a
perspectiva construtivista vem contribuindo para a construcdo de esfor¢cos nas
reformas de ensino de Matematica, porém ele ndo menciona um modelo particular.
Ainda que o construtivismo indique, aos professores de matematica, caminhos Uteis
para a compreensdo de como se processam as aprendizagens, 0 autor considera
um desafio a reconstrucdo da Pedagogia da Matematica baseada em uma

perspectiva construtivista.

Pires (2009, p. 150) explica que o uso da expressdo “Pedagogia da
Matematica” por Simon (1995) ndo tem a intenc&o apenas de indicar o trabalho do
professor, mas de referir-se a todas as contribuicbes para a educacdo matematica
na sala de aula, assim como para o curriculo construido e para o desenvolvimento
de materiais e pesquisas educacionais. Portanto, a reconstrucdo da Pedagogia da
Matematica é a tomada de decisdo a respeito dos conteudos matematicos e das

tarefas de ensino da Matemaéatica em sala de aula.
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Para expor sua proposta de Ciclo de Ensino de Matemética e de Trajetérias
Hipotéticas de Aprendizagem, Simon (1995) busca situar sua posi¢cdo diante das
perspectivas construtivistas e das relacdes entre construtivismo e pedagogia da

Matematica.

Ao apresentar a perspectiva construtivista, o autor refere-se ao discurso que
tem sido moldado para diferentes pretensdes do construtivismo, de acordo com o
interesse de sua difusdo entre tedricos da Educacdo Matematica, pesquisadores e

praticantes:

De expressdes como “Construtivismo Radical” e “Construtivismo Social”
derivam algumas orientacdes, caracterizando a existéncia de uma
diversidade de perspectivas epistemoldgicas semelhantes dentro dessas
categorias. Consequentemente, parece importante uma descricdo
aprofundada da perspectiva construtivista na qual nossa pesquisa esta
baseada. (SIMON, 1995, p. 5, tradu¢&o nossa)

Para a posicéo radical do construtivismo, o foco da aprendizagem esta na
reorganizacdo cognitiva individual, ou seja, na construcdo individual do
conhecimento. Por outro lado, a epistemologia com a orientagdo sociocultural

identifica no social a parte indispensavel do processo de aprendizagem.

Concordamos com 0 pesquisador em seu posicionamento de evitar qualquer
extremo. Para Simon, a aprendizagem é definida como um processo de construcao
individual e social, mediada por professores com a concepcdo de um trabalho

estruturado em que se entende a aprendizagem dos alunos.

Simon (1995) alerta para o perigo do engano em ver o construtivismo sob
uma visao simplista, com a poética nocdo: “Deixe os alunos sozinhos, eles
construirdo seu conhecimento matematico”. Ou, ainda: “Colocar os alunos em
grupos e deixa-los socializar como resolvem seus problemas”. Pires (2009) afirma
que ideias como essa foram muito veiculadas em experiéncias educacionais
brasileiras e acabaram por acarretar grandes problemas no que se refere ao papel

do ensino e do professor.

No desenvolvimento desta pesquisa, buscamos deixar claro aos docentes que

esta ndo é a visdo que temos do construtivismo, mas que o professor tem papel



36

fundamental na aprendizagem dos alunos, com suas mediacbes e percepcdes de
como transcorre o processo de aprendizagem, para possiveis e/ou necessarias

alteracdes na proposta.

O Ciclo de Ensino de Matematica apresentado por Simon (1995) € uma
proposta de modelo de ensino que representa as relacdes ciclicas entre o
conhecimento do professor, a reflexdo e a tomada de decisdes. O ciclo faz-se
necessario, uma vez que 0 objetivo inicialmente planejado pelo docente, muitas
vezes, necessita ser modificado para adaptar-se de forma adequada ao grupo de
alunos. A interagdo professor e aluno e o modo como se envolvem no estudo de um

conceito matemético € de grande importancia neste Ciclo.

No que se refere ao conhecimento dos professores de Matematica, Simon
destaca que, além das hipoteses do professor sobre o conhecimento dos alunos, é
importante observar que outros conhecimentos interferem no ciclo de aprendizagem,
como, por exemplo, teorias sobre ensino de mateméatica derivadas de pesquisa ou
experiéncia docente; conhecimentos de representacdes matematicas, de recursos
disponiveis para o desenvolvimento do conteudo; e conhecimento de diferentes

atividades que permitem melhor entendimento do assunto.

Esses conhecimentos, ou seja, as hipbéteses sobre o conhecimento dos
alunos, as teorias de ensino derivadas de pesquisa e experiéncia docente, no caso
da pesquisa desenvolvida, dizem respeito a pesquisadora, pois foi ela que buscou

tais conhecimentos para a elaboracédo da THA.

Em suas experiéncias, Simon (1995) afirma que a discussédo em sala de aula
0 motivou a rever seus conhecimentos para favorecer a elaboracdo de seu “mapa
conceitual’. Segundo o autor, o termo “mapa” é usado para enfatizar que o
“conhecimento do professor serve como um mapa que traduz como ele se empenha
na construgcdo da compreensao dos alunos e identifica o potencial de aprendizagem”
(SIMON, 1995, p. 14, traducdo nossa).

A partir da andlise dos dados coletados em sua experiéncia com alunos, em
que observou a atuacdo de um professor de matematica durante o desenvolvimento

de atividades referentes a construcédo do conceito de area, Simon (1995) elaborou o
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Ciclo de Ensino de Matematica como modelo esquemético de inter-relagdes ciclicas
dos aspectos do conhecimento do professor, de reflexao e tomada de decisao.

Uma trajetoria hipotética de aprendizagem (THA) € constituida por trés
componentes: o objetivo do professor com direcdes definidas para a aprendizagem
de seus alunos; as atividades de ensino; o processamento hipotético de
aprendizagem (uma suposi¢éo de como o0 pensamento e o entendimento dos alunos
sera colocado em acéo no contexto de aprendizagem por meio de atividades). As
constantes modificagcbes possiveis na trajetoria hipotética de aprendizagem séo a

parte central do modelo.

Trajetorias Hipoteticas de Aprendizagem

Conhecimentos da professora
pesguisadors
f

Objetivos da professora
pesquisadors para 3
aprendizagem dos alunos

Conhecimento dos
professores
'y

Plano da professora
pesjuisadora para stividades
de ensino

Ay aliagdo do desemvolvimento Hipoteses da professora
da THA pesguisadora sobre o
processo de aprendizagem

'

dosalunos
1[
Reslizac3o das stividades de Apresentacdo e discuzsso da
zalade sula com observacdo THACom os docentes para
participativa da professora |« possiveis sugestoes e
pesquisadora alteractes.

Figura 1 - Adaptacgdo do ciclo de ensino de matematica para a presente pesquisa

Durante o desenvolvimento da THA de Analise Combinatéria, acompanhamos
as interacOes entre 0s alunos e os professores. Para a avaliagdo dos conhecimentos

construidos pelos alunos, optamos por uma atividade escrita durante a THA, por
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sugestéo das docentes, e as observacdes de seus questionamentos e levantamento

de hipo6teses, como instrumentos de analise.

A andlise do desenvolvimento da THA propiciou aos docentes colaboradores
e a pesquisadora enriguecerem seus conhecimentos sobre o0 processo de
aprendizagem dos alunos quanto ao tema Analise Combinatéria, gerando, assim, o

processo ciclico apresentado no Ciclo de Aprendizagem proposto por Simon (1995).

Para Steffe (1994, apud SIMON, 1995), a partir de seus conhecimentos
especificos, os professores de matematica devem interpretar a linguagem e as
acOes dos alunos e tomar decisbes sobre possiveis conhecimentos e possibilidades
de aprendizagem destes.

Pires (2009) afirma que, para Simon, a THA propicia ao professor a
possibilidade de construir seu projeto de decisGes, baseado nas suas melhores
suposi¢coes de como o conhecimento poderia ser processado. E destaca como

Simon explica o uso que faz do termo “trajetéria”:

[...] tanto para fazer referéncia ao prognéstico do professor como para o
caminho que possibilitara o processamento da aprendizagem. E hipotética
porque caracteriza a propensdo a uma expectativa. O conhecimento
individual dos alunos ocorre de forma idiossincratica, embora
frequentemente em caminhos similares. O conhecimento do individuo tem
alguma regularidade (cf. Steffe, Von Glaserfield, Richards e Cobb, 1983),
gue em sala de aula adquire com atividades matematicas frequentes em
métodos prognosticos, e que muitos dos alunos em uma mesma sala de
aula podem beneficiar das mesmas tarefas matematicas (SIMON, 1995,
apud PIRES, 2009, p.157)

As principais caracteristicas da nocdo de THA, segundo Simon e Tzur, sao:

As tarefas séo selecionadas com base em hipéteses acerca do processo de
aprendizagem; as hipoteses sobre o processo de aprendizagem se baseiam
nas tarefas propostas.

Esse construto se fundamenta nos seguintes pressupostos:

()] A construcdo de uma THA se baseia na compreensdo do
conhecimento atual dos estudantes aos quais sera oferecido um dado
ensino.

(I  Uma THA é o veiculo para planejar a aprendizagem de um
determinado conceito matematico.

(1)  As tarefas matematicas proporcionam as ferramentas para promover
a aprendizagem de um determinado conceito matematico e, portanto, sao
elemento chave do processo de ensino.
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(IV) Dada a natureza hipotética e inerentemente incerta deste processo, o
professor ver-se-a obrigado a modificar sistematicamente cada aspecto da
THA. (SIMON; TZUR, 2004, apud GOMEZ; LUPIANEZ, 2007, p. 81)

Steffe (2004, apud GOMEZ; LUPIANEZ, 2007, p. 81) considera a construg&o
de trajetorias hipotéticas de aprendizagem como um dos desafios mais urgentes
enfrentados pela Educacdo Matematica, além de ser um dos “problemas mais
apaixonantes”, pois possibilita que o professor compreenda o processo de
construcdo da matematica dos alunos e a forma como os docentes podem influir

nessa matematica.

Para Pires (2009), mesmo que diferentes investigadores reconhecam os trés
elementos centrais da THA e aceitem 0s pressupostos citados, cada um interpreta e
faz uso dessa nocao a sua maneira. Uma das principais diferencas de interpretacéo
da nocdo entre esses investigadores tem a ver com o nivel de concretizagdo com
que a utilizam: desde o planejamento de vérias aulas, até o trabalho com atividades

especificas em parte de uma aula.

Gomez e Lupiafiez (2007) destacam os dois usos diferentes da THA: como
ferramenta de investigacdo ou como ferramenta de planejamento de ensino. E

apresentam a THA segundo alguns pesquisadores.

A nocao de trajetéria hipotética de aprendizagem, segundo Simon (1995),
pressupfe a importancia da relacdo entre a meta pretendida, o raciocinio sobre
decisGes de ensino e a hipbtese sobre esse percurso. Simon e Tzur (2004, apud
GOMEZ; LUPIANEZ, 2007, p.82) veem a THA como uma ferramenta para o
planejamento de atividades matematicas no dia a dia de uma sala de aula.

Ja Gravemeijer (2004, apud GOMEZ; LUPIANEZ, 2007, p.82) apresenta sua
proposta de teorias locais de ensino como “a descricdo e a fundamentacao para o
caminho de aprendizagem prevista em sua relacdo a uma colecdo de atividades de
ensino para um tema”. O autor reconhece a dificuldade que teriam os professores
para construir THA como as que sao produzidas pelos investigadores. No entanto,
isso ndo quer dizer que a Unica coisa que se pode entregar aos professores sejam

meras sequéncias de ensino para usar. Ele sugere dois elementos que podem ser
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Uteis aos professores: (a) um marco de referéncia e (b) sequéncias de atividades
que lhes sirvam de exemplo.

Pires (2009) esclarece que, para a geracdo de uma THA, Simon destaca a
prioridade de buscar a forma pela qual o professor desenvolve seu planejamento em
atividades de sala de aula, mas também ajuda a identificar como ocorre a interacao
entre o professor e as observacdes dos alunos, coletivamente, construindo novos

conhecimentos.

Simon enfatiza a relacdo entre os varios dominios do conhecimento

matematico do docente, a THA e as intera¢cdes com os alunos.

O conhecimento matematico do docente contribui para a identificacdo de um
objetivo de ensino. Os dominios de conhecimento, as metas de ensino e o
conhecimento da representacdo das atividades matematicas para o professor, seu
conhecimento sobre a aprendizagem do aluno, bem como a concepgédo de
aprendizagem e ensino, segundo Simon (1995), contribuem para o desenvolvimento

de atividades de aprendizagens e processos de aprendizagens hipotéticas.

Simon (1995) afirma ainda que a modificacdo da THA ndo ocorre apenas
durante sua elaboracdo e seu planejamento entre aulas. O professor deve estar
constantemente comprometido em fazer ajustes na THA para melhor refletir a
ampliacdo no seu préprio conhecimento. Ele esta sempre percebendo as
modificacdes ou transformacfes que podem ser construidas em algum ou em todos
0s elementos que a compdem: o método, as atividades e 0 processamento

hipotético.

O Ciclo de Aprendizagem Matematica € considerado por Simon como um
caminho para pensar sobre o ensino matematico condizente com as perspectivas
construtivistas, enquanto, para Goémez e Lupiafiez (2007), a THA é vista como

ferramenta de investigacdo ou como ferramenta de planejamento de ensino.
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2.2 Pesquisas sobre o uso de Trajetorias Hipotéticas de Aprendizagem

Apresentaremos 0s principais resultados obtidos pelas pesquisas ja
desenvolvidas no projeto “Construgao de Trajetorias Hipotéticas de Aprendizagem e
Implementacdo de Inovacfes Curriculares em Matematica no Ensino Médio: uma

pesquisa colaborativa entre pesquisadores e professores”.

Os temas abordados nas pesquisas foram: Razdes e Funcobes
Trigonométricas, por Barbosa (2009); Funcbes Exponenciais, por Angiolin (2009);
Probabilidade, por Cabral Junior (2009); Funcdes Logaritmicas, por Lima (2009);
Geometria Espacial, por Luna (2009); Funcdes Polinomiais de 2° grau, por Mesquita
(2009); Isometrias, por Freitas (2010); Estatistica, por Tonnetti (2010); e Funcbes

Trigonométricas, por Rosenbaum (2010).

A leitura das pesquisas que compdem o projeto permitiu-nos identificar pontos
comuns que auxiliaram na analise do desenvolvimento deste trabalho: atuacéo do
professor em sala de aula, dificuldades dos professores pesquisadores na
construcdo das THAs e dificuldades dos docentes colaboradores para o

desenvolvimento da THA em sala de aula.

Os resultados apresentados nas pesquisas indicam que o principal fator de
aprendizagem dos alunos ndo é a THA, mas, sim, a dinAmica e o desempenho do
professor em sala de aula. Coll e Solé (2009) afirmam que o professor deve atuar
como orientador e mediador, e essa mediacdo, responsavel em grande parte pelo
aprendizado, deve variar em qualidade e quantidade, ajustando-se as necessidades

do aluno.

Para Mesquita (2009), o professor que apresentou maior entusiasmo e
envolvimento com a trajetdria de aprendizagem proposta foi aguele que conseguiu
despertar maior interesse e envolvimento de seus alunos. A autora infere que
entregar o material pronto ao docente ndo € garantia de sucesso da THA, pois ele
nao pode ser visto como mero aplicador de atividades; ao contrario, o docente é
peca fundamental para o desenvolvimento da trajetéria de aprendizagem em sala de
aula. No entanto, a concepc¢do de um professor transmissor de conhecimentos é

muito presente entre os docentes que participaram das pesquisas, 0 que dificulta o
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trabalho com a perspectiva construtivista, como relatam os pesquisadores Angiolin
(2009) e Mesquita (2009):

Também consideramos que, embora atividades envolvendo a resolucéo de
problemas, investigacdo, contextos interdisciplinares, o uso de softwares e
aplicacdo de conceitos e procedimentos matematicos a situagBes do
cotidiano e em outras areas de conhecimento, possam favorecer a
compreensdo dos temas de estudo, ainda h& muita dificuldade dos
professores em trabalhar dessa forma em sala de aula, pois predomina a
idéia de que os alunos s6 podem aprender mediante
exposicoes/explicacdes dos professores. (ANGIOLIN, 2009, p. 130)

Podemos observar [..] professor Gabriel algumas vezes era impaciente e
ndo deixava seus alunos refletirem sobre as questdes levantadas. Ele
mesmo perguntava e automaticamente respondia a  seus
gquestionamentos, impedindo que seus alunos fizessem conjecturas em
busca da solugéo. (MESQUITA, 2009, p.64)

E perceptivel a concepgédo de professores que revelam a ideia equivocada a
respeito do construtivismo, descrita por Simon (1995, p.8) como: “Deixe os alunos
sozinhos eles construirdo seu conhecimento matematico”. Ou, ainda, “Colocar os
alunos em grupos e deixa-los socializar como resolvem seus problemas”, como
descrevem Lima (2009) e Mesquita (2009):

Temos como hipétese para a atitude passiva de alguns alunos a proposta
da professora durante o desenvolvimento da THA. A professora pedia para
os alunos resolverem as atividades e evitava explicacdes durante essas
resolucdes, porém os alunos ndo conseguiam solucionar e as explicacdes
ndo eram dadas até que algum aluno conseguisse, 0 que causava
desinteresse entre os alunos. (LIMA, 2009, p. 151)

Observamos também que em vérias atividades o professor deixava os
alunos soltos, acreditava que eles poderiam construir seus préprios
conhecimentos sozinhos, néo interagindo com eles (uma falsa ideia de
construtivismo). Essa falsa ideia [...] acarretou a desmotivagdo dos alunos,
pois muitos se sentiam inseguros para resolver as atividades propostas sem
o auxilio do professor. (MESQUITA, 2009, p. 67)

Outra caracteristica relevante apontada pelos pesquisadores é auséncia de
discussfes e sugestdes dos professores com relacdo as atividades das THA, como
relata Tonnetti (2010, p.95): “Apdés o desenvolvimento da THA, esperavamos
sugestbes dos professores para podermos elaborar a proxima THA, entretanto ndo

opinaram”. Esse fato também é destacado por Mesquita, que afirma a nao
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intervencao dos professores nas atividades, assim como na elaboracéo da avaliagao

proposta:

Os procedimentos para a elaboracdo das avaliagdes se constituiram da
mesma maneira que a primeira versdo da THA, ou seja, elaboramos as
avaliacbes e apresentamos para os dois professores para que pudessem
dar opinibes, sugestbes ou realizar alteragbes. Enfim, novamente os
professores ndo procederam a nenhuma alteracdo, considerando que as
avaliagbes estavam de acordo com o que tinhamos proposto na THA.
(MESQUITA, 2009, p.76)

Porém, Luna (2009) e Rosenbaum (2010) relatam a ocorréncia de reflexao

dos professores a respeito da sua pratica e sobre a aprendizagem dos alunos:

Embora os professores ndo tenham alterado significativamente as THAs,
notamos que o desenvolvimento do projeto e o compartilhar discussdes,
baseadas na dindmica da sala de aula proporcionou aos professores
reflexdes sobre suas praticas pedagdgicas e, consequentemente sobre as
hip6teses de aprendizagem dos alunos. (LUNA, 2009, p.97)

O envolvimento dos profissionais da escola no projeto provocou em ambos,
uma reflexdo sobre a pratica. Ha evidéncias que as tensfes vivenciadas
pelo professor P2 produziram a (re)significacdo de saberes e préticas e que
as reflexdes propiciadas pelo desenvolvimento da THA promoveram a
tomada de consciéncia dos processos de aprendizagem; ampliando e
enriqguecendo seus conhecimentos. (ROSENBAUM, 2010, p. 202)

A elaboragao de THA “ndo é uma tarefa facil”’, afirma Freitas (2010), opinido
compartilhada por diferentes pesquisadores. Mesmo atuando como pesquisadores,
a experiéncia docente nos confere algumas dificuldades que devem ser superadas

para realizar um trabalho como esse:

A primeira delas diz respeito a rotina do professor. Ndo estamos
acostumados a elaborar trajetorias de aprendizagem, ou seja, estabelecer
objetivos de aprendizagem, determinar atividades levando em consideracao
0 pensamento do aluno e prever provaveis dificuldades que eles possam
encontrar. (FREITAS, 2010, p.151)

O sucesso no desenvolvimento de uma THA depende nédo so6 das atividades
que a compdem, mas também de todo o processo de elaboracdo que a envolve: o
estudo de pesquisas que fornegcam dados sobre como os alunos aprendem tais

conteudos, as hip6teses do docente sobre a aprendizagem de seus alunos, a
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dindmica conferida pelos professores as aulas, a interacdo entre professor e alunos
e entre os alunos, e o comprometimento dos alunos na realizag&o das atividades. No
entanto, segundo Barbosa (2009, p. 101), “a maneira como os alunos interagem com

as tarefas é que determina o potencial de aprendizagem”, assim como afirma Simon:

O ambiente de aprendizagem envolve resultados da interacdo entre o
professor e os alunos e como eles se engajam em um conteddo
matematico. Um professor pode atribuir uma tarefa, contudo como os
alunos constroem suas tarefas e suas experiéncias € que determina seu
potencial de aprendizagem (SIMON, 1995, p. 8).

Outro item que ndo podemos deixar de citar é a dificuldade — também
encontrada por nés — para encontrar professores colaboradores, que é descrita por
Tonnetti (2010) como desconfiancga, receio e resisténcia ao desconhecido e assim
relatada por Rosenbaum:

No estudo encontramos semelhante entrave, ao conversar com os Diretores
de duas escolas, ambos gostaram do Projeto, mas esclareceram que a
decisdo de participar ou ndo caberia ao professor. Na primeira escola um
professor temporério que atua h4 6 anos na &rea gostou do projeto, usou
algumas atividades iniciais, mas se recusou a ter as aulas observadas
alegando constrangimento. Enquanto outra professora, efetiva da escola
com mais de 25 anos de experiéncia, se negou participar do projeto, sequer
quis ver as atividades, declarando que do modo que j& estava acostumada
a trabalhar tinha um bom rendimento e ndo necessitava de novidades.
(ROSENBAUM, 2010, p.49)

Os pesquisadores participantes do projeto obtiveram alguns resultados como
esses. No decorrer de nosso trabalho, oportunamente apresentaremos os resultados
obtidos durante o desenvolvimento da nossa THA, que, em muitos casos, Vém
confirmar os ja alcancados por esses pesquisadores como, por exemplo, a
resisténcia dos docentes a participar de pesquisas académicas, como citamos
anteriormente; e a importancia do envolvimento do docente durante todo o processo,

para que ocorra a aprendizagem dos alunos.
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2.3 Concepcgéo construtivista na educacao escolar

Autores como Coll e Solé (2009) defendem que o construtivismo ndo é uma
teoria, mas um referencial explicativo que, partindo da consideracdo social e
socializadora da educacédo escolar, agrega diversas contribuicdbes que tém em
comum um acordo em torno de principios que permitem diagnosticar, julgar e tomar
decisdes fundamentais sobre o ensino. Ou seja, o construtivismo ndo é um manual a
ser seguido a risca sem considerar as necessidades de diferentes situacdes. Pelo
contrario, os autores afirmam a necessidade de teorias que fornecam instrumentos
de andlise e reflexdo sobre a pratica, sobre como se aprende e como se ensina,
“teorias que podem e devem enriquecer-se infinitamente com contribuicbes acerca

do como influem, nesta aprendizagem e no ensino” (SOLE, 2009, p.12).

Para Coll e Solé (2009), a educacao escolar provoca o desenvolvimento, na
medida em que promove a atividade mental construtiva do aluno. Ou seja, aprender
ndo é copiar ou reproduzir a realidade. Na concepc¢do construtivista, segundo 0s
autores, aprendemos quando “somos capazes de elaborar uma representagao
pessoal sobre um objeto da realidade ou conteudo que pretendemos aprender”
(Ibidem, p.19). E essa construcdo do conhecimento inclui a configuragéo ativa e
global do aluno, sua disponibilidade, seus conhecimentos prévios, no ambito de uma
situacao interativa, na qual o professor atua como orientador e mediador. Essa
mediacao varia em qualidade e quantidade e traduz-se em coisas muito diversas —
afeto, correcdo, até o desafio de uma demonstracdo minuciosa - que se ajustam as

necessidades do aluno. E dela depende, em grande parte, o aprendizado.

Ao construir os significados pessoais sobre a realidade, Solé (2009) considera
gue se constrdi também o conceito sobre si proprio (autoconceito) e a estima que se
declara (autoestima), caracteristicas relacionadas ao equilibrio pessoal. Ambos,
autoconceito e autoestima, influenciam a maneira como o aluno constréi sua relagéao

com 0S outros e com o conhecimento.

Segundo a autora, a crenga na propria capacidade pode servir de estimulo

para que um aluno se empenhe na realizagdo de uma tarefa, assim como a
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descrenca pode fazer com o que ele nem inicie os trabalhos, pois n&do cré ser capaz
de realizé-lo.

Com relacdo a motivacao para aprender, Solé (2009) divide a forma como 0s
alunos estudam em dois enfoques: o enfoque profundo, em que o aluno se interessa
por compreender o significado do que estuda e relaciona os conteddos aos
conhecimentos prévios e as suas experiéncias e o enfoque superficial, em que o
aluno se limita a realizar as tarefas de forma satisfatoria. O enfoque com que o aluno
aborda uma tarefa pode variar de acordo com essa tarefa a realizar. A autora
salienta que, para ser estimulado, o aluno deve saber “0 que se pretende e sentir
que isso preenche alguma necessidade” (SOLE, 2009, p.35). Portanto, o professor
deve buscar desenvolver atividades que motivem o0s alunos a estabelecer um

enfoque profundo com o contetdo proposto.

Outro ponto que consideramos importante nas formulacdes de Solé (2009) é
a visao que o professor possui da turma. Em funcéo dessa visdo e do que esperam
dos alunos, os professores proporcionam tratamentos educativos diferenciados, que
podem traduzir-se em coisas como: tipo e grau de ajuda oferecida, apoio emocional,
tipos de atividades, quantidades e dificuldade oferecida pelos materiais utilizados

como recurso educativo, entre outros.

Solé (2009) ressalta que o professor traz uma visdo da sala de aula e, muitas
vezes, subestima a capacidade dos alunos: julga que ndo sejam aptos para realizar
as tarefas propostas. Para a autora, “ndo existe qualquer duvida sobre o fato de que
as expectativas dos professores sobre o rendimento de seus alunos podem chegar a

modificar seu rendimento real.” (2009, p. 46).

Tarefas que se ajustam as possibilidades dos alunos lhes sdo apresentadas
como algo que dé a oportunidade de preencher certas necessidades, como a de
aprender, por exemplo; e, quando a oportunidade de envolver-se na tarefa é dada
ao aluno, sédo proporcionadas condicdes para que essa tarefa cause interesse.
Quando nao ocorre o interesse, “ele deve ser criado, e, depois de ter sido suscitado,
deve ser cuidado para ndo decair. Seu melhor alimento é a experiéncia de que se

aprende e de que se pode aprender” (SOLE, 2009, p. 51).
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Para aprender um conteudo escolar do ponto de vista da concepcao
construtivista, é preciso considerar os conhecimentos prévios dos alunos, sendo
esses entendidos como os fundamentos da constru¢cdo de novos significados.
“Grande parte da atividade mental construtiva dos alunos deve consistir em mobilizar
e atualizar seus conhecimentos anteriores para entender sua relagdo ou relagdes
com o novo conteudo” (MIRAS, 2009, p.61) e para isso € imprescindivel que o

professor conheca o que o aluno sabe.

Para identificar os conhecimentos prévios dos alunos, a autora destaca a
importancia da experiéncia docente, que proporciona indicagdes bastante confidveis
sobre as dificuldades mais frequentes dos alunos na aprendizagem de um novo
conteudo. Conhecer os conhecimentos dos alunos é essencial na construcdo da

THA, tal qual preconizado por Simon (1995).

Interpretar melhor as ideias que professores e alunos tém sobre o processo
de aprendizagem escolar € o aspecto dissertado por Mauri (2009). Para a autora, a
concepcao construtivista da aprendizagem consiste na construcdo de
conhecimentos mediante a atividade pessoal dos alunos, e cabe ao professor
prestar a ajuda necesséaria para possibilitar essa construcdo. Mauri salienta que
professores conscientes do que representa a atividade de construcdo do
conhecimento ndo podem deixar de intervir, em seu ambito escolar, para que 0s
aprendizes consigam apropriar-se dos conteudos da escola. Este é um dos motivos
gue justificam o dever de planejar intencionalmente as atividades didaticas e prestar

aos alunos a ajuda de que necessitam.

Essa ajuda ndo pode, porém, substituir a atividade construtiva do
conhecimento pelo aluno; portanto, para que ela seja eficaz e possa atuar como tal,
deve ser ajustada a situacdo e as caracteristicas da atividade mental construtiva
que, a cada momento, € apresentada pelo aluno. (COLL, 1990, 1991, apud
ONRUBIA, 2009, p. 125) Para isso, a ajuda deve combinar duas caracteristicas:
considerar 0os conhecimentos prévios dos alunos, tomando-os como ponto de
partida, e, ao mesmo tempo, criar desafios que permitam questionar esses
conhecimentos. Ou seja, ndo devemos ignorar o que o aluno ja sabe, mas devemos

apontar o ensino para o que o aluno ndao conhece ou ndo domina suficientemente,
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colocando-o diante de situagbes que o obriguem a envolver-se em um esforgo de

compreensao e atuagao autbnoma. Segundo o autor,

[...] a ajuda ajustada pressupde desafios abordaveis para o aluno;
abordaveis nao tanto no sentido de que possa resolvé-los ou soluciona-los
sozinho, mas de que possa enfrenta-los gracas a combinacdo entre suas
proprias possibilidades e os apoios e instrumentos recebidos do professor.
(ONRUBIA, 2009, p.125)

Essas sdo caracteristicas também descritas na pesquisa francesa, conhecida
como situacbes adidaticas na Teoria das Situa¢gfes Didaticas (TSD) desenvolvidas
por Guy Brousseau (1975). A situacdo adidatica € “[...Juma situagdo na qual a
intencdo de ensinar ndo é revelada ao aprendiz, mas foi imaginada, planejada e
construida pelo professor para proporcionar a este condi¢cdes favoraveis para a
apropriacdo do novo saber que deseja ensinar”. (ALMOULOUD, 2007, p.33)

De acordo com a complexidade das diferentes variaveis que intervém no
processo de ensino, segundo Zabala (2009, p. 154), a concepcao construtivista
“prové elementos de analise e reflexdo sobre a pratica, de modo a possibilitar uma
compreensao maior dos processos que nela intervém e a consequente avaliagao
sobre sua pertinéncia educativa”. A fungao social atribuida ao ensino e as ideias e
intencdes do professor sobre como as aprendizagens ocorrem sdo fatores

determinantes no processo de ensino.

Na concepcéo construtivista, o papel ativo e protagonista do aluno nao se
contrapbe a necessidade de um papel igualmente ativo por parte do professor
(COLL; SOLE, 2009). As interacdes, no processo de construcdo de conhecimento,
devem ser caracterizadas pelo respeito mutuo e pelo sentimento de confianca

(SOLE, 2009).

As orientacfes apresentadas acerca de como deve ser a pratica docente
dirigida pelos pressupostos construtivistas, levaram-nos a constru¢do de categorias
de analise que foram utilizadas para direcionar as observacdes realizadas em sala
de aula durante o desenvolvimento da THA. Buscamos observar a dindmica da
atuacdo docente a partir de -caracteristicas que permitissem identificar: as
mediacOes realizadas quanto & quantidade e ao tipo de intervencdo, a partir das

dificuldades dos alunos; o interesse dos alunos durante a realizagcdo das atividades;
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a valorizacao dos conhecimentos prévios dos alunos por parte da docente; a visao
gue as docentes apresentavam de seus alunos; e a influéncia ou ndo dessa visao

em sua atuacdo em sala de aula.
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CAPITULO 3
ANALISE COMBINATORIA NO SISTEMA EDUCACIONAL

Para a elaboracdo de nossa Trajetéria Hipotética de Aprendizagem (THA),
buscamos orientagdes quanto ao ensino e a aprendizagem de Analise Combinatéria
contidas em resultados de pesquisas, documentos oficiais e livros didaticos
utilizados pelos docentes participantes da presente pesquisa. Esses materiais
auxiliaram-nos na elaboracdo das atividades da THA e permitiram que tivéssemos

um panorama dos resultados de pesquisas realizadas sobre o tema.

3.1 Pesquisas sobre o0 ensino e a aprendizagem da anéalise combinatéria

Na busca de estudos realizados sobre o0 ensino e a aprendizagem de Andlise
Combinatéria, realizamos uma pesquisa nho Banco de Teses da Capes, em
bibliotecas de universidades e sites. Nessa procura utilizamos como palavras-chave
as expressdes: analise combinatoria, contagem, arranjos, permutacdes e

combinagodes.

Dos trabalhos encontrados sobre o ensino e a aprendizagem de Analise
Combinatéria, selecionamos: Esteves (2001), que trata do tema no Ensino
Fundamental; Costa (2003), que investiga as concepcdes de professores. Cinco
trabalhos sdo destinados ao Ensino Médio ou equivalente: dissertacdes de mestrado
de Sturm (1999), Pinheiro (2008) e Sabo (2009), e os trabalhos de Batanero,
Navarro-Pelayo e Godino (1997) e de Correia, Fernandes e Almeida (2009); e, por
fim, uma tese de Pessoa (2009), que investiga o raciocinio combinatério em alunos

do 2° ano do Ensino Fundamental ao 3° ano do Ensino Médio.

Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997, p. 182) consideram fundamentais
duas etapas para tornar a aprendizagem da Andlise Combinatéria mais facil:
“‘conhecer nogdes basicas sobre a natureza dos erros dos alunos ao solucionar
problemas de combinatoria e identificar as variaveis que podem influenciar essas

dificuldades”.
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Em investigacdo para avaliar o raciocinio combinatério de alunos do ensino
secundario, os autores construiram e aplicaram a 720 alunos de 14 e 15 anos um
questionario contendo 13 exercicios envolvendo problemas combinatérios sem
repeticdo. Parte desses alunos ja havia vivenciado situacfes de ensino sobre

andlise combinatoria e parte deles nunca havia estudado o tema.

Este trabalho foi realizado com a intencao de responder as questdes: “Qual o
papel da Anadlise Combinatéria na Probabilidade e Matematica discreta?”, “A
capacidade combinatoria € somente um componente matematico ou € um
componente fundamental do raciocinio l6gico?”, “Ha variaveis de tarefas que afetam
0s procedimentos e 0s erros apresentados pelos alunos ao resolver problemas
combinatoérios?” e “Como deveriamos considerar estas variaveis no ensino e na

avaliagcao?”.

Para a construcao do questionério, foram consideradas as variaveis de tarefa:
modelo combinatério implicito (selecao, distribuicdo e modelos de particao); tipo de
operacdo combinatéria® (permutacdes, combinacdes, arranjos); natureza dos
elementos a serem combinados (letras, nimeros, pessoas e objetos); e valor dado

aos parametros.

Apés a andlise das respostas obtidas com a aplicacdo do questionario, os
pesquisadores inferiram que os dois grupos revelaram dificuldades, mesmo nos
exercicios que apresentavam agrupamentos com poucos elementos. O indice de

erros foi um pouco menor entre os alunos que ja haviam estudado o tema.

Os problemas elencados pelos pesquisadores séo: erro de interpretacdo do
enunciado do problema; erro de ordem (considerar a ordem quando esta é
irrelevante); erro de repeticdo (o aluno ndo considera a possibilidade de repetir os
elementos quando é possivel e vice-versa); tipo de objeto (confundir objetos
indistinguiveis por objetos distinguiveis e vice-versa); exclusdo (exclusdo de algum
elemento na forma da configuracdo); enumeracao nao sistematica (tentar resolver o
problema enunciado por tentativa e erro, sem um processo recursivo que conduza a

formacdo de todas as possibilidades); resposta intuitiva (o aluno da uma resposta

2 Optamos por usar o termo “operacdo combinatéria” ao nos referirmos aos tipos de agrupamentos:
permutacdo, combinacdo e arranjo, quando referidos a trabalhos de Batanero, Navarro-Pelayo e
Godino (1997), pois essa forma € adotada por esses autores.
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numérica, sem justificativa); operacbes aritméticas incorretas; esquecimento da
formula (errar a férmula apds identificar corretamente a operagdo combinatoria
necessaria); esquecimento do significado dos valores dos parametros na férmula
combinatoria; interpretacdo errada do diagrama de arvore (pouco uso e construcao
inadequada); falha ao aplicar uma propriedade; confusdo quanto ao tipo de
subconjuntos; e erro nos tipos de partices formadas.

Para os autores, a recursao consiste em comecar a obter uma versao mais
facil do problema, refletir sobre ela e exprimir o processo na forma de algoritmo.
Assim, nas atividades que envolvem arranjos e permutagbes, a recursividade
assume papel importante, dado que, geralmente, a constru¢cdo de uma determinada
configuracdo efetua-se a partir de uma menor. A construcdo da arvore de
possibilidades apresenta carater recursivo, jA que uma arvore com k ramificacées é

construida a partir de outra com (k-1) ramificacdes.

Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997) afirmam que o professor deve
estar atento as diferentes variaveis na elaboracao de atividades, para conseguir uma
evolucdo do raciocinio combinatério, de forma que os alunos compreendam e
tenham concepcbes corretas para os trabalhos com Analise Combinatéria.
Recomendam que a organizacdo do ensino apresente atividades que compreendam
0 pensamento recursivo e 0s procedimentos sistematicos de enumeracdo, em vez
de centrar o0 ensino e a aprendizagem apenas na definicdo e na aplicacdo de

formulas de combinatéria.

Com essas recomendacdes, procuramos construir a THA com tarefas que
proporcionassem ao professor situacbes em que poderia dar maior atencdo aos
procedimentos de enumeracao. Elaboramos uma atividade inicial, que denominamos
diagnéstica, para observar se os alunos mobilizariam conhecimentos para realizar a
enumeracao das possibilidades, ou seja, se utilizariam contagem direta, diagramas
de arvores, tabelas e diagrama sagital. Buscavamos também identificar alguns dos

erros citados por Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997).

Sturm (1999) elaborou, aplicou e analisou uma proposta alternativa para
Analise Combinatéria. Em seu trabalho, “Investigar as possibilidades pedagdgicas

de um ensino de Andlise Combinatéria sob uma abordagem alternativa”, seu objetivo
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foi identificar as possibilidades e os limites do ensino de Anélise Combinatéria no
Ensino Médio. Utilizou situacdes-problema para desenvolver a compreensdo do
principio multiplicativo e suas aplicacdes e a construcdo de formulas e/ou técnicas

de contagem.

Assim como em nossa pesquisa, a investigacdo de Sturm (1999) apresenta
uma perspectiva qualitativa, uma vez que o pesquisador desenvolveu seu trabalho
em suas aulas, estudando sua pratica. O instrumento de andlise utilizado foi o diario,
que € descrito como um caderno em que o pesquisador fez anotacdes sobre suas
reflexdes, sobre as intervencBes do professor e as reacbes dos alunos. Além do
diario, foram usadas para andlise duas provas com propostas de exercicios de
acordo com as atividades utilizadas na pesquisa e um guestionario que procurava
identificar a opinido dos alunos sobre a abordagem utilizada. O estudo foi realizado
com 33 alunos de uma sala de 2° série do Ensino Médio de uma escola do sistema

privado de ensino do municipio de Itu-SP.

Para o autor, os exercicios foram preparados de forma que levassem o0s
alunos a organizar-se para elaborar “‘uma listagem adequada ou chegar a um
procedimento geral de calculo, uma formula geral” (STURM, 1999, p. 36), ou seja, 0s
trabalhos propiciariam momentos para que os alunos refletissem sobre o que

estavam estudando.

Os exercicios propostos ndo apresentavam necessariamente uma ordem
crescente de dificuldades e foram considerados pelo autor como tradicionais. Porém
ele explicita que a denominacgdo “alternativa” vem da abordagem utilizada: sem o
uso inicial de formulas e com interacdes durante a sua aplicacdo. O pesquisador
considera que o uso da arvore de possibilidades e os procedimentos para a
enumeracdo sistematica das possibilidades deveriam ter sido mais incentivados e
que a familiarizacao proposta na primeira fase propiciou que as formulas de Arranjo
e de Permutacdo fossem compreendidas com certa “naturalidade”. A partir da
recomendacao de Sturm (1999), adotamos, para nossas atividades, tarefas que

exigem a enumeracao das possibilidades.
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7

O simbolo p! é recomendado pelo pesquisador como um simplificador, para
evitar calculos trabalhosos, ndo havendo a necessidade de ser apresentado

inicialmente, j& que o uso inicial da férmula nédo é utilizado pelo autor.

O autor destaca como um aspecto positivo 0 uso do principio multiplicativo
que permitiu aos alunos “compreender a potencialidade e aplicagbes desta
estratégia” (STURM, 1999, p.81). Ele enfatiza a importancia de a sistematizacéo

ocorrer a partir da sintese de situacfes apresentadas anteriormente, ressaltando

~ p: n! . . ey sar
que nesta fase ndo apresentou a formula G, , = Sty * POIS julga mais didatico

- A . . .
para o momento utilizar C,, = %, gue permite ao aluno relacionar os tipos de

agrupamentos, assim como € indicado nos trabalhos de Batanero, Godino e

Navarro-Pelayo (1996).

Optamos, em nossa pesquisa, pela sistematizagdo, como sugere Sturm
(1999), deixando livre escolha ao docente, caso prefira a aproximacao das férmulas

utilizadas normalmente nos livros didaticos.

Concordamos com Sturm (1999), quando afirma que o conhecimento das
formulas ndo garante sucesso e que convém iniciar o tema “combinag&o” a partir de
situacdes que levem a percepcao do efeito da divisdo do numero de arranjos pelo
namero de permutacdes, pois essa escolha diminuiria as dificuldades dos alunos,

contribuindo para um melhor entendimento da formula.

Esteves (2001) buscou em sua dissertacdo investigar a aquisicdo e 0
desenvolvimento dos primeiros conceitos de analise combinatoria em adolescentes

de 14 anos de idade, cursando a ultima série do Ensino Fundamental.

A autora desenvolveu um estudo com a participacdo de dois grupos, um
chamado “experimental” e outro “de referéncia”, os quais estudaram a introducéo
desse conceito, segundo abordagens diferentes. O grupo de referéncia foi composto
por 30 alunos do segundo ano do Ensino Médio, e o grupo experimental contou com
a participacao de 28 alunos da 82 série (atual 9° ano) do Ensino Fundamental, todos

de uma escola da rede particular de ensino da cidade de Santos, em Sao Paulo.
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A abordagem adotada no trabalho com o grupo de referéncia foi, segundo a
pesquisadora, a adotada pelos livros didaticos, com a predominancia do uso de
férmulas. E, para o grupo experimental, foi elaborada e aplicada uma sequéncia em
gue ndo sao apresentadas formulas, com apresentacdo das definicbes e da

nomenclatura de cada agrupamento somente no Ultimo encontro da sequéncia.

Ambos o0s grupos realizaram um pré-teste e um pos-teste, e a analise dos
resultados foi feita sob dois pontos de vista: desempenho geral dos grupos e

desempenho por itens, objetivo, individuo.

Ao analisar as concepg¢Oes apresentadas pelos alunos, Esteves (2001) fez
uma classificagéo das dificuldades observadas durante o processo de aprendizagem
da Andlise Combinatoria, que sao: a falta de um procedimento recursivo que 0s
levasse a formulagéo de todas as possibilidades; a resposta injustificada errbnea; o
nao uso da arvore de possibilidades ou sua construcéo inadequada, 0 que causava
uma interpretacdo equivocada; o emprego da palavra “distribuir” como “dividir’, em
problemas de permutacdo e arranjo; e a confusdo ao identificar os problemas de
combinacgao e arranjo, ou seja, 0 erro ao considerar importante a ordem quando ela

nao é e vice-versa.

A pesquisadora infere que a solucdo para tais dificuldades, que também
foram apresentadas no trabalho de Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997), esta
na “busca de uma aprendizagem fundamentada na atividade do aluno que procura
construir seu proprio conhecimento” (ESTEVES, 2001, p. 193). E propde que o
ensino da Andlise Combinatéria seja realizado a partir de atividades diversificadas

que favorecam a busca de hipéteses e despertem o raciocinio.

Em sua dissertacdo de mestrado, Costa (2003) desenvolveu uma pesquisa
com professores do Ensino Fundamental e do Ensino Médio da rede publica
estadual de ensino. Os docentes eram participantes de um projeto de formagéao
continuada na PUC-SP em convénio com a Secretaria Estadual da Educacéao de
Séo Paulo. O estudo teve o objetivo de analisar e estudar os instrumentos
disponiveis para o professor, na introducdo do raciocinio combinatdrio no Ensino
Fundamental por processo de amostragem. Buscou também identificar as

concepcOes dos docentes sobre o0 objeto mateméatico em questao.
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Para responder as questdes de pesquisa: “Como o professor de Matematica
esta instrumentalizado para ensinar Combinatéria no Ensino Fundamental?; Quais
as concepcgdes do professor que influenciam sua pratica pedagdgica e como uma
formacgao continuada pode alterar ou reforgcar estas concepg¢des?”, o autor realizou
um estudo da Transposicdo Didatica da Andalise Combinatéria para o Ensino
Fundamental, que envolveu a analise dos documentos oficiais, de livros didaticos e

guestionarios respondidos pelos docentes.

Com a intencdo de fazer inferéncias sobre o conhecimento matematico
desses docentes de modo que ndo se sentissem avaliados, o questionario foi
composto por questdes que apresentavam estratégias de solugbes desenvolvidas

por alunos ficticios.

Na analise dos resultados obtidos pelo questionario, o autor constatou que 0s
docentes apresentaram: dificuldades em estabelecer um procedimento sistematico
que os levasse a formulacéo de todas as possibilidades de agrupamentos; resposta
numeérica errbnea, sem explicacdo do raciocinio utilizado ou justificativa das
respostas; pouco ou nenhum uso de representacdes, como arvore de possibilidades,
ou dificuldades em sua construcédo; e dificuldade para reconhecer, na formacéo dos

agrupamentos, se a ordem dos elementos é relevante ou ndo.

Em suas consideracdes, Costa (2003) afirma sua preocupacdo em verificar se
os docentes analisados possuiam as mesmas dificuldades apresentadas pelos
alunos do Ensino Fundamental e Médio participantes das pesquisas de Esteves
(2001), Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997) e Sturm (1999).

A dissertacédo de Pinheiro (2008) teve por objetivo investigar a viabilidade de
uma sequéncia de ensino para introduzir os conceitos béasicos de Andlise

Combinatoria a partir da resolucéo de problemas por meio de situacdes didaticas.

Pinheiro (2008) inicia seu trabalho aplicando um pré-teste a 15 alunos da 22
série do Ensino Médio de uma escola publica em Belém do Para, com a intencéo de
verificar se o0s alunos conseguiriam resolver problemas que envolvessem

habilidades béasicas de Andalise Combinatéria. A atividade apresentava cinco
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exercicios que envolviam Principio Fundamental da Contagem, Permutacdo

Simples, Arranjo Simples e Combinagao Simples.

A sequéncia de ensino apresentada por Pinheiro (2008) foi elaborada
contendo situacdes que visavam contribuir para a institucionalizacdo do Principio
Fundamental da Contagem, do conceito de permutacdo e da notacédo de fatorial;
para a introdugcéo do conceito de arranjo simples e de combinag&o simples e para a
percepcdo da diferenca entre os dois; e para a institucionalizacdo das formulas de

Arranjo Simples e de Combinacao Simples.

Esta sequéncia de ensino foi aplicada em dez encontros, destinados ao
desenvolvimento dos itens descritos acima e aos jogos, todos estes com objetivos
especificos: o jogo PIF-PAF da Combinatéria busca aprofundar o conceito do
principio fundamental da contagem; o jogo Cartas da Combinatéria tem o propdsito
de aprofundar o conceito de permutacéo e o calculo com o fatorial e 0 jogo Dominé
Combinatério tem a finalidade de aprofundar os conceitos de arranjo e combinacgéo e
estabelecer continuamente a diferenca entre eles. Cada encontro seria seguido de
outro destinado a resolucdo de exercicios, que ndo aconteceram por dificuldades
apresentadas pela escola, pois o pesquisador, que ndo exercia a docéncia na

ocasiao da pesquisa, utilizou aulas cedidas por uma professora amiga.

Para analisar a evolugdo dos alunos e assim responder sua questao de

pesquisa, foi aplicado um pos-teste, com questdes semelhantes as do pré-teste.

Nas consideracfes apresentadas, Pinheiro (2008) valida sua hip6tese de que
as situacdes didaticas que enfatizam a resolucdo de problemas como ponto de
partida séo favoraveis a aprendizagem e a institucionalizacdo dos conceitos basicos
de Analise Combinatéria. Comparando suas andlises do pré-teste e do pds-teste, o
pesquisador considera ter percebido uma melhora acentuada nos alunos quanto as
habilidades para resolver situacbes que envolvem conceitos de Analise
Combinatéria, visto que o numero de questdes nao respondidas diminuiu

significativamente, do pré-teste para o pés-teste.

Correia, Fernandes e Almeida (2009) apresentam resultados de uma

investigacdo sobre o ensino e a aprendizagem de operagbes combinatorias,
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realizada com a participagéo de 23 alunos de uma turma do 12° ano de escolaridade
de uma escola do Distrito de Braga, em Portugal.

Este estudo foi realizado inicialmente com uma intervencdo de ensino
composta de questdbes que envolviam arranjos simples e com repeticéo,
permutacgdes simples e notacdo de fatorial e combinag¢ao simples, em 10 aulas de 90
minutos. Cada tema foi trabalhado em uma atividade de descoberta e com uma ficha

de trabalho contendo exercicios.

A atividade de descoberta incorporava intencionalmente um fator de
aprendizagem que sugeria a aplicacdo de um método particular, com o objetivo de
levar os alunos a descobrir a lei de formagdo associada a cada operagao
combinatoria. As fichas de trabalho continham exercicios variados que, segundo 0s
pesquisadores, tinham por objetivo “a apreensao das operagbes combinatdrias com
a valorizacdo da diversificacdo de estratégias de resolucdo em detrimento da
utilizacao técnica de formulas” (CORREIA; FERNANDES; ALMEIDA, 2009, p. 135).
Cada ficha apresentava exercicios das operacoes ja estudadas em aulas anteriores,
nao se atendo a operacéao trabalhada na ficha de descoberta mais recente. Todas as
fichas revelavam a solugcdo numérica dos problemas, o que permitia aos alunos

confrontar suas respostas e, no caso de incorretas, identificar falhas de raciocinio.

O papel do professor era questionar, acompanhar e incentivar o trabalho dos
alunos, realizado em grupos. Segundo os pesquisadores, o trabalho colaborativo
produz melhores resultados, consideracdo com a qual concordamos, 0 que nos
levou a propor, em nosso trabalho, que parte das atividades fossem desenvolvidas
em duplas ou grupos. Porém, também consideramos importante momentos de
trabalho individual para que o aluno possa identificar e observar os conhecimentos

gue adquiriu.

Na pesquisa de Correia, Fernandes e Almeida (2009), para avaliar os
resultados, foi aplicado um questionario, com o objetivo de obter a opinido dos
alunos sobre a intervencdo de ensino e sua metodologia e um teste, contendo sete
questdes, em que foram observados as estratégias de solugdo e os erros comuns

apresentados pelos alunos.
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As estratégias utilizadas foram categorizadas como: “desenhos, operagdes de
multiplicacdo, adicdo e divisdo, formulas, desenhos e operacbes, desenhos e
férmulas e operagdes e formulas” (CORREIA; FERNANDES; ALMEIDA, 2009,
p.136), enquanto os erros identificados foram classificados em erro de ordem, de
repeticdo, parametros, operacdo combinatéria, operandos, operacdo numérica e

enumeragao.

Em suas conclusdes, os autores afirmam que os alunos, em resposta ao
qguestionario, apresentaram uma opinido positiva quanto ao trabalho realizado.
Quanto ao teste, os pesquisadores declaram que os erros identificados relacionam-
se predominantemente com o0s operandos e a ordem, seguindo-se a eles a
repeticdo, a operacdo combinatéria®, os parametros, a operacdo numérica e a
enumeracdo. O erro mais frequente referia-se aos operandos considerados nas
operacOes obtidas, resultando contagens incompletas corretas (de parte da
configuracdo) ou completas incorretas (repeticdo de configuracbes possiveis) e
incompletas incorretas (apresentavam configuracbes além das pedidas no
enunciado). O segundo erro tipico foi o de ordem, predominando a ndo consideracao

da ordem quando esta era necessaria.

Concordamos com os autores, que finalizam sua pesquisa enfatizando a
importadncia de retirar o0 maximo proveito das diferentes estratégias, como o
diagrama de arvore, os procedimentos de enumeracao sistematica e a traducao de
problemas em subproblemas, permitindo ao aluno uma clarificacdo dos operandos

envolvidos e das operacBes numéricas consideradas.

O estudo de Pessoa (2009), em sua tese de doutorado, teve por objetivo
verificar e analisar o desenvolvimento do raciocinio combinatério entre alunos do 2°
ao 12° ano de escolarizagdo. Sua pesquisa contou com a participacao de 568 alunos
da escola basica, em média 51 alunos de cada ano (2° ao 12° ano) de quatro
escolas de Pernambuco — duas instituicdes particulares e duas publicas —, que
responderam as mesmas oito questdes que envolviam os quatro significados de
combinatéria (arranjo simples, permutagdo, combinagdo simples e produto

cartesiano).

3 ~ ~ . ;. , s . .
A expressao “operagdo combinatdria” é utilizada pelos autores, ao referirem-se a tipos de agrupamentos:
arranjos, permutagGes e combinagdes.
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Para delinear seu estudo, a pesquisadora tragou 0s seguintes objetivos
especificos: verificar o desempenho dos alunos nos diversos tipos de problemas de
combinatoria; observar seus desempenhos ao longo do periodo de escolaridade,
lidando com as mesmas questdes; analisar como alunos das séries iniciais que nao
tiveram instrugdo sobre o tema resolvem tais problemas e como os alunos de séries
finais da escola béasica resolvem os mesmos problemas, apds o conhecimento de
procedimentos formais; identificar suas estratégias, comparar desempenhos e
estratégias e verificar sua progressao ao longo dos anos; verificar quais invariantes
sao mais facilmente reconhecidas pelos alunos; e analisar as diferentes formas de
representacfes simbolicas usadas pelos alunos na resolucdo de problemas que

envolvem raciocinio combinatorio.

A andlise dos dados foi realizada de forma qualitativa e quantitativa, com o
auxilio do software Statistical Package for Social Sciences — SPSS. O desempenho
dos alunos foi analisado a partir das variaveis: género, tipo de escola, nivel de
ensino, ano de escolarizacdo, significados de Combinatéria dos problemas e ordem
de grandeza dos numeros. Os tipos de estratégias e respostas apresentadas pelos

alunos foram analisados qualitativamente.

Embora a variavel género ndo tenha sido controlada, a pesquisadora
confirmou sua hip6tese de que essa variavel ndo tem influéncia no aprendizado
matematico. Quanto a variavel tipo de escola, foi observado que, no inicio de
escolarizacdo, ndo ha diferencas significativas, porém, com o0 avanco da
escolaridade, o desempenho superior na escola particular é evidenciado, e a
pesquisadora infere que um dos motivos possivelmente seja o fato de as escolas
particulares participantes apresentarem perfil de caracteristicas construtivistas e de
incentivo a criatividade, o que contribui para o melhor desenvolvimento do raciocinio

combinatorio dos alunos.

Porém, a pesquisadora teve o cuidado de ressaltar que esse resultado néo
pode ser generalizado, concluindo que a qualidade do ensino pode variar de escola
para escola; dessa forma, a alguns alunos é dada uma maior oportunidade de
avanco em suas habilidades matematicas. Um dado importante foi o fato de que
todos os alunos, independentemente do tipo de escola, aumentaram seu

desempenho durante o passar dos anos escolares, 0 que parece indicar que o
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desenvolvimento do raciocinio combinatério esta diretamente ligado ao ensino da

Combinatoéria e aos demais contelidos matematicos e de outras areas de ensino.

O progresso maior era esperado pela pesquisadora no Ensino Médio, porém,
diferentemente do que foi antecipado, aconteceu do Ensino Fundamental | para o
Ensino Fundamental II, principalmente no 5° e 9° anos, o que permitiu a Pessoa
(2009) afirmar que experiéncias escolares ou n&o escolares, ligadas diretamente ou
nao ao ensino de Combinatoria, devem contribuir e influenciar o desempenho dos

alunos.

Entre alunos do 3° ano do Ensino Médio, segundo a pesquisadora, had um
misto da influéncia escolar e ndo escolar. Apenas entre os alunos da escola
particular surgiu o uso de fdérmulas, porém, em muitos casos, de maneira

inadequada, sem identificacdo da férmula correta para cada situagao.

Relacionando os significados de combinatéria (produto cartesiano,
permutacdo, arranjo e combinagédo), Pessoa (2009) afirma haver avangcos na
compreensao de tais significados com o desenvolvimento da escolarizacdo. Ja a
altima variavel analisada, a grandeza numérica, apresentou uma forte influéncia no
desempenho dos alunos: em problemas com um menor nimero de possibilidades,
apresentaram um desempenho melhor, o0 que pode ser devido a facilidade de
manipular as quantidades. Essa variavel apenas néo influenciou nas questdes de

produto cartesiano, que aparentemente € mais facil para os alunos.

Pessoa (2009) conclui, salientando a importancia de a escola reconhecer que
o desenvolvimento do raciocinio combinatério acontece ao longo dos anos e de

buscar aproveitar

as pistas fornecidas pelas diversas formas que o aluno utiliza para resolver
e responder a questdes combinatérias, para que possa auxilid-los nos
processos de sistematizacdo, aprofundamento, ampliacdo e formalizagéo
dos seus conhecimentos(PESSOA, 2009, p.252).

Da mesma forma que as recomendacbes dos demais estudos aqui
apresentados, Pessoa confirma a necessidade de conhecer 0 que 0s alunos sabem
e que tipos de erros cometem, para que o docente possa elaborar seu plano de

ensino para a Analise Combinatoria.
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Sabo (2010) em “Saberes Docentes: A Analise Combinatéria no Ensino
Médio”, sua dissertacdo de mestrado, que objetivou investigar os saberes dos
professores de Matematica com relacdo ao tema, realizou um estudo com
professores desse nivel de ensino, com o intuito de responder a questdo: “Quais
saberes podem ser identificaveis por meio da fala do professor do Ensino Médio,
utilizando-se de entrevistas semiestruturadas, em relacdo ao ensino de andlise

combinatdria?”

No desenvolvimento de sua pesquisa, 0 procedimento utilizado foi a
realizagdo de entrevistas semiestruturadas, livres e estruturadas, com seis
professores. Nas andlises, o pesquisador procurou Vverificar a influéncia da
experiéncia escolar (Ensino Médio e Superior) na pratica desses professores; sua
participacdo em projetos de desenvolvimento profissional; as recomendacdes dos
PCN; o uso de formulas, demonstracbes e generalizacfes; as dificuldades e a
valorizacdo dada pelos docentes ao calculo; o uso do principio fundamental da
contagem; e quais conceitos fundamentais devem ser discutidos no Ensino Médio

com relacdo ao tema.

O pesquisador conclui, afirmando que foi possivel observar a reproducdo da
pratica docente e do saber herdado dos professores que participaram de suas
experiéncias escolares e de formacdo. Com relacdo ao uso de féormulas, o autor
percebeu uma divergéncia, pois alguns professores afirmaram valorizar o Principio
Multiplicativo, enquanto outros, que optaram pelo uso de féormulas, demonstraram

nao saber justifica-las ou valida-las.

Alguns professores entrevistados por Sabo (2010) declararam ter dificuldades
em distinguir se é relevante ou ndo a hierarquia nos agrupamentos durante a leitura
de problemas. Com essas constatacfes, 0 pesquisador afirma a importancia de
propiciar oportunidades, em grupos de formacéo e discussédo, para possibilitar uma
reavaliacdo dos saberes docentes e a construcdo de novos saberes, com 0 objetivo

de favorecer mudancgas na pratica do professor.

Observamos, com a leitura de pesquisas sobre o tema Analise Combinatdria,
algumas consideracdes que convergem para um ensino pautado na resolucdo de

problemas como ponto de partida. Nenhum dos estudos aqui elencados recomenda
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0 uso de formulas para iniciar o estudo do tema, como percebemos na afirmacéo de
Pessoa (2009, p. 80): “Um algoritmo corretamente executado ndo ira resolver um
problema se estiver implementado incorretamente ou se néo for apropriado ao

problema”.

Porém, o seu uso ndo é desprezado pelos pesquisadores: ha o consenso de
que as formulas sao “uma possibilidade de resolugdo de modo mais econémico e
seguro” (PESSOA, 2009, p.80). E defendida pelos pesquisadores a necessidade de
compreender o que € solicitado nos enunciados dos problemas que envolvem
raciocinio combinatério sem o apelo a palavras-chave, assim como € indicado que a
resolucdo de problemas combinatorios seja inicialmente feita, aproveitando as
diferentes estratégias que o0s alunos apresentam, de acordo com seus

conhecimentos prévios.

A dificuldade de reconhecer a importancia da ordem ou ndo ordem nos
agrupamentos é fato confirmado em todas as pesquisas, assim como a ampliagdo
da dificuldade de resolver os problemas, quando h4 um acréscimo consideravel na

enumeracédo devido ao aumento dos parametros envolvidos.

Apoiados nos resultados, nas indicacdes de pesquisas e nos documentos
oficiais que orientam o ensino brasileiro, procuramos elaborar uma trajetoria
hipotética de aprendizagem, com o objetivo de colaborar para a compreensao, pelos
alunos, de situacdes que envolvem raciocinio combinatorio, focalizando os pontos
gue sdo comuns nos resultados de pesquisas e buscando desenvolver atividades

gue visam minimizar as dificuldades citadas nesses trabalhos.

Buscamos, em nossa THA, uma organizacdo que privilegiasse o uso do
Principio Fundamental da Contagem e o emprego da divisdo como forma de evitar a
sobrecontagem de agrupamentos. Procuramos propor a exploracdo de
procedimentos de enumeracdo e 0 uso da arvore de possibilidades como
ferramentas fundamentais para auxiliar a compreensao e minimizar a ocorréncia dos
erros considerados comuns por todos os pesquisadores, como, por exemplo, a nao

percepcao da importancia ou ndo de hierarquia dos elementos de um agrupamento.
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3.2 Recomendacdes Curriculares

Neste item apresentaremos os documentos oficiais que regem o Ensino
Médio brasileiro, assim como suas respectivas recomendacdes para 0 ensino e a
aprendizagem da Analise Combinatoéria: Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (PCNEM) (BRASIL, 1999), Parametros Curriculares Nacionais +
(PCN+) (BRASIL, 2002), Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL,
2006) e a Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo (SAO PAULO, 2008).

Os Parametros Curriculares Nacionais estdo divididos em dois segmentos:
Ensino Fundamental (PCNEF) e Ensino Médio (PCNEM). Como optamos por
realizar nossa pesquisa com a colaboracdo de professores e alunos do Ensino
Médio, iremos observar os documentos destinados a esse nivel de ensino, ou seja,

0os PCNEM, os PCN+ e as Orientacdes Curriculares Complementares.

Os PCNEM tiveram sua primeira publicacdo no ano de 1999. O documento,
dividido em trés &reas: Linguagens, Codigos e suas Tecnologias; Ciéncias da
Natureza, Matematica e suas Tecnologias; e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias,
apresenta uma proposta para o Ensino Médio que pretende fazer “uma explicitagcao
das habilidades bésicas, das competéncias especificas, que se espera que sejam
desenvolvidas pelos alunos” (BRASIL, 1999, p.203) em Matematica neste nivel de

ensino escolar.

O papel do raciocinio combinatério € destacado nesse documento, no que se

refere a aplicacdo a fenbmenos naturais e sociais:

As habilidades de descrever e analisar um grande numero de dados,
realizar inferéncias e fazer predicbes com base numa amostra de
populacao, aplicar as idéias de probabilidade e combinatéria a fenébmenos
naturais e do cotidiano sdo aplicacbes da Matematica em questdes do
mundo real que tiveram um crescimento muito grande e se tornaram
bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos
sdo, sem davida, instrumentos tanto das Ciéncias da Natureza quanto das
Ciéncias Humanas. Isto mostra como serd importante uma cuidadosa
abordagem dos conteddos de contagem, estatistica e probabilidade no
Ensino Médio, ampliando a interface entre o aprendizado da Matematica e
das demais ciéncias e areas. (BRASIL, 1999, p.257)
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Com a intencdo de encaminhar um ensino compativel com as “pretensdes
educativas e ampliar as orientacbes contidas nos PCNEM, adiantando elementos
ainda nao explicitados” (BRASIL, 2002, p.12), foram publicados os PCN+*, volume
dedicado a trazer elementos de utilidade para o professor na definicdo de
conteudos, abordagens, opcdes metodoldgicas e avaliagbes do aprendizado, assim

como a proporcionar uma formagao continuada ao docente.

A apresentacdo do conteludo da area Ciéncias da Natureza, Matematica e
suas Tecnologias nos PCN+ é organizada em trés eixos tematicos: 1 - Algebra:
nameros e fungbes; 2 — Geometria e medidas; 3 — Andlise de Dados. A Analise
Combinatéria esta inserida neste ultimo tema, que é disposto em trés unidades:

Estatistica, Contagem e Probabilidade.

Os PCN+ destacam a importancia da analise de dados em “problemas sociais
e econbmicos, como nas estatisticas relacionadas a saude, populagdes, transportes,
orcamentos e questdes de mercado” (BRASIL, 2002, p.126). E propdem como
objetos de estudos para esse eixo tematico, os conjuntos finitos de dados,
numericos ou qualitativos, o que da origem a procedimentos que abordam processos
de “contagem combinatdrios, frequéncias e medidas estatisticas e probabilidades”
(ibid., p. 127). “A contagem, ao mesmo tempo em que possibilita uma abordagem
mais completa da probabilidade, permite também o desenvolvimento de uma nova
forma de pensar em Matematica denominada raciocinio combinatério”. (BRASIL,
2002, p. 126).

Segundo orientagbes do documento (ibid., p.127), o aluno deve ser capaz de
decidir qual é a forma mais adequada de organizar numeros ou informacfes para
poder enumerar todos 0s casos possiveis, sem que isso seja aprendido por meio de
formulas de aplicagdo. O conhecimento deve ser construido por um processo que
traga significado para o modelo matematico a aprender. As férmulas aparecem
como consequéncia do raciocinio combinatorio desenvolvido durante a resolucao de
problemas diversos e devem ter a funcdo de simplificar calculos em situa¢cdes com

uma quantidade elevada de dados.

4 . O T . ~ . . A " . .
PCN+ Ensino Médio — OrientagGes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais
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Os conteudos e as habilidades propostos para a tematica “contagem”,
recomendados para o 2° ano do Ensino Médio séo:

Contagem: principio multiplicativo; problemas de contagem.

* Decidir sobre a forma mais adequada de organizar numeros e informagdes
com o objetivo de simplificar célculos em situagBes reais envolvendo grande
guantidade de dados ou de eventos.

 lIdentificar regularidades para estabelecer regras e propriedades em
processos nos quais se fazem necessarios 0s processos de contagem.

* Identificar dados e relagbes envolvidas numa situac@o-problema que
envolva o raciocinio combinatério, utilizando os processos de contagem.
(BRASIL, 2002, p. 124)

A elaboracdo das Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL,
2006) teve como obijetivo “contribuir para o diadlogo entre professor e escola sobre a
pratica docente” (BRASIL, 2006, p. 5) e, para isso, o documento trata de trés
aspectos: a escolha de conteldos; a forma de trabalha-los; o projeto pedagdgico e a

organizacao curricular.

Na escolha dos conteudos, € destacada a importancia de considerar o0s
diferentes propdsitos da formag¢do matematica na Educacao Basica. Espera-se que
o aluno, ao final do Ensino Médio, saiba usar a matematica para resolver problemas
praticos e modelar fenbmenos em diferentes areas do conhecimento; compreenda
que a Matemética é uma ciéncia com caracteristicas proprias, organizada via
teoremas e demonstracfes; perceba a matematica com um conhecimento social e
historicamente construido; e saiba apreciar sua importancia no desenvolvimento

cientifico e tecnoldgico.

No que tange a forma de trabalhar, o documento orienta que o aluno seja
colocado em um processo de aprendizagem que valorize o raciocinio matematico,
ou seja, que ele formule questdes, estabeleca hipoteses, tire conclusdes, apresente
exemplos e contraexemplos, generalize situagdes, abstraia regularidades, crie

modelos e argumente com fundamentacéo l6gico-dedutiva (BRASIL, 2006, p. 70).

Ja quanto ao trabalho pedagodgico, € enfatizado que as instituicdes devem
elaborar seus projetos pedagdgicos como um processo constante de reflexdo e

discussdo sobre os problemas escolares, tendo como intengdo “a busca de
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solugdes, por meio de agbes colaborativas entre os membros que constituem a
escola.” (BRASIL, 2006, p. 90).

Retornando aos conteudos, estes sdo organizados em quatro blocos:
Numeros e Operacfes; Funcdes; Geometria; Andlise de dados e probabilidade, o
que ndo significa que devam ser trabalhados separadamente; ao contrario, o
documento recomenda a articulagéo entre eles e a retomada, de forma intencional, a

conteudos trabalhados no Ensino Fundamental.

Os contetudos do bloco Analise de dados e probabilidade sdo recomendados
para todos os niveis da educacdo basica, em especial para o Ensino Médio. A
Andlise Combinatéria e a Probabilidade sdo apresentadas como essenciais nesse
bloco de contetudos. Segundo os PCN+, os alunos devem adquirir conhecimentos
sobre o levantamento de possibilidades e a medida da chance de cada uma delas,
porém, a Combinatéria ndo tem apenas a funcdo de auxiliar no calculo
probabilistico, mas tem inter-relacdo direta com as ideias de experimentos
compostos a partir de um espaco amostral discreto e operacbes combinatorias
(BRASIL, 2006, p. 79).

Outro destaque refere-se ao uso do diagrama de arvores como importante
para a conexao entre os experimentos compostos e a Combinatéria, pois permite a

visualizacdo da estrutura dos multiplos passos de um experimento.

3.2.1 Andlise da Proposta Curricular do Estado de Sao Paulo (Caderno do

Professor e Caderno do Aluno)

A Secretaria da Educacdo do Estado de Sao Paulo (SEE-SP), no ano de
2008, com o objetivo de apoiar o trabalho nas escolas estaduais e contribuir para a
melhoria da aprendizagem dos alunos, iniciou a implementacdo da Proposta
Curricular do Estado de Sao Paulo, buscando garantir um curriculo minimo para as

escolas da rede publica estadual.
Este material prevé a elaboracéo dos seguintes subsidios:

v um documento basico, que apresenta os “principios
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orientadores para uma escola capaz de promover as competéncias
indispensaveis ao enfrentamento dos desafios sociais, culturais e
profissionais do mundo contemporaneo”, (SAO PAULO, 2008, p.8),
priorizando a competéncia da leitura e da escrita;

v um segundo documento, destinado as unidades
escolares, aos dirigentes e gestores, com a finalidade de apoia-los na
implementacéo do curriculo;

v um terceiro documento, dirigido aos professores, intitulado
“‘Caderno do professor”, composto por situacées de aprendizagem
organizadas por série/ano e acompanhadas de indicagfes das
competéncias e habilidades a serem desenvolvidas pelos alunos em
cada tema ou tépico de conteudo, orientacbes e sugestdes para a
gestao da sala de aula, avaliagao e recuperacéao; e

v um quarto documento, produzido no ano de 2009,
composto por cadernos dirigidos aos alunos e organizados por
série/ano, disciplina e bimestre. Este material contém as mesmas

situacOes de aprendizagem que constam no Caderno dos professores.

De acordo com as orientagcbes gerais sobre os cadernos, os temas que
compdem o conteudo disciplinar dos bimestres ndo se afastam do que € usualmente
apresentado nos livros didaticos. A inovacéao refere-se a abordagem sugerida, pois
esta evidencia a contextualizacdo dos conteddos, as competéncias relacionadas a
leitura e a escrita matematica e seus elementos culturais internos e externos ligados
a matematica (SAO PAULO, 2009a).

Ainda segundo essas orientacfes, as situacdes propostas pretendem ilustrar
a forma de abordagem sugerida, instrumentalizando o docente para o seu trabalho
em sala de aula. Tais orientacdes afirmam que as situacdes de aprendizagem séo
independentes e podem ser exploradas pelo professor com diferentes intensidades,

de acordo com seu interesse e o de sua classe.

Descreveremos e analisaremos, a seguir, a abordagem presente nas

situacOes de aprendizagem que envolvem a Analise Combinatoria.
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Os conteudos dos cadernos sdo organizados em oito unidades de extensdes
aproximadamente iguais, que podem corresponder a oito semanas de trabalho

letivo. Essas unidades séo distribuidas em quatro situacdes de aprendizagem.

O tema Analise Combinatéria compde o caderno do 3° bimestre da 22 série do
Ensino Médio, juntamente com o estudo de Probabilidade. E, segundo os autores,
esses temas costumam trazer certo desconforto ndo apenas aos estudantes, mas

também aos professores.

A tradicional abordagem que prioriza a classificagdo dos tipos de
agrupamento para a utilizacdo de férmulas é um dos fatos que causam tal
dificuldade. Embora, essa abordagem seja um caminho rapido, ela nao
prioriza o entendimento das situagbes e a possibilidade de resolugéo de
situagdes inéditas. (SAO PAULO, 2009a, p. 9)

A resolucao de problemas € sugerida como metodologia de aprendizagem,
para que assim seja possivel evitar a limitacdo demasiada das estratégias de
raciocinio que os estudantes podem e devem mobilizar, ao confrontar-se com uma

dificuldade real.

A proposta do documento é de que a classificacdo dos agrupamentos e a
formalizacdo nos moldes conhecidos dos livros didaticos sejam relegadas a um
segundo plano e sejam realizadas no final, conforme a vontade e a necessidade do

docente.

As quatro situacdes de aprendizagem deste volume s&o intituladas:
Probabilidade e proporcionalidade: no inicio era o jogo; Andlise Combinatéria:
raciocinios aditivo e multiplicativo; Probabilidade e raciocinio combinatério;
Probabilidade e raciocinio combinatério: o bindmio de Newton e o tridngulo de
Pascal.

O estudo da Anélise Combinatéria esta presente a partir da segunda situacao
de aprendizagem; portanto, apresentaremos nossas observagdes apenas sobre as

situacOes de aprendizagem destinadas ao estudo desse conteudo.
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Segunda Situacdo de Aprendizagem: Andlise Combinatdria: raciocinios

aditivo e multiplicativo.

Esta situacdo de aprendizagem apresenta, como conteddos e temas, 0S
casos de agrupamentos. A orientacdo dada ao professor € de que seja estimulado o
uso de diferentes representacdes, como diagramas, arvores de possibilidades,
tabelas e desenhos. Porém, o Unico tipo de registro encontrado nas atividades

presentes no Caderno do aluno foi a arvore de possibilidades.

As atividades que compdem essa situacdo de aprendizagem envolvem
agrupamentos em que a ordem dos elementos deve ser respeitada (arranjos
simples, permutacdes simples e com repeticdo) e agrupamentos em que a ordem
dos elementos pode ser alterada, sem que isso conduza a novos agrupamentos

(combinacdes simples).

A atividade 1, denominada “Construindo arvores de possibilidades”, propde

uma situagéo que envolve o produto cartesiano.

Atividade 1 — Construindo 4rvores de possibilidades
Problema 1

Considere a seguinte situagio: uma menina deseja vestir-se com uma saia e uma blusa e dispoe de
4 saias diferentes e 5 blusas diferentes. O esquema a seguir representa as possibilidades de escolha

da menina.
Blusa 1 l
Blusa 2 |
Saia 1 ou 2 ou Blusa 3 I
3o0u4
Blusa 4 I
Blusa 5 |

Escreva uma multiplicagdo para indicar o total das diferentes possibilidades de escolha da menina.

Figura 2 — Problema 1 - Atividade 1 - Situagdo de Aprendizagem 2 - (SAO PAULO, 2009b)

Observamos que a atividade apresenta a arvore de possibilidades e indica
que a solucdo é dada por meio de uma multiplicacdo. Em seguida, o Caderno

propde situacdes com diferentes contextos (numeros, letras, objetos), mas que séo
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parecidas com o problema 1 em sua solugdo, ndo exigindo que o aluno explore a
enumeracao, pois fica explicito que precisardo identificar os nimeros que deverado

multiplicar.

Inferimos que essa indicacdo de como resolver os problemas elimina a
oportunidade de o aluno explorar a situagédo e construir seu conhecimento a partir
desta. Essas indicagbes s&o recorrentes nas demais atividades que compdem o

estudo da Analise Combinatéria, como podemos observar na proposta seguinte.

Atividade 2 — Formagio de filas sem e com elementos repetidos

"' Leitura e Andlise de Texto
i,

As filas

(uando duas pessoas A e B colocam-se em fila, hd apenas duas possibilidades primeiro
vem A e depois B, ou primeiro vem B e depois A. Se uma pessoa C juntar-se a essas duas,
a fila poderi, agora, ser formada de 6 maneiras diferentes:

ABC,ACE, BAC, BCA, CAR, CBA

Se uma quarta pessoa juntar-se a essas, serdo, agora, 4 vezes mais filas do que o nimero
anterior. Isto &, serdo 4.6 = 24 filas.

Figura 3 - Atividade 2 - Situagdo de Aprendizagem 2 - (SAO PAULO, 2009b)

O texto explicativo apresenta ao aluno o raciocinio a ser usado. Apds esse
texto, o Caderno apresenta uma sequéncia de problemas que o aluno resolvera a
partir do exemplo dado, ou seja, identificando os numeros que deverdo ser
multiplicados. E, apds alguns exercicios de anagramas, a orientacdo é de que o

professor apresente o numero fatorial (n!).

Destacamos o problema 7, em que a instrucdo de como resolver uma
situacdo que envolve anagramas com letras repetidas, ou seja, permutacdo com
repeticdo, também é apresentada de forma a eliminar o desafio que poderia ser

proposto aos alunos.
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Problema 7

Trocando a ordem das letras INA podem ser formados 6 anagramas diferentes:
INA, TAN, AIN, ANI, NAI, NIA
Com as letras da palavra ANA, o ntimero de anagramas é menor; sio apenas 3:
ANA, AAN, NAA

Por que o niimero de anagramas dessas palavras nio ¢ o mesmo, se ambas tém 3 letras? A res-
posta é: a palavra ANA tem letras repetidas.

A palavra LUTA tem 24 anagramas, enquanto a palavra LULU, que tem 2 “L” ¢ 2 “U”, tem
apenas 6 anagramas, pois a troca de um “L” com outro, ou a troca entre os dois “U” nio gera novo
anagrama. Quer dizer, o total de 24 anagramas de uma palavra com 4 letras distintas fica, no caso de

LULU, duas vezes dividido por 2, por causa dos “L” e dos “U” repetidos. Entio, 24 + 2 + 2 =6.
Agora, responda: qual é o total de anagramas das palavras a seguir?

a) CARRO
b) CORPO

¢) CORRO

Figura 4 - Problema 7- Atividade 1 - Situagdo de Aprendizagem 2 - (SAO PAULO, 2009b)

O texto explicativo ja indica ao aluno que deverd utilizar a divisdo como meio
de evitar a contagem de anagramas repetidos. Além disso, ndo é apresentada outra
abordagem no Caderno do professor, para que este esteja mais bem

instrumentalizado para essa explicagéo.

Problema 3 — Quantos anagramas podem
ser formados com as letras das palavras:

a) ANA b) CASA
c) CABANA d) BANANA

a) (3.2.1)+2=3

b)(4.3.2.1)+-2=12

¢)(6.5.4.3.2.1)+6=120

d) [(6.5.4.3.2.1)=2]+6=
=(6.5.4.3.2.1)+12=60

Figura 5 - Problema 2 - Situagdo de Aprendizagem 2 — (SAO PAULO, 2009a).
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Podemos perceber o mesmo tipo de instrugdo nas demais atividades.

A atividade 3, intitulada: “Formacdo de grupos com elementos de uma ou
mais categorias”, completa a situacdo de aprendizagem 2 e é composta por
problemas que envolvem combinacdo simples. Inicialmente € apresentado o texto

explicativo a seguir:

%ﬁé‘\’ 7 Leitura e Analise de Texto

Observe a representacio de uma parte da drvore de possibilidades para o seguinte proble-
ma: quantos grupos ordendveis (filas) de 3 elementos podemos formar com 7 pessoas?

M

o N AN N N AN

3 lugar 4567 [2]4/506.[7] [2]3)[56]7 (23 467 2 5.7 121314]5]6

Ao observar a drvore percebemos que, para determinada pessoa em 12 lugar, hd 6 opgoes
para o 22 colocado e, para cada um destes, hd 5 possibilidades de escolha para o 32 colocado.
Assim, a quantidade de grupos ordendveis ¢, nesse caso, igual ao produto 7.6.5 = 210.

Agora, vamos mudar a questio e perguntar: a quanto ficaria reduzido o niimero de
agrupamentos se eles nio fossem ordendveis? Isto ¢, se o agrupamento “Jodo, José, Maria”
fosse 0 mesmo de “Jodo, Maria, José”, o0 mesmo de “Maria, José, Joio” e igual a todos os
demais em que s6 ¢ trocada a ordem dos participantes? Em outras palavras, se em vez de
serem feitas filas fossem feitos grupos de pessoas?

Os 210 grupos ordendveis ficariam reduzidos a 35 grupos nio ordendveis (resultado de
210 + 6), uma vez que cada grupo de 3 elementos permite 6 permutagdes entre seus elementos.

Figura 6 — Texto explicativo — (SAO PAULO, 2009b)

Assim como ocorre com 0s casos de permutacdo com repeticdo, o texto
explicativo retira o desafio que o aluno teria na exploracdo de situacbes que 0

levariam a identificar o uso da divisao.

No problema 8, a indicacdo é de que seja realizada a generalizagdo do
arranjo simples e da combinacao simples. A orientacdo do Caderno do professor &
de que esse enunciado objetiva 0 uso do fatorial, porém reafirma que deve ser

utilizado caso o docente julgue necessario.
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Problema 8

Em uma sala h4 n pessoas, com as quais formaremos grupos, ordendveis ou ndo. De quantas
maneiras diferentes poderemos formar o grupo se ele tiver:

a) apenas 1 elemento?
b) 2 elementos?
¢) 3 elementos?
d) 4 elementos?

e) p elementos, p < n?

Figura 7- Problema 8 - Situagcdo de Aprendizagem 2 — (SAO PAULO, 2009b)

Terceira Situacao de Aprendizagem: probabilidades e raciocinio

combinatério

Esta situacdo de aprendizagem tem por objetivo apresentar aos alunos o
calculo de probabilidades que exigem a mobilizacdo do raciocinio combinatério. Os
casos mais comuns, segundo as orientacdes do Caderno do professor, sdo aqueles
associados a formacao de grupos nao ordenaveis, sendo esse o0 “principal aspecto
que merece atengdo no desenvolvimento metodolégico proposto” (SAO PAULO,
2009a, p.36).

Um dos problemas para esse estudo € apresentado a seguir. E, envolve a

guestao de ordenacéo.

Problema 3

Serd realizado um sorteio de 3 pessoas entre 8, em que 5 delas sio mulheres e 3 sio homens.
Determine a probabilidade de que sejam sorteados

a) um homem, outro homem e uma mulher, nessa ordem;
b) dois homens e uma mulher, em qualquer ordem;

¢) um homem, uma mulher e outra mulher, nesta ordem:;

d) um homem e duas mulheres, em qualquer ordem.

Figura 8 - Problema 3 — Situagdo de Aprendizagem 3 - (SAO PAULO, 2009b)
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No Caderno do professor sdo apresentadas duas solugbes: uma, que,
segundo os autores, valoriza o raciocinio combinatério e outra, com a utilizacdo de
férmulas. Porém, a proposta afirma que o uso da primeira estratégia “acarretara aos
alunos maior desenvoltura ao enfrentarem novas situacdes”. (SAO PAULO, 2009a,
p.37)

Ainda no contexto desse problema, como
poderiamos calcular a probabilidade de sortear
3 pessoas e ocorrerem 2 homens e 1 mulher?
A estratégia de cilculo que pretendemos valo-
rizar nesta Situagdo de Aprendizagem consiste
em estabelecer uma ordem para os resulta-
dos sorteados e, em seguida, contar todas as
sequéncias possivels de resultados iguais a este.
Para tanto, precisaremos do raciocinio combi-
natério abordado anteriormente.

» Probabilidade de ocorrer “Homem-Ho-

mem-Mulher”, nessa ordem:
325 5

» Cada agrupamento com dois homens e uma

: ! :
mulher pode ser associado a % sequenclas,

que diferem pela ordem de seus elementos.

» Probabilidade de 2 homens e | mulher, em

I
qualquer ordem: 3333__ S 3= E

7620 56 56

Figura 9 — Resolugdo item b — Problema 3 — Situagdo de aprendizagem 3 — (SAO PAULO, 2009a)
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Solucédo apresentada com o uso de férmulas:

Tradicionalmente esse tipo de proble-
ma ¢é resolvido utilizando-se a féormula

das combinagoes:

» Numero de elementos do espago amostral =

8!
=n(S) = Cyy = 517 =56

» Numero de elementos do evento desejado =
il 5!
= H(EJ = {:3,2 ' Ci’l :H'ﬁ“l' =3.5=15
n(E) 15

n(S) 56

» Probabilidade procurada =

Figura 10 - Resolugdo item b — Problema 3 — Situagdo de aprendizagem 3 com o uso de férmulas — (SAO PAULO, 2009a)

7

A partir dessas situacbes, a proposta é de que o0s problemas de
Probabilidade, que apresentam situacOes de ordenacdo ou nado, sejam resolvidos
sem o uso de formulas. Mas seu uso nao é vetado, apenas é feita a sugestdo de que

seja adiado.

3.2.2 — Anélise dos livros didaticos

Consideramos que os livros didaticos séo utilizados pelo docente como um
complemento em sua formacdo académica e como apoio em sua pratica escolar.
Assim, buscamos verificar como o tema Analise Combinatéria esta estruturado nos
livros: Livro 1- Matematica, de Manoel Paiva (2005) e Livro 2- Matematica, de Luiz
Roberto Dante (2009). Os dois exemplares sdo volumes Unicos, adotados pelas
escolas participantes da pesquisa e fornecidos aos alunos pelo governo federal, por

meio do Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio (PNLEM).
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Livro 1- Matematica, de Manoel Paiva (2005)

Este livro inicia o capitulo intitulado “Os principios da Analise Combinatéria”
com a apresentacdo do Principio Fundamental da Contagem (PFC) como alicerce
da Analise Combinatéria (p.342). Uma situacdo contextualizada € utilizada como

forma de auxiliar o entendimento do PFC.

2. PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE CONTAGEM

A andlise combinatéria € alicergada pelo principio fundamental de contagem, que pode ser en-
tendido a partir do problema a seguir.

Uma empresa identifica seus funciondrios por meio de cracha.
Os crachés dos funciondrios da administragdo apresentam uma letra latina seguida de um al-

garismo; por exemplo, . Os crachés dos funcionérios da fdbrica apresentam uma letra latina

seguida de um algarismo e de uma letra grega; por exemplo, . O nimero de funcionérios
da administragdo € igual ao nimero de crachds compostos das letras A, B, C e dos algarismos
1,2, 3,4, 5; o nimero de funciondrios da fabrica é igual ao niimero de crachds compostos das le-
tras A, B, C, dos algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e das letras «, B e \. Quantos funciondrios trabalham na
administragdo dessa empresa? E na f4brica?

Figura 11 - PFC - Manoel Paiva (2005)

Ainda neste capitulo é apresentado o fatorial para “auxiliar em problemas que
envolvem célculos trabalhosos, permitindo apresentar resolucdes de maneira

abreviada” (Ibidem, p.348).

O capitulo seguinte, intitulado “Agrupamentos e métodos de contagem”, é

iniciado com a introducéo de dois tipos de agrupamentos: arranjos e combinacdes.
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1. TIPOS DE AGRUPAMENTO

A analise combinatoria identifica dois tipos distintos de agrupamento: os arranjos e as combi-
nacoes.

* Os arranjos sdo agrupamentos em que se considera a ordem dos elementos agrupados. Por
exemplo, a palavra LAGO € um arranjo de letras, pois, mudando-se a ordem dessas letras,
obtém-se outra palavra:

LAGO GALO

\/

Palavras diferentes

* As combinacdes sdo agrupamentos em que ndo se considera a ordem dos elementos agrupados.
Por exemplo, a comiss@o de alunos formada por Luis, Joana e Rodrigo é uma combinagio de alu-
nos, pois a ordem dos membros ndo altera a comissao:

{Luis, Joana, Rodrigo} {Joana, Rodrigo, Luis}

\

Comissdes iguais

Esses tipos de agrupamento podem ser simples, quando néo apresentam nenhum elemento re-
petido, ou compostos, quando apresentam pelo menos um elemento repetido. Os exemplos ante-
riores sdo agrupamentos simples.

Neste capitulo, vamos estudar os arranjos simples, as combinagdes simples e um tipo particular
de arranjo com repeti¢io.

Figura 12 - Tipos de Agrupamentos - Manoel Paiva (2005)

A partir dessa descrigéo inicial, sdo mostrados de forma pontual os diferentes
agrupamentos, a partir da definicdo, da formula, de exercicios resolvidos seguidos

por exercicios de aplicacao.

Diferentemente do que é feito para o Principio Fundamental da Contagem, os
exemplos utilizados para iniciar os estudos dos tipos de agrupamentos néao utilizam

situacdes contextualizadas. Eis como é feito com permutacdes:
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3. PERMUTACAO SIMPLES

Consideremos o conjunto I = {a, b, c}. Os arranjos simples dos trés elementos de I tomados
trés a trés sdo:
(a,b,c) (b,a,c) (c,a,b)
(a,c,b) (b,c,a) (c,b,a)

Cada um desses arranjos ¢ chamado de permutacao simples dos elementos de /. Isto é, uma
permutacdo simples dos elementos de 7 € qualquer seqii€éncia de elementos distintos formada por
todos os elementos de /. Observe que duas dessas permutagdes se diferenciam apenas pela ordem
dos elementos.

Exemplo

(a, b, c) F (b, a, ¢) Diferem pela ordem dos elementos.

Definicao

Sejal = {a,, a,, a,, ..., a,} um conjunto com n elementos. Chama-se permutacdo sim-
ples dos n elementos de / todo arranjo simples desses n elementos tomados 7 a n.

Cdlculo do numero de permutacdes simples

Sejal = {ay, a,, a,, ..., a,} um conjunto com n elementos. O nimero de permutacdes simples
dos n elementos de I, que indicamos por P,, ¢ igual ao niimero de arranjos simples desses n ele-
mentos tomados n a n. Isto é:

" " m ~ m) 0! 1!

Assim, temos: P, = n!

Figura 13- Definigdo de Permutagdo Simples (Livro Matemdtica, de Manoel Paiva (2005)

Outra opcao feita pelo autor foi 0 pouco uso da enumeracdo. Paiva (2005)
empregou um exemplo com o0 uso da tabela de dupla entrada para auxiliar no
entendimento do Principio Fundamental da Contagem; um caso de contagem direta
para apresentar a definicAo de cada agrupamento simples (arranjos simples,
permutacbes simples e combinacbes simples); e o diagrama de arvore,
exclusivamente para justificar as férmulas de permutagcdo com repeticdo e de

combinagdes, como podemos ver a seguir:



4, PERMUTACAO COM ELEMENTOS REPETIDOS

Quantos anagramas podemos formar com a palavra BANANA?
Se as seis letras que compdem essa palavra fossem distintas entre si, terfamos 6! anagramas.
Porém, ao permutar letras iguais, a palavra ndo se altera; por isso, concluimos que o niimero de

anagramas € menor que 6!.

Para calcular esse nimero de anagramas, vamos colocar “cores” diferentes nas letras iguais,
considerando-as como elementos diferentes, isto é:

BANANA

Assim, podemos formar 6! permutagdes com esses elementos distintos. Em cada seqiiéncia dos
elementos B, A, N, A, N e A, se permutarmos A, A e A, entre si, e N e N, entre si, obteremos
3! - 2! seqiiéncias diferentes; por exemplo, agindo dessa maneira na seqiiéncia BAAANN, temos:

BAAANN

BAAANN
BAAANN
BAAANN
BAAANN
BAAANN SRy 31.21 =12
BAAANN
BAAANN
BAAANN
BAAANN
BAAANN
BAAANN

Porém, se eliminarmos as “cores” nessas 12 seqiiéncias, teremos o mesmo anagrama BAAANN.

Analogamente, se eliminarmos as “cores” nas 6! seqiiéncias dos elementos B, A, N, A, Ne A,
obteremos grupos de 3! - 2! anagramas iguais. O nimero de grupos assim obtidos é exatamente o
niimero de anagramas distintos da palavra BANANA. Esse nimero é:

6!
Y =60
31« 2! 6

ou seja, hd 60 anagramas distintos da palavria BANANA.

Podemos generalizar esse raciocinio considerando os n elementos:

n elementos
ay, Ay, ooy Qyy Qg Qg ey Ay ooy Gy gy -y G,
n, el t n, el n, elementos
iguais a a, iguais a a, iguais a a;

tais que ay, a,, a, ..., a; sdo distintos entre si. O nimero de permutacdes desses 1 elementos, que

(ny,ny,ng, .un

.. )
indicaremos por P, ¥, é dado por:
e ) n!
n

nl! 3 nz! b n3! S R35E bk nk!

Figura 14 - Permutagdo com repeticdo (Livro Matemadtica, de Manoel Paiva (2005)

81
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O uso da enumeragdo ndo é explorado em outras situa¢cdes nem indicado nos
exercicios propostos por esse autor, o que revela a opcao pelo trato da Andlise
Combinatéria a partir do uso de férmulas, que é corroborado pela anélise dos
exercicios resolvidos e propostos. Exemplificaremos com o exercicio de combinacéo

simples, resolvido a sequir:

EXERCICIOS RESOLVIDOS

R7 Calcular:
a) Cgq b) G ; o Cs;s d) GCs,
Resolucdo
Aplicando a férmula C, , = n—!’ temos:
' pl(n — p)!

6! 6! 6-5-4!
R T VR T TR TR

7! 7! 7-6-5-4!
b) C;;= = = = 35
) €1 31(7 — 3)! 31-4!  3-2-1-4
& Cp= 5! - N - . 1

515 — 5)! 5!-0! 5!-1

5! 51 5!
d) Cso= = = =1
) Cso 0!(5 — 0)! 0! - 5! 1! - 5!

R8 Uma comissdo de trés membros deve ser escolhida entre sete pessoas. De quantos modos dife-
rentes pode-se escolher a comissdo, sabendo-se que as pessoas que formarem a comissao terdo fun-
¢Oes idénticas?

Resolucdo

Como a ordem dos elementos componentes ndo altera a comissdo, temos que cada comissio € uma
combinacio. Logo, o nimero de comissdes é:
7! 7! 7:-6-5-4!

317 — 3)! 3! - 41 3-2-1-4!

Cs=

Figura 15 - Exercicios resolvidos de combinagdo - Matemdtica, de Manoel Paiva (2005)

A apresentacado de situacdes diversas, em que o aluno deve identificar qual €
o tipo de agrupamento da questdo para assim resolvé-la, ocorre apenas no final do
capitulo, com exercicios complementares, e apdés um texto que apresenta critérios

para diferenciar os tipos de agrupamentos.
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6. CRITERIO PARA DIFERENCIAR ARRANJO DE COMBINAGAO

Quando tentamos resolver um problema de andlise combinatdria, deparamo-nos com a
seguinte questdo: os agrupamentos mencionados no problema sdo arranjos ou combinagdes?
Para eliminar essa divida, vamos agir da seguinte maneira: construimos um dos agrupamentos
sugeridos pelo problema e, a seguir, mudamos a ordem de apresentacdo dos elementos desse
agrupamento.
 Se com essa mudanca na ordem dos elementos obtivermos um agrupamento diferente do ori-

ginal, entdio esse agrupamento serd um arranjo.
» Se com essa mudanca na ordem dos elementos obtivermos um agrupamento igual ao original,
entdo esse agrupamento serd uma combinacao.

Figura 16 - Critério para diferenciar arranjo de combinagdo - Manoel Paiva (2005)

O livro encerra o estudo do tema com a apresentacéo do binbmio de Newton.

Livro 2- Matematica, de Luiz Roberto Dante (2009)

Este livro inicia o capitulo intitulado “Analise Combinatoria” com a
apresentacdo do Principio Fundamental da Contagem (PFC) a partir de uma

situacdo contextualizada.

2] Principio da multiplicacdo ou principio fundamental
da contagem

Acompanhe a seguir a resolugdo de alguns problemas.

F) Uma pessoa quer viajar de Recife a Porto Alegre passando por S@o Paulo. Sa- Bl S5 e
bendo que hé 5 roteiros diferentes para chegar a Sao Paulo partindo de Recife 5113 b cife a Porto Alegre & um evento
e 4 roteiros diferentes para chegar a Porto Alegre partindo de Séo Paulo, de COMPONS ded duosdetc:pcrs it

X 0 S cessivas e Independentes.
quantas maneiras possiveis essa pessoa poderd viajar de Recife a Porto Alegre@ Quais sdo e[osg

Para facilitar a compreenso vamos ufilizar os esquemas seguintes:

— 5 possibilidades Jm— s
;Lmr.a.h A esse primeiro esque-

1 2 3 4 5
ma damos o nome de
arvore de possibilidades
ou diagrama de drvore.

ABCD ABCD ABCD ABCD ABCD —> 4 possibilidades

ou .

1
. e i
Recife g 3o Pavlo B Porto Alegre
4 &
5 D

5 possibilidades 4 possibilidades

Total de possibilidades: 5 - 4 = 20.

SGo elas:

1A 1B 1C 1D

2A 2B 2C 2D

3A 3B 3C 3D

4A 4B 4C 4D

SA 5B 5C 5D

Portanto, nas condicGes do problema, ha 20 maneiras possiveis de viajar de Recife a Porto Alegre, passando por SGo
Paulo.

Figura 17 - Principio Fundamental da Contagem - Dante (2009)
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Em seguida, expde os tipos de agrupamentos de forma pontual. Cada um é
apresentado a partir de exemplo, férmula, definicdo, exercicios resolvidos e
exercicios propostos. O estudo do fatorial é feito dentro do item “permutacdes

simples”.

Para a enumeracéo foi utilizado o diagrama de arvore. Seu uso ocorre nos
exemplos iniciais do PFC, de permutacao simples e de arranjo simples. Diverso do
livro 1, o diagrama de arvores ndo € utilizado como recurso para auxiliar no
entendimento da formula de combinacbes ou permutacbes com repeticdo. A
contagem direta, ou seja, a descricdo dos agrupamentos por exaustdo é utilizada no

exemplo inicial de combinagao simples.

Combinagdes simples

Nos problemas de contagem, o conceito de combing-
¢do estd intuitivamente associado & nogao de escolher sub-
conjuntos.

Como o 6 foi obtido fazendo permulagdes dos 3 elemen-
tos de, por exemplo, {0, b, c}, temos P; = 6. logo,

Obse lencoo estes dois exemplos 5|
arve com alengCo estes dois ex : 5
i i f i A53=P3'C530UC',3—,ﬁ§.3_ - (5 3' s
12} Ane, Eliso, Rosana, Felipe e Gustavo formam uma equi ! ] P —= )
pe. Dois deles precisom representar a equipe em uma 51  5.4.31 _ 20 _ %
opresentagdo. Quais e quonias sdo as possibilidades? B T s T ] R

Representemos por A: Ane; E: Elisa; R: Rosana; F: Felipe;
e G: Gustavo. Precisomos determinar fodos os subconjun:
tos de 2 elementos do conjunto de 5 elementos {A, E, R,

Férmula das combinagdes simples

F, G}. A ordem em que os elementos oparecem nesses A cade combinogdo de n elementos tomados p @ p cor
subconijunios ndo importa, pois Ane-Elisa, por exemplo, respondem pl arranjcs, que sGo obtidos permutandose os
& c mesma dupla que Elisc-Ane, elementos da combinagdo, ou seja:

Entdo, os subconjuntos de 2 elementos sGo: nl

{A EL (A RL (A F}, {A G}, {E, R}, {E, F}, {E, G}, (R, F}, C =Pas o _In—=pll _ nl

R, G}, {F, G}. e p! p! plln = pll

A esses subconjuntos chamamos de combinagdes simples
de 5 elementos tomados com 2 elementos, ou tomodos Entdo:
2 a 2, e escrevemos Cs 4. A,

e o nl
Como o nimero total dessas combinagdes & 10, escreve- Cop= p!, oG, = olln — pil
mos Cs 5 = 10.

Combinagdes simples de n elemenios tomados p a p
lo = n) sGo os subconjuntos com exatamente p elementos
que se pedem formar com os n elementos dados.

29) Consideremos um conjunio com 5 elementos e calcy

lemos o nimero de combinagdes simples de 3 elementos,
ou seja, © nimero de subconjuntos com 3 elementos. g ’
Conjunto com 5 elementos: {a, b, ¢, d, e}. Indicase por €, .. Ch ou (p) o nimero fotal de com-
Combinagdes simples de 3 elementos: {a, b, c},
{o, b, d}, {a, b, e}, {o,c d} {a, c el fad el N
(b, c, d}, b c e} {b,d el {c d e} Cop= l_r"_l_ ou Gy = B
Coda combinacdo dessas da origem a 6 aranjos, per- plin = pl! pl
mutando de todos os modos possiveis seus 3 elementos,
Por exemplo: co permutar fodos os elementos do com-
binogdo {o, b, c}, encontramos os arranjos (a, b, ¢,
(o, c, bl, b, g, <), b, c, 0}, lc, 0, b, [, b, a). lsso significa
gue o nimero de arranjos de 5 elementos tomades 3 ¢
3 & 6 vezes o nimero de combinagdes de 5 elementos
tomados 3 ¢ 3, ou sejo, Ag 3 = 6Cs 3.

binagdes de n elementos tomados p a p e calculese por

Figura 18 - Combinagdo Simples - Dante (2009)
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Para os demais agrupamentos ndo é utilizado nenhum tipo de representacao
para a enumeracédo, sendo o diagrama de arvore o unico tipo utilizado no estudo da

Analise Combinatdria neste livro, e apenas nas situagdes citadas.

A opcéo pelo trato da Analise Combinatoria a partir do uso de férmulas
também é feita por este autor e pode ser verificada nos exemplos resolvidos e nos

exercicios propostos.

A apresentacao de situacOes diversas, em que o aluno deve identificar qual €
o tipo de agrupamento envolvido na questdo para, assim, resolvé-la, é feita apenas
no final do capitulo, em um tépico intitulado “Problemas que envolvem os varios

tipos de agrupamento”. O estudo do tema € encerrado com bindmio de Newton.

Na analise desses livros encontramos algumas similaridades que entendemos
ser importantes. Entre elas, citamos a opc¢do pela apresentacdo dos tipos de
agrupamentos isoladamente, seguidos de exercicios de aplicacdo; o pouco uso da
enumeracdo; e a opcao pela abordagem pautada na aplicacdo de formulas, o que
nao vai ao encontro das recomendacfes presentes nos resultados de pesquisas e

nos documentos oficiais sobre o ensino e aprendizagem de Anéalise Combinatoria.

Diferentemente do que € proposto nos livros didaticos e na Proposta Curricular
do Estado de Séo Paulo, em nossa THA propusemos que 0s alunos construissem
as arvores de possibilidades ou outras representacdes, como 0 uso de tabelas, e, a
partir disso, esperdvamos que, com mediacdo docente, identificassem o uso do

principio multiplicativo.

Nos casos de arranjos ou permutacdes com elementos repetidos, assim como
nos casos de combinacdes, optamos por nao apresentar o uso da diviséo.
Buscamos situacdes que, a partir da exploragdo da enumeracao e com a escolha de
parametros que consideramos auxiliar os alunos, estes identificassem a
necessidade da divisdo em casos em que a ordem dos elementos € irrelevante ou

em casos que apresentem elementos repetidos.
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CAPITULO 4
TRAJETORIA HIPOTETICA DE APRENDIZAGEM:
A ANALISE COMBINATORIA

Neste capitulo apresentaremos o objeto matematico em estudo, de acordo
com a proposta utilizada na elaboracédo da Trajetéria Hipotética de Aprendizagem.
Descreveremos e apresentaremos a primeira versdo da THA e seu processo de
construcéo, que envolveu a escolha de objetivos e o levantamento de hipéteses
sobre a aprendizagem dos alunos, além da organizacao das atividades.

4.1 — O OBJETO MATEMATICO

Neste estudo, apresentaremos 0s quatro tipos de problemas considerados
como caracteristicos do raciocinio combinatério presentes no Ensino Fundamental e
Médio: produto cartesiano, arranjo (simples e com repeti¢cao), permutacéo (simples e

com repeticdo) e combinacao simples.

Para isso, utilizaremos diversas situacdes-problema, visando desenvolver,

discutir e generalizar as no¢des referentes ao estudo da Analise Combinatdria.

Ressaltamos que o0 objetivo € realizar um trabalho que evite a énfase
normalmente dada ao uso de férmulas presentes em livros didaticos, porém, iremos
apresenta-las, para o caso de o professor ter necessidade de, na sistematizacdo dos

conceitos, aproximar a THA do que é apresentado nos livros didaticos.

PRODUTO CARTESIANO

O que caracteriza estes problemas é a combinacdo de dois ou mais conjuntos

disjuntos para formarem um novo conjunto.
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PROBLEMA 1: Numa sala hd 4 homens e 3 mulheres. De quantos modos €&

possivel selecionar um casal (homem-mulher)?

Neste problema, observa-se que o conjunto de homens € distinto do de

mulheres e formara um terceiro conjunto de outra natureza (casais).

Para solucionéa-lo, indicaremos os homens por hs, hy, hs, hy e as mulheres por

my, Mz, Ms.

Entre as opcOes de estratégia possiveis para esse problema, apresentaremos

a enumeracao (contagem direta, tabela de dupla entrada e construcao da arvore de

possibilidades) e o Principio Fundamental da Contagem (PFC).

Na contagem direta devemos listar “exaustivamente” todos os agrupamentos

possiveis, com base nos dados enunciados no problema.

himj, h, mj,
himy, hy mp,
himg, h, mg,

hsmy,
hs mp,

hsms,

hamj,
ha my,

hams,

Assim, o numero de casais possiveis de formar com quatro homens e trés

mulheres sera del?2 casais.

A segunda opcao para a estratégia de enumeracao € a esquematizacao por

meio da construcao de uma tabela de dupla entrada:

mulher my mp ms3
homem
hy hy my h1 my hyms
h, h, m; h, m, h, m3
ha hamy hz m; hz m3
ha hamy hs my hs m3

Resposta: E possivel formar 12 casais.
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Como terceira opgao para a estratégia de enumeracao, ha a esquematizacéo
por meio da construcdo da arvore de possibilidades.

homem  mulher casal
m, hym,
J h m, h;m,
ms h;m,
m, h,m,
h, KUM2 ) [hamy]
ms h,m,
m, hym;
hs m, h;m,
ms h;m,
m, h,m,
L h, m, h,m,
my h,m;

Figura 19 - Arvore de possibilidades - problema 1

Resposta: E possivel formar 12 casais.

Como o problema solicita apenas a quantidade de casais a serem formados e
nao pede que seja feita a descricdo dos casais, podemos recorrer ao Principio

Fundamental da Contagem (PFC), que ser& apresentado em detalhes a sequir.

Cada homem podera formar casal com cada uma das quatro mulheres;

portanto, é possivel formar 12 casais, ou seja,

3 4
7 X 7
nuimero de homens numero de mulheres

= 12 casais

Resposta: E possivel formar 12 casais.

Enumerar todas as possibilidades por “exaustdo”, construir a arvore de

possibilidades ou mesmo a tabela de dupla entrada sdo estratégias de enumeracgéo
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que se tornam inviaveis em situacdes em que o numero de possibilidades é elevado.

Exemplificaremos no problema seguinte.

PROBLEMA 2: Em um baile de formatura estdao 78 formandos, sendo 40 meninos e

38 meninas. Quantos casais (menino-menina) diferentes poderiam

ser formados para a danca da valsa com esses formandos?

Cada menino podera formar dupla com cada uma das meninas, portanto, é

possivel formar 1520 duplas, ou seja,

40 38
- - X — -
numero de meninos numero de meninas

= 1520

Neste caso, é razoavel perceber que a enumeracdo (contagem direta, arvore
de possibilidades ou tabela de dupla entrada) se tornaria inviavel pelo grande

namero de agrupamentos possiveis.

Principio Fundamental da Contagem — PFC: se um acontecimento é composto de
duas etapas sucessivas, e a primeira etapa pode ocorrer de m maneiras diferentes
e, para cada uma das m maneiras de ocorréncia da primeira etapa, uma segunda
etapa pode ocorrer de n maneiras diferentes, entdo, o nimero de modos de

ocorréncia do acontecimento € m X n.

Assim, no problema 2, temos que a primeira etapa é a escolha de um menino
entre os 40; a segunda etapa € a escolha de uma menina entre as 38, apos ter sido
escolhido um menino. Entdo, temos 40 x 38 = 1520 casais possiveis de serem

formados.

O Principio Fundamental da Contagem pode ser estendido quando um
acontecimento for composto para n etapas sucessivas (n>2). Assim, para um
problema composto por n etapas sucessivas, o Principio Fundamental da Contagem

pode ser enunciado da seguinte maneira:

Se um acontecimento pode ocorrer de m; maneiras diferentes para
(i=1,2,3,...,n), entdo, a sequéncia de n acontecimentos sucessivos pode ocorrer de

mlxmz Xm3><°~~><mn.
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PROBLEMA 3: Renata possui quatro blusas, quatro saias e trés pares de sapatos.

Sabendo que todos os itens sao diferentes, de quantas formas ela

pode vestir-se com uma blusa, uma saia e um par de sapatos?

Para cada opcdo de blusa que Renata escolher, havera quatro opcdes de
saias e trés opcbes de pares de sapato. Assim, pelo Principio Fundamental da
Contagem, Renata podera vestir-se de 48 maneiras diferentes, ou seja,

4 4 3
- X — — X — =
numero de blusas numeros de saias numeros de pares de sapatos

A enumeracdo (contagem direta, arvore de possibilidades, tabela de dupla
entrada) e o PFC podem ser utilizados para resolver os problemas. Porém, a
enumeracao pode tornar-se extremamente ardua em situacées que apresentam um
ndamero elevado de agrupamentos, como ocorre no problema 2. A tabela de dupla
entrada ndo é conveniente em situacdes com nuamero superior a dois conjuntos,

como no problema 3.

ARRANJOS

Igualmente utilizaremos situacOes-problema para apresentar, discutir e

desenvolver a nocdo de arranjos.

PROBLEMA 4: Quantas centenas podem ser formadas apenas com algarismos

impares?
Empregaremos a estratégia do PFC para a discussdo desse problema.

O problema é composto pela escolha ordenada de trés dos cinco algarismos
disponiveis (1, 3,5, 7 € 9).

Para o algarismo das unidades, teremos cinco opc¢des de escolha. Sendo
escolhido o algarismo das unidades, teremos cinco opc¢des de escolha para o
algarismo das dezenas, ja que 0 exercicio ndo exige que o0s algarismos sejam
distintos. E para o algarismo das centenas também teremos cinco opc¢des de

escolha. Ou seja:
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5xX5x%x5=125

Portanto, pelo Principio Fundamental da contagem, € possivel compor 125

centenas formadas apenas por algarismos impares.

O problema 4 apresenta uma situacdo de arranjo com repeticao.

Entendemos esse agrupamento da seguinte forma:

Seja M um conjunto de m elementos. Um arranjo com repeticdo dos m
elementos tomados r a r € qualquer sequéncia de r elementos, néo
necessariamente distintos, escolhidos entre os m elementos do conjunto. As

sequéncias diferenciam-se pela natureza e pela ordem dos elementos.

Pelo Principio Fundamental da contagem, o numero de arranjos com

repeticéo é dado por:

AR)py =m-m-m----m=m’"

PROBLEMA 5: Quantas comissdes podem ser formadas com presidente, vice-
presidente e tesoureiro, entre os 15 membros de um clube?
(JULLIANELLI et al., 2009, p.35)

Novamente empregaremos a estratégia do Principio Fundamental da
Contagem para a discusséo desse problema.

O problema é composto por trés etapas: a escolha do presidente entre os 15
membros do clube; em seguida, a escolha do vice-presidente entre os 14 membros,
ja que o membro que ocupar a posicao de presidente ndo poderd ao mesmo tempo
ocupar outras posicoes; e, por fim, a escolha do tesoureiro entre os 13 membros

ainda nao escolhidos.

Teremos, entdo, 2730 possibilidades de escolhas dessa comissao, ou seja,
15 x 14 x 13 = 2730.

Neste problema, temos uma situagéo de arranjo simples. Entendemos arranjo

simples da seguinte forma:
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Seja M um conjunto de m elementos. Um arranjo simples dos m elementos
tomados r a r € qualquer sequéncia de r elementos distintos, escolhidos entre os m
elementos do conjunto. Em um arranjo, os agrupamentos diferem pela ordem de

seus elementos e pela natureza deles.

Novamente, pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de arranjos

simples é dado por:

Apr, =m-(m—-1)-(m—=2)- -[m—(r—1)].

g

Se multiplicarmos e dividirmos o segundo membro da igualdade por

(m — r)!, teremos:

m-(m—-1)-(m—=2)- - [m—(C-1](m-r)!
Apr =
’ (m-r)!

m!
Apy = ——
mr (m—=r)!
Essa igualdade é a férmula apresentada normalmente nos livros didaticos do
Ensino Médio. Concordamos com Sabo (2010, p.86), quando afirma que a “féormula
nao revela, explicitamente, os dados e a questdo do problema”, assim como “néo

favorece o desenvolvimento do raciocinio combinatério”.

Julgamos ser necessario que os alunos entendam e desenvolvam o0s
conhecimentos de Andlise Combinatéria pautados nas diferentes estratégias
(enumeracao e PFC) utilizadas para resolver as situacfes e assim conduzir a uma

sistematizacao.

Permutacdo — um arranjo gue considera a totalidade dos elementos

Utilizaremos situacdes-problema para apresentar, discutir e desenvolver a

nocéo de permutacdes simples e com repeticéo.
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Permutacao Simples

PROBLEMA 6: De quantas maneiras cinco pessoas podem organizar-se em uma fila

indiana?

O problema pode ser traduzido na escolha de uma pessoa para cada um dos
cinco lugares de uma fila. Ento, para o primeiro lugar existem cinco possibilidades
de escolha. Para cada possibilidade de escolha do primeiro lugar, teremos quatro
possibilidades para o segundo, ja que a pessoa que ocupa O primeiro lugar néo
podera ocupar outros lugares ao mesmo tempo. E assim, sucessivamente, até os

cinco lugares da fila serem ocupados pelas cinco pessoas.

Desta forma, utilizando o PFC, obteremos 120 diferentes formas de organizar

essa fila, ou seja, 5 x4 x 3 x 2 x 1 =120.

O problema 6 apresenta uma situagcdo denominada permutacdo simples.

Entendemos esse agrupamento da seguinte forma:

Seja M um conjunto de m elementos. Denominamos permutacao simples dos
m elementos dados a qualquer arranjo simples dos m elementos, agrupados m a m.
Ou seja, podemos dizer que a permutacdo é um caso particular do arranjo, quando

todos os elementos séo usados na formacgéo dos agrupamentos (ou sequéncias).

Pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de permutacfes de m

elementos representado por B,, € dado por:
P,=m-(m—-1)-(m—=2)---3-2-1

Assim, na resolucdo do problema 6, temos a permutacédo de cinco pessoas,
gue sera determinada por P =5%x4x3x2x1=120. Ou seja, 120 filas

diferentes.

Concordamos com Sturm (1999, p. 43), que sugere o uso do simbolo de
fatorial (!) como um “simplificador de uma conta”, devendo ser retomado “com énfase
quando for o momento de apresentar férmulas que envolvam a notacado”. Essa
sugestéo é feita pelo autor pelo fato de ele n&o iniciar um trabalho pautado no uso

de férmulas, assim como propomos em nossa pesquisa.
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Para facilitar a notagdo, utilizaremos o simbolo de fatorial (!). Dessa forma, o

produto 5 X 4 X 3 x 2 X 1 sera representado por 5!. Entdo, no caso geral, temos que:

P, =m!

Ph=m-(m—1)-(m—=2)---3-2-1

PROBLEMA 7: Quantos e quais anagramas podem ser formados com a palavra
BOLA?

O numero de anagramas de uma palavra determina uma situacdo de
permutacdo. Para o calculo do numero de anagramas de uma palavra de quatro

letras distintas, efetuamos a permutacao de 4, ou seja, P, = 4! = 24.

Mas, para enumerar, € preciso lancar mdo de um tipo de representacao,
como a contagem direta:

BOLA OBLA LOBA AOLB
BOAL OBAL LOAB AOBL
BALO OALB LABO ABLO
BAOL OABL LAOB ABOL
BLAO OLAB LBAO ALBO
BLOA OLBA LBOA ALOB

Permutacdo com repeticdo

PROBLEMA 9: Quantos anagramas podem ser formados com a palavra CASA?

Neste caso, existem anagramas que se repetem devido a repeticao da letra A,

gue ocasiona duas permutacdes dessas letras.

CASA

CASA} 2 palavras iguais,em que as letras A foram permutadas

Portanto, permutando todas as letras, teremos que cada configuracao
apresentada contara com a permutacao de duas letras.

CASA CAAS CSAA ACAS ACSA AACS
CASA CAAS CSAA ACAS ACSA AACS

AASC ASCA ASAC SACA SAAC SCAA
AASC ASCA ASAC SACA SAAC SCAA
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Portanto, teremos 12 anagramas, a metade do niumero que seria obtido, caso
as letras fossem todas distintas. Representaremos a permutacdo de quatro

elementos com duas repeticdes por P?, assim:

4] 4x3x2x1
P42:—:—:
2! 2x1

PROBLEMA 10: E quantos s&o os anagramas da palavra ARARA?®

Se calcularmos os anagramas das cinco letras da palavra ARARA como se
fossem diferentes, teriamos 5!, ou seja, 120 anagramas; mas, entre elas, existem
permutacdes que se repetem devido as permutacdes das letras A (3!) e das letras R

(21), o que resulta em 3! - 2! permutacdes dessas letras que néo alteram a palavra.

ARARA ARARA ARARA ARARA

ARARA ARARA ARARA ARARA
seis palavras iguais, em que as duas palavras iguais, em que as
letras A foram permutadas letras R foram permutadas

Assim, as 120 permutacfes devem ser reduzidas, ja que cada bloco de seis
delas tem as letras A na mesma posic¢ao, e cada bloco de duas tem as letras R na

mesma posicdo. Logo, a reducao dever ser realizada pela diviséao:

5! 5Xx4x3x2x1

3121 B3x2x1)x(2x1)

4,2
P5

A palavra ARARA tem 10 anagramas possiveis.

Os problemas 9 e 10 apresentam situagcdes denominadas “permutacdo com

repeticdo”. Entendemos esse agrupamento da seguinte forma:

> Extraido de Zampirolo, 2000b, p.15
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Se entre os n elementos de um conjunto existem n; elementos iguais a ay,
n,,elementos iguais a ay, ..., Nk, elementos iguais a ax, de modo que n; + n, + - +
n, =ne aq; #a;seiz. Esta permutacdo com repeticdo de elementos sera

determinada pela expresséo:

|
Pnl’nz’...’nk _ n:

n nylny! - ny!

COMBINACAO

PROBLEMA 9: De quantas maneiras diferentes uma empresa poderia sortear trés

passagens aéreas para Natal entre os cinco funcionarios de melhor

desempenho no ano de 2010?

Para resolver este problema, iniciaremos enumerando todas as possibilidades
de escolhas de trés dos funcionarios a serem premiados, no caso em que a ordem
de escolha é relevante; sendo assim, utilizaremos o principio fundamental da
contagem. Dessa forma, mobilizaremos conhecimentos ja discutidos anteriormente —
nocao de arranjo — com a finalidade de desenvolver um novo conhecimento, a nogao

de combinacao. Portanto, teremos

5 4 3
7 X - X — =
funcionarios paraa " funcionarios paraa funcionarios para a
primeira passagem  segunda passagem terceira passagem

Nomearemos os funcionarios de A, B, C, D e E para enumerarmos as

possibilidades.

ABC ABD ABE ACD ACE ADE BCD BCE BDE CDE
ACB ADB AEB ADC AEC AED BDC BEC BED CED
BAC BAD BAE CAE CAE DAE CDB CBE DBE DCE
BCA BDA BEA CEA CEA DEA CBD CEB DEB DEC
CAB DAB EAB EAC EAC EAD DBC EBC EBD ECD
CBA DBA EBA ECA ECA EDA DCB ECB EDB EDC

Observe que cada um dos 10 subconjuntos € composto por trés elementos, e
a permutacédo desses trés elementos formara seis agrupamentos distintos, ou seja,

P; =3x2x1=6. Entdo, das 60 configuracbes enumeradas, teremos 3! que
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determinaram o mesmo subconjunto. Por exemplo, o trio formado por (A, B, C) é o

mesmo formado (B, C, A) e assim por diante.

Logo, das 60 enumeracfes, podemos observar que 10 foram contadas 6

vezes.
Assim,
0= 80 _5x4x3
6 3!
As3
P Cs3

Ressalvamos que o numero de agrupamentos para os quais a ordem nao é
relevante podera ser determinado a partir da divisdo do niumero de possibilidades
em que a ordem é relevante (arranjo) pela permutacdo do nimero de elementos de

cada agrupamento.

O problema 10 apresenta uma situacdo denominada “combinacdo simples”.

Entendemos esse agrupamento da seguinte forma:

Seja M um conjunto de m elementos. Uma combinacdo simples dos m
elementos tomados r a r € qualquer subconjunto de r elementos distintos escolhidos

entre os m elementos do conjunto. E representaremos por C, .

Em uma combinacdo os agrupamentos diferem apenas pela natureza de seus

elementos.

Conforme apresentado, combinacdo é um conjunto; portanto, ndo depende da

ordem dos elementos.

O célculo do numero de combinagdes é dado por:

Se desenvolvermos essa igualdade, obteremos a férmula usual apresentada

nos livros didaticos:
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m!
C Am,r _ (m - T')!
mreop
m!
Cmr = (m—1)!r!

De acordo com Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997), a falha da
interpretacdo dos problemas de analise combinatéria deve-se a dificuldade em
identificar o tipo de agrupamento envolvido. A esses erros unem-se outros, como o

erro no emprego da formula.

Concordamos com Esteves (2001, p. 33), que declara ser melhor um trabalho
gue proporcione aos alunos situacées-problemas para que, “de forma independente,

0S mesmos resolvam-nos sem o uso ou conhecimento da férmula”.

A autora infere que a apresentacdo das féormulas em uma rapida abordagem
apos a apresentacdo formal da definicdo de cada tipo de agrupamento pode causar
dificuldades, por parte dos alunos, para identificar os agrupamentos envolvidos em
um problema e, por consequéncia, na identificacdo da férmula. Essa abordagem
induz ao dominio da técnica sem a preocupac¢do da interpretacdo do problema, e

esta é fundamental no estudo da Analise Combinatoria.

4.2.1 Objetivos de aprendizagem para Andlise Combinatoéria

Apresentamos a seguir 0s objetivos de aprendizagem para alunos da 22 Série

do Ensino Médio em relacdo ao tema Analise Combinatéria:

o Utilizar diferentes representacdes para a enumeragao, como, por exemplo, a
arvore de possibilidades, a tabela de dupla entrada e o diagrama sagital.

e Fazer uso do Principio Fundamental da Contagem (PFC) na resolucédo de
problemas de contagem, realizando divisGes para evitar a sobrecontagem de
agrupamentos.

e Resolver problemas de contagem e agrupamentos, a partir do

reconhecimento da necessidade (ou néo) da hierarquia (ordem).
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4.2.2 HipGteses sobre o0 processo de aprendizagem dos alunos

As leituras realizadas na revisdo bibliogréfica e as recomendacfes curriculares
auxiliaram-nos na elaboracdo da THA. Os resultados apresentados, as sugestoes,
as dificuldades comuns aos alunos foram o eixo norteador para a escolha das
atividades da THA e serviram de base para que nos identificAssemos as seguintes
hipoteses sobre o processo de aprendizagem dos alunos na THA. E preciso que em

tal processo o aluno:

e apresente conhecimentos de diferentes representacdes, como o diagrama
de arvore ou a tabela de dupla entrada;

e apresente o raciocinio combinatoério para situacdes simples, uma vez que
esse assunto é recomendado nos documentos oficiais desde as seéries
iniciais do Ensino Fundamental,

e busque um procedimento sistemético de enumeracao;

e calcule o numero de configuracdes, inicialmente mediante enumeracao;

e identifigue as caracteristicas que diferenciam os agrupamentos e, a partir

dessas caracteristicas, busque a melhor estratégia de solucao.

Na elaboracdo das atividades da THA, observamos alguns procedimentos
basicos, que também enumeramos aqui: dispensamos o uso de férmulas, ficando a
critério do docente a opc¢éo de utilizd-las em um segundo momento, se intencionar
apresenta-las, como é feito nos livros didaticos; procuramos elaborar sequéncias de
tarefas que permitissem ao aluno perceber e entender a diferenca entre os
agrupamentos; usamos o trabalho em duplas, que permite ao aluno expressar

melhor suas ideias e seus argumentos para confronta-las com as dos colegas.

A THA foi elaborada inicialmente contendo uma atividade diagndstica e outras

seis atividades, que descreveremos a seguir.
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4.3 A Primeira Versao da THA

4.3.1 Versao da THA desenvolvida em sala de aula

Essa primeira versao serviu de ponto de partida para a discussdo com 0s

professores colaboradores, que apresentaram poucas alteragoes.

A trajetoria hipotética de aprendizagem foi elaborada com o propdésito de que
o professor pudesse trabalhar com o aluno a partir de uma perspectiva

construtivista.

Apresentaremos as respostas esperadas e 0s comentarios sobre os tipos de
agrupamentos envolvidos nas tarefas propostas em letra Times new roman italico.
Para a atividade diagnéstica, trancreveremos as diferentes respostas esperadas,
porém, a partir da primeira atividade, para evitar um grande volume de paginas, uma
vez que a nossa THA é constituida por um numero significativo de atividades,
ofereceremos a solugdo apenas de um tipo de resposta esperada e citaremos as

demais.

Embora ndo tivéssemos a pretensdo de que a utilizacdo de férmulas
ocorresse durante o desenvolvimento da THA, pois os alunos ndo haviam tido
contato com o ensino formal do tema no 2° ano do Ensino Médio, série em que 0 uso
de formulas € proposto para o tema, citaremos essa estratégia pelo fato de a THA
também ter sido desenvolvida com uma turma de 32 série do Ensino Médio. E,
apesar de a escolha da turma pela docente ter sido feita exatamente por ndo terem
acesso ao conteudo no ano anterior, alguns alunos participavam de cursos
preparatérios para o vestibular, o que Ihes possibilitou o conhecimento e o uso das

formulas.

As tarefas foram elaboradas pela pesquisadora, baseadas em sua
experiéncia docente ou em fontes como livros didaticos, materiais de formacgéo
continuada para docentes, como “Construindo Sempre Matematica” (COUTINHO;
MIGUEL, 2002) e GESTAR Il (BRASIL, 2008), sites de matematica e as pesquisas ja

citadas.
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E importante salientar que a constru¢do de uma THA ndo compreende a
elaboracdo de uma sequéncia com exercicios inéditos, e sim, a escolha de tarefas

de acordo com as hipéteses e 0s objetivos para a aprendizagem dos alunos.

THA INICIAL

Atividade Diagnostica

Iniciamos a THA por uma atividade que denominamos diagnostica, com o objetivo de
verificar se os alunos possuiam habilidades para solucionar questdes que envolviam
raciocinio combinatorio e de identificar estratégias utilizadas e possiveis erros cometidos.
Com isso, tinhamos a intencdo de averiguar quais intervencdes deveriam ser realizadas pelo

docente com maior amplitude.

A questdo 1 envolve produto cartesiano, tipo de agrupamento que é recomendado
pelos PCN desde os anos finais do ciclo | do Ensino Fundamental, e por esse motivo

acreditdvamos que os alunos nao apresentariam dificuldades em resolvé-la.

A questao 2 envolve uma situacdo em que os agrupamentos diferem apenas pela sua
natureza, ou seja, uma situacdo de Combinacdo Simples. Conjecturdvamos que os alunos
apresentariam dificuldades em responder a questdo, pois, como afirmam resultados de
pesquisa como as de Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997) e Esteves (2001), a ndo
percepcdo da importancia de identificar a relevancia ou ndo da ordem na formacdo dos

agrupamentos é um erro tipico em situacdes de Analise Combinatodria.

A questdo 3 envolve arranjo simples, ou seja, 0s agrupamentos diferem pela ordem ou
pela natureza de seus elementos. Nao esperavamos que os alunos apresentassem dificuldades
nessa questdo, pois, como o nimero de agrupamentos possivel € pequeno, a enumeracao

satisfaria a questao.

A questdo 4 envolve situacbes de permutacédo simples e permutacdo com repeticao,
ou seja, 0s agrupamentos feitos com a totalidade dos elementos diferem pela sua ordem. De

acordo com os resultados de pesquisas, como as de Batanero, Navarro-Pelayo e Godino
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(1997) e Esteves (2001), a dificuldade esperada para essa situacao diz respeito a existéncia
de elementos repetidos na formacgédo dos agrupamentos; no caso, dos anagramas da palavra
OVO e VIVO.

Para a resolucéo das tarefas propostas, o aluno necessitaria mobilizar conhecimentos
de operagGes com nimeros naturais ou enumerar as possibilidades. Era esperado que a
contagem direta, ou seja, a listagem de todos os casos possiveis fosse 0 procedimento mais
utilizado. Nao esperavamos que os alunos utilizassem formulas para a resolucdo de nenhuma
das questdes, pois embora o contetdo seja recomendado desde as séries iniciais do Ensino

Fundamental 1, o uso de formulas para Analise Combinatoria € proposto no Ensino Médio.

Atividade

1) A sorveteria GELINHO oferece cinco sabores de sorvete de massa (chocolate,
morango, brigadeiro, abacaxi e pistache), trés coberturas (caramelo, chocolate e
morango). De quantas maneiras diferentes vocé poderia escolher seu sorvete com

um sabor de massa e uma cobertura? Descreva as maneiras.
Solucdes esperadas

e Contagem direta:

chocolate - caramelo abacaxi - caramelo brigadeiro - caramelo
chocolate - chocolate | abacaxi - chocolate brigadeiro - chocolate
chocolate - morango abacaxi - morango brigadeiro - morango
morango - caramelo pistache - caramelo
morango - chocolate pistache - chocolate
morango - morango pistache - morango

R: S&o 15 opcdes diferentes de escolha de sorvete com um sabor de massa e um sabor de

cobertura.



e Diagrama sagital

Sabor da massa

Sabor da cobertura

caramelo

chocolate
morango

brigadeiro

chocolate

abacaxi

pistache

R: S&o 15 opcdes diferentes de escolha de sorvete com um sabor de massa e um sabor de

cobertura.
. Arvore de possibilidades:
Sabor da massa Sabor da cobertura
caramelo
chocolate< chocolate
morango
caramelo
morango < chocolate
morango
caramelo
brigadeir@< chocolate
morango
caramelo
abacaxi < chocolate
morango
caramelo
pistache < chocolate
morango

R: S&o 15 opcodes diferentes de escolha de sorvete com um sabor de massa e um sabor de

cobertura.

morango

Sorvete com cobertura

chocolate-caramelo
chocolate-chocolate
chocolate-morango
morango-caramelo
morango-chocolate
morango-morango
brigadeiro-caramelo
brigadeiro-chocolate
brigadeiro-morango
abacaxi-caramelo
abacaxi-chocolate
abacaxi-morango
pistache-caramelo
pistache-chocolate

pistache-morango
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e Principio Fundamental da Contagem

5 3 15
X = -
sabores de massa sabores de cobertura n2de sorvetes diferentes

R: Sao 15 opcdes diferentes de escolha de sorvete com um sabor de massa e um sabor de

cobertura.

e Tabela de dupla entrada

cobertura
caramelo chocolate morango
massa
chocolate chocolate/caramelo chocolate/chocolate chocolate/morango
morango morango/caramelo morango/chocolate morango/morango
brigadeiro brigadeiro/caramelo | brigadeiro/chocolate | brigadeiro/morango
abacaxi abacaxi/caramelo abacaxi/chocolate abacaxi/morango
pistache pistache/caramelo pistache/chocolate pistache/morango

R: S&o 15 opcdes diferentes de escolha de sorvete com um sabor de massa e um sabor de

cobertura.

2) Na ultima prova de matematica de 2009, a professora elaborou cinco questdes (A,
B, C, D, E). Os alunos deveriam responder apenas trés. De quantas formas eles

poderiam ter escolhido essas trés questdes? Descreva as possiveis escolhas.
Solugdes esperadas:

e Contagem direta
ABC, ABD, ABE, ACD, ACE, ADE, BCD, BCE, BDE, CDE

Resposta: E possivel escolher trés das cinco questdes, de dez maneiras diferentes.
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e Arvore de possibilidades

18 22 3
questdo  questdo  questdo possibilidades
C ABC

B D ABD

E ABE

A D ACD
< E ACE
D———E ADE

D BCD
C<

B E BCE
D——E BDE
C D E CDE

Resposta: E possivel escolher trés das cinco questdes, de dez maneiras diferentes.

e Férmula de combinacéo

5!
Cs3 = 531731
C5,3 - 10

Resposta: E possivel escolher trés entre cinco questdes, de dez maneiras diferentes.
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3) No campeonato paulista de volei de praia feminino, quatro duplas (D1, D2, D3,
D4) foram para a semifinal. De quantas maneiras diferentes poderiam ocorrer as

duas primeiras colocacfes (campedo e vice-campedo)? Descreva essas maneiras.

Solucdes esperadas

e Contagem direta

D1 D2 D2 D1 D3 D1 D4 D1
D1 D3 D2 D3 D3 D2 D4 D2
D1 D4 D2 D4 D3 D4 D4 D3

Resposta: As duas primeiras colocagdes podem ocorrer de 12 maneiras diferentes

e Arvore de possibilidades

campedo vice-campedo  resultados

. D2 DID2
Di-§ D3 DID3
D4 DID4

DI 2D]

D2 § D3 D2D3
D4 2D4

DI D3DI

33‘{ 2 D3D2
D4 D3D4

DI D4D]

D4 § 2 D4D2
D3 D4D3

Resposta: As duas primeiras colocagdes podem ocorrer de 12 maneiras diferentes

e Tabela de dupla entrada

10
2° D1 D2 D3 D4
D1 D1/D2 D1/D3 D1/D4
D2 D2/D1 D2/D3 D2/D4
D3 D3/D1 D3/D2 D3/D4
D4 D4/D1 D4/D2 D4/D3

Resposta: As duas primeiras colocagdes podem ocorrer de 12 maneiras diferentes
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e Formula de arranjo simples

41
A2 = G )]
A4‘2 = 12

Resposta: As duas primeiras coloca¢bes do campeonato podem ocorrer de 12 maneiras

diferentes.

4) Quantos e quais sao os anagramas formados pelas palavras a seguir: (Lembre-se:
anagramas sao sequéncias de letras formadas pela reordenacéo das letras de uma

palavra, podendo ou néo ter significado).

a) CEU c) VIVO
b) RICO d) OVO
Solucdes esperadas.
a) CEU
e Contagem direta
CEU ... , EUC ... UEC
CUE ECU UCE

Resposta: A palavra CEU possui seis anagramas

e Arvore de possibilidades

I*letra  2%letra 3%letra anagrama

E—1U CEU
c==""_ U—F CUE
. cC—1U ECcU

i C——E UCE
U=—""F ¢ UEC

Resposta: A palavra CEU possui seis anagramas
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e Principio Fundamental da Contagem

3X2X1=6

Resposta: A palavra CEU possui seis anagramas

e Foérmula de permutacdo simples

Py = 3!
P3 = 6
Resposta: A palavra CEU possui seis anagramas

b) RICO

e Contagem direta

RICO .coooere. IRCO e ClI RO oo, OICR
RI1OC IROC ClOR Ol RC
ROC I IOCR COR I ORC I
RO I C IORC COIR ORI C
RCO I ICOR CRO I OCR I
RC1O ICRO CRI1O OCIR

Resposta: A palavra RICO possui 24 anagramas



e Arvore de possibilidades

1% letra 2letra  3%letra 4letra
C 8]

I cz::lj c

' I o
R C“{:o—f
I ——C
D{C—I

R C &

0 C

C R— 0O

! <0 R
o R—C

fi(_? R

R I —0

‘i:: o——17T

c I R—0
‘i::: O0——R

0 I —=R

{: R——1T

R I —cC

{:C ;

0 I C—R
c::::R pa

¢ I R
{R—I

Resposta: A palavra RICO possui 24 anagramas

e Principio Fundamental da Contagem

A grama

RICO
RIOC
RCIO
RCOI
ROIC
ROCI

IRCO
IROC
ICRO
ICOR
IORC
IOCR

CRIO
CROI
CIRO
CIOR
COIR
COrI

ORIC
ORCI
OICR
OIRC
OCIR
OCRI

4x3x2x1=24

Resposta: A palavra RICO possui 24 anagramas

e Foérmula de permutacéo simples

P, = 4!
P, = 24

Resposta: A palavra RICO possui 24 anagramas.

110
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¢) VIVO

e Contagem direta

V1 VO.... I Vv VvV O
V1 0V I VvV O V
VOlIlV I OV V
vV OV I OV VvV |
vV VO I OV 1l V
VVIDO ol vV

Resposta: A palavra VIVO possui 12 anagramas

e Arvore de possibilidades

1*letra 2%letra 3%letra 4°letra anagramas

vy —o0 1o

< 6— 7V  1ov

) I —0 o

F V"o —1 rrol
I v vor

0=y —1  vom

) yV—o0 1o

1< '<~o—7 mov
%) Vv— ¥V  IOVV

V vV

) 7
.—::.-<} v 1  wm

I —V V oIy

Resposta: A palavra VIVO possui 12 anagramas

e Formula de permutacdo com repeticao

4!
~ 21
24
PZ=—=
T2
Resposta: A palavra VIVO possui 12 anagramas

P{

12



d) OvO
e Contagem direta

O VvV O
O OV
vV 0O
Resposta: A palavra OVO possui trés anagramas

e Arvore de possibilidades

I?latra 2%lefra 3% letra anagrama

yV—o0  ovo
<"3—'<0—V ooV

~ 0—0 rFoo

Resposta: A palavra OVO possui trés anagramas

e Formula de permutacdo com repeticao

31!
2 _ "
P3_2!
P =3

Resposta: A palavra OVO possui trés anagramas

ATIVIDADE 1

112

Esta atividade é composta por sete tarefas em que os agrupamentos se diferenciam

pela ordem e pela natureza dos elementos, ou seja, tratamos de produto cartesiano, arranjos

simples e permutagdes simples.

Na escolha das tarefas que compdem esta atividade, optamos por utilizar ndmeros

pequenos para 0s parametros, para que a estratégia de enumeracgdo pudesse ser explorada

pelos alunos, ja que tinhamos como objetivo que, a partir desta exploracdo, os alunos

identificassem a multiplicagcdo como estratégia de solucéo.

O objetivo das tarefa 1 foi de proporcionar questdes que contribuissem para o contato

com diferentes representacOes que poderiam ser utilizadas em casos de enumeracdo; com

isso, os alunos optariam por aquela que considerassem mais adequada para cada uma das
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tarefas seguintes. E, também para que, a partir da exploracdo da enumeracao, identificassem
a multiplicacdo como estratégia de solucdo, o que auxiliaria na sistematizacdo do Principio

Fundamental da Contagem. A tarefa envolve o produto cartesiano.

A escolha da tarefa 2 teve por objetivo encaminhar o aluno para a construcéo parcial
da arvore de possibilidades, para que percebesse a regularidade; ou seja, construindo uma
ramificacdo, o aluno determinaria 16 possibilidades e, percebendo a simetria para os outros

ramos, poderia multiplicar por 3 sem a necessidade da construcdo da arvore completa.

Na escolha das tarefas 3, 4 e 5, tinhamos por hip6tese que os alunos iniciariam o uso
da multiplicacdo como estratégia de solucdo. E, com a intencdo de que validassem seus
resultados e também utilizassem a enumeracdo de forma sistematica, ou seja, que buscassem
organiza-la de forma a ndo ocorrer a falta ou excesso de configuracGes, optamos por

solicitar que também descrevessem 0s agrupamentos possiveis.

Com a tarefa 6, pretendiamos que, com o aumento do nimero de letras para
configurar os anagramas, o aluno percebesse que o uso da enumeracdo se tornara uma
estratégia ardua e buscasse uma estratégia mais eficaz, identificando, assim, o uso do
Principio Fundamental da Contagem. Com a escolha das palavras, ou seja, da quantidade
de letras das palavras da tarefa, tinhamos como objetivo que o aluno utilizasse a recurséo,
ou seja, pretendiamos que o aluno identificasse a multiplicacdo do ndmero de letras pelo
namero de anagramas de uma palavra com uma letra a menos, possibilitando o contato com

uma situacdo de permutacdo simples que seria sistematizada em atividades seguintes.

A tarefa 7 teve por objetivo propiciar ao docente um momento em que discutiria as
possiveis solucBes apresentadas pelos seus alunos e iniciaria a sistematizacdo do Principio

Fundamental da Contagem.

ATIVIDADE

Objetivo: Explorar o uso de diferentes representagfes para a enumeragdo das
possibilidades, para, com o apoio destas, identificar a multiplicacdo como estratégia

de solucéao e utiliza-la, quando possivel, na resolucédo de problemas de contagem.

Procedimentos: Trabalho em duplas.
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Tarefa 1: Montando um lanche®.

Os sanduiches da padaria Portuguesa sdo muito famosos. O fregués pode escolher
entre trés tipos de paes: pao de forma, péao italiano ou baguete. Para o recheio, ha

guatro opc¢des: queijo, presunto, carne, salame.

Usando as letras F, | e B para representar os tipos de paes e as letras Q, P, Ce S
para representar os tipos de recheios, descreva quais s&o:

a) Os lanches diferentes que a padaria oferece no pao de forma? Quantos sao?

Solucéo:

No péo de forma séo oferecidos quatro tipos de lanches, que sdo: pdo de forma com
queijo, pdo de forma com presunto, pdo de forma com carne e pao de forma com salame.

Total de quatro opces de lanche.

b) Os diferentes lanches oferecidos pela padaria? Quantos sdo?

Solucéo
e pdo de forma com queijo, pao de forma com presunto, pdo de forma com carne e pao

de forma com salame

e pdo italiano com queijo, pao italiano com presunto, pdo italiano com carne e pao

italiano com salame

e baguete com queijo, baguete com presunto, baguete com carne e baguete com salame

Total de 12 tipos de lanches.

C) Como vocé pode representar estas opcdes, usando uma arvore de

possibilidades?

® Situacdo adaptada de Coutinho e Miguel, 2002, p.8.



gquero o recheio

ou

quero este pio guero o recheio
) ou

Arvaore de ou quero I|:I:|ur|=|::h|=i|:|

possibilidades ...

quero o recheio
quero este pao

ou

gquero este pdo

Solucédo

tipo de pdo recheaio

gueljo
r_ Presunto
do de forma carne
salame
gueijo
Presunto
Ao italiano é Eare
salame
Gueljo
Presunto
Baguete é carne
salame
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2) Joca costuma fazer a primeira refeicdo do dia na padaria de seu bairro. Ele

sempre escolhe uma bebida e um lanche na tabela fixada no alto da parede. Joca

quer saber: quantos dias, no maximo, ele pode fazer pedidos diferentes?’

7 Adaptado de Zampirolo, 2000b, p.2
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MATINAIS ﬁ
Bebida Lanche A
Café comleite 1,20 Ay 4 &\"
Chocolate 1,20 P&o com manteiga 0,40 /

Suco de laranja 1:50 Pdo de queijo 1,00 :/ i
Refrigerante 1,00 Bolo 0,80

80 | 7
N, Café puro 0,80 ~
\ % /

i C4K

L e i

Figura 20 - Imagem extraida de Zampirolo, 2000b, p.2

Trés amigos de Joca tentaram ajuda-lo a descobrir esse total, cada um de um jeito
diferente, mas, como estavam atrasados para o trabalho, nenhum deles terminou.

Ajude Joca, terminando o que cada amigo comecou.

a) O primeiro amigo utilizou o Diagrama de Euler-Venn

" Pdo conv manleiga
Pdo-de queijo-
Bolo-
Solugéo
s ™y

café com leite -
?P{ia com manteiga

?P{ia de queijo

%‘Baf@

chololate

cafe puro-s




b) O segundo amigo escolheu a arvore de possibilidades

cafe con leite

Solucédo

Café com leite

Chocolate

Suco de laranja

Refrigerante

Café puro

c) E o terceiro optou por uma tabela de dupla entrada (ou contingéncia)

do-com momteigar

Pdo-de queijo-
Bolo

/ Pdo-comv moanteigar
chocolate

A AN

P&o com manteiga
P&o de queijo
Bolo

Pao com manteiga
Pao de queijo
Bolo

Pao com manteiga
P&o de queijo
Bolo

P&o com manteiga
P&o de queijo
Bolo

Pao com manteiga
Pao de queijo
Bolo

Lanche Pdo-cony manieiga Pio-de quego- Bolo-

Belida
cafe conleile e

café comvleite peto-cony maniedga
Chocolate
Seeco-de leranjin
Refrigeranie
Cafepuio-
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Solucéo
lanche "
~ - O O
. pdo com manteiga pao de queijo
bebida
café com café com leite e p&o café com leite e p&o café com leite
leite com manteiga de queijo e bolo
chocolate e pdo com chocolate e pdo de chocolate e
chocolate manteiga qusijo bolo
suco de suco de laranja e p&o suco de laranja e suco de
laranja com manteiga pdo de queijo laranja e bolo
refrigerante e p&o com refrigerante e p&o refrigerante e
refrigerante manteiga de queijo bolo
café e pdo com } .
café puro : café e pdo de queijo café e bolo
P manteiga

d) Com a intencdo de agradar seus fregueses, o dono da padaria passou a lhes

oferecer uma bala de horteld ou de morango para completar o café da manha.

Quantas opc¢des diferentes tem Joca para fazer o pedido com uma bebida, um

lanche e uma bala?

Solucéo:

O aluno podera utilizar a enumeracdo ou utilizar o produto 15x2 = 30, ou seja, para

cada opcéo de café da manha, Joca poderia escolher uma entre duas balas oferecidas. Assim,

Joca podera fazer o pedido de 30 maneiras diferentes .

e) Que estratégia vocé utilizou para responder a questao d?

Resposta pessoal
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Tarefa 2: Pintando casas®

Para pintar um conjunto de cinco casas, dispde-se dos seguintes dados:

e Conta-se com trés cores diferentes (azul, amarela e verde).

e Cada casa é pintada com apenas uma cor.

e As casas estdo em sequéncia do mesmo lado da rua.

e Deseja-se que duas casas vizinhas ndo sejam pintadas com a mesma

cor.

Calcule de quantos modos as casas podem ser pintadas.
Por exemplo, duas possibilidades séo:

Primeira
Segunda

teser (papat

azul verde amarelo azul verde
azul amarelo verde azul verde

Solucédo

Possibilidades de solugdo: arvore de possibilidades, contagem direta ou PFC.

e Principio Fundamental da Contagem:

Existem trés cores para escolher para a primeira casa e duas cores para cada uma das

seguintes; entdo, temos 3x2x2x2x2=3x16=48 maneiras.

Tarefa 3: Jogando

1) Carlos, Renata, Fabiano, Pedro, Daniela e Andréia sdo amigos e participarao
de um campeonato de cartas. O campeonato é disputado individualmente. Quantas
e quais sao as possibilidades de ocorréncia dos dois primeiros colocados (campeéao

e vice-campedo)?

8 Adaptado de Julianelli et all, 2009, p.53.
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Possibilidades de solucdo: enumeracgdo (arvore de possibilidades, contagem direta) ou
PFC.

Solucéo:

Principio Fundamental da Contagem.

6x5=30

Ha 30 possibilidades de ocorréncia dos dois primeiros colocados, que sao:

Carlos-Renata  Carlos-Fabiano  Carlos-Pedro Carlos-Daniela  Carlos-Andréia
Renata-Carlos  Renata-Fabiano Renata-Pedro Renata-Daniela  Renata-Andréia
Fabiano-Renata Fabiano-Carlos Fabiano-Pedro  Fabiano-Daniela Fabiano-Andréia
Pedro-Renata Pedro-Fabiano  Pedro-Carlos Pedro-Daniela  Pedro-Andréia
Daniela-Renata  Daniela-Fabiano Daniela-Pedro  Daniela-Carlos  Daniela-Andréia

Andréia-Renata  Andréia-Fabiano Andréia-Pedro Andréia-Daniela Andréia-Andréia

Tarefa 4: Indo e voltando

Para chegar a um lago que fica em uma area de mata fechada, existem quatro
trilhas (A, B, C e D).

Podemos fazer um esquema para melhor visualizar.

Figura 21- Esquema das trilhas do lago

a) De quantas maneiras podemos ir e voltar do lago? Descreva todas as
maneiras possiveis.
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Possibilidades de solucéo: enumeracgdo (contagem direta, arvore de possibilidades, tabela de
dupla entrada, diagrama sagital) ou PFC.

Solucéo:

Principio Fundamental da Contagem

4x4=16

H& 16 possibilidades de ir e voltar do lago pelas quatro trilhas, que sdo: AA, AB, AC, AD,
BA, BB, BC, BD, CA, CB, CC, CD, DA, DB, DC, DD.

b) E se nao for possivel voltar pela mesma trilha utilizada para chegar ao lago?

Possibilidades de solucéo: enumeracdo (contagem direta, &rvore de possibilidades, tabela de
dupla entrada, diagrama sagital) ou PFC.

Solucéo:

Principio Fundamental da Contagem

4x3=12

Ha 12 possibilidades de ir e voltar do lago pelas quatro trilhas, sem que a mesma trilha
seja utilizada:
AB, AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA, DB, DC.

Tarefa 5: Escolhendo o que vestir.

Kétia, ao abrir seu armario para escolher o que vestir para ir a escola, encontrou:
trés calcas, duas blusas e trés pares de sapatos. Ela tem que escolher uma calga,
uma blusa e um par de sapatos. Considerando todas as pecas diferentes, quantas

sdo as maneiras diferentes com que ela pode se vestir?

Possibilidades de solugdo: enumeracéo (contagem direta, arvore de possibilidades) ou PFC.
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Solucéo:
Principio Fundamental da Contagem

3xXx2x3=18

Ha 18 possibilidades de Katia vestir-se com as opc¢des dadas.

Tarefa 6: Jogando com letras

Numa revista de palavras cruzadas, num determinado passatempo, devem-se
formar todas as palavras possiveis usando-se as letras de palavras dadas. Para
isso, precisamos inicialmente formar todos os anagramas possiveis com essas
letras. Quantos anagramas sao possiveis formar com as palavras a seguir? Se
necessario, utilize a arvore de possibilidades para ajuda-lo.

(Observe que nao estamos interessados em conhecer quais as palavras formadas,

com ou sem significado delas. Queremos apenas contar esses anagramas.)

a) RUA
b)  LUTA
C) CORSA
d) ESCOLA

Possibilidades de solucé@o: enumeracgdo (contagem direta, arvore de possibilidades,) ou
PFC.

a) RUA
Solucédo

Principio Fundamental da Contagem

3X2X1=6

R: A palavra RUA possui seis anagramas

b) LUTA

Solucédo
Principio Fundamental da Contagem

4xXx3%Xx2%x1=24

R: A palavra LUTA possui 24 anagramas
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c) CORSA

Principio Fundamental da Contagem

5X4x3%x2x%x1=120

R: A palavra CORSA possui 120 anagramas

d) ESCOLA

Principio Fundamental da Contagem

6X5X4x3x2x1=720

R: A palavra Escola possui 720 anagramas.

Tarefa 7: Sistematizando

O uso da arvore de possibilidades e outras representacdes, como tabela de dupla
entrada ou diagrama de Euler-Venn, sdo importantes ferramentas para a
enumeracdo das possibilidades, auxiliando o entendimento do raciocinio envolvido
nas situacdes de Analise Combinatoria. Ndo podemos negar sua eficiéncia, porém,
sua utilizagdo nem sempre € conveniente, como vocé pode perceber, se construir a

arvore de possibilidades para a palavra ESCOLA.

Portanto, precisamos de estratégias mais eficazes ou apropriadas, quando temos
um aumento no numero de elementos que faréo parte de nossos agrupamentos, e é

isto que veremos nas proximas atividades.
Como vocé determinou 0 numero de anagramas para a palavra ESCOLA?

Resposta pessoal. Neste momento, esperavamos que 0s alunos iniciassem o uso do Principio
Fundamental da Contagem, ou seja, que percebessem a eficacia da multiplicacdo para a
resolugdo das situagdes propostas até aqui. E que o professor promovesse uma discussdo

para a sistematizacéo do Principio Fundamental da Contagem.
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ATIVIDADE 2:

As tarefas que compbem esta atividade foram selecionadas com o0s seguintes
objetivos: que os alunos mobilizassem o PFC; que se propusessem tarefas que
encaminhassem o aluno para a observacdo da relevancia da ordem, para que ele
identificasse a reducdo de agrupamentos possiveis, quando existem elementos repetidos; e
que os alunos buscassem uma estratégia de solucdo, ou seja, iniciassem a percepcdo da
necessidade da divisdo para situacbes em que a ordem ¢é irrelevante ou que apresentem

elementos repetidos.
Nas atividades 1 e 2, tinhamos a inten¢do de que o aluno mobilizasse o PFC.

As atividades 3 e 6 envolviam situacfes em que os agrupamentos se diferenciam
apenas pela natureza dos elementos, ou seja, combinagdes simples. Na atividade 3, que
solicita ao aluno determinar o nimero de duplas possiveis reunindo seis amigos, optamos por
solicitar que descrevessem as duplas, para que assim percebessem que é necessaria uma
estratégia diferente, pois a enumeracao ndo validaria sua resposta numérica obtida a partir
do PFC. Na questdo 6, optamos por trocar a variavel de contexto em uma situacdo que
também envolve combinacgao simples. Assim, utilizamos figuras geométricas regulares planas

para que o aluno determinasse o nimero de triangulos possiveis de formar com seus vértices.

A tarefa 4 e o exercicio 2 da tarefa 5 envolviam permutacdes com repeticdes e, para
isso, optamos pelo uso de anagramas. Com as questdes dessa tarefa, pretendiamos que o
aluno percebesse a necessidade da divisdo como forma de evitar a sobrecontagem de

agrupamentos.

As tarefas 5(exercicio 1), 7, 8 e 9 tinham por objetivo explorar a leitura dos
enunciados, ja que o erro de interpretacdo é uma das dificuldades apresentadas pelos alunos.
Entdo, nessas questes trabalhamos com situacbes que poderiam ser resolvidas com o
principio fundamental da contagem, porém, o aluno deveria estar atento as condigdes

impostas em seus enunciados.

Embora esperassemos que os alunos utilizassem o PFC, todas as tarefas poderiam ser
resolvidas por enumeracgdo. Porém, a partir da tarefa 5, com o objetivo de o aluno perceber a

necessidade de optar pelo Principio Fundamental da Contagem, foram incluidas situacoes
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com maior quantidade de elementos, que tornassem a utilizagdo da enumeragdo como

estratégia uma tarefa ardua.

ATIVIDADE

Objetivos: Identificar e utilizar o Principio Fundamental da Contagem como
estratégia de solucao, reconhecer e utilizar a divisdo como forma de evitar a dupla

contagem de agrupamentos.

Tarefa 1: Fabrica de camisas

1) A fabrica de camisas do Sr. Joca produz dois tipos de camisa (manga longa e
manga curta). Em uma visita ao depoésito, Sr. Joca observou que havia tecidos nas
cores azul, branca, rosa e verde. Quantos tipos de camisa diferentes podera

fabricar? (cada camisa é produzida em cor Unica)

Possibilidades de solucéo: enumeracgdo (contagem direta, arvore de possibilidades, tabela de
dupla entrada, diagrama sagital) ou PFC.

Solucédo
e Principio Fundamental da Contagem

2 X 4 = 8tipos de camisas diferentes

R: Sr. Joca podera fabricar oito tipos de camisetas.

2) Sr. Joca comprou tecidos em mais duas cores, lilas e preta. E agora, quantos sédo
os tipos de camisa que a fabrica podera produzir com todas as cores?

Possibilidades de solucdo: enumeracgdo (contagem direta, arvore de possibilidades, tabela de

dupla entrada, diagrama sagital) ou PFC.

Solugéo esperada
e Principio multiplicativo
2 X 6 =12 tipos de camisas dif erentes

R: Sr. Joca podera fabricar 12 tipos de camisetas.
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Tarefa 2: Bilhar

Dois amigos estavam jogando bilhar e propuseram um desafio: acertar duas bolas
(verde e vermelha), com apenas duas tacadas, nas cacapas dos cantos da mesa.
Supondo que um dos amigos tenha acertado, quantas sdo as diferentes maneiras

gue ele teria para colocar essas bolas nas cagcapas? Duas das possibilidades sé&o:

O O ©

O O O

e Principio Fundamental da Contagem

Possibilidades de solucdo: enumeracdo (contagem direta, arvore de possibilidades, tabela de

dupla entrada, diagrama sagital) ou PFC.

Solucéo
Sao quatro cacapas possiveis de acertar a primeira bola e também quatro cacapas

possiveis de acertar a segunda bola. Temos, entdo:
4x4=16

R: E possivel colocar as duas bolas nas cacapas de 16 maneiras diferentes.

Tarefa 3: Campeonato de cartas
A segunda rodada do campeonato de cartas realizado pelos amigos Carlos, Renata,
Fabiano, Pedro, Daniela e Andréia sera disputado em duplas. Quais e quantas sdo

as duplas possiveis de serem formadas com os seis amigos?

Possibilidades de solucéo: enumeracéo (arvore de possibilidades ou contagem direta) ou uso
da divisdo como procedimento para evitar a sobrecontagem.

A tarefa apresenta uma situacdo que envolve combinagdo, ou seja, as duplas sao

diferenciadas pela natureza dos elementos.



127

Solucéo:

6X5
2x1

Carlos - Renata |Renata- Fabiano|Fabiano- Daniela
Carlos- Fabiano|Renata- Pedro |Fabiano- Andréia
Carlos Pedro |Renata- Daniela |Pedro- Daniela
Carlos - Daniela |Renata - Andréia |Pedro- Andréia
Carlos - Andréia | Fabiano- Pedro |Daniela- Andréia

= 15 duplas

R: Sdo 15 duplas possiveis de serem formadas entre os 6 amigos que participam do

campeonato.

Tarefa 4. Anagramas

1) Sabemos que a palavra RUA possui seis anagramas, que sdao RUA, RAU, ARU,
AUR, URA, UAR. A palavra ASA possui 0 mesmo numero de letras que a palavra
RUA. Vocé pode afirmar que as duas palavras possuem o mesmo ndamero de

anagramas? Justifique.

Solucéo:

As palavras RUA e ASA ndo possuem 0 mesmo numero de anagramas, pois, embora
possuam o mesmo numero de letras, a palavra ASA possui duas letras que ndo se distinguem

nas configuracdes dos anagramas.

2) O mesmo ocorre com as palavras LUTA, CASA ou BOBO, gue possuem o
mesmo numero de letras. A palavra LUTA possui 24 anagramas. Ja as palavras

CASA ou BOBO possuem quantos anagramas cada uma?

Possibilidades de solucdo: enumeracéo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou uso

da divisdo como procedimento para evitar a sobrecontagem.
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Solucéo:
Enumeracao Direta

B OB O
B OOB
BB OO
OB BO
OB OB
OOBB

6 anagramas com a palavra BOBO

VLN 000

A
A
S
C
C
A
A
S
S
C
A
A

>O0>>>T00P00N0>>>0
O >0 00> 00>

12 anagramas com a palavra CASA

R: A palavra casa possui 12 anagramas e a palavra BOBO possui 6 anagramas.

3) Como vocé calcularia o numero de anagramas de uma palavra que possui letras

repetidas, como CASA e BOBO, sem precisar escrever todos eles?

Possibilidades de solucdo: enumeracéo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou uso

da divisdo como procedimento para evitar a sobrecontagem.

Solucdo:
Palavra CASA
M = 12 anagramas
2x1
Palavra BOBO
4x3x2x1

ZxDxCZxD = 6 anagramas

R: A palavra CASA possui 12 anagramas e a palavra BOBO possui 6 anagramas.
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Tarefa 5: Organizando livros
1) Paulo precisa organizar seus livros de Biologia, Matematica, Historia e Inglés em

sua estante.
a) De quantas formas diferentes ele podera enfileirar esses livros?

Possibilidades de solucdo: enumeragdo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou
PFC.

Solucéo:
4 X 3 X 2X1=24maneiras de enfileirar os 4 livros
R: E possivel enfileirar os 4 livros de 24 maneiras diferentes.

b) De quantas formas ele pode enfileirar os livros, deixando sempre os de
Matemética e Biologia juntos?

Possibilidades de solucdo: enumeracdo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou
PFC.

Solucéo:

Principio Fundamental da Contagem

2x(3x2x1)=12

R: E possivel enfileirar os 4 livros de 12 maneiras diferentes, com a condi¢do de manter os

livros de Biologia e Matemética juntos.

2) Paulo ganhou outro livro de Matemética idéntico ao seu e guardara esse exemplar
até poder doar para outra pessoa que ndo o tenha. E agora, quantas sao as

maneiras de Paulo organizar seus cinco livros?

Possibilidades de solucdo: enumeracéo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou uso

da divisdo como procedimento para evitar a sobrecontagem.



130

Solucéo:

Paulo tera cinco livros, sendo dois deles idénticos; entdo, temos:

5><4><3><2><1_60
2x1 N

R: Paulo pode organizar seus livros de 60 maneiras diferentes.
Tarefa 6: Formando triangulos

Quantos triangulos podem ser formados, tendo seus vértices nos vértices de cada

figura?:

Possibilidades de solucéo: enumeracdo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou uso

da divisdo como procedimento para evitar a sobrecontagem.

Solucéo:

Para formar triangulos, necessitamos de trés pontos ndo colineares; portanto, em ambas as
figuras, quaisquer trés pontos diferentes determinam um triangulo. E a ordem de escolhas

desses pontos ndo é relevante para a formacao dos triangulos.

No quadrado, teremos agrupamentos de trés pontos em um grupo de quatro pontos. Assim,

temos:

4 X3 X2

EXOX e p i
X2 % 1 triangulos

No pentagono teremos agrupamentos de trés pontos em um grupo de cinco pontos. Assim,

temos

5Xx4x%x3
3x2x1
R: E possivel formar quatro triangulos a partir dos vértices do quadrado e dez tridngulos a

= 10 triangulos

partir dos vértices do pentagono.
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Tarefa 7: Viagem

Felix mora em uma cidade A de um pais distante. Ha varias estradas que ligam sua
cidade a trés cidades vizinhas. Felix visita com frequéncia a cidade B. As vezes
passa pelas cidades C e D, jA que estd a passeio; outras vezes, ndo. Quantos
trajetos diferentes Felix pode fazer para chegar até B? (ndo passando duas vezes

pela mesma cidade)

()as3
( )b)35
()c)28
()ds
( )e)45

()fH 4

Para resolver essa situacdo, o aluno deveria identificar todos os trajetos diferentes que Felix
poderia realizar.

De A para B, direto, ha trés estradas.

De A para B, passando por D, ha quatro possibilidades de trajeto.

De A para B, passando pela cidade C, ha quatro possibilidades de trajeto.

De A para B, passando pelas cidades C e D, nessa ordem, ha seis possibilidades de trajeto.
De A para B, passando pelas cidades D e C, nessa ordem, ha 24 possibilidades de trajeto.
Portanto, para saber o total de possiveis trajetos, devemos adicionar todos os resultados,

obtendo, assim, 41 possibilidades de trajetos diferentes.

Tarefa 8: NUmeros

Utilizando os algarismos 1, 2, 3,4,5,6 e 7.

Possibilidades de solugdo: enumeragdo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou
PFC.
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a) Quantos numeros pares de trés algarismos podemos formar ?

Solucéo:
Principio Fundamental da Contagem

7X7%x3=147.

R: E possivel formar 147 nimeros pares com os algarismos dados.

b) Quantos nimeros impares de trés algarismos distintos podemos formar?

Solucéo:
Principio Fundamental da Contagem

6X5%x4=120

R: E possivel formar 120 nimeros impares com os algarismos dados.

¢) Quantos numeros de trés algarismos todos repetidos podemos formar?

Solucéo:
Principio Fundamental da Contagem

7X1x1=7

R: E possivel formar sete nimeros de trés algarismos repetidos entre os algarismos dados.

d) Quantos numeros de trés algarismos podemos formar?

Solucéo:
Principio Fundamental da Contagem

7 X7 X7 =343
R: E possivel formar 343 niimeros de trés algarismos com os algarismos dados.

Tarefa 9: lluminacéo
Em um galpdo existem cinco pontos de luz. De quantas maneiras diferentes
podemos iluminar esse galpao? (Lembre-se: ele s6 ndo estara iluminado se todas as

luzes estiverem apagadas)

Possibilidades de solugdo: enumeragdo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou
PFC.
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Solucéo:

Temos cinco pontos de luz, e cada um desses tem duas possibilidades: aceso ou apagado.
Entdo, teremos, pelo PFC, 2 X 2 X 2 X 2 X 2 = 32 possibilidades de ocorréncia. Porém a
unica possibilidade que ndo pode ocorrer é estarem todos apagados; entdo, teremos

32 — 1 = 31 maneiras diferentes de o galpéo estar iluminado.

R: E possivel iluminar o galpdo de 31 maneiras diferentes.

ATIVIDADE 3

A Atividade 3 teve por objetivo um momento de sistematizacdo dos conhecimentos até entéo
desenvolvidos, ou seja, a sistematizacao do Principio Fundamental da Contagem e da divisdo
como estratégia de solucdo para casos em que a ordem seja irrelevante ou que apresentem

elementos repetidos.

Objetivo: Sistematizar o Principio Fundamental da Contagem e o0 uso da divisdo
para evitar a sobrecontagem.

Professor: busque incentivar uma discussdo entre os alunos para elencar as caracteristicas
relevantes, como a importancia da ordem ou ndo e a existéncia de elementos repetidos. A

utilizacdo de exemplos € uma estratégia importante nesse momento.

ATIVIDADE

1) Na resolucao de problemas de contagem, varias estratégias podem ser utilizadas.
Sua escolha esta relacionada a percep¢do de algumas caracteristicas do problema.
A fundamentacao para essas estratégias € o Principio Fundamental da Contagem,

que podemos esquematizar pelo diagrama a seguir®:

° Situagdo adaptada de Coutinho e Miguel, 2002, p.14
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n2 de opgdes
para primeira
etapa

n2 de opgdes
para segunda
etapa

n? de opgdes
para terceira
etapa

n2 de opgdes
para enésima
etapa

Porém, alguns fatores devem ser considerados para a resolucdo dos problemas.
Vamos descobrir quais sdo esses fatores ou caracteristicas que diferenciam os
problemas propostos. Converse com seu colega de dupla e fagca uma relagdo das
caracteristicas que sdo importantes nas situagfes que resolveu até agora. Anote

todas elas para que possamos, juntos, descobrir cada uma delas e sua importancia.

Professor: questione e relacione na lousa as caracteristicas apresentadas pelos alunos. E
importante sempre destacar a necessidade de uma leitura criteriosa antes de resolver as

situacdes propostas.

Agora que conhecemos esse principio, calcule quantas sdo as centenas
diferentes que podemos escrever, utilizando apenas os nimeros 0, 1, 2, 3 e 4? E se
nao houver algarismos repetidos?

Podemos escrever 4 :5:5 =100 centenas diferentes

Se ndo houver nimeros repetidos, teremos 4 - 4 - 3 = 48 centenas diferentes.

2) Observe a arvore de possibilidades para o problema®:

Quantos grupos ordenaveis de trés elementos podemos formar com cinco pessoas?

12 posigdo

22 posigio ! ! ! g
sposigio | 3 || 4 J s J[ 2 ][ |l J[2 e s 2]l ]le ]

Ao observar a arvore, percebemos que, para cada elemento que ocupar a
primeira posi¢do, teremos quatro elementos para ocupar a segunda posi¢cado e trés
elementos para ocupar a terceira posi¢cdo. Assim, como temos cinco elementos para
a primeira posicdo, o numero de grupos ordenaveis nesse caso sera igual ao

produto 5 x 4 x 3 = 60.

1% Texto adaptado de S&o Paulo, 2009b, p.21
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Agora, se nao estivéssemos considerando a ordem das pessoas: por
exemplo, vou convidar trés dessas cinco pessoas para uma festa. Em quanto ficaria
reduzido esse numero, se a ordem nao é importante, ou seja, o agrupamento “1, 2,
3” € o mesmo que “1, 3, 2” e igual a todos os outros em que ocorre a troca de
posicdo dos mesmos participantes? Ou seja, ndo estamos ordenando as pessoas e
apenas formando grupos.

Os 60 grupos ordenaveis ficariam reduzidos a 10 grupos nao ordenaveis
(resultado de 60 + 6), uma vez que cada grupo de trés elementos permite a troca de

posicdes de seis maneiras diferentes.

5X4X3 60 ~ . .
= — = 10 grupos n&o ordenaveis.

Portanto, teremos
3x2x1 6

Usando esse raciocinio, calcule o nimero de duplas diferentes que podem ser

formadas entre sete amigos.

~N
(@)

= 21 duplas

N

-1

ATIVIDADE 4

A escolha dos exercicios da atividade 4 teve por objetivo destacar a importancia de verificar
a relevancia ou ndo da ordem nos agrupamentos, para, assim, escolher a estratégia de
solucdo. Buscavamos com esta atividade que o aluno mobilizasse 0s conhecimentos

desenvolvidos nas atividades anteriores.

Objetivo: Ressaltar a importancia ou ndo da ordem e utlizar o Principio
Fundamental da Contagem e a divisdo como forma de evitar a sobrecontagem, para
resolver os problemas propostos.

Tarefa 1. Cinco amigos

1) Um grupo de cinco amigos (A, B, C, D, E). A seguir, aparecem critérios para
agrupa-los. ldentifique se cada grupo € ordenado ou ndo ordenado e calcule o
namero de agrupamentos possiveis em cada situacao.

Para responder os seguintes itens, os alunos podem optar pelo diagrama de

arvore, pela contagem direta ou pelo PFC e divisdo, para evitar a sobrecontagem.
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Esperamos que, neste momento, 0 uso de representacdes como a arvore ou a
contagem direta sejam pouco utilizadas.
a) Escolher trés pessoas para irem a uma festa.
Solucéo:
Agrupamento n&o ordenado. Trés pessoas podem ser escolhidas de dez maneiras
diferentes.

S5x4x3
3x2x1
R: E possivel escolher trés pessoas entre os cinco amigos de dez maneiras diferentes.

10

b) Definir os dois primeiros colocados hum concurso.
Solugao:
Agrupamento ordenado. Os dois primeiros colocados podem ocorrer de 20 maneiras
diferentes.
5x4 =20
R: E possivel definir os dois primeiros colocados entre os 5 amigos de 20 maneiras

diferentes.

C) Colocar as cinco pessoas em fila.
Solucéo:
Agrupamento ordenado. As cinco pessoas podem ser enfileiradas de 120 maneiras
diferentes.
5X4x3x2x1=120

R: E possivel enfileirar as cinco pessoas de 120 maneiras diferentes.

d) Dar presentes iguais a quatro dessas pessoas.
Solucéo:
Agrupamento ndo ordenado. Quatro pessoas irdo ganhar presentes que nao sao
distinguiveis; portanto, isso podera ocorrer de cinco maneiras diferentes.

5x4x3x2_
4x3x2x1
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R: E possivel dar presentes iguais a quatro dos cinco amigos de cinco maneiras

diferentes.

e) Dar quatro presentes diferentes a quatro dessas pessoas.
Solugéo:
Agrupamento ordenado. Quatro pessoas irdo ganhar presentes que sdo distinguiveis;
portanto, isso podera ocorrer de 120 maneiras diferentes.
5X4x3x%x2=120
R: E possivel dar presentes diferentes a quatro dos cinco amigos de 120 maneiras

diferentes.

Tarefa 2: Ordenado ou n&o?
1) Analise, em cada caso, se 0s agrupamentos sdo ordenados ou ndo ordenados e
calcule o numero de agrupamentos possiveis de cada situagao.
a) Numeros de trés algarismos, tomados a partir dos algarismos 3, 4,5,6 e 7.
Solucéo:
Agrupamentos ordenados.

5x5x5=125

R: So possiveis 125 numeros de trés algarismos formados a partir dos algarismos dados.

b) Cédigos de quatro simbolos distintos, escolhidos entre os elementos do conjunto
{1, 2,3, a, b, c}.
Solugao:
Agrupamentos ordenados.
6 X5x%x4x%x3=360

R: S&o possiveis 360 cddigos diferentes a partir dos simbolos dados.

c) Grupos de 5 alunos, escolhidos entre os 40 alunos de uma sala, para participarem
de um evento.

Solucéo:

Agrupamentos ndo ordenados

40 X 39 x 38 x 37 X 36
5Xx4x3x2x1

R: S8o possiveis 658008 grupos de 5 alunos escolhidos entre os 40 alunos da sala.

= 658.008
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d) Formas de arrumar seis livros diferentes em uma estante.
Solucao:
Agrupamentos ordenados

6X5%Xx4%x3x2%x1=720

R: Os 6 livros podem ser arrumados na estante de 720 formas diferentes.

e) Misturas obtidas, juntando-se volumes iguais de trés liquidos, escolhidos entre
seis disponiveis.

Solugao:

Agrupamentos ndo ordenados

6x5x4
3x2x1
R: E possivel obter 20 misturas diferentes, juntando-se 3 liquidos entre os 6 disponiveis.

Tarefa 3
2) A mega-sena estd acumulada!

Ricardo fez um unico jogo, escolhendo as seis dezenas marcadas no cartdo a

seqguir:

a) Quantas quinas diferentes Ricardo poderia formar com os nUmeros marcados?

Solucéo:
6x5x4x3x2_
5x4x3x2x1

- Contagem direta

03,04,10,13,32 03,04,10,32,44 03,10,13,32, 44
03,04,10,13,44 03,04,13,32, 44 04,10,13,32, 44

R: Ricardo pode formar seis quinas diferentes com os nimeros marcados.
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b) Quantas quadras diferentes ele poderia formar?

Solucéo:

6x5x4x3_

4x3x2x%x1
3,8,10,13 3, 10, 13, 32 4, 8,10, 32
3,8, 10, 32 3,10, 13, 44 4, 8,10, 44
3, 8,10, 44 3,10, 32, 44 4,10, 13, 32
3,8,13, 32 3,13, 32,44 4,10, 13, 44
3,8,13,44 4, 8,10, 13 4,13, 32,44

R: Ricardo pode formar 15 quadras diferentes com os nimeros marcados no bilhete.

ATIVIDADE 5

A elaboracdo da atividade 5 teve por objetivo sistematizar os conceitos de
permutacdo, arranjo e combinacdo. Para isso, optamos por tarefas que permitissem ao aluno

identificar a relago existente entre os diferentes agrupamentos.

Na tarefa 1, solicitamos aos alunos que enumerassem e quantificassem as
possibilidades de enumeracdo na escolha de trés vogais distintas. Apds, solicitamos que
observassem de quantas maneiras trés dessas vogais poderiam ser enfileiradas, ou seja, de
qguantas maneiras poderiam trocar suas posic¢Oes. E, por ultimo, que identificassem quantos
agrupamentos poderiam ser formados por trés vogais em que a ordem néo fosse elemento

diferenciador.

A partir disso, solicitamos que identificassem a relacdo existente entre essas trés

possibilidades, para, assim, nomearmos 0s tipos de agrupamentos.

As tarefas seguintes tiveram como objetivo sistematizar cada um dos tipos de
agrupamentos e suas estratégias de solucdo: permutacdes simples e permutacdes com

repeticdes, arranjos simples e arranjos com repeti¢oes e, por fim, combinacéo simples.



140

Optamos por inserir o fatorial apenas no momento da sistematizacéo das permutacoes
simples, seguindo a sugestdo de Sturm (1999) de que o estudo do fatorial ndo é
imprescindivel no inicio do estudo de combinatéria. Porém, inferimos que a escolha do
momento de inserir esse simbolo fica a critério do docente, de acordo com o desenvolvimento

de seus alunos.
ATIVIDADE

Objetivo: ldentificar os tipos de agrupamentos, de acordo com as caracteristicas

observadas.

Objetivo especifico: Sistematizar os conceitos de permutagdo, arranjo e
combinagao.

Agora que conhecemos importantes caracteristicas que influenciam na escolha da
estratégia de solucédo das situacdes que envolvem raciocinio combinatério, iremos

identifica-los.
Tarefa 1: PERMUTAC}OES — ARRANJOS SIMPLES E COMBINAQC)ES

1) Em uma urna colocamos cinco bolas, cada uma com uma vogal escrita.
Sortearemos trés bolas sem reposicdo e anotaremos sua vogal, ou seja,
sortearemos a primeira bola, anotaremos sua vogal, em seguida sortearemos a
segunda e assim até anotarmos as trés vogais. Quais e quantas sdo as sequéncias

possiveis de formar, sorteando as trés bolas?

Solucéo:

aei ae0 aeu aio  aiu  aou ei0 eiu eou iou
ale aoce aue aoi aui auo eoi eui euo iuo
egla eoa eau ioa ijau oau ioe ieu oeu oui
eai ea0 eua a0 iua oua ieo iue oue  oiu
lae  o0ae uae oai uali uao  oei uei ueo  uio
lea oea uea oia uia uoa oie uie uoe uoi

R: Sdo possiveis 60 sequéncias diferentes com 3 vogais distintas.

2) De quantas maneiras podemos trocar as posi¢des de trés letras ja determinadas?

Por exemplo, de quantas maneiras diferentes podemos organizar as letras aei ?
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Solucéo:
Trés vogais podem ser organizadas de seis maneiras diferentes.

O aluno poderia responder a essa questao, observando a questdo anterior ou enumerando as

possibilidades.

3) De quantas maneiras podemos escolher trés vogais, se a ordem de escolha nao é
importante? Por exemplo, aei € a mesma coisa que eia ou iea, etc.

Solucéo:

R: Podemos escolher trés vogais, sem importar a ordem de escolha, de dez maneiras
distintas.

4) Observe as trés questdes anteriores e seus resultados. Descubra a relacdo que
h& entre a questao 3 e as questbes 1 e 2.

Solucéo:

Esperavamos que os alunos percebessem que, na questdo 1, a ordem € relevante na escolha
de um subgrupo; na questdo 2, trabalha-se a ordem de todos os elementos pedidos em um
agrupamento; e, na questdo 3, a ordem ¢é irrelevante. E esperavamos também que,

observando os valores, identificassem a divisao.

5) Definindo agrupamentos

a) Na primeira questdo, temos uma situagdo que chamamos de ARRANJO. Entéo,
escreva com suas palavras o que é um arranjo. D& um novo exemplo.

Solucéo:

Esperavamos que o aluno descrevesse arranjo como agrupamento de parte dos elementos de

um grupo, que se diferenciam pela ordem dos elementos.

b) Na segunda questio, temos PERMUTACAO. Escreva com suas palavras o que é

uma permutacdo e dé um novo exemplo.
Solucéo:
Esperavamos que o aluno descrevesse permutagdo como a organizacao de todos os elementos

de um grupo, diferenciando-os pela ordem de seus elementos.
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c) E, na terceira questdo, temos a situacdo que denominamos COMBINACAO.

Escreva com suas palavras o que € uma combinagéo e dé um novo exemplo.
Solucéo:
Esperavamos que o aluno descrevesse combinacdo como agrupamento de parte dos

elementos de um grupo em que a ordem dos elementos n&o os diferencia.

d) Como podemos descrever um agrupamento, relacionando-o aos outros?
Solucéo:

p - - ~ . ~ °d j
Esperavamos que o aluno identificasse a relacdo n°de combinagio = ———— 2%

n°de permutoes

Tarefa 2: Institucionalizando permutacdes

A- Chamaremos de Permutacdo a todos os agrupamentos ordenaveis formados
com todos os elementos de um conjunto. Os elementos podem ser todos distintos ou
pode haver elementos repetidos.

a) Escreva todas as possibilidades de ordenar as letras abc. Quantos grupos vocé
obteve?

Solucéo:
abc, ach, bca, bac, cab, cba

Representaremos o total de agrupamentos por P;,onde o 3 corresponde a

guantidade de elementos do conjunto. Portanto, P; =3 X2 X 1 = 6.

Vocé sabe o que quer dizer fatorial em Matematica?

Por exemplo, o que significa 3 fatorial?

3 fatorial é indicado por 3! e significa que estamos considerando o produto3-2-1 =6

O fatorial € uma ferramenta util para simplificar nossos calculos, entdo podemos

utiliza-lo.




1) Agora que sabemos 0 que € uma permutacdo, qual é o numero de:

a) Permutacodes de trés elementos distintos

Solucéo:
P, = 3!
P,=3x2x1
P, =6

R: A permutacao de trés elementos distintos é 6.

b) Permutacdes de cinco elementos distintos

Solucéo:
P5:5'
Ps=5%x4x3x2x1
P5=120

C) De quantas maneiras oito pessoas podem estar em uma fila?
Solugéo:
Pg = 8!
Pg=8X7X6X5X4x3x2x1
Pg = 40.320

R: Oito pessoas podem organizar-se de 40,320 maneiras diferentes em uma fila.
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d) Pintar as quatro listras de uma bandeira com as cores azul, vermelho, verde e

amarelo, sem repetir cores.
Solucéo:
P, = 4!
P,=4x3x2x1
P4 == 24’

R: E possivel pintar 4 listras de uma bandeira de 24 formas distintas.
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e) A permutacédo de r elementos distintos sera calculada por:

Solucéo:

B.-=r1!

P=r-(r—-1)-(r—2)-..:3:2-1

B) Mas e se contarmos com elementos repetidos?

A - Jogo das senhas

Paulo é o responsavel por criar um programa de senhas de um site. Para testar seu

programa, ele colocou as sequéncias abaixo para verificar a quantidade de senhas

possiveis. Coloque o total de senhas diferentes obtidas para cada agrupamento:

a) 1234
Solucéo:

R: S&o possiveis 24 senhas.

b) 1232
Solucéo:

R: S&o possiveis 12 senhas.

C) 1221
Solucéo:

R: Sdo possiveis seis senhas.

P, = 4!
P,=4x3x2x1
P, =24

B =%
4% 3 %2l
YTorx 2t
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d 1111

Solucéo:
E possivel apenas uma senha.

e) Explique que estratégia vocé usou para resolver o problema.

Solucéo:
Esperavamos que o aluno utilizasse a divisdo para os casos de elementos repetidos.

B- Lembra do caso dos anagramas das palavras ASA, BOBO ou CASA?

Entdo, nesses casos tinhamos a permutacdo com elementos repetidos e, no caso da
palavra ASA, representaremos por PZ, em que o 3 é o nimero total de letras e 0 2 é

. 3!
0 numero de vezes que a letra A repete. Portanto, P7 = i logo, teremos que

3x2x1 :
PZ = ake 3. Sendo assim:

a) Represente e calcule o numero de permutac¢des das palavras BOBO e CASA.

Solucéo:
Palavra BOBO
22 4!
4 T 2rx 2!
22 AXx3x20
4T 2rx2t
Palavra CASA
4!
2 _ =
Fii= 2!
4 x 3% 2!
Pz = —— =12

R: A palavra BOBO possui 6 anagramas e a palavra CASA possui 12 anagramas.
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b) A permutacédo de cinco elementos dos quais dois séo repetidos sera calculada

por:
Solucéo:
5!
2
P =3
,  oxX4x3x20
Ps = — - 60
C) Um aluno respondeu da seguinte forma, quando foi perguntado o nimero de
anagramas da palavra CIDADANIA:
9:8:7-6:5:-4-3:2-1
= 15.120

(3:-2:1)-(2-1)-(2-1)
Vocé concorda com a solugdo desse aluno? Explique.

Solucéo:

Esperavamos que o aluno respondesse que concordava e justificasse, apresentando a

guantidade de letras repetidas.

d) Quantos anagramas existem da palavra MATEMATICA?

Solucéo:

p232 _ 10!
10 7 21x3!Ix 2!

232 10X 9XBXT7X6X5X4 X3!
Ch 20 % 31 x 21

P%** = 15.1200 anagramas

R: A palavra MATEMATICA possui 15.1200 anagramas.
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Tarefa 3: Arranjos simples

Chamaremos de Arranjo simples a todos os agrupamentos formados com parte

dos elementos de um conjunto em que a ordem € importante.

a) Escreva todas as centenas formadas somente por algarismos impares, que
nao possuam nenhum algarismo repetido. Quantos grupos Vocé obteve?
Exemplos: 135, 351, etc.

Solucéo:

135 137 139 157 159 179 357 359 379 579
153 173 193 175 195 197 375 395 397 597
351 371 319 571 519 719 573 539 739 795
315 317 391 517 591 791 537 593 793 759
513 713 913 715 915 917 735 935 937 957
531 731 931 751 951 971 753 953 973 975

R: Obtém-se 60 grupos.

Representaremos o total de agrupamentos por 4; 3, em que 0 5 corresponde ao total
de algarismos impares no sistema decimal e 3 corresponde a quantidade de
algarismos que compdem uma centena. Portanto,

As3=5x4x3=60.
b) Quantos arranjos simples de quatro elementos podemos formar com as letras de
{a, b, c, d,e,f}?

Solucéo:

R: E possivel formar 360 arranjos simples com as letras a, b, ¢, d, e, f.

c) De um baralho (52 cartas diferentes), 3 cartas séo retiradas sucessivamente e
sem reposi¢cdo. Quantas sequéncias de cartas podemos obter?

Solucéo:

Asz3 =52 %51 x50 =132.600
R: E possivel escolher 132.600 sequéncias de trés de cartas de um baralho que contenha 52

cartas.
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d) Quantas séo as siglas de trés letras diferentes que podemos formar a partir das
letras do nosso alfabeto?

Solucéo:

A26,3 ES 26 X 25 X 24‘ == 15-600

R: E possivel formar 15.600 siglas com 3 letras diferentes a partir das letras do nosso

alfabeto.

e) Um concurso conta com seis participantes. De quantas formas diferentes
podemos definir os trés primeiros colocados?
Solucéo:
Ags=6X5x%4=120
R: Os trés primeiros colocados de um concurso com 6 participantes podem ser organizados

de 120 maneiras diferentes.

Tarefa 4. Combinacao simples

Chamaremos de Combinacdo simples a todos os agrupamentos nao ordenaveis
formados com parte dos elementos de um conjunto.

Representaremos a combinacgéo de trés elementos de um grupo de seis elementos
por Cs3, €m que 6 € o total de elementos e 3, o numero de elementos nos
agrupamentos.

a) Quantas sédo as possibilidades de escolher trés brinquedos em uma prateleira

com oito opc¢des diferentes?

Solucéo:
8X7X%X6
83 7 3x2x1
Cs3 = 56

R: E possivel escolher 3 entre 8 brinquedos de uma prateleira de 56 maneiras diferentes.

b) Na prova de matematica de 2008, a professora elaborou cinco questdes, das
guais os alunos deveriam responder trés. De quantas formas ele poderia ter

escolhido essas trés questbes?
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Solucéo:
C _ 5%x4x3
7 3x2x1
Cs3 =10

R: O aluno pode escolher trés entre as cinco questdes da prova de matematica de dez

maneiras diferentes.

c) Como vocé determinaria o nimero de combinacdes possiveis de oito elementos
de um conjunto que possui dez elementos?

Solucéo:

Esperavamos que o aluno apresentasse a seguinte solucéo:

_10><9><8><7><6><5><4><3
1087 8% 7x6Xx5%Xx4%x3%x2x%x1

C10,8 == 45

d) Com as observacdes que vocé fez na tarefa 1 desta atividade, como poderia
relacionar combinacdo com permutacdo e arranjo? Vocé poderia escrever uma
forma de determinar o niumero de combinacdes possiveis a partir do nimero de

arranjos e permutacoes? Como?

Solucéo:

. . ige ~ . ~ °d j
Esperavamos que o aluno identificasse a relagdo n°de combinacdo = ———— 922
n°de permutoes

ATIVIDADE 6 -

A elaboracdo da sexta atividade teve por objetivo propor exercicios para que 0s
alunos mobilizassem os conhecimentos desenvolvidos durante as atividades anteriores. Para

isso, selecionamos problemas que envolvem os diferentes tipos de agrupamentos estudados.

Na escolha dos problemas, optamos por aqueles que poderiam ser resolvidos tanto
por enumeracdo quanto por PFC ou pelas estratégias sistematizadas na atividade 5 e
também por situacbes em que a enumeracdo seria inviavel devido a quantidade de

agrupamentos possiveis.



150

Objetivo: Resolver situacdes-problema com diferentes tipos de agrupamentos,
utilizando as estratégias aprendidas.

Tarefa: Resolva os problemas a seguir.

1) Ao planejar uma viagem turistica de S&o Paulo a Téquio pela Empresa TUR-
INTERNACIONAL, o turista deseja saber quantas e quais sdo as suas opcgoes de
viagem. Sabendo que a empresa oferece viagens saindo de S&o Paulo com a
primeira escala no Rio de Janeiro ou em Recife, ou em Brasilia, e a segunda escala
em Miami ou Séo Francisco, para poder escolher a que mais lhe convém, o turista
resolve montar todas as opg¢bes. Quais e quantas opcdes ele possui? (Atividade
adaptada de Zampirolo, 2000a, p. 3)

Possibilidades de solucdo: enumeracéo (contagem direta ou arvore de possibilidades, tabela

de dupla entrada) ou uso da divisdo como procedimento para evitar a sobrecontagem.

Solucéo:

Principio Fundamental da Contagem

3X2=6

R: O turista tera seis opcOes de escolha para sua viagem: SP-RJ-MI-TO , SP-RJ-SF-TO, SP-
RE-MI-TO, SP-RE-SF-TO, SP-BR-MI-TO, SP-BR-SF-TO

2) Quantos numeros de quatro algarismos distintos podemos formar com o0s
algarismos 1, 2, 3, 4? Em ordem crescente, qual a posi¢cdo que ocupara o numero
23417 E o numero 42137

Possibilidades de solugdo: enumeragdo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou

permutacdo com repeticao.
Solucéo:
4x3X2%x1=24

R: Podemos formar 24 nameros, utilizando os 4 algarismos dados. Em ordem crescente, 0

namero 2341 ocupara a décima posicdo e o nimero 4213 ocupara a vigesima posi¢ao.
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3) André, Beto, Carlos e Danilo estdo participando de um campeonato de futebol de
botdo. De quantas maneiras diferentes pode terminar esse campeonato (1°, 2° 3°e

4° lugares) ?

Possibilidades de solucdo: enumeracéo (contagem direta ou arvore de possibilidades, tabela

de dupla entrada), PFC ou arranjo.

Solucéo:
A4'2=4‘X3X2X1

A4,2 = 24‘
R: Ha 24 maneiras diferentes de ocorrer os dois primeiros colocados entre quatro
participantes de um campeonato.

4) Em um setor de uma fabrica de automoveis trabalham oito estagiarios, dos quais

trés serdo promovidos. De quantas formas podem ocorrer essas promog¢oes?

Possibilidades de solucdo: enumeragdo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou

combinacao.
Solucéo:
C _8x7x6
837 3x2x1
C8,3 == 56

R: E possivel promover 3 entre 8 estagiarios da fabrica de 56 maneiras diferentes.

5) Seis amigos de faculdade resolveram fazer um churrasco no final de semana para
comemorar 0s bons resultados durante o semestre letivo. Mas ninguém queria ir ao
mercado fazer compras, entdo decidiram sortear trés deles: escreveram 0S homes
em papéis iguais e colocaram em uma caixa para o sorteio. De quantas maneiras

diferentes pode ser formado, por sorteio, o trio que irh ao mercado?

Possibilidades de solugdo: enumeragdo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou

combinacao.
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Solucéo:
6 X5X4
637 3x2x1
Ce3 = 20

R: O sorteio de 3 entre 6 amigos pode ocorrer de 20 maneiras diferentes.

6) Fabio comprou um cadeado com senha para colocar em sua bicicleta. A senha
desse cadeado € composta de quatro algarismos. Em uma brincadeira com Rodrigo,
seu irmao cacgula, Fabio o desafiou a descobrir a senha e deu uma dica: “A minha
senha termina com o algarismo 5 e ndo possui numeros repetidos”.

Sem ter nenhuma ideia a mais sobre a senha de Fabio, Rodrigo aceitou o desafio e
comecou a testar as possiveis senhas. Supondo que Rodrigo ndo tenha muita sorte

e sO acerte na Ultima tentativa possivel, quantas senhas no total ele tentara?

Possibilidades de solucdo: enumeracdo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou

combinacao.

Solucéo:

9x8x7 =504
R: Rodrigo testara 504 senhas.

7) Qual é o numero maximo de triangulos que vocé pode formar, tendo suas

extremidades nos pontos contidos nas circunferéncias a seguir?:

a) b)

Possibilidades de solugdo: enumeragdo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou

combinacao.
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Solucéo:
5X4X3 .
a) Cs3= porsri 10 tridngulos
6X5%X4 c A
b) Cez = ol 20 triangulos

R: E possivel formar 10 triangulos a partir de 5 pontos sobre uma circunferéncia e 20

triangulos a partir de 6 pontos sobre uma circunferéncia.

8) A vovo Nina possui trés quartos em casa. No proximo final de semana ir4 receber
qguatro netas para dormir em sua casa. De quantas formas as netas podem escolher
0s quartos para dormir? (Uma neta pode dormir em cada quarto, todas podem

dormir em um dnico quarto, podem dormir em duplas, etc.)

Possibilidades de solugcdo: enumeragdo (contagem direta ou arvore de possibilidades) ou

arranjo com repetigao.

Solucéo:

3x3x3x3=81

R: As netas de vovo Nina poderéao escolher seus quartos de 81 maneiras diferentes.

9) Um grupo é formado de sete alunos e trés professores. De quantos modos se

pode formar uma comissao de:

Possibilidades de solu¢do: enumeracdo (contagem direta ou arvore de possibilidades), ou

combinacéo.

a) cinco pessoas?

Solucédo
10X9X8X7X%X6

1057 5 4x3x2x1 =252

R: Ha 252 maneiras de formar comissdes com 3 entre 7 professores.
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b) sete pessoas, sendo que exatamente trés sdo professores?

Solucéo:
Sabendo que os trés professores fazem parte da comisséo, resta escolher os quatro alunos.

_7X6x5%x4
T4 x3x2x1
R: E possivel fazer a escolha de 35 maneiras diferentes.

35

C) guatro pessoas, sendo pelo menos um aluno?

Solucéo:

C7,1 : C3,3 + C7,2 * C3,2 + C7,3 : C3,1 + C7,4
7x1+4+21x%x3+35x%x3+35=210 comissdes

R: E possivel fazer a escolha de 210 comissdes diferentes.

10) Quatro atores, Juca, Max, Frank e Lucas estdo concorrendo aos papéis de
Aramis, Porthus e Athos: os trés mosqueteiros. De quantas formas diferentes podem

ser escolhidos trés desses atores para representar esses papéis?

Possibilidades de solucdo: enumeracdo (contagem direta ou arvore de possibilidades), PFC

ou arranjo simples

Solucédo
Az =4 X3 X2

Az =24

R: Os trés atores podem ser escolhidos de 24 formas diferentes.
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CAPITULO 5
O DESENVOLVIMENTO DA THA

Neste capitulo apresentaremos o desenvolvimento das atividades da THA em
sala de aula, em que buscamos verificar o desenvolvimento matematico e, em

seguida, as alteracdes propostas para a segunda versao da THA.

Introducéo

Na segunda quinzena do més de abril de 2010, foram realizados dois
encontros com as professoras colaboradoras da Escola de Santo André, para a
entrevista e a apresentacdo da THA inicial. Porém, ndo foi possivel um encontro
conjunto com todas as colaboradoras, por incompatibilidade de horarios. Com a
professora de Embu-Guacu foi realizado um encontro para a apresentacao da THA
na segunda quinzena de junho; no entanto, consideramos importante salientar que
mantivemos contato quase diario com essa professora para o relato das aulas que
nao foram acompanhadas pela pesquisadora e para discussdes sobre as atividades
propostas na THA.

As professoras P1, P2 e P3 concordaram com as atividades propostas,
sugerindo apenas a alteracdo na ordem de uma das atividades, adiando a
introducdo de uma tarefa que envolve agrupamentos que se diferenciam apenas
pela natureza dos elementos da primeira para a segunda atividade. Nao sugeriram
outras alteracdes. Nesses encontros, as docentes realizaram um estudo superficial

das atividades, o que talvez seja um dos motivos de néo haver questionamentos.

Quanto a docente P4, por fazer parte do grupo que esta desenvolvendo o
projeto no qual essa pesquisa esta inserido, colaborou na elaboracdo da primeira
versdo da THA meses antes de tornar-se professora colaboradora. Portanto,
apresentou sugestfes e questionamentos que nos auxiliou, porém, como nao era

docente colaboradora, suas sugestdes eram tidas como colaboragao do grupo para
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a elaboragédo da THA e n&o foram relacionadas. Por essa razéo, infelizmente ndo
poderemos descrevé-las.

Uma observacdo que acreditamos ser relevante é a afirmacdo das
professoras colaboradoras P1 e P3 sobre o fato de nunca terem trabalhado
situacdes sem a utilizagdo de férmulas. Declararam acreditar que os alunos teriam
dificuldades em trabalhar com situacdbes em que nao fossem definidos os
agrupamentos anteriormente e ndo se a apresentassem as formulas. Porém,
percebemos certa contradicéo, pois elas afirmam que a maior dificuldade dos alunos
€ exatamente esta: saber qual férmula utilizar, o que significa ndo identificar os tipos

de agrupamentos.

Entendemos que predomina entre essas docentes (P1 e P3) uma abordagem
fragmentada, em que cada tipo de agrupamento é apresentado e seguido de
exercicios de aplicacdo, tal qual observamos na andlise dos livros didaticos
adotados pela sua unidade escolar e usados por elas e por seus alunos como apoio
didatico. A P2 nunca ministrou aulas deste conteudo e admitiu ter dificuldades,
pedindo a pesquisadora auxilio para entender as atividades. Com essa professora,
atuamos também como formadores, pois as atividades foram resolvidas e explicadas

a ela, buscando esclarecer suas duvidas durante o desenvolvimento da THA.

A professora colaboradora P4, que comecou a desenvolver a THA
posteriormente ao trabalho com as demais professoras, afirmou ndo dominar
totalmente tal contetdo, tendo ministrado aulas do tema apenas uma vez, no ano de
2009, com o material da Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo. A seguir
apresentaremos as observacdes - escritas e gravadas em audio - e as analises
acerca do desenvolvimento das atividades pelos professores. Relatamos aqui
apenas dados que julgamos relevantes para a andlise da THA, a fim de evitar
detalhes desnecessarios. S&o parte da analise trechos que relatam caracteristicas
comuns dos professores e alunos, erros cometidos, estratégias utilizadas e

intervencdes dos professores que enriqueceram as atividades.
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5.1 A THA em sala de aula

Atividade diagnéstica

A atividade diagnéstica foi desenvolvida de forma semelhante pelas docentes,
gue nao fizeram intervencdes, porém instruiram os alunos a realizar a atividade com

bastante atencéo e ressaltaram a importancia de uma leitura criteriosa.

A Unica intervencéo feita pelas docentes durante a atividade diagndstica diz
respeito ao significado da palavra “anagrama”. Embora seu sentido estivesse
explicitado no enunciado da questdo 4, alunos de todas as turmas apresentaram
dificuldades em entender o que € um anagrama, o que indicou a necessidade de
alteracdo do texto para a ultima versdo da THA. As demais tarefas ndo foram motivo

de questionamentos por parte dos alunos.

Os alunos nédo apresentaram dificuldades na primeira questdo, 0 que era
esperado, pois a questdo envolve o produto cartesiano, que é recomendado pelos
PCN desde as séries finais do Ensino Fundamental I. As estratégias mais utilizadas
foram a contagem direta e a arvore de possibilidades, esta utilizada com maior
frequéncia entre os alunos de P4, em nimero pequeno entre os alunos de P1 e P3 e
ausente entre os alunos de P2. A arvore de possibilidades é um instrumento
importante utilizado no estudo de Combinatéria, pois auxilia na visualizacdo das
possibilidades de combinar os elementos e oportuniza ao aluno o exercicio do

raciocinio combinatorio e a sistematizacdo de formas de contagem.

As solucdes apresentadas nas demais tarefas reafirmam erros citados por
Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997) e Esteves (2001): auséncia de um
procedimento sistematico para a contagem, O que ocasionou a contagem por
excesso ou por falta de configuracdes, erro de ordem (considerar a ordem na
formacdo dos agrupamentos quando esta é irrelevante), erro de repeticdo

(considerar diferentes elementos repetidos).



158

2) Na ultima prova de matematica de 2009 a professora elaborou 5 questées (A, B,
C, D, E). Os alunos deveriam responder apenas trés. De quantas formas ele poderia

ter escolhido essas 3 questdes? Descreva as possiveis escolhas.
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Figura 22 — Protocolo de aluno - Atividade Diagndstica - falta de procedimento sistematico de enumeragdo

2) Na dltima prova de matematica de 2009 a professora elaborou 5 questdes (A, B,
C, D, E). Os alunos deveriam responder apenas trés. De quantas formas ele poderia

ter escolhido essas 3 questdes? Descreva as possiveis escolhas.
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Figura 23 - Protocolo de aluno - Atividade Diagndstica — erro de ordem

Apoés a analise da atividade diagnostica, orientamos as docentes sobre a
importéancia de mediar as atividades de forma que os alunos desenvolvessem
procedimentos sistematicos de enumeragdo e para isso consideramos
imprescindivel a exploracdo da arvore de possibilidades, assim como recomendado
por Esteves (2001), Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997), Correia, Fernandes
e Almeida (2009). Explicitamos que se trata de um importante instrumento utilizado

no estudo de Combinatoria, pois auxilia na visualiza¢do de todas as possibilidades e
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da forma de combinar elementos envolvidos em uma situacdo, além de ajudar na

sistematizacao do Principio Fundamental da Contagem.

Atividade 1

A atividade 1 foi desenvolvida em duplas (ou grupos), em todas as turmas,
por recomendacdo da pesquisadora, para que os alunos trabalhassem de forma
colaborativa.

As professoras P1, P2 e P3 apresentaram a atividade de forma semelhante.
Orientaram os alunos a resolver toda a atividade e informaram que ao final
realizariam as corre¢fes. Enfatizaram a importancia de uma leitura criteriosa, para
gue obtivessem sucesso na resolugdo das tarefas, e sugeriram que buscassem
discutir suas solu¢cdes com os colegas de dupla (ou grupo). Apds as orientacdes, as

docentes atendiam as equipes que solicitavam explicacdes.

A dinamica utilizada por P4 foi diferenciada: ela sempre solicitava aos alunos
gue resolvessem duas ou trés tarefas e, em seguida, corrigia e fazia mediagbes
coletivas, o que colaborava para ndo haver dispersdo e também para socializar os
conhecimentos, permitindo, assim, que todos acompanhassem as atividades. A
docente demonstrou preocupacdo em explorar as diferentes estratégias de resposta
apresentadas pelos discentes, 0 que ocasionava uma participacdo mais efetiva
destes.

As diferentes representacdes contidas na tarefa inicial colaboraram para que
os alunos iniciassem uma organizacdo na enumeracao nas tarefas seguintes. O uso
da arvore de possibilidades pelos alunos passou a ser mais frequente nas demais
tarefas, mesmo naquelas em que o enunciado nao fizesse recomendacdes relativas

a esse tipo de representagao para enumeracao.

A tarefa 1 ndo ofereceu dificuldades entre os alunos de P1, P3 e P4. Vérias
duplas de P2 apresentaram dificuldades para construcdo da arvore de
possibilidades, solicitando auxilio da docente, que optou por construir na lousa a

arvore de possibilidades, ja que a dificuldade era comum aos alunos.
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A tarefa 2 foi causadora de dificuldades entre os alunos, que n&o conseguiam
enumerar todas as possibilidades, o que, segundo a docente P1, era devido ao
namero de possibilidades. Porém inferimos que a dificuldade ocorre pelo fato de nao
conseguirem fazer a enumeracdo de maneira organizada. Esperdvamos que 0S
alunos optassem pela arvore de possibilidades, porém percebemos que, entre os
que optaram por essa representacdo, houve aqueles que desistiram por nao
conseguir organiza-la, confundindo-se quanto as cores que poderiam utilizar nas

casas seguintes.
P1 orientou a organizacao da tarefa da seguinte forma:

P1: Fixem a cor da primeira casa e troguem a cor das vizinhas de maneira
organizada, depois pensem em como ficaria se mudar a cor da primeira casa. A

arvore pode ajudar voceés.

Os alunos que responderam corretamente optaram pela construcao parcial da
arvore de possibilidades ou pelo Principio Fundamental da Contagem.
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2) Para pintar um conjunto de 5 casas dispdem-se dos seguintes dados:

e Contam-se com 3 cores diferentes (azul, amarela e verde)
e Cada casa é pintada com apenas uma cor
e As casas estdo em sequéncia do mesmo lado da rua
o Deseja-se que duas casas vizinhas ndo seja pintadas com a mesma
cor.

Calcule de quantos modos as casas podem ser pintadas.

Por exemplo, duas possibilidades sao:

Primeira Segunda
azul verde amarelo azul verde azul amarelo verde azul verde
P <
Ve
,/

Figura 24 - Protocolo de aluno - Solugdo correta da tarefa 2 da atividade 1

As demais duplas de P1 apresentaram resultados intuitivos, sem o uso de
nenhum tipo de estratégia. Ocorria, mesmo, de iniciarem a enumeracéo e, por falta

de um procedimento sistemético, ndo a terminarem.

Os alunos das demais colaboradoras apresentaram dificuldades na mesma

guestdo. Porém, o auxilio prestado por elas foi diferenciado.

A colaboradora P2 optou por construir parte da arvore de possibilidades na
lousa, junto com os alunos. Iniciou com a cor azul e construiu todos 0s ramos,
obtendo as 16 possibilidades e, a partir disso, os alunos calcularam o produto entre

16 e 3 como forma de obter o total de possibilidades de pintar as casas.
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A professora P3 optou por utilizar a multiplicagdo. Colocou cinco quadrados
na lousa, representando as cinco casas e perguntou aos alunos quantas cores

poderiam utilizar:
P3: Quantas cores podem ser usadas pra pintar a primeira casa?
Alunos: Trés.

P3: T4, se usamos uma dessas trés aqui, € ndo posso usar ela na vizinha,

sobrou quantas cores pra poder pintar a segunda casa?
Alunos: Duas.
P3: Legal. E pra terceira?

Alguns alunos responderam uma cor, e a professora afirmou que estava

errado, pois a cor da primeira casa poderia ser utilizada novamente. Entéo:
P3: Agora temos: 3, 2, 2, 2, 2, é s6 multiplicar tudo que da o resultado.

Uma dupla questionou a docente sobre o porqué da multiplicacéo, e ela
respondeu que era a conta que fazia o resultado dar certo, sem outras explicagoes.
A dupla pediu auxilio a pesquisadora, que solicitou aos alunos que construissem a
arvore de possibilidades para a tarefa; apds isso, perguntou o que ocorria para cada
um dos ramos iniciais da arvore. Os alunos perceberam que cada ramo inicial
possuia 0 mesmo numero de ramos na segunda parte e compreenderam o motivo

do uso da multiplicacéo.

Inferimos que a orientacdo dada pela docente ndo auxiliou o entendimento
dos alunos e encaminhou-os para o uso da multiplicacdo, sem que percebessem a
sua validade. A docente forneceu a informacédo, porém nao mediou a atividade de

forma que os alunos construissem o conhecimento.

Percebemos que os alunos de P3 passaram a utilizar a multiplicacdo na
resolucdo das demais tarefas, mesmo sem ter compreendido; afirmavam que o

importante era chegar a um resultado numérico satisfatorio.
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A docente também apresentou explicacdo de como calcular o nimero de
anagramas e como determinar o nimero de possibilidades de enfileirar cinco amigos
a partir da multiplicacdo. O fato de a docente ter apresentado apenas situacfes em
que eram usados todos os elementos na ordenacdo dos agrupamentos
(permutacdes) conduziu os alunos a sempre realizar a multiplicagdo até usar a

totalidade dos elementos, como podemos perceber no protocolo seguinte:

Tarefa 3 : Jogos

Carlos, Rena'ta,.Fabiano, Pedro, Daniela e Andr
campeonato € disputado individualmente. Quanta
colocados (campedo e vice-campe&o)?

€ia sdo .amigos e part?ci_paréo de um campeonato de cartas O
$ € quais sdo as possibilidades de ocorréncia dos dois primeiros

-/

Figura 25 - Protocolo de aluno - Solugdo incorreta da tarefa 3 da atividade 1

As observacfes das aulas de P3 ocorreram apenas durante a atividade 1,
pois a docente optou pelo uso das férmulas para dar continuidade as aulas de
Analise Combinatoria.

A professora P4, diante da dificuldade dos alunos na tarefa dois, optou por

uma dinAmica em sala:

P4: Vamos supor que tenho nessa sala criangas, mulheres e homens. E s6

temos trés cadeiras.

A professora colocou trés cadeiras na frente da sala e convidou alunos para
participar da atividade. Trés alunos representaram homens, trés alunas
representaram mulheres e outros trés representaram criangas. Salientou que as
pessoas nao se diferenciavam dentro do grupo, o que era importante era o fato de

ser homem, mulher ou criancga.

P4: Temos trés cadeiras para acomodar trés pessoas, mas duas pessoas de

mesma espécie (homem, mulher ou crianga) nunca podem estar juntas.

P4:. Entdo, se 0 homem sentar na primeira cadeira quem podera sentar na

segunda? E na terceira?
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A docente manteve um “homem” na primeira cadeira e foi trocando os demais
alunos, com o objetivo de que percebessem que a posi¢cdo ocupada pelos alunos
diferenciava as sequéncias formadas, porém precisavam ter cuidado com a
condicdo de ndo serem vizinhas duas criangas, ou dois homens, ou duas mulheres.
As configuragBes eram anotadas na lousa. Apds esgotar todas as possibilidades
com um homem sentado na cadeira, a docente trocou esse aluno por outro, que

representava a mulher, e questionou:

P4. E agora, colocamos uma mulher aqui. De quantas maneiras vamos

conseguir mudar seus vizinhos?
Os alunos perceberam que obteriam o mesmo nimero de configuracdes.

Este exemplo, além de promover uma participacdo ativa dos alunos, permitiu

gue entendessem e resolvessem a tarefa dois.

A docente P1 sugeriu que esta atividade fosse apresentada em um momento
posterior da THA, ja que os alunos ainda ndo conseguiam utilizar um procedimento

sistematico de enumeracédo, como a arvore de possibilidades, por exemplo.

Optamos, entdo, por adiar a proposta desta tarefa na nova versdo da THA,
pois acreditamos que assim 0s alunos ja teriam maior familiaridade com a
enumeracdo de forma sistemética e também com o uso do PFC como estratégia de
solucéo.

As tarefas 3, 4 e 5 foram resolvidas sem muitos questionamentos. O fato de
as questdes 3 e 4 solicitarem o numero de agrupamentos e também a descricao
destes auxiliou os alunos a validarem suas respostas. Percebemos que os alunos
mobilizaram o uso da multiplicacdo apds essas atividades, pois iniciavam com a
descricdo dos agrupamentos e, apOs isso, apresentavam a multiplicacdo, que

validava a resposta; ndo contavam apenas o que haviam enumerado.

Na sexta tarefa, os alunos de P3 utilizaram a multiplicagéo, assim como nas
demais. Inferimos que isso se deve ao fato de a docente ja ter dito aos alunos que

era para ser resolvido dessa forma; nenhum aluno buscou enumerar 0s anagramas.
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Observamos que aproximadamente 80% dos alunos de P1 ndo responderam
as duas ultimas tarefas. Inferimos que um motivo para que isso ocorra € o fato de a
sistematizacdo dos conhecimentos ocorrer apenas ao fim das atividades. Os alunos
esperavam pela explicacdo da docente, em perceptivel dependéncia da explicacéo

para resolver as questdes. Podemos observar tal comportamento no trecho a seguir.
Aluna Ana Paula: Professora, a senhora vai explicar esse de anagramas?
P1: Vocés conseguem fazer. Vou corrigir depois que terminarem.

Aluna Ana Paula: Vamos esperar ela fazer um, entédo, depois a gente faz o

resto.

Os alunos de P2 apresentavam maior autonomia. Buscavam resolver ou
iniciar as atividades e depois perguntar a docente se a estratégia que estavam

utilizando era adequada.

Aluno Joan: Professora, estou fazendo assim (e mostra a construcdo da

arvore para a primeira palavra). Esse jeito que escolhi serve?

P2: Serve. Ta certo. Mas vai fazer assim para todas as palavras? Acho que
vai dar trabalho.

Aluno Joan: E, ndo d&. Vou achar outro jeito.

A escolha por atividades com poucos elementos, que podem ser resolvidos
por enumeracao, além de proporcionar situacdes em que os alunos identificariam a
multiplicacdo (PFC) como estratégia de solucdo, também foi fator motivador para

alguns alunos, como podemos perceber na seguinte fala do aluno de P2:

Aluno Adonias: Se matematica fosse sempre assim, eu ia aprender. Essa

atividade eu vou conseguir!

A docente P4 optou por inserir o simbolo de fatorial ja na primeira atividade.
Isso ocorreu devido ao fato de a professora inserir exercicios durante a THA,
incluindo varios anagramas, o que a fez sentir a necessidade de inserir o simbolo

para simplificar a notagcdo. Também sistematizou a permutacéo apoés esta tarefa.
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A observacdo do desenvolvimento das aulas e o uso do fatorial de forma
adequada por esses alunos indicaram-nos a possibilidade de antecipar o uso do
fatorial na segunda versdo da THA. Porém optamos por deixar essa antecipacao a
critério do docente, jA que as demais docentes, durante a discussdo apos o

desenvolvimento da THA, ndo entenderam necessaria essa antecipacao.

A sexta e sétima tarefas contribuiram para que os alunos utilizassem um
raciocinio recursivo, como podemos perceber na resposta dada a sétima atividade.

Veja a seguir:

- Tarefa 7 — Socializagdo
Objetivo: Essa tarefa tem o objetivo especifico de socializar o uso das representagbes e mostrar suas limitagdes.

O uso da arvore de possibilidades e outras representagdes como tabela de dupla entrada ou diagrama de Euler-Venn
sdo importantes ferramentas para a enumerag&o das possibilidades auxiliando o entendimento do raciocinio
envolvido nas situagdes de analise combinatéria. N&o podemos negar sua eficiéncia, porém, sua utilizagdo nem
sempre é conveniente, como vocé pode perceber se construir a arvore de possibilidades para a palavra ESCOLA.

Portanto, precisamos de estratégias mais eficazes ou apropriadas quando temos um aumento no nimero de
elementos que fardo parte de nossos agrupamentos, e € isto que veremos has préximas atividades.

Como vocé determinou o nimero de anagramas para a palavra ESCOLA?

VAN > § 25
@

Figura 26 - Protocolo de aluno —Solugdo da tarefa 7 da Atividade 1

ATIVIDADE 2
A atividade 2 foi desenvolvida em duplas em todas as turmas.

Nesta atividade introduzimos situagbes que envolviam combinagcdo simples e

permutacdes com repeticao.

A tarefa 2 envolve uma situacdo de combinacdo simples e foi motivo de

guestionamentos, 0 que era esperado, pois o erro de ordem € um dos mais

frequentes no estudo da Analise Combinatoria, de acordo com os resultados das
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pesquisas apresentadas. Para Correia, Fernandes e Almeida (2009), este € o

segundo erro mais frequente no estudo do tema.

Nesta tarefa, os alunos ja estavam utilizando o produto como estratégia de
solugcdo e optaram pela multiplicacdo 6 x5 para determinar quantas duplas
poderiam ser formadas entre seis amigos. Assim, o fato de a tarefa solicitar que as
duplas fossem descritas auxiliou na busca por outra estratégia, pois a descricdo das
duplas néo validava o resultado numérico obtido. Podemos verificar isso na seguinte

fala de alunos de P1:

Felipe e Mike: Fazendo conta ia dar 30, mas montei as duplas e deu 15, ndo

tem ldgica isso!
P1: Por que vocés fizeram 6 x 5?
Felipe e Mike: Porque sao 6 pessoas e depois 5, ai deu 30.

P1: Ta bom, e qual a diferenca desses 15 para os 30 que vocé fez seguindo

as atividades anteriores?

Felipe e Mike: A ordem, da. Sao duas pessoas, tem que dividir por dois.

Tarefa 2: Campeonato de Cartas \
A segunda rodada do campeonato de cartas realizado pelos amigos Carlos, Renata, Fabiano, Pedro, Daniela e
Andréia sera disputado em duplas. Quais e quantas sao as duplas possiveis de ser formar com os seis amigos?

\ o~ - ~— ” S
\ \ /’
| ) 7

- nw ot | —=/(Z

-

Figura 27- Protocolo de aluno - Solugdo correta da tarefa 2 - Atividade 2

Inferimos que os alunos comecam a entender que, quando a ordem nao é
relevante, deve-se utilizar a divisdo como parte da estratégia de solucdo. Mas
observamos, em seus comentarios posteriores, que inicialmente haviam entendido
gue a divisdo deveria ser realizada pelo nimero de pessoas, e nao pelo numero de

disposicdes diferentes que essas pessoas poderiam apresentar.

Felipe e Mike: Se for trio, dividiremos por trés.
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A docente informou que verificariam se essa constatacéo era verdade com as

proximas atividades.
Para outra dupla, P1 optou por exemplificar utilizando as préprias alunas:

P1: Imagine vocés 5, escolhe uma dupla. Escolheu? E a Unica possivel? [...]
Ah, ta, a dupla é a Bia e a Paula, se eu escolher a dupla Paula e Bia, o que

acontece?
Aluna Ana Paula: N&o pode.
P1: Por qué?
Aluna Ana Paula: Porque é a mesma, né!
P1: Ah, ta, entdo ta bom. E dai?
Aluna Ana Paula: Vai dar a metade, porque € dupla.

A docente saiu do grupo. Podemos inferir que os alunos entenderam que

nessa questéo a ordem dos elementos era irrelevante.

Ao final da atividade, a docente P1 optou por escolher apenas algumas
tarefas para correcdo. Entre elas, corrigiu a tarefa 4, mas cometeu um engano na
correcdo, que acreditamos ser prejudicial, uma vez que os momentos de correcao
eram 0s unicos em gue todos os alunos realmente se concentravam na atividade. O
erro cometido pela docente reafirmou a divisdo pelo nimero de elementos, e ndo
pelo numero de permutacBes possiveis desses elementos. A correcao apresentada

foi:
Tarefa 4: Em um grupo de oito amigos de uma sala de aula:

c) quantos grupos diferentes de duas pessoas podemos formar?

8><7_56_28
2 2
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P1. Para escolher a primeira pessoa, temos oito possibilidades e para a
segunda, sete. Entdo, 8 vezes 7; porém sdo duas pessoas, e ndo importa a ordem

delas; por isso dividimos por 2.

d) quantos grupos diferentes de trés pessoas podemos formar?

8x7x6 336

=112
3 3

P1. Para escolher a primeira pessoa, temos oito possibilidades; para a
segunda, sete; e para a terceira, seis. S6 que aqui devemos dividir por trés porque

Sao trés pessoas.

Alertamos discretamente a docente quanto ao erro, e ela afirmou ter sido
distragdo, mas, como estava no fim da aula, iria rever a corre¢do na aula do dia
seguinte. E assim o fez. Porém inferimos que, mesmo com a correcao, este foi um
momento prejudicial, pois reafirmou um erro que os alunos estavam cometendo. Na
aula seguinte, por ser sexta-feira, houve um numero considerado de alunos

ausentes, que acabaram ficando sem a correcéo do erro.

A docente P1 dirigia-se aos alunos sempre que solicitavam auxilio e
explicacbes. Nesta atividade, comecamos a notar que a falta de momentos de
mediacao coletiva e de sistematizacdo estava desmotivando os alunos, pois agueles
que apresentavam maiores dificuldades estavam deixando de ter empenho em

solucionar as atividades e passavam a esperar pela correcéo.

A partir desta constatacao, verificamos a necessidade de, na reformulacdo da
THA, optar por atividades com menores quantidades de tarefas e propor atividades

gue exijam do docente a mediacao e a sistematizacdo dos conhecimentos.

A docente P2, assim como na atividade anterior, diante dos questionamentos
de diferentes duplas sobre as mesmas questbes, optava por resolver a tarefa na
lousa. Embora ela, nas atividades iniciais, precisasse com frequéncia consultar o
gabarito para auxiliar os alunos, esta pratica diminuiu com o decorrer das tarefas. P2
realizou a correcao de todas as tarefas, porém, percebemos um comportamento que

nao condiz com a pratica construtivista: a correcdo foi realizada apenas pela
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docente, e os alunos ndo foram questionados quanto a possibilidade de solucdes
e/ou estratégias diferentes.

As duas professoras foram atenciosas com o0s alunos e prestaram
atendimento, quando solicitadas. Porém percebemos que a turma de P1 solicitava
atendimento individual para repetir orientagbes iniciais. Os alunos eram
extremamente dependentes e, por muitas vezes, dispersos e entretidos com outras

coisas, como ouvir musica ou discutir assuntos alheios a aula.

Os alunos de P2 apresentavam um comportamento investigativo maior. Eles
se mostravam menos dependentes das explicagdes iniciais da docente. As duplas
iniciavam as atividades antes das orientacbes. Buscavam solucionar tarefas e
solicitavam ajuda apenas quando apresentavam dificuldades, enquanto os alunos de
P1 aguardavam pelas explicacdes antes de iniciar as atividades e portavam-se de
forma que, se as explicacdes ndo antecedessem as atividades, seria como se eles

mesmos ndo devessem ou ndo conseguissem resolver as tarefas.

Os alunos de P4 apresentavam maior autonomia entre todas as turmas.
Inferimos que a postura da docente de sempre mediar e sistematizar 0s
conhecimentos, além de explorar as diferentes solu¢des apresentadas pelos alunos,
com o objetivo de mostrar os pontos positivos de cada uma, e, durante as
discussdes, fazer com que os alunos encontrassem possiveis falhas e ndo apenas
apresentar 0s erros proporcionava aos alunos maior confianca para realizar seus

trabalhos.

Na atividade 6, o numero reduzido de triangulos que poderia ser formado a
partir dos vértices de um quadrado e pentdgono permitiu que os alunos optassem
pela enumeracdo. Assim, por sugestdo de P1l, para a segunda versdo da THA,
alteramos a figura: optamos por um octégono em vez do quadrado inicialmente

proposto.

A tarefa 7 foi excluida para diminuir o nimero de atividades e direciona-las de

acordo com objetivos mais especificos.
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A tarefa 3 da atividade 1 serd trabalhada juntamente com a tarefa 3 da
atividade 2, com o objetivo de explorar a diferenca entre 0s agrupamentos e propor

momentos de mediacao docente.

Na tarefa 4, por sugestdo de P3, incluimos mais palavras, para evitar que 0s
alunos entendam que a divisdo deva ser realizada pelo nimero de letras repetidas.
No estudo dessas palavras, a docente buscou compara-las com as palavras
propostas para os anagramas da tarefa 6 da atividade 1, a fim de auxiliar os alunos

no entendimento da divisdo pelo numero de permutacdes das letras repetidas.

As palavras ali inseridas foram utilizadas pela docente P4 no desenvolvimento
da THA, como podemos observar a seguir:
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Figura 28 - Imagem da lousa na resolugdo de anagramas

As tarefas 8 e 9 foram desenvolvidas pelos alunos de todas as turmas, sem
muitos questionamentos. O Principio Fundamental da Contagem e a divisdo foram
utilizados de forma adequada pelos alunos, salvo exce¢des. Na tarefa 9, os alunos
de P4 apresentaram uma possibilidade de solucdo — que apresentaremos a seguir
— que nédo ocorreu com nenhuma dupla das outras turmas. Vale lembrar que a
primeira possibilidade foi apresentada por alunos de todas as turmas, ja a segunda

possibilidade foi apresentada apenas por alunos de P4.
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Tarefa 9 - lluminagéo

Em um galpdo exi_stem 5 pontos de luz. De quantas maneiras diferentes podemos iluminar esse galpao? (Lembre-se
ele s6 ndo estara iluminado se todas as luzes estiverem apagadas)

Figura 29 - Protocolo de aluno — Solugdo correta da tarefa 9 - Atividade 2 (P2)

Tarefa 9 - lluminagéo

Em um galpéo existem 5 pontos de luz. De quantas maneir. i ilumi
im g Isterr 3 as diferentes podemos iluminar ? -
ele s6 ndo estara iluminado se todas as luzes estiverem apagadas) v S b el

-~ ‘)

Figura 30 - Protocolo de aluno — Solugdo correta da tarefa 9 - Atividade 2 (P4)

Nesta resolugdo, os alunos optaram por determinar o numero de
configuracbes possiveis de estar iluminado o galpdo, a partir do numero de

lampadas que poderiam estar acesas, enquanto os demais alunos optaram por
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determinar o nimero total de possibilidades de encontrar as lampadas (acesas ou
ndo) e excluir a Unica possibilidade que nado satisfaria a questdo, que é todas
estarem apagadas. Podemos inferir que a escolha por essa opc¢ao talvez tenha
ocorrido pelo fato de P4, em suas mediacdes e intervencdes, buscar sempre
valorizar as diferentes estratégias dos alunos, evitando apresentar uma resposta

Unica para as atividades.

ATIVIDADE 3

A terceira atividade teve por objetivo a sistematizacdo do Principio
Fundamental da Contagem e do uso da divisdo para os casos de sobrecontagem. A
orientacao era de que as docentes deveriam propor debates para a sistematizagéo,
de forma que os alunos identificassem as caracteristicas que determinariam a

escolha de cada estratégia de solucao.

A docente P1 optou por apenas entregar a atividade aos alunos como um
texto explicativo, sem fazer a sistematizacdo. Inferimos que isso prejudicou o
desenvolvimento da THA, ja que os alunos passaram a usar a tarefa como material
de consulta. Consideramos a sistematizacdo fundamental na aprendizagem de

qualguer tema matematico.

A docente P2 faltou no dia destinado a sistematizacdo, e essa aula foi
ministrada pela pesquisadora. Esta optou por, antes de entregar a atividade 3 aos
alunos, apresentar exemplos na lousa e, a partir deles, propds uma discussao sobre
as caracteristicas de cada situacdo, para, a partir dai, identificar que estratégias

deveriam ser utilizadas.
Os exemplos foram:
“1- Quantas centenas podemos formar com os algarismos 1, 2 e 3?”
“2- Quantas centenas podemos formar com os algarismos 1, 2, 3,4 e 57”

“3- De quantas formas podemos ter 0 campedo e 0 vice-campedo entre 0S

competidores A, Be C?”
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“4- Quantas duplas podemos formar com os amigos A, B e C?”
“5- Quantos sdo os anagramas possiveis das palavras AZUL e CORO?”

Apoés elencar as caracteristicas citadas pelos alunos, pediu que formassem
frases que explicassem o que entenderam. Os alunos resumiram suas falas nas

seguintes frases:
“Se a ordem é importante, usamos a multiplicagéo (PFC).”

“Se a ordem néo é importante, utilizamos a multiplicacdo e depois a diviséo,

para ndo repetir os grupos”.

“‘Se tem elementos repetidos, também usamos a divisdo para nao contar

varias vezes o0 mesmo grupo”.

Em seguida, a pesquisadora entregou a atividade 3 aos alunos e pediu que
uma aluna lesse em voz alta para a sala. Os comentarios dos alunos mostraram

satisfacdo em perceber que haviam descrito as caracteristicas corretamente.

Aluno Lucas: E o que a gente falou. Ndo falamos com as mesmas palavras,

mas esta certo.

Aluno Carlos: E. Entdo tem mesmo que olhar a ordem e se tem “coisa”

repetida.

Inferimos que esse momento de discussao foi importante para os alunos, pois
eles mostraram confianca em expor suas opinides durante as discussdes, sem

grandes preocupacfes em falar algo incorreto.
Aluno Joan: Assim € mais legal, a gente ndo acha que sempre ta errado.

A atividade com a turma de P4 foi lida pelos alunos e rapidamente discutida,
pois, como a docente sempre corrigia e propunha discussdes com o0s alunos apos
dois ou trés exercicios, essa sistematizagdo ja havia ocorrido durante a atividade 2;

portanto, a atividade 3 serviu como um momento de rever o que haviam aprendido.
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ATIVIDADE 4

Esta atividade foi elaborada para ser trabalhada individualmente, com o
objetivo de os alunos mobilizarem seus conhecimentos. Mas, por sugestdo das
docentes P1 e P2, ela foi realizada como avaliacéo por todas as docentes, que, para
isso, sugeriram a exclusdo da tarefa 1, pois para uma avaliacdo seria necessario

reduzir o nimero de tarefas.

Entre os alunos de P1, o resultado apresentado poderia ser considerado
satisfatorio, ja que, analisando os protocolos, o indice de acertos foi elevado para
todas as questdes, proximo a 80%, mas podemos inferir que o sucesso nao foi real,
ja que ndo se deve a participacao efetiva dos alunos na THA. A cOpia das respostas
dos colegas foi pratica comum nesta avaliacdo. Aproximadamente 10 alunos
resolveram a atividade realmente como avaliacdo, e os demais copiaram destes ou
resolveram consultando a atividade 3, que foi cedida pela docente como material de

consulta.

O desenvolvimento da THA foi encerrado com a turma de Pl apds a
avaliacdo, por decisdo da docente. Ela afirmou que, por ser uma turma que
participaria do SARESP'!, ela necessitava trabalhar os contetidos visando a essa
avaliagdo. Além disso, considerava satisfatorio o desenvolvimento dos alunos até

aguele momento.

Os alunos de P2 resolveram a avaliacdo sem consultar nenhum material e
sem questionar a docente. Percebemos que a dificuldade em identificar a
importancia ou ndo de ordenacdo nas questdes e a escolha das estratégias de

solucdo diminuiram consideravelmente com o desenvolvimento da THA.

' SARESP: Sistema de Avaliacdo de Rendimento Escolar do Estado de S&o Paulo
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¢) Grupos de 5 alunos, escolhidos entre os 40 alunos de uma sala, para participarem de um evento.

d) Formas de arrumar 6 livros diferentes em uma estante.

e) Misturas obtidas juntando-se volumes iguais de 3 liquidos, escolhidos entre 6 disponiveis.

Figura 31 — Protocolo de aluno - Solugdo correta de parte da tarefa 1 da atividade 3

Aproximadamente 30% dos alunos identificaram corretamente a caracteristica
(ordem), porém néo utilizaram a estratégia correta, ou seja, a divisdo, 0 que permite
inferir que, apos a atividade de sistematizacéo, talvez seja necessaria a proposta de
tarefas para que os alunos explorem as estratégias corretamente, como era o

objetivo inicial desta atividade.

Entre os alunos de P4 o mesmo ocorreu: percebemos que identificaram
corretamente a importancia da ordem, mas, em alguns casos, nao utilizaram a

estratégia adequada.

ATIVIDADE 5

Esta atividade teve como objetivo sistematizar os tipos de agrupamentos:

arranjos simples, permutacdes simples e com repeticdo e combinacgdes simples.

O fatorial foi inserido nesta atividade, na sistematizacdo de permutacoes.
Porém, ele ndo foi utilizado pelos alunos de P2, pois ja estavam habituados a

resolver sem esse simbolo.

Na mediacao realizada pela docente P2 acreditamos que foi insuficiente a

exploracéo da relacdo que ha entre os diferentes agrupamentos e também de suas
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caracteristicas. A professora corrigiu as atividades, mas com pouca participagdo dos

alunos, em um momento que considerdvamos importante.

Inferimos que a atividade 5 foi adequadamente explorada pela docente P4.
Cada tarefa era discutida e corrigida antes de iniciar a tarefa seguinte. A docente, a
cada atividade, solicitava aos alunos que identificassem palavras que eram
importantes para cada situacdo. Palavras como “ordem”, “total” e “parcial” eram

sempre mencionadas tanto pela P4 como por seus alunos.

Na correcdo de cada atividade, a docente sempre buscava envolver 0s
alunos, de forma que todos expusessem suas estratégias. E, quando alguma
possivel estratégia ndo era citada, a docente questionava os alunos quanto a

possibilidade de uma forma diferente.

Durante a sistematizacdo de cada conceito, P4 recorria a tarefas realizadas

anteriormente na THA para validar as estratégias que estavam utilizando.

Inferimos que a proposta da atividade 5 com mediacdo adequada da docente
P4 proporcionou a diminuicdo na dificuldade de identificar caracteristicas que
diferenciam os tipos de agrupamentos, citada por Batanero, Godino e Navarro-
Pelayo (1996).

Durante essa atividade, docente e alunos construiram um quadro para

resumir as caracteristicas discutidas no trabalho.

ORDEM TOTAL DE ELEMENTOS

PERMUTACAO SIM SIM

ARRANJO SIM NAO

COMBINACAO NAO NAO
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Ao fim da primeira tarefa, os alunos identificaram a relagdo entre os

agrupamentos, como podemos perceber nas falas:

7

Aluna Nathalia: O arranjo é a permutacdo vezes a combinacdo, e a
combinacao é a divisdo do arranjo pela permutacéo.

Varios exemplos utilizados pela docente foram deixados na lousa

propositalmente. Assim, ela iniciou a tentativa de uma generalizagéo:
P4: Como poderiamos fazer uma formula para Arranjos?

ApoOs algumas discussfes, o0s alunos apresentaram que um arranjo pode ser
escrito como “a divisdo entre o fatorial de todos os elementos e o fatorial do que

sobra (dos elementos que ndo séo utilizados)”.

total !

Arranjos = ———
J sobra!

P4: Precisamos melhorar isso. Se chamarmos o total de n e o nimero de

elementos que vamos usar de p, como ficaria?

Trés duplas chegaram a férmula 4,,,, = (n%!p)'.

A discussdo e a correcdo das atividades foram concluidas. E, assim como

para a formula de arranjos, os alunos, com mediacdo de P4, chegaram a formulas

de combinagéo simples.

Para a férmula de combinacdo simples, os alunos partiram da relacao

. ~ A j . , ., .
Combinacio =-——22>__ e substituindo as féormulas j& encontradas de arranjos e
permutacio

~ . , A
permutacdes, determinaram a férmula C,,,, = %
P
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ATIVIDADE 6

Esta atividade nao foi desenvolvida em sala de aula por nenhuma das
docentes.

Para a segunda versdo da THA, optamos por atividades com um numero
menor de tarefas, porém, buscamos fazer adaptacdes, de forma que exijam maior
mediacao dos docentes. Acreditamos que, dessa forma, evitaremos a dispersao dos
alunos e o possivel desanimo com o desenvolvimento da THA. Essa inferéncia
partiu da observacdo das aulas de P4 e também das aulas de P2, pois percebemos
qgue, quando esta docente afirmava ter tido tempo para preparar as atividades, suas
mediacdes eram enriquecidas, e as aulas aconteciam com maior envolvimento dos
alunos. E, com as mediacdes e as sistematizacdes de P4, sempre apos um reduzido
namero de tarefas, era proporcionada a participacdo dos alunos de forma que
consideramos satisfatéria, ja que mesmo aqueles que apresentavam um pouco mais
de dificuldades, com as mediacGes, conseguiam acompanhar os colegas no

desenvolvimento das atividades.

5.2 . ALTERACOES NA THA

Apresentaremos neste tOpico apenas as alteracdes realizadas na THA. A
segunda versao da THA sera apresentada na integra em anexo. Exporemos aqui
apenas tarefas que tenham sido incluidas ou modificadas e suas respectivas

solucdes.

A sugestdo das docentes apds o desenvolvimento da THA foi referente a
diminuicdo do nimero de tarefas por atividade. Concordamos com a sugestéao, com
o propoésito de, com um menor numero de tarefas, ser possivel propor a
sistematizacdo, de forma a abranger os alunos que apresentem dificuldades. A
correcdo e a sistematizacéo realizadas apenas apés um grande numero de tarefas
nao se mostraram eficazes: causaram dispersdo e desinteresse em grupos de

alunos.
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No que se refere a proposta de tarefas, a modificacdo, ou a exclusao de tarefas
especificas, as sugestbes foram pontuais. Portanto, a escolha de tarefas a serem

excluidas ou alteradas foi quase integralmente realizada pela pesquisadora.
Atividade Diagndstica - ndo foi alterada.
Atividade 1
A tarefa 1, “Montando um lanche”, foi mantida sem alteragdes.

A tarefa 2, “Pintando Casas”, foi excluida desta atividade e incluida na atividade
6, por sugestdo de P1. A docente afirmou que a atividade ndo era condizente com o
momento, pois 0s alunos ainda apresentavam dificuldades na enumeragao

sistematica e ndao mobilizavam o PFC.

A tarefa 3, “Jogando”, foi transferida para a atividade 2, para ser desenvolvida
com a tarefa “Campeonato de Cartas”. Temos, com isso, o objetivo de proporcionar

ao aluno a percepcao da relevancia ou nao da ordem nos agrupamentos.

As demais tarefas (4, 5, 6 e 7) foram mantidas sem alteracdes.

Atividade 2

As tarefas 1, 5 e 7 foram excluidas. Como o objetivo desta atividade é
encaminhar os alunos para o uso do Principio Fundamental da Contagem e a
identificacdo da relevancia ou ndo da ordem nos agrupamentos, julgamos que tais
tarefas poderiam ser excluidas, uma vez que o niamero de agrupamentos formados
em cada uma delas ndo exige do aluno a mobilizacdo desse principio, poderia optar
pela enumeracdo. Tais tarefas tampouco sdo questionadoras para a questdao da

ordem.
A tarefa 2, “Bilhar”, foi mantida sem alteracoes.

Na tarefa 3, “Campeonato de Cartas”, incluimos a tarefa trés da atividade um,
cOmo mencionamos anteriormente, com o0 proposito de iniciar a percepcédo da

relevancia ou ndo da ordem nos agrupamentos como determinante para a escolha
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de uma estratégia adequada de resolucdo. A tarefa entdo ficou organizada da

seguinte forma:

Tarefa: Campeonato de Cartas

1) Carlos, Renata, Fabiano, Pedro, Daniela e Andréia sdo amigos e participardo de
um campeonato de cartas. O campeonato € disputado individualmente. Quantas e
guais séo as possibilidades de ocorréncia dos dois primeiros colocados (campedao e

vice-campedao)?

2) A segunda etapa do campeonato de cartas serd disputado em duplas. Quais e

guantas séo as duplas possiveis de serem formadas com 0s cinco amigos?

3) Observe as duas questdes anteriores. O que as diferencia?
Solucdo: Esperamos que o aluno identifique a ordem como diferenciador das

guestdes.

Para a tarefa 4, “Anagramas”, incluimos, por sugestdao de P4, o item quatro,
contendo palavras com numero diferenciado de letras repetidas. A tarefa

“‘Anagramas” ficou organizada da seguinte forma:

Tarefa : Anagramas

1) Sabemos que a palavra RUA possui seis anagramas, que sdo RUA, RAU,
ARU, AUR, URA, UAR. A palavra ASA possui 0 mesmo numero de letras que
a palavra RUA. Vocé pode afirmar que as duas palavras possuem o mesmo

namero de anagramas? Justifique.

2) O mesmo ocorre com as palavras LUTA, CASA ou BOBO, que possuem o
mesmo numero de letras. A palavra LUTA possui 24 anagramas. Ja as

palavras CASA ou BOBO possuem guantos anagramas cada uma?
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3) Como vocé calcularia o nimero de anagramas de uma palavra que possuli
letras repetidas, como CASA e BOBO, sem precisar descrever todos 0s

anagramas?

4) Utilize o mesmo raciocinio para determinar o nimero de anagramas das
palavras CORSA, BRASA, ARARA, BACANA, ATACADA.

Solucéo:
CORSA
5X4x3%x2x1=120
BRASA
5><4><3><2><1_60
2x1 B
ARARA
5x4x3x2x1 _ 10
Bx2x1Dx(2x1)
BACANA
6x5><4><3><2x1_120
3x2x1 B
ATACADA
7X6X5Xx4x3%x2x%x1
= 840

3x2x1

R: O numero de anagramas da palavra CORSA e 120, da palavra BRASA é 60, da
palavra ARARA é 10, da palavra BACANA é 120 e da palavra ATACADA é 840.

Na tarefa 6, “Formando triangulos”, optamos por excluir o quadrado e incluir o

octébgono, com 0 objetivo de aumentar o nimero de triangulos possiveis, o que
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dificultard a opcdo pela enumeracdo e, assim, exigira que o aluno busque pela

estratégia de calculo adequada.

Tarefa: Formando triangulos

Quantos triangulos podem ser formados tendo seus vértices nos vértices de cada

figura?:
L K
]
/ \ [ N
E ':/” \PC
"‘II I."I
\ / N
.— _.I
Solucéo:
Pentagono:
SX4X3—10t inaul
T riangulos
Octogono
BXTX6 o
3X2X1_ riangutos

R: E possivel formar 10 triangulos com vértices nos vértices do pentagono e 56 triangulos

tendo seus veértices nos vértices do octdgono.

ATIVIDADE 3 — Nao foi alterada
ATIVIDADE 4 — Nao foi alterada

N&o houve sugestbes para alteracdes na atividade 4, porém, sugerimos que ela
seja utilizada como atividade a ser desenvolvida individualmente, para que os alunos
mobilizem seus conhecimentos. Nao indicamos o uso da atividade como avaliagéo,

como feito na primeira versao da THA por sugestao das docentes (P1, P2 e P3).
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ATIVIDADE 5 — nao foi alterada
ATIVIDADE 6

A sugestdo das docentes para a atividade 6 foi de exclusdo. Porém, elas
consideram importante haver algumas tarefas apds a sistematizacéo, para que o
aluno mobilize seus conhecimentos. Optamos, entdo, por selecionar algumas das
tarefas desta atividade e incluir algumas das que foram retiradas anteriormente, para
propor uma atividade com esse objetivo, porém, com menor quantidade de
exercicios. A atividade 6 € apresentada na THA em anexo, ndo a apresentaremos

aqui por ndo conter tarefas inéditas ou alteradas.
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CAPITULO 6
TRAJETORIA HIPOTETICA DE APRENDIZAGEM NA SALA DE
AULA

Neste capitulo apresentaremos 0 processo de desenvolvimento das

atividades da THA em sala de aula.

6.1 DESCRICAO DOS RELATORIOS DE OBSERVACOES

Realizamos a observacao participante, com o objetivo de acompanhar a
atuacao dos professores, o processo de aprendizagem dos estudantes e possiveis

dificuldades dos professores e alunos em relacédo ao tema: Analise Combinatéria.

Os alunos desenvolveram as atividades em duplas ou grupos. Apenas a

avaliacao foi realizada individualmente.

6.2 O desenvolvimento da THA em sala de aula

Neste topico de nosso trabalho, descreveremos como ocorreu o
desenvolvimento das atividades da THA em cada turma e apresentaremos algumas
observacgdes que consideramos relevantes para esta pesquisa.

Para isso, elegemos categorias em funcdo dos acontecimentos nas aulas e
também pensando na realimentacdo de nossa THA. Todas as informacfes séo

baseadas nas observacdes, nos relatérios e nas gravacgdes de audio.

As categorias elegidas séo:
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a) Clima de gestédo da classe

Esta categoria de analise € justificada pela concepcéo construtivista presente
na teoria de Martim Simon (1995), nosso principal referencial tedrico. O clima de
gestdo da classe deve ser criado pelo docente, de modo que os alunos sejam
incentivados a interagir com as atividades e entre seus pares de maneira autbnoma
e participativa. Para tal, o professor deve abandonar a postura convencional de
‘transmissor de conhecimentos” em prol da postura de “mediador de
aprendizagens”, ao apresentar as atividades e, partindo das observacdes dos
alunos, fazer o levantamento das duvidas e das hipéteses e promover a construcao

dos conhecimentos.

O clima de gestdo da classe é um importante fator que influencia a
aprendizagem. Se o professor ndo conseguir manter o interesse dos alunos nas
atividades, fazendo intervencdes nos momentos apropriados, 0 sucesso das
atividades ser4d comprometido. Tal como recomendam Coll e Solé (2009), as
mediacdes e as intervencdes variam em quantidade e qualidade, ou seja, néo
devem ocorrer em demasia, nem devem ser escassas, de forma a abandonar os
discentes durante o processo. Devem, também, ser diferenciadas, de acordo com
as necessidades dos alunos.

b) Interesse dos alunos pelas atividades

Esta categoria esta diretamente relacionada a anterior. Na concepcao
construtivista, o aluno € o principal ator no processo de ensino e aprendizagem, ou
seja, se nao estiver com interesse na consecucao da atividade, o processo de
aprendizagem sera estéril e ndo ocorrera. Logo, o interesse do aluno é essencial e
muito mais importante que na estratégia tradicional, em que o professor apenas

transmite os conhecimentos aos alunos.
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c) Dificuldades observadas e possiveis causas

Nesta categoria podemos elencar diversos temas apresentados no nosso
quadro tedrico: os conhecimentos matematicos e didaticos do professor (que se
encontram no rol dos conhecimentos descritos anteriormente por Simon), se forem
insuficientes ou ndo se adaptarem a concep¢ao construtivista, podem comprometer
0 sucesso da THA, as dificuldades dos alunos — que devem ser superadas pelas
mediacdes do professor — quanto aos conhecimentos matematicos anteriores e
quanto a adaptacdo ao meétodo construtivista exigem uma postura atuante do

educando.

d) Interacdo professor x aluno

Esta categoria talvez seja a principal a influenciar no sucesso da THA.
Segundo nosso referencial, no construtivismo, o aluno constréi seus conhecimentos
a partir das interacbes realizadas entre ele e o conhecimento, que ocorrem

individualmente, com os colegas e com a mediacéo do professor.

Se as interacBes ndo forem eficazes, o aluno ndo aprende. Deste modo ha
trés importantes itens que devem ser garantidos para que aconteca a aprendizagem:
as atividades devem ser elaboradas de modo a provocar interagdes, os alunos
devem estar motivados a realizar as atividades e o professor deve mediar as
aprendizagens para garantir que as interacdes sejam eficazes e, nos momentos em
qgue detectar duvidas que indiguem que os alunos ndo estdo mobilizando algum

conhecimento, deve fazer intervencdes de modo a resgatar seu interesse.

7

Essas categorias serdo observadas separadamente, isto €, por professora

colaboradora.

6.2.1 O desenvolvimento da THA pela professora P1

A professora P1 iniciava as atividades com orientacdes gerais e, em seguida,

dirigia-se aos grupos para responder questionamentos e realizar as orientacdes
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necessarias aos alunos. Foram poucos 0s momentos em que a docente fez alguma

mediacédo coletiva ou se dirigiu a lousa para alguma explicacdo ou correcao.

Ela resolveu todas as tarefas da THA antes de iniciar o desenvolvimento com

os alunos, porém, ndo percebemos nela o habito de planejar as aulas diarias.

A professora entregava as atividades aos alunos e solicitava que
respondessem todas as tarefas, pois corrigiria cada atividade ao seu término. N&o
havia momentos de discussdes coletivas. Na correcdo das atividades, a docente
escolhia alguns exercicios para resolver, pois declarou ndo haver necessidade de

corrigir todos.

Nas atividades iniciais, notamos uma participagdo dos alunos que
consideramos satisfatéria, pois apenas duas duplas ndo estavam empenhadas em
resolver as tarefas. A professora demonstrava entusiasmo, quando percebia que 0s
alunos estavam conseguindo responder e sempre se dirigia a pesquisadora para

relatar os procedimentos dos alunos.

Com o decorrer do desenvolvimento, percebemos que essa participacdo dos
alunos foi reduzida, com poucos alunos mostrando interesse em entender as
questdes. Foi perceptivel que os alunos passaram a preocupar-se apenas em
responder, ndo importando se haviam entendido ou n&o. Inferimos isso a partir da
observacdo do aumento no numero de alunos que copiavam as respostas dos
colegas e daqueles que questionavam a docente se estavam corretos; e, N0S casos
em que a resposta estava incorreta, queriam que a professora dissesse onde estava

0 erro e como cofrrigir.

Inferimos que a falta de mediacdo por parte da docente e de momentos de
sistematizacdo foram fatores que causaram tal desanimo, ja que os alunos nédo

tinham um retorno das atividades que estavam fazendo.

A turma apresentava um comportamento que privilegiava a distracdo, com
conversas excessivas, brincadeiras e grupos numerosos. Assim, mesmo 0s alunos
mais interessados, em alguns momentos, dispersavam-se. A docente, algumas
vezes, solicitava a atencdo dos alunos; porém, normalmente deixava os alunos

resolvendo as atividades cada um ao seu ritmo, o que contribuiu para que fosse



189

lento o desenvolvimento das atividades. A professora afirmava sempre que 0s
alunos estavam participando com empenho, porém esta nao € opinido compartilhada
pela pesquisadora, que observou a participacdo efetiva de poucos alunos. O
interesse era superficial, e algumas duplas apenas copiavam as solucdes dos

colegas.

Os alunos, em alguns momentos, buscavam a pesquisadora para
esclarecimento de duvidas, mesmo sendo orientados que questionassem a
professora. Podemos entender que esse comportamento ocorreu pelo fato de a
pesquisadora ja ter ministrado aula a esses alunos em anos anteriores; portanto,
Nao a viam como uma pessoa estranha ao ambiente e, sim, como mais uma
professora na sala. Em alguns momentos, esclarecemos as duvidas dos alunos
apos conversarmos com a professora P1 e esta afirmar que ndo se incomodava com
a nossa participagdo nas aulas. Optamos por participar dessa maneira, por
percebermos que os alunos que questionavam a docente ou a pesquisadora
desejavam entender as atividades com maior profundidade, o que daria uma riqueza

maior a observacao.

A correcao das atividades permitiu-nos perceber o quanto é dificil mudar a
abordagem adotada em sala de aula, tanto por parte da docente como dos alunos.
Nesses momentos em que a docente pedia a atencdo dos alunos, estes paravam o
que estavam fazendo e prestavam atencdo a correcdo, 0 que aparentemente
acontecia como momento de explicacdo. Apds as correcbes, a participacdo
normalmente era um pouco maior entre os alunos, o que reforca a ideia de que a

explicacdo para eles deve acontecer antes da proposta de exercicios.

A docente afirmou, na entrevista final, que ndo se sentia a vontade
trabalhando com o construtivismo: “Tenho dificuldades em trabalhar com o
construtivismo. Nao sei como deixar os alunos soltos aprendendo e ao mesmo
tempo ter que controlar isso. N&o consigo saber quando devo interferir. Prefiro o

tradicional mesmo, que ja estou acostumada’.
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Clima de gestao da classe

A professora P1 manteve um clima amistoso com a sala, com conversas e
brincadeiras, e notamos que ndo havia receio por parte dos alunos de realizar
guestionamentos. Percebemos que, no inicio das atividades, os alunos mostravam-
se dependentes da professora: poucos comecavam as atividades antes das
orientagfes. Porém, esse comportamento foi se alterando, com o decorrer das

atividades, entre os alunos mais envolvidos com o trabalho.

A professora dirigia-se sempre ao local das “duplas” para dar orientagbes e
esclarecer duvidas, quando solicitada. Apesar de a orientacdo ser para que
trabalhassem em duplas, varios se organizavam em grupos que ultrapassavam
quatro integrantes. Sentavam-se sem muita organizagdo, falavam alto, havia
momentos em que ouviam musica e nao prestavam atencdo as orientacfes da
professora. Acreditamos que esse comportamento tenha colaborado para o

desanimo de outros alunos no desenvolvimento das atividades.

Na maioria das atividades, a professora ndo conseguiu manter a atitude de
gestora de aprendizagens Ao contrario do que recomendam Coll e Solé (2009), a
docente administrava a aula sem fazer mediacdes coletivas ou intervencgdes:
entregava as atividades e pedia aos alunos que continuassem os trabalhos. Seus
momentos de correcdes podem ser descritos como tradicionais: a docente assumia

a postura de “transmissora de conhecimentos” e os alunos, de “receptores”.

Interesse dos alunos pelas atividades

A professora P1 iniciou o desenvolvimento da THA, explicando aos alunos
gue estariam participando de um projeto com uma metodologia diferenciada da que
estavam acostumados — a pesquisa de mestrado da professora Luciane, que ja
conheciam, pois em algum momento haviam sido seus alunos. Explicou também que
o conteudo a ser estudado ndo era préprio do terceiro ano do Ensino Médio, porém

era importante e, por diversos motivos, eles ndo haviam tido no ano anterior.
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A professora enfatizou que estavam trabalhando em colaboragdo com a
pesquisadora. Inicialmente acreditamos que isso seria um fator positivo, de
motivacdo, porém, com o avanco do desenvolvimento da THA, percebemos que
alguns alunos ndo se envolviam com as atividades porque ficaram com a impressao
de que estavam apenas fazendo um trabalho que era importante para a
pesquisadora, mas, ndo para eles — fato que confirmamos a partir de algumas falas

de alunos.

Aluno Daniel: Esse trabalho é pra sua pds, pra gente ndo vai ter nota néo,

Aluno Diego: Falta muito pra terminar seu trabalho? E até legal, faz pensar,

mas é muito grande!

Durante as atividades iniciais, a participacdo foi mais efetiva, porém, com o
decorrer do trabalho, percebemos diminuir o interesse por parte dos alunos, com
algumas excecgodes. A docente nao fazia intervengdes de forma a atrair os alunos nao
participativos para o desenvolvimento das atividades e permitia que se ocupassem
de outras atividades, alheias a aula. Isso se deve a ideia de que, no construtivismo,
os alunos devem ficar “soltos” para aprender, afirmacio feita pela docente na

entrevista posterior ao desenvolvimento, como jA mencionamos anteriormente.

Podemos inferir que o numero grande de tarefas apresentadas em cada
atividade e a falta de incentivo e de mediacdes por parte da docente foram alguns

dos fatores que desmotivaram parte da turma.

Dificuldades observadas e possiveis causas

Professora

A professora P1 ndo apresentou maiores dificuldades no contetudo
matematico durante a THA, porém. durante a corre¢do da tarefa 4 da segunda
atividade. cometeu um erro que consideramos grave, pois reafirmou uma ideia
errbnea dos alunos sobre a divisdo em situacdes em que a ordem néo € relevante.

Afirmou que, na formacdo de grupos em que a ordem ndo é relevante, a divisdo é



192

feita pelo numero de elementos do agrupamento; no entanto, a divisdo é realizada

pelo nimero de permutacdes desses elementos.

Quando alertamos para o fato, a docente afirmou que havia sido apenas
distracdo e na aula seguinte reveria a questdo, pois aquela aula estava em seu final.
A correcao foi feita, porém, inferimos que ocorreu em situacdo prejudicial, fora do
momento de correcdo, o Unico de mediagdo coletiva, em que 0s alunos prestavam
mais atencao; esse fato pode ter criado um empecilho a aprendizagem dos alunos

sobre aquela questao.

A partir das observacdes das aulas, pudemos perceber que a docente P1
apresentou grande dificuldade de adaptacdo ao método construtivista, pois néo
estava acostumada a administrar a aprendizagem dos alunos. Nao fazia
guestionamentos e ndo aproveitava as intervencdes e 0s questionamentos dos
alunos para propor discussao coletiva. Questdes que promoveriam discussdes sobre
caracteristicas envolvidas nos agrupamentos e auxiliariam o entendimento dos
conceitos foram apresentadas apenas em momentos de corre¢cdo, com respostas

dadas pela docente.

Alunos

As dificuldades apresentadas pelos alunos da professora P1 referem-se a
leitura e a interpretacdo dos enunciados. Nas atividades iniciais, a construcdo da
arvore de possibilidades néo ocorreu tranquilamente para alguns, o que nao era
esperado, pois, além de ser uma representacdo recomendada desde o Ensino
Fundamental, os alunos cursavam o terceiro ano do Ensino Médio e muitos faziam

cursos preparatoérios para o vestibular.

Os erros correntes diziam respeito a despreocupac¢do com a importancia ou
nao da ordem nos agrupamentos, dificuldade que diminuia expressivamente entre

os alunos que mostraram mais empenho nas atividades.

Os alunos néo estavam habituados a levantar hipoteses, a fazer conjecturas e
a trabalhar de maneira mais autbnoma. Percebemos, ao observar seus

guestionamentos, que as discussdes nao eram direcionadas para o entendimento
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das questbes e de como resolvé-las e, sim, voltavam-se para o fato de terem ou néo
acertado a questdo. Quando se afirmava a eles que havia erro ou que nédo tinham
prestado atencdo a um fato importante no enunciado, sua postura era de querer

saber que “conta” deveriam fazer para chegar ao resultado.

Podemos inferir que a abordagem construtivista ndo ocorreu de forma
tranquila entre os alunos, ja que eles aguardavam explicacfes da docente e, muitas
vezes, esperavam a correcdo para copiar as respostas e, a partir delas, resolver

outras tarefas.

Uma das duplas, durante todo o desenvolvimento, destacou-se pelo empenho
e pelo interesse em compreender o que estavam estudando. Para esses alunos, um
entendimento apenas superficial ou somente a obtencdo de um resultado numérico
satisfatorio ndo era suficiente. As dificuldades iniciais apresentadas por essa dupla

diminuiram expressivamente com o desenvolvimento da THA.

Interacéo professor x aluno

Durante as aulas, notamos que a professora Pl atendia aos alunos que
solicitavam sua ajuda, mas dava pouco incentivo para alguns alunos que néo
tentavam realizar as atividades. Com o decorrer do trabalho, percebemos que o

namero de alunos que nao participavam aumentou.

Com excecdo da dupla jA& mencionada, os alunos ndo faziam conjecturas,
eram dependentes das explicacbes da docente, solicitando varias vezes sua
presenca para tirar duvidas. Quando ndo entendiam, nao insistiam, apenas
aguardavam pela resposta — ndo compreendiam que, se tentassem alcanca-la
sozinhos, teriam melhores resultados em sua aprendizagem. N&o assumiram a
postura de aprendizes de forma condizente com a perspectiva construtivista. O

mesmo ocorreu a docente.

N&o percebemos mudancas na interacdo entre professor e alunos durante o

desenvolvimento da THA.
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6.2.2 O desenvolvimento da THA pela professora P2

A professora P2 iniciou o desenvolvimento da THA, explicando aos alunos
que estariam participando de um projeto com uma metodologia diferenciada da que
estavam acostumados, e que participariam da pesquisa de mestrado da professora
Luciane, j& conhecida por eles. Explicou também que seriam avaliados pela

participacdo, ou seja, a avaliacao seria diéria.

No inicio das atividades, a professora dava a classe uma orientacdo geral e,
apos isso, costumava dirigir-se aos grupos para responder aos questionamentos e
prestar ajuda aos alunos, porém percebemos que, devido a sua falta de
conhecimento matematico, ela sempre consultava a versdo resolvida que a
pesquisadora havia fornecido as docentes, para que conseguisse responder as
guestbes feitas pelos alunos. Dessa maneira, P2 algumas vezes acabava por

orientar como eles deveriam fazer, quando néo fornecia as solu¢des diretamente.

O fato de ela consultar a resposta para poder responder as questdes levou os
alunos a direcionarem suas perguntas a pesquisadora. Inferimos que perceberam a
falta de confianca com que a docente respondia as questdes inicialmente. Durante o
desenvolvimento das atividades, com o preparo das aulas e apés alguns momentos
de discussobes e orientagdes, percebemos que a tendéncia a consultar o gabarito e
dar os resultados comecou a ser substituida, mesmo que timidamente, por
guestionamentos e media¢des que auxiliavam os alunos a pensar e descobrir, por si

s6 ou com seus pares.

A docente nao realizava mediacdes coletivas, a ndo ser nas poucas vezes em
que optou por resolver tarefas na lousa para explicar algum questionamento dos
alunos. Entregava a atividade para os alunos e solicitava que resolvessem todas as
tarefas, pois corrigiria cada atividade ao seu término. Porém, durante essas
correcbes, houve a colaboracdo da pesquisadora, ja que a docente afirmou
apresentar duvidas quanto ao conteudo. Em uma das aulas, destinada a correcao da
atividade 3, de sistematizacdo, a professora faltou e solicitou que a pesquisadora

mediasse a discussao e a corre¢ao das tarefas da atividade.
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A professora declarou estar surpresa com a participagdo de alguns alunos,
pois percebia um envolvimento ndo habitual: alunos considerados desinteressados
participavam das atividades. Inferimos que esta sua surpresa se deva ao fato de nao

estar acostumada a trabalhar com situacdes de exploracao.

A docente resolveu todas as atividades antes de desenvolvé-las em sala de
aula e sempre estava em contato com a pesquisadora para esclarecer duvidas e
saber como estava se saindo — uma forma de indagar se havia alguma maneira
diferente de intervir durante as atividades. Acreditamos que essa postura da
professora tenha auxiliado na sua mudancga de sua visdo de um ensino direcionado,
como transmissdo de conhecimentos. Porém, segundo seu préprio relato, sua
dificuldade com o conteddo matematico nao lhe permitia mediar as aulas de forma

mais enriguecedora.

Durante o desenvolvimento da THA com os alunos de P2, ocorreram Varios
momentos de colaboracdo por parte da pesquisadora nas mediacles realizadas.
Essas intervengdes ocorreram, pois, diante do questionamento por parte dos alunos,
em algumas situacoes, a resposta da docente ndo satisfez a ansiedade dos alunos e

nao resolveu a dificuldade inicial em entender o contexto construtivista.

Durante a entrevista e nos varios momentos de contato com essa docente,
enfatizdvamos que o construtivismo ndo consiste em deixar os alunos aprenderem
sozinhos, ou em grupos, e, sim, em mediar seus conhecimentos, proporcionando
caminhos para que eles desenvolvam a aprendizagem. Procuravamos também
destacar a importancia das diferentes ajudas prestadas, deixando claro que a ajuda
a um aluno nem sempre era a adequada a outro: é necessario observar os alunos

para poder conduzir a aprendizagem.

Clima de gestéo da classe

A professora P2 orientou os alunos a formarem duplas para a realizacdo das
atividades. Apenas um grupo se formou para as discussdes, porém, buscavam
responder as questdes. Esse grupo nao foi separado, o que, segundo a professora,

deve-se ao fato de que algumas das alunas do grupo, por apresentarem muitas
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dificuldades na aprendizagem de matematica, normalmente contam com a

colaboragéo das colegas.

O clima entre professora e alunos era harmonioso, porém, diferentemente de
P1, ndo havia brincadeiras ou momentos de maior descontracdo. Talvez isso seja
justificado pelo fato de a professora estar ministrando aulas ha um més para eles e
por tempo determinado, j& que estava substituindo a professora titular de sala, que
se encontrava em licenca saude por um periodo de trés meses. Embora P1
estivesse ha pouco tempo ministrando aula para essa turma, os alunos nao

apresentavam receios em fazer questionamentos.

A docente, durante as aulas, circulava entre as duplas para verificar se todos
estavam desenvolvendo suas atividades e para incentivar as duplas que se

dispersavam a voltar aos trabalhos em aula.

Interesse dos alunos pelas atividades

No inicio das atividades, os alunos esperavam pela explicacdo da professora,
desejavam que ela revelasse como resolver cada exercicio; chegavam, mesmo, a
perguntar qual formula deveria ser utilizada. Algumas manifestacbes ocorreram
quando foi explicado que existia férmula, porém eles iriam aprender a resolver sem a

sua utilizacao; que deveriam “fazer, explorar, até descobrirem uma maneira”.

Na segunda aula de desenvolvimento da atividade 1, uma das duplas trouxe
todas as formulas impressas — que os alunos haviam pesquisado na internet — e
questionou a professora: “Usar a formula ndo é mais facil? Nés temos elas”. A
docente respondeu: “Vocé sabe utiliza-las, quando usar cada uma?” O aluno néo
guestionou mais a docente, mas era perceptivel que a dupla ndo havia aceitado a

resposta.

A docente, diante disso, queria encontrar uma maneira que mostrasse a eles
gue saber a formula ndo era suficiente e, em conversa com a pesquisadora, buscou
uma forma de convencé-los. Forma esta que consideramos interessante destacar.
Na aula seguinte, a docente colocou na lousa uma situacao-problema envolvendo

equacgles do segundo grau e pediu para que os alunos respondessem; diante da
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dificuldade deles, apOs alguns minutos, resolveu a situacdo e questionou: “Mas
vocés conhecem a féormula de Bhaskara, porque ndo responderam?”. E, ap0s uma
conversa com a turma, acreditamos, a dupla entendeu qual era o objetivo de ndo ser
apresentado um trabalho inicial com o uso das férmulas. Esta foi uma das duplas

mais envolvidas durante todo o desenvolvimento da THA.

O fato de a THA privilegiar atividades que poderiam ser resolvidas por
enumeracao e/ou esquemas fez com que alunos considerados néo participativos se
empenhassem em seu desenvolvimento. Alunos que acreditavam nao conseguir
aprender matematica envolviam-se nas atividades como se elas nem se tratassem
de matemética, respondendo e comparando suas resolugdes com o0s colegas de
sala. Era perceptivel a satisfagcdo por conseguirem resolver algumas das questdes,
como podemos perceber nas falas dos alunos durante o desenvolvimento da

primeira atividade:

Adonias: Se matematica fosse sempre assim, eu ia aprender. Essa atividade

eu vou conseguir!
Jodo: Legal, porque se vocé ndo sabe a conta, da pra fazer mesmo assim.

Acreditamos que as atividades proporcionaram uma melhora na autoestima
dos alunos, mesmo 0s que ndo se julgavam capazes de aprender matematica
participaram das atividades. Como afirma Solé (2009), a autoestima influencia a

maneira como o aluno constréi sua relacdo com o conhecimento.

Dificuldades observadas e possiveis causas

Professora

A professora P2 afirmou ter dificuldades em relacdo a Analise Combinatoria e
justificou com o fato de néo ter estudado o tema em sua educacdo basica, assim
como em sua graduacdo. Lembramos que essa docente ndo € Licenciada em

Matematica e esta atuando em carater excepcional.
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A docente resolveu as atividades antes de iniciar o desenvolvimento e
buscava sempre rever as tarefas que seriam trabalhadas na aula do dia e esclarecer
davidas com a pesquisadora antes do inicio das aulas. A professora mostrou-se
dedicada e lamentou o fato de nédo ter tempo disponivel para preparar melhor as
aulas, pois trabalha em empresa durante o dia, o que dificulta aprimorar sua

formacéao.

P2 afirmou sentir dificuldades para orientar os alunos, nas atividades iniciais,
sem consultar as respostas, e justificou essa dificuldade como receio de cometer
enganos que pudessem prejudicar a aprendizagem. Esse receio, segundo a
docente, diminuiu com o decorrer do desenvolvimento, pois ela declarou estar

aprendendo o conteudo.

P2: No inicio era mais dificil responder as perguntas deles (alunos) sem olhar

as respostas, depois fui aprendendo e foi ficando mais facil.

Identificar a relevancia ou ndo da ordem nos agrupamentos foi citado pela
docente como sua maior dificuldade, assim como justificar o uso da divisdo para
evitar a sobrecontagem. Afirmou também que s6 entendeu o porqué da divisdo apos
observar a enumeracao de forma sistematica, em que pode perceber que se repetia
0 numero de agrupamentos para cada selecdo de elementos que formavam o

agrupamento ou sequéncia.

Embora ainda apresente dificuldade para questdes que envolvam a Analise
Combinatéria, a docente afirma ter aprendido com a THA, ja que nunca havia

estudado o tema antes.

Outra dificuldade citada pela docente foi a proposta construtivista em que se
baseia a THA, pois ndo estava habituada aos momentos de discussao, ao
levantamento de hipoteses e a sistematizagdo. A docente declarou que sua atuagao
apresenta caracteristicas tradicionais: inicia-se com a explicacdo, seguida de
exemplos e exercicios, porém declarou que considerou produtiva essa nova forma
de trabalhar, pois percebeu a participagdo de alunos que normalmente s6 copiavam

da lousa.
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Notamos que a docente, com o desenvolvimento da THA, criou maior
autonomia, ndo sendo mais necessaria a consulta constante ao material cedido;
também passou a questionar mais os alunos, evitando responder-lhes como resolver
0s exercicios. Consideramos essa mudanca de postura importante para a
retroalimentagdo dos conhecimentos necesséarios para o0 ensino de Andlise

Combinatoria.

Alunos

Os alunos de P2 inicialmente apresentaram dificuldades na construcdo da
arvore de possibilidades. Com o decorrer dos trabalhos, essa dificuldade foi
diminuida. Diferenciar questdes que envolviam ou ndo a ordem dos elementos foi
outro entrave apresentado por esses alunos: o erro de ordem foi recorrente,
reafirmando os resultados apresentados por Batanero, Godino e Navarro-Pelayo
(1996), Esteves (2001) e Sturm (1999).

Na atividade inicial, esperavam pela explicacdo da professora, porém, apos
explicacbes de que deveriam explorar as situacbes, passaram a apresentar uma
postura mais autbnoma, investigativa, discutiam entre eles e exploravam as

situacoes.

Durante as correcdes ou intervencbes da docente e da pesquisadora, 0s
alunos passaram a apresentar suas solucdes e buscar identificar semelhancas ou
discordancias; por vezes, eles mesmos encontravam e explicavam seus erros.
Inferimos que esse comportamento se deva ao fato de a docente P2, com o decorrer
das atividades, ter comecado a realizar mediacbes sem fornecer-lhes diretamente as
respostas; e, também, por estarem acostumados a ser questionados pela docente
titular de sala que, no momento do desenvolvimento da THA, encontrava-se

afastada por motivos de saude. Identificamos essa possibilidade nesta fala:

Kevinyn: Vai ter que explicar que nem a “professora” faz as vezes, nem

adianta achar s6 o resultado.
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Interacéo professor x aluno

Os alunos de P2 inicialmente se mostraram dependentes das orientagcdes da

docente para resolver as atividades.

Como relatado anteriormente, com o desenvolvimento da THA, a professora
diminuiu as consultas que realizava as atividades respondidas para esclarecer
davidas dos alunos e, também, comecou a questiona-los e pedir que explicassem

suas solucdes.

E possivel inferir, a partir da observacdo das aulas, que, mesmo com a
dificuldade de cunho matematico que a docente afirmou ter, houve uma mudanca na
gestdo de suas aulas, e isso influenciou a sua relagdo com os alunos e proporcionou
um aumento na autonomia deles, que passaram a fazer conjecturas, valida-las ou
refutd-las. Dessa forma, a docente e a pesquisadora, nos momentos de mediagdes,
puderam dispensar maior tempo de atencdo aos alunos que apresentavam maiores

dificuldades.

6.2.3 O desenvolvimento da THA pela professora P3.

Embora a THA nédo tenha sido concluida com os alunos desta professora,
gostariamos de fazer alguns comentarios pontuais que consideramos importantes
durante a observacdo da aula destinada a atividade diagnéstica e das aulas
destinadas a primeira atividade.

A professora P3, assim como as demais, iniciou apresentando a classe a THA
e informou sobre o trabalho colaborativo de que fariam parte. Explicou que, para

isso, a professora Luciane participaria das aulas.

Um comportamento da docente que acreditamos ser significativo citar € o fato
de ela sempre enfatizar que os alunos deveriam “tentar” fazer aquilo que
conseguissem; a palavra “tentar” era repetida varias vezes, como se 0s alunos

apenas pudessem tentar, mas ndo conseguiriam obter éxito. Os comentarios abaixo
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transcritos exemplificam esta afirmagéo. Percebemos que isso desestimulou alguns

dos alunos.
P3: Os primeiros sdo ‘facinhos”, vocés ndo véo precisar de calculos pra fazer.
P3: Eu vou fazer a chamada enquanto vocés tentam fazer ai.

Este comportamento da docente permitiu verificar o que, segundo Solé
(2009), é fator importante no aprendizado: a crenga na capacidade de aprender.
Para Solé (2009), essa crenca pode servir de estimulo para que o aluno se empenhe
na realizacdo de uma tarefa, assim como a descrenca pode fazer com que ele
desista dos trabalhos, sem ao menos inicia-lo, como aconteceu com alunos de P3,
gue esperavam pela docente, pois ndo acreditavam conseguir sucesso na atividade.
E essa descrenca era ratificada pela visdo que a docente apresentava da turma:
julgava — e isto foi perceptivel durante as observacfes — que os alunos ndo seriam

capazes de resolver as questdes propostas.

Outro comportamento que ndo esperavamos era o fato de a professora
sempre perguntar para a pesquisadora se estava fazendo certo, se poderia ter dado
a “dica” para o aluno; afirmava que, se nao fornecesse essas dicas, 0s alunos néo
conseguiriam bom resultado, pois em algum momento ela deveria ensina-los a fazer.

Isso podemos observar na fala seguinte:

P3: Posso deixar eles quebrarem a cabeca um pouquinho, ai depois posso

dar uma dicazinha né? Em algum momento vou ter que ensinar.

Tal afirmacdo nos leva a inferir que a professora ndo acredita no
construtivismo, pelo menos n&o no construtivismo concebido por ela, com a viséo de

“deixar os alunos fazendo sozinhos”.

N&do nos aprofundaremos nos comentarios, por nao termos concluido o

trabalho com esses alunos.

A Ultima aula observada culminou com a docente apresentando um quadro de
formulas aos alunos, afirmando ser mais facil e rapido, o que, além de ser
contraditorio com as ideias propostas na THA, com as recomendagfes feitas pelos

pesquisadores ja citados, também contradiz o discurso de P3 de que o trabalho
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envolvendo a Andlise Combinatéria deveria ser realizado a partir de situacdes

problemas e sem a costumeira énfase ao uso de formulas.

Agradecemos a participacdo dessa docente, mesmo que por pouco tempo,
pois nos permitiu perceber o quanto situacdes inesperadas podem ocorrer durante o
processo de pesquisa e 0 quanto mudar a pratica docente ndo € uma tarefa facil.
Inferimos que nossa presenca em sala de aula tenha sido um fator de incomodo e
concluimos isso a partir da percepcao da insatisfacdo da docente, quando os alunos
optavam por guestionar a pesquisadora, mesmo tendo sido solicitado que ndo o
fizessem. Essa atitude dos alunos pode ser explicada pelo fato de eles conhecerem
a pesquisadora de anos anteriores, o que lhes permitiu maior liberdade para
guestiona-la, enquanto a docente P3, por ser nova nessa unidade escolar e ter tido
pouco contato com os alunos, ainda ndo tinha um relacionamento de confianca

estabelecido com eles.

6.2.4 O desenvolvimento da THA pela professora P4.

A professora P4 iniciou o desenvolvimento da THA, explicando os objetivos
do projeto de que estariam participando de forma colaborativa e enfatizando a
importancia de seriedade durante os trabalhos. A metodologia utilizada, segundo a
docente, ndo era nova para seus alunos, pois ela costumava trabalhar com
situacbes de exploragdo, situagcbes-problema e incentivar a participacdo e a
elaboracdo de conjecturas por parte dos alunos, havendo sempre momentos de

discussbes sobre as diferentes resolucdes apresentadas por eles.

O inicio da THA contou com orientacdes gerais. Porém, € importante destacar
uma diferenca no trabalho desta docente: ela ndo pedia que os alunos resolvessem
todas as tarefas de uma determinada atividade para depois corrigi-las. Solicitava
sempre que os alunos resolvessem um pequeno namero de tarefas, e 0s momentos
de mediagcdo durante o desenvolvimento das atividades eram frequentes, assim
como durante as correcdes, em que a professora solicitava sempre aos alunos que
explicitassem suas respostas, que eram discutidas por todos, alunos e professora. A

docente também se dirigia as carteiras para prestar ajuda aos alunos.



203

Sempre que percebia que permaneciam duvidas, buscava elaborar exemplos
extras e exercicios para que fizessem em casa e discutissem na aula seguinte; ou
seja, assim como recomenda Simon (1995), a docente apresentava alteracdes
durante o desenvolvimento da THA, a partir da observacdo do desenvolvimento os

alunos.

Alguns desses novos exercicios foram acrescentados na nova versdo da
THA, pois consideramos que colaboraram para melhor compreenséo pelos alunos.

As correcOes eram sempre realizadas na lousa, com a participacao destes.

A professora demonstrou entusiasmo e compromisso com 0 projeto, o que

acreditamos ter contagiado os alunos.

Clima de gestao da classe

A professora P4 manteve um clima amistoso com a sala. Muito atenciosa com
os alunos, sempre que questionada procurava atender as solicitacdes na propria
carteira do aluno ou para toda a sala. A professora controlou bem o comportamento
dos alunos e durante o desenvolvimento das atividades propostas na THA procurava

sempre incentiva-los a resolver as atividades.

Percebemos que a participacdo dos alunos foi efetiva durante praticamente
toda a THA. Quando percebia alguma distracdo ou alunos com dificuldades, a
docente sempre se dirigia a eles, buscando auxilia-los ou resgata-los para as
atividades. O incentivo era constante. Os alunos participavam da aula coletivamente,
apresentando 0s questionamentos e suas estratégias de solucdo. Importante
destacar que a professora sempre valorizava todas as estratégias utilizadas pelos
alunos. A docente listava na lousa todas as diferentes solucbes apresentadas por
eles e discutia os pontos fortes de cada solugdo, ou suas limitacbes, além de
guestionar os alunos para que identificassem possiveis erros, evitando revelar por
que estava errado, com o0 objetivo de que os alunos identificassem e corrigissem

Seus proprios erros.

Mesmo alunos que, segundo a docente, apresentavam dificuldades na

aprendizagem matematica mostravam-se empenhados em resolver as atividades.
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Podemos afirmar que a professora P4 sempre manteve o controle da sala. A

~

expressao “gestao” aplica-se bem ao seu desempenho.

A professora manteve a atitude de gestora de aprendizagens no
desenvolvimento das atividades. Administrava a aula, fazendo instrucdes iniciais
para todos, intervindo apenas nas duplas que necessitavam de ajuda e provocando
guestionamentos e conjecturas, com algumas mediagbes durante a atividade.
Podemos inferir que a postura adotada pela docente proporcionava maior interesse

e autonomia por parte dos alunos na realizacao das atividades.

Interesse dos alunos pelas atividades

Os alunos da professora P4 resolviam as atividades entre os pares e, antes
de solicitar a intervencao da professora, validavam ou refutavam os resultados com

0s colegas.

Em meados da THA, notamos certo cansaco dos alunos com o tema Analise
Combinatéria, o que inferimos se deva a quantidade de exercicios por tarefa,

aspecto revisto para a segunda versao da THA.

Consideramos satisfatoria a interacdo entre os alunos da professora P4. Os
alunos respeitavam-se, ndo tinham receios de expor aos colegas suas ideias e
solucdes e, quando algum deles apresentava um comentario importante, a docente
pedia que socializasse com a sala. Esses momentos eram enriquecedores para 0s

alunos e para o desenvolvimento da aula.

Dificuldades observadas e possiveis causas

Professora

A professora P4 afirmou na entrevista inicial ndo ter total dominio sobre o
contetdo Analise Combinatoria, porém, nas observacdes realizadas e ao ouvir o
audio das aulas que ndo acompanhamos, ndo percebemos nenhum fato que viesse

a prejudicar a aprendizagem dos alunos.
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A docente preparava suas aulas com antecedéncia, sempre tinha controle do
que trabalharia nas aulas. Em contato com a pesquisadora antes do inicio das
atividades, buscou saber quais dificuldades os alunos apresentam normalmente no
estudo desse tema e, durante a THA, sempre informava a pesquisadora sobre o
desenvolvimento de seus alunos e questionava se estava de acordo com resultados

de pesquisas.

Inferimos que a postura construtivista é adotada pela docente em sua pratica,
ja que esta habituada a realizar mediacGes, sistematizacfes e é adepta da pratica
construtivista em aula. Vale ressaltar novamente, também, que a docente faz parte
do grupo de estudos em que este trabalho esté inserido, conhece a teoria e também

realizou um trabalho de observacdo nos moldes desta pesquisa.

Notamos, a partir da sua pratica em sala de aula e de sua postura receptiva a
THA, que a docente é perceptivelmente diferenciada das demais. Podemos inferir
que essa postura diferenciada se deva ao conhecimento da teoria, mas,
principalmente ao fato de acreditar na perspectiva construtivista para o ensino.
Segundo P4, tal abordagem ja fazia parte de sua pratica, antes mesmo de iniciar o

estudo de tal teoria no curso de Mestrado.

Alunos

As dificuldades apresentadas pelos alunos de P4 foram as mesmas indicadas
pelos resultados de pesquisas. Porém, esses alunos, diferentemente dos demais
participantes, ndo apresentaram dificuldades na construcdo de arvores de
possibilidades ou em outras representacées, como o diagrama de Venn-Euller e a
tabela de dupla entrada. Inferimos que isso se deva ao fato de a docente buscar o
uso de diferentes representagdes em suas aulas e sempre propor discussdes sobre

as solucdes apresentadas pelos alunos.

Interacéo professor x aluno

Durante as aulas da professora P4, percebemos que ela sempre atendia

todos os alunos em seus lugares ou, quando percebia que as davidas eram comuns,
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realizava mediagcbes coletivas. Sempre procurava incentivar todos os alunos a
resolver as atividades. Quando percebia algum aluno distraido, a docente
guestionava sobre a tarefa, que estratégias estava utilizando e evitava que os alunos

ficassem ocupados com assuntos alheios.

Sempre que explicitavam suas solucdes, os alunos buscavam justificid-las. As
justificativas, as validacdes e as refutacdes de hipoteses sempre eram feitas por eles
e pela docente, aconteciam naturalmente, j& faziam parte do contrato didatico®

estabelecido.

2 Guy Brousseau define contrato didatico como o conjunto de comportamentos especificos do professor,
esperado pelos alunos, e o conjunto de comportamentos dos alunos, esperados pelo professor. (ALMOULOUD,
2007, p. 89).
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CONSIDERACOES

Nosso estudo integra o projeto “Construcdo de trajetérias hipotéticas de
aprendizagem e implementacédo de inovacdes curriculares em Matematica no Ensino
Médio”, do Programa de Pés-Graduados em Educacdo Matematica da Pontificia
Universidade Catolica de S&o Paulo.

A contribuicdo desta pesquisa para o0 projeto foi a elaboracdo, o
desenvolvimento e a andlise de uma Trajetoria Hipotética de Aprendizagem (THA)
para o ensino de Analise Combinat6ria, com o objetivo de verificar a possibilidade de
compatibilizar perspectivas construtivistas de aprendizagem com a planificacdo do
ensino, em um trabalho colaborativo entre pesquisador e professores; para isso,
buscamos evidéncias que permitissem responder as seguintes questbes de

pesquisa:

a) E possivel compatibilizar a perspectiva construtivista na planificacdo do

ensino de Analise Combinatoria? Caso sim, de que forma?

Percebemos, ao longo do trabalho, que elaborar uma Trajetéria Hipotética de
Aprendizagem ndo é uma tarefa simples, € necessario superar algumas dificuldades,
para a elaboracdo de uma THA. A primeira delas diz respeito a pratica docente. O
professor ndo esta habituado a criar trajetorias de aprendizagem, ou seja, a elaborar
atividades, considerando objetivos, hipoteses de aprendizagem, conhecimentos
prévios dos alunos, e a antecipar possiveis dificuldades que venham a ser
apresentadas pelos alunos.

Simon (1995) destaca que, além das hip6teses do professor sobre o
conhecimento dos alunos, é importante observar que outros conhecimentos
interferem no ciclo de aprendizagem, como, por exemplo, teorias sobre o ensino de
matematica, derivadas de pesquisa ou da propria experiéncia docente. Assim, para
a elaboracdo de uma THA que tenha uma perspectiva construtivista, € necessario
um amplo estudo de pesquisas que oferecam um norte ao processo de ensino-

aprendizagem do tema escolhido. O que se mostra como outro item de dificuldade,
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pois, como afirmado pelas docentes participantes da pesquisa, a busca por esses
resultados ndo € uma pratica comum — trés das docentes afirmaram nunca terem
tido acesso a esses resultados ou curiosidade por conhecé-los. A docente P4
conhece e utiliza resultados de pesquisa, porém, é preciso salientar que ela € uma

pesquisadora do grupo de estudos no qual esse projeto € desenvolvido.

Na elaboragéo das atividades de aprendizagem que compuseram a THA, com
0 objetivo de provocar interacfes e motivacao entre os alunos para a realizacdo das
atividades, procuramos preparar tarefas que propiciassem ao aluno construir o

préprio conhecimento.

As atividades foram criadas com a intencdo de atingir tanto alunos que
apresentassem bom desempenho em matematica como aqueles que apresentavam
dificuldades de aprendizagem, a fim de contribuir para a autoestima e o autoconceito
e incentivar os alunos na busca pelo sucesso na aprendizagem, pois, para Solé
(2009), a autoestima e 0 autoconceito sdo aspectos que influenciam a maneira como

o aluno constréi sua relacdo com os outros e com o0 conhecimento.

Percebemos que o fundamental para planificar o ensino de Analise
Combinatéria de acordo com a perspectiva construtivista que compde a THA é o
comprometimento do professor. Nas observagdes e no contato com P4, notamos
que, quando o docente esta envolvido no trabalho e possui apoio para tirar duvidas,
para discutir; e liberdade para propor sugestdes e alteracbes, sente-se mais

motivado para ensinar e aprender, enriquecendo suas aulas e seus conhecimentos.

Para Zabala (2009), o papel protagonista e ativo do aluno, tdo caracteristico
do construtivismo, ndo se contrapfe a necessidade de um papel igualmente ativo
por parte do professor. Consideramos o planejamento a chave para a elaboracao, a
modificacdo e o desenvolvimento de Trajetérias Hipotéticas de Aprendizagem; e é
fundamental para o desenvolvimento de aulas que propiciem o enriquecimento dos

conhecimentos dos alunos e do proprio docente.

Sendo assim, respondendo nossa primeira questdo de pesquisa, inferimos
que é possivel compatibilizar perspectivas construtivistas de aprendizagem com o

planejamento de ensino de Analise Combinatoria. Porém, diante das dificuldades
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para elaborar uma THA, acreditamos que esta € uma tarefa mais condizente aos
pesquisadores que aos professores, como afirmam Gomez e Lupidnez (2007). No
entanto, o pesquisador pode elaborar uma primeira versdo da THA, que pode ser o
ponto de partida para o professor. Ao desenvolver essa versao, interagir com 0s
alunos e avaliar os resultados, o professor estara adquirindo novos conhecimentos e
podera realizar modificagbes com confianca e, assim, criar suas préprias versoes,

concluindo o ciclo de aprendizagem proposto por Simon (1995).

b) Como as pesquisas na area da Educacdo Matematica podem contribuir para
a organizacao de um ensino que potencialize situacées de aprendizagem de

Analise Combinatoria?

Antes da elaboracdo da THA, realizamos um levantamento sobre as
pesquisas na area da Educacdo Matematica, com o objetivo de buscar resultados
sobre o ensino e a aprendizagem do tema Analise Combinatéria no Ensino Médio,

que foi o foco desta pesquisa.

As pesquisas voltadas a Analise Combinatoria identificam os tipos de erros
cometidos pelos alunos no estudo deste tema. Entre eles, os recorrentes séo: erro
de interpretacdo do enunciado do problema; erro de ordem (considerar a ordem,
quando esta ¢€ irrelevante); erro de repeticdo (o0 aluno ndo considera a possibilidade
de repetir os elementos quando € possivel, e vice-versa); enumeracdo nao
sistematica (tentar resolver o problema enunciado por tentativa e erro, sem um

processo recursivo que conduz a formacao de todas as possibilidades).

A partir da constatacdo desses erros, os estudos fazem algumas sugestdes
de como minimizar sua ocorréncia. Entre essas sugestdes, destacamos: a proposta
do estudo realizado a partir de situagdes problemas, a exploracdo da arvore de
possibilidades e o uso do Principio Fundamental da Contagem, que adotamos na

elaboracdo da THA.

Portanto, respondendo a segunda questdo, podemos afirmar que o0s
resultados de pesquisas foram imprescindiveis para que elabordssemos a THA,

pois, a partir deles, foi possivel elencar objetivos de aprendizagem e hipbteses sobre
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0 processo de aprendizagem dos alunos, conhecer as dificuldades correntes e os
principais erros cometidos por alunos e docentes e elencados por diferentes
pesquisadores: Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997), Esteves (2001), Sabo
(2010). Tais resultados possibilitaram, também, propor atividades que
potencializassem o surgimento de duvidas, para que, com a mediacdo dos
professores, as dificuldades fossem minimizadas ou superadas, ainda que as

mediacdes nem sempre tenham acontecido da forma esperada.

c) Que caracteristicas podem ser identificadas na atuacdo do professor durante

o desenvolvimento da THA para a aprendizagem da Analise Combinatéria?

Antes da primeira reunido com o0s professores, a nossa expectativa era de
gue as contribuicdes para modificacdes na THA fossem escassas. Essa expectativa
deve-se ao fato de termos percebido certa resisténcia dos docentes ao trato com o
tema e a participacdo em pesquisas académicas, resisténcia essa confirmada na
pesquisa de Sabo (2010). Também colaborou para essa resisténcia o fato de os
docentes ndo estarem habituados a elaborar e a desenvolver Trajetérias Hipotéticas
de Aprendizagem, ou seja, atividades elaboradas de acordo com objetivos,

hip6teses de aprendizagem e conhecimentos dos alunos.

Essa expectativa confirmou-se com as docentes P1, P2 e P3, que realizaram
apenas um estudo superficial da THA no encontro inicial e ndo propuseram

alteracdes significativas, apenas a mudanca na ordem de uma das tarefas.

A docente P4, por ser aluna do Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica e fazer parte do projeto em que esta pesquisa esta inserida, colaborou
com a elaboracdo da THA, meses antes de tornar-se professora colaboradora. Suas
sugestbes foram valorizadas, porém, como P4 ndo era colaboradora na ocasiéo,

elas ndo foram elencadas pela pesquisadora.

Concordamos com a afirmacdo de Mauri (2009) sobre a importancia do
planejamento e das media¢cbes adequadas para 0 sucesso do processo de ensino e
aprendizagem, pois professores conscientes do que representam atividades de

construcédo de conhecimentos ndo podem deixar de realizar mediagdes para que 0s
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alunos se apropriem dos conhecimentos. Portanto, é importante o planejamento
intencional das atividades e a realizacdo de mediacdes necessérias para 0 seu
desenvolvimento. Assim, durante o desenvolvimento da THA, buscamos observar o
planejamento e as mediacles realizadas pelas docentes e notamos diferencas e

semelhancas marcantes no desenvolvimento das atividades realizadas por elas.

A professora P1 apresentou uma motivagéo decrescente no desenvolvimento
da THA. Acreditamos que esse fato tenha ocorrido porque a professora nao possuia
o habito de planejar suas aulas, o que pode ter interferido na qualidade das
mediacgOes realizadas e, consequentemente, no envolvimento dos alunos com as
atividades e na interacdo entre docente e alunos. No que se refere as mediagdes,
observamos que a falta de momentos de mediacdo coletiva e de sistematizacdes
acabou também causando dispersdo e desmotivando os alunos. E, em
consequéncia disso, houve desmotivacdo também da docente no decorrer das
atividades, o que levou a interrupcao da THA antes de seu término.

Inferimos que esse comportamento se deva a dificuldade para trabalhar com

pressupostos construtivistas. Como foi afirmado pela prépria docente:

“Tenho dificuldades em trabalhar com o construtivismo. Nao sei como deixar
os alunos soltos aprendendo e ao mesmo tempo ter que controlar isso. Nao consigo
saber quando devo interferir. Prefiro o tradicional mesmo, que ja estou acostumada’.

(P1, em entrevista apds o desenvolvimento da THA).

Por outro lado, percebemos que, quando planejava suas aulas, a docente P2
mostrava maior desenvoltura no desenvolvimento das atividades e realizava
mediac6es com maior tranquilidade. Planejar as aulas pode ter garantido a docente
o dominio do conteddo matematico a ser trabalhado com os alunos, pois a falta de
conhecimento matematico dessa docente também foi fator de interferéncia no
desenvolvimento da THA. Como afirma Simon (1995), apenas com conhecimento
matematico € possivel ao professor interpretar as ddvidas, as conjecturas e as
acOes dos alunos. O professor deve conhecer os objetivos de aprendizagem que
espera alcancar, para que possa realizar modificagcbes na THA, quando perceber
gue uma atividade ndo é adequada a seus alunos ou quando estes se distanciam

das metas de aprendizagem.
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Detectamos uma caracteristica da docente P3 na observacdo das aulas: a
visdo que a docente tem dos alunos. Ao afirmar sempre que deveriam tentar fazer
as tarefas, que algumas eram bem “facinhas” e as outras ela ensinaria, o rendimento
dos alunos pode ter sido alterado, causando nestes desanimo e crenca de que nao
seriam capazes de conseguir bons resultados. Isso foi percebido na fala de alguns
alunos, que afirmaram que nao resolveriam o0s problemas propostos, pois néo
conseguiriam. A professora ja os havia orientado para que apenas “tentassem” e

afirmou que depois |Ihes ensinaria.

Para Solé (2009), o professor traz uma visdo da sala de aula que, muitas
vezes, subestima a capacidade dos alunos e julga que ndo sejam aptos para realizar
tais tarefas. Para a autora, “ndo existe qualquer duvida sobre o fato de que as
expectativas dos professores sobre o rendimento de seus alunos podem chegar a

modificar seu rendimento real” (2009, p. 46).

A professora P4 apresentou um comportamento distinto das demais docentes.
Apesar de ter participado da elaboracdo da THA, buscava sempre preparar suas
aulas e informar a pesquisadora o0 que havia trabalhado na aula anterior e o que
pretendia trabalhar na seguinte. O planejamento péde também ser percebido na
proposta de tarefas extras feitas pela docente e a modificacdo da trajetdria de
acordo com o desenvolvimento dos alunos, parte fundamental de uma THA, foi

percebida nas aulas dessa docente.

Foi possivel notar que, de acordo com objetivos pontuais que ndo haviam sido
atingidos, a docente realizava modificacbes na THA, como, por exemplo, inserindo
exercicios para possibilitar a sistematizacdo de permutacdes com repeticdo de forma

satisfatoria.

Outra caracteristica, citada por Solé (2009) como propria da perspectiva
construtivista, que diferenciou os trabalhos com essa docente, diz respeito a
mediacdo das atividades, que deve variar em qualidade e quantidade. Durante a
observacdo e escuta do audio das aulas, foi possivel perceber que o mesmo
guestionamento era respondido de formas diferentes, de acordo com as dificuldades

apresentadas pelos alunos.
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A docente sempre questionava 0s alunos sobre os procedimentos que
estavam utilizando e promovia a socializagdo e a sistematizacdo destes. Nenhum
guestionamento ficava sem resposta ou sem discussdes coletivas. Intuimos ser esta
uma caracteristica da docente, pois, nas aulas observadas, percebemos que o0s
alunos estavam habituados a levantar hipéteses, validar ou refutar seus resultados,
sempre com justificativas. A atuacdo da docente esta de acordo com a indicada por
Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996, p. 118), que enfatizam que “a
representacdo das solucbes encontradas pelos alunos, conjuntamente com a sua

discussdao coletiva, permitird criar uma atmosfera de aprendizagem eficaz”.

Para o bom desenvolvimento de atividades planejadas, os docentes devem
“‘comunicar-se” com as observagdes dos alunos, e ndo apenas com suas davidas
apresentadas, mas principalmente com as conjecturas que fazem. Um ambiente de
aprendizagem, em que ocorre a interacao entre o professor e os alunos, propicia o

empenho de todos na constru¢do dos conhecimentos.

A proposta da THA busca apresentar aos docentes novas possibilidades de
atuacdo em sala de aula. Diante das possibilidades, o professor faz suas escolhas,
optando por conservar suas concepgdes, como ocorreu com P1 e P3, enriquecendo
seus conhecimentos e causando reflexdes sobre a sua pratica, mesmo que
inicialmente timidas, como percebemos com P2, ou incorporando novos

conhecimentos, como foi o caso de P4, que era do grupo de pesquisa.

Portanto, podemos assegurar que ndo basta o professor ter em maos uma
Trajetéria Hipotética de Aprendizagem que contemple uma perspectiva
construtivista, se, em seu desenvolvimento, ndo agir de maneira condizente com
essa perspectiva. De posse da THA, o docente deve instigar seus alunos na medida
certa, realizar mediacées e intervengbes de modo coerente e sistematizar o0s
conhecimentos. Sem motivacdo, sem envolvimento e empenho por parte dos

docentes, é dificil imaginar o sucesso da THA ou do processo de ensino e

aprendizagem em qualquer perspectiva.

Podemos acrescentar que o desenvolvimento de uma THA tem como
caracteristica principal o planejamento continuo por parte do docente, realizando

adaptacdes e alteracdes, situando-a ndo como uma atividade rigida e estanque, mas
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como um processo ciclico, em que 0s novos conhecimentos dos professores e dos

alunos contribuem para o processo de ensino e aprendizagem.

Diante de tais consideracdes e reflexdes sobre a pesquisa desenvolvida,
indagamos se a THA néo seria mais apropriada como uma proposta para formacao
continuada de professores. Serd que nossa postura como pesquisadora deveria ter
sido diferenciada e deveriamos ter interferido de forma a orientar o docente no
desenvolvimento das atividades, em vez de somente ter observado e participado
apenas de momentos pontuais em sala de aula? Ou, ainda, sera que trabalhar
colaborativamente entre docentes, de forma que possam observar as aulas um do
outro e depois propor momentos de discussfes e sugestdes acerca da pratica nao

seria eficaz, com auxilio da THA?
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ANEXOS

ANEXO A - 22 Versao da THA

Atividade Diagndstica
Objetivo: Verificar os conhecimentos prévios, as habilidades e as estratégias dos
alunos na resolucéo de problemas simples que envolvem raciocinio combinatério em

situagdes com poucos elementos.

1) A sorveteria GELINHO oferece cinco sabores de sorvete de massa (chocolate,
morango, brigadeiro, abacaxi e pistache), trés coberturas (caramelo, chocolate e
morango). De quantas maneiras diferentes vocé poderia escolher seu sorvete com

um sabor de massa e uma cobertura? Descreva as maneiras.

2) Na ultima prova de matematica de 2009, a professora elaborou cinco questdes (A,
B, C, D, E). Os alunos deveriam responder apenas trés. De quantas formas ele
poderia ter escolhido essas trés questdes? Descreva as possiveis escolhas.

3) No campeonato paulista de vblei de praia feminino, quatro duplas (D1, D2, D3,
D4) foram para a semifinal. De quantas maneiras diferentes poderiam ocorrer as

duas primeiras colocagfes (campeéo e vice-campedo)? Descreva essas maneiras.

4) Quantos e quais sdo os anagramas formados pelas palavras a seguir: (lembre-se:
anagramas sao sequéncias de letras formadas pelas letras de outra palavra,
podendo ou néo ter significado).

a) CEU c) VIVO

b) RICO d) OVO
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ATIVIDADE 1
Objetivo: Explorar o uso de diferentes representacdes de enumeragao para, com o
apoio destas, identificar a multiplicacdo como estratégia de solucdo e aplicar,

guando possivel, na resolucédo de problemas simples.

Procedimentos: Trabalho em duplas.

Tarefa 01: Montando um lanche.

Os sanduiches da padaria Portuguesa sdo muito famosos. O fregués pode escolher
entre trés tipos de paes: pdo de forma, pao italiano ou baguete. Para o recheio, ha
guatro opc¢des: queijo, presunto, carne, salame.

Usando as letras F, | e B para representar os tipos de pdes e as letras Q, P, Ce S
para representar os tipos de recheios, descreva quais s&o:

d) Os lanches diferentes que a padaria oferece no pao de forma? Quantos séo?
e) Os diferentes lanches oferecidos pela padaria? Quantos sao?

f) Como vocé pode representar essas opcdes, usando uma arvore de

possibilidades?

guero o recheio

ou

quero este pio guero o recheio
) ou

Arvore de au quera nI:IuI‘EI:hEiI:I

possibilidades ...

guero o recheio
gquerno este pdo

ou

quera este pdn

2) Joca costuma fazer a primeira refeicdo do dia na padaria de seu bairro. Ele
sempre escolhe uma bebida e um lanche na tabela fixada no alto da parede. Joca

quer saber: quantos dias, no maximo, ele pode fazer pedidos diferentes?
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MATINAIS

Bebida Lanche A=
Café comleite 1,20 Dt
Chocolate 1,20 /

Suco de laranja 1,50 Péo de queijo
¥ Refrigerante 1,00 Bolo
\ Café puro 0,80

L

Figura 32 - Imagem retirada de Zampirolo, 2000b, p.2

Trés amigos de Joca tentaram ajuda-lo a descobrir esse total, cada um de um jeito
diferente, mas, como estavam atrasados para o trabalho, nenhum deles terminou.
Ajude Joca, terminando o que cada amigo comecou.

e) O primeiro amigo utilizou o Diagrama de Euler-Venn.

f) O segundo amigo escolheu a arvore de possibilidades.



cafe con leite

Ao com manteiga

Pdode queijo-

Bolo

/ Pdo-conmv manteigow
chocolate
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g) E o terceiro optou por uma tabela de dupla entrada (ou contingéncia).

Lanche Péio-comy manieiga Peo-de queto- Bolo-

Belida-
cafe conwledle e

cafe convleite PaAS-conyimanliedga
Chocolate
Seeco-de lerange
Refrigeranie
Cafepuio-

d) Com a intencdo de agradar seus fregueses, o dono da padaria passou a lhes

oferecer uma bala ou de horteld ou de morango para completar o café da manha.

Quantas opcoOes diferentes tem Joca para fazer o pedido com uma bebida, um

lanche e uma bala?

e) Que estratégia vocé utilizou para responder a questao d?

Tarefa 2: Ida e volta

Para chegar um lago que fica em uma area de mata fechada, existem quatro trilhas

(A, B, C e D).

Podemos fazer um esquema para melhor visualizar:
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Figura 33- Esquema das trilhas do lago
C) De quantas maneiras podemos ir e voltar do lago? Descreva todas as
maneiras possiveis.

d) E se nao for possivel voltar pela mesma trilha utilizada para chegar ao lago?

Tarefa 3: Escolhendo o que vestir.
Kétia, ao abrir seu armario para escolher o que vestir para ir a escola, encontrou:
trés calcas, duas blusas e trés pares de sapatos. Ela tem que escolher uma calca,
uma blusa e um par de sapatos. Considerando todas as pecas diferentes, quantas

sdo as maneiras diferentes com que ela pode se vestir?

Tarefa 4: Jogo de letras

Numa revista de palavras cruzadas, num determinado passatempo, devem-se
formar todas as palavras possiveis, usando as letras de palavras dadas. Para isso,
precisamos inicialmente formar todos os anagramas possiveis com essas letras.
Quantos anagramas € possivel formar com as palavras a seguir? Se necessario,
utilize a arvore de possibilidades para ajuda-lo.

(Observe que nao estamos interessados em conhecer quais as palavras formadas,

com ou sem significado delas. Queremos apenas contar esses anagramas.)

e) RUA
) LUTA
9) CORSA

h) ESCOLA
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Tarefa 5: Sistematizacao

O uso da arvore de possibilidades e outras representacdes, como tabela de dupla
entrada ou diagrama de Euler-Venn sdo importantes ferramentas para a
enumeracdo das possibilidades, auxiliando o entendimento do raciocinio envolvido
nas situacdes de Analise Combinatoria. Ndo podemos negar sua eficiéncia; porém,
sua utilizagcdo nem sempre € conveniente, como vocé pode perceber, se construir a
arvore de possibilidades para a palavra ESCOLA.

Portanto, precisamos de estratégias mais eficazes ou apropriadas, quando temos
um aumento no numero de elementos que fardo parte de nossos agrupamentos, e €
isto que veremos nas proximas atividades.

Como vocé determinou o numero de anagramas para a palavra ESCOLA?
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ATIVIDADE 2.
Objetivo: Identificar e utilizar o Principio Fundamental da Contagem como estratégia
de solucéo, reconhecer e utilizar a divisdo como forma de evitar a sobrecontagem de
agrupamentos.

Procedimentos: Trabalho em duplas.

Tarefa 1: Bilhar

Dois amigos estavam jogando bilhar e propuseram um desafio: acertar duas bolas
(branca e vermelha), com apenas duas tacadas nas cacapas dos cantos da mesa.
Supondo que um dos amigos tenha acertado, quantas séo as diferentes maneiras

gue ele teria para colocar essas bolas nas cacapas? Duas das possibilidades séo:

O 1O ©

O O O

Tarefa 2: Campeonato de cartas

1) Carlos, Renata, Fabiano, Pedro, Daniela e Andréia sdo amigos e participardo de
um campeonato de cartas. O campeonato é disputado individualmente. Quantas e
guais sdo as possibilidades de ocorréncia dos dois primeiros colocados (campeéo e

vice-campedao)?

2) A segunda etapa do campeonato de cartas sera disputado em duplas. Quais e

guantas séo as duplas possiveis de serem formadas com 0s cinco amigos?

3) Observe as duas questdes anteriores. O que as diferencia?

Tarefa 3: Anagramas

5) Sabemos que a palavra RUA possui seis anagramas, que sao RUA, RAU,

ARU, AUR, URA, UAR. A palavra ASA possui 0 mesmo numero de letras que
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a palavra RUA. Vocé pode afirmar que as duas palavras possuem o mesmo

namero de anagramas? Justifique.

6) O mesmo ocorre com as palavras LUTA, CASA ou BOBO, que possuem o
mesmo numero de letras. A palavra LUTA possui 24 anagramas. Ja as
palavras CASA ou BOBO possuem quantos anagramas cada uma?

7) Como vocé calcularia o0 numero de anagramas de uma palavra que possui
letras repetidas, como CASA e BOBO, sem precisar descrever todos 0s

anagramas?

8) Utilize o mesmo raciocinio para determinar o niumero de anagramas das
palavras CORSA, BRASA, ARARA, BACANA, ATACADA.

Tarefa 4 — Formando triangulos

Quantos triangulos podem ser formados tendo seus vértices nos vértices de cada

figura?:
L K
D
/ \ M J
E .:/"' \?(,
"‘.. Il,-'.

\"x f N

\

'—l _.
A B o H

Tarefa 5: NUmeros

Utilizando os algarismos 1, 2, 3,4,5,6 e 7.

a) Quantos numeros pares de trés algarismos podemos formar ?

b) Quantos numeros impares de trés algarismos distintos podemos formar?
c) Quantos numeros de trés algarismos todos repetidos podemos formar?

d) Quantos numeros de trés algarismos podemos formar?
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ATIVIDADE 3

Objetivo: Sistematizar e formalizar o Principio Fundamental da Contagem e 0 uso
da divisao para evitar a sobrecontagem.

Professor: busque mediar um debate entre os alunos para elencar as caracteristicas
relevantes, como a importancia da ordem ou ndo e a existéncia de elementos

repetidos. A utilizagdo de exemplos € uma estratégia importante nesse momento.

1) Na resolucéo de problemas de contagem, varias estratégias podem ser utilizadas.
Sua escolha esta relacionada a percepc¢do de algumas caracteristicas do problema.
A fundamentacao para essas estratégias é o Principio Fundamental da Contagem,

que podemos esquematizar pelo diagrama a seguir'®:

n2 de opgdes
para primeira
etapa

n2 de opgdes
para segunda
etapa

n? de opgdes
para terceira
etapa

n? de opgdes
para enésima
etapa

Porém, alguns fatores devem ser considerados para a resolucdo dos problemas.
Vamos descobrir quais sdo esses fatores ou caracteristicas que diferenciam os
problemas propostos. Converse com seu colega de dupla e faca uma relagdo das
caracteristicas que sdo importantes nas situacfes que resolveu até agora. Anote

todas elas para que possamos, juntos, descobrir cada uma delas e sua importancia.

Professor: questione e relacione na lousa as caracteristicas apresentadas pelos alunos. E
importante sempre destacar a necessidade de uma leitura criteriosa antes de resolver as

situacGes propostas.

Agora que conhecemos esse principio, calcule quantas sdo as centenas diferentes
que podemos escrever, utilizando apenas os numeros 0, 1, 2, 3 e 4? E se nao

houver algarismos repetidos?

2) Observe a arvore de possibilidades para o problema’*:

'® Situagdo adaptada de Coutinho e Miguel, 2002, p. 14
4 Texto adaptado de S&o Paulo , 2009b, p. 21
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Quantos grupos ordenaveis de trés elementos podemos formar com cinco pessoas?

12 posigdo
22 posigio ! ! ! g
weposicso (3 || 4 J[ 5 [ 2 J( o J{s J(2 J{e s J(2 )]0

Ao observar a arvore, percebemos que, para cada elemento que ocupar a primeira

posicdo, teremos quatro elementos para ocupar a segunda posicéo e trés elementos
para ocupar a terceira posi¢cao. Assim, como temos cinco elementos para a primeira
posicdo, o numero de grupos ordenaveis nesse caso sera igual ao produto 5 X 4 X
3 =60.

Agora, se nao estivéssemos considerando a ordem das pessoas: por exemplo, vou
convidar trés dessas cinco pessoas para uma festa. Em quanto ficaria reduzido esse
namero, se a ordem nao € importante, ou seja, o agrupamento “1, 2, 3” € o0 mesmo
que “1, 3, 2” e igual a todos os outros que ocorre a troca de posicado dos mesmos
participantes? Ou seja, ndo estamos ordenando as pessoas e apenas formando
grupos.

Os 60 grupos ordenaveis ficariam reduzidos a 10 grupos néo ordenaveis (resultado
de 60 + 6), uma vez que cada grupo de trés elementos permite a troca de posicdes

de seis maneiras diferentes.

5x4X3 _ 60

— = 10 grupos nédo ordenaveis.

Portanto, teremos =
3x2X1 6

Usando esse raciocinio, calcule o numero de duplas diferentes que podem ser

formadas entre sete amigos.



233

ATIVIDADE 4

Objetivo: Ressaltar a importancia ou ndo da ordem e mobilizar o Principio
Fundamental da Contagem e o uso da divisdo como estratégia de solucdo para
situacdes em que a ordem dos elementos nao diferencia os agrupamentos.

Procedimentos: Trabalho individual.

Tarefa 1. Cinco Amigos

1) Um grupo de cinco amigos (A, B, C, D, E). A seguir, aparecem critérios para
agrupa-los. ldentifigue se cada grupo € ordenado ou ndo ordenado e calcule o
ndmero de agrupamentos possiveis em cada situagao.

Para responder os seguintes itens, os alunos podem optar pelo diagrama de
arvore, pela contagem direta ou pelo PFC ou divisdo para evitar a sobrecontagem.
Esperamos que neste momento ocorra uma diminui¢ao no uso da enumeragao.

a) Escolher trés pessoas para irem a uma festa.

b) Definir os dois primeiros colocados num concurso.
c) Colocar as cinco pessoas em fila.

d) Dar presentes iguais a quatro dessas pessoas.

e) Dar quatro presentes diferentes a quatro dessas pessoas.

Tarefa 2: Ordenado ou nédo?

1) Analise, em cada caso, se 0s agrupamentos sdo ordenados ou ndo ordenados e
calcule o nimero de agrupamentos possiveis de cada situacgao.

a) Numeros de trés algarismos, tomados a partir dos algarismos 3, 4,5,6 e 7.

b) Cdodigos de quatro simbolos distintos, escolhidos entre os elementos do conjunto
{1, 2,3, a, b, c}.

c) Grupos de 5 alunos, escolhidos entre os 40 alunos de uma sala, para participarem
de um evento.

d) Formas de arrumar seis livros diferentes em uma estante.

e) Misturas obtidas, juntando-se volumes iguais de trés liquidos, escolhidos entre

seis disponiveis.
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Tarefa 3
2) A mega-sena estad acumulada!
Ricardo fez um unico jogo, escolhendo as seis dezenas marcadas no cartdo a

seqguir:

09 de
18] (20
291 (30
391 140
3! 149! (50
59 [60

Uy oy O

b) Quantas quinas diferentes Ricardo poderia formar com os himeros marcados?

b) Quantas quadras diferentes ele poderia formar?
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ATIVIDADE 5

Objetivo: ldentificar os tipos de agrupamentos, de acordo com as caracteristicas
observadas.

Objetivo especifico: Formalizar os conceitos de permutacédo, arranjo e combinacéao.
Agora que conhecemos importantes caracteristicas que influenciam na escolha da
estratégia de solucdo das situacdes que envolvem raciocinio combinatorio, iremos
identifica-los.

Procedimento: Apresentar inicialmente a tarefa 1, de forma isolada. Apos a
apresentacao e a discussao das respostas dos alunos, proponha as demais tarefas

da atividade.

Tarefa 1. PERMUTAC}OES — ARRANJOS SIMPLES E COMBINAQC)ES

2) Em uma urna colocamos cinco bolas, cada uma com uma vogal escrita.
Sortearemos trés bolas, sem reposicdo, e anotaremos sua vogal, ou seja,
sortearemos a primeira bola, anotaremos sua vogal; em seguida, sortearemos a
segunda, e assim até anotarmos as trés vogais. Quais e quantas sao as sequéncias
possiveis de formar sorteando as trés bolas?

2) De quantas maneiras podemos trocar as posicoes de trés letras ja determinadas?
Por exemplo, de quantas maneiras diferentes podemos organizar as letras aei ?

3) De quantas maneiras podemos escolher trés vogais, se a ordem de escolha ndo é
importante? Por exemplo, aei € a mesma coisa que €ia ou iea, etc.

4) Observe as trés questdes anteriores e seus resultados. Descubra a relagdo que

h& entre a questao 3 e as questbes 1 e 2.

5) Definindo agrupamentos
a) Na primeira questédo, temos uma situacdo que chamamos de ARRANJO. Entao,
escreva com suas palavras o que é um arranjo. Dé um novo exemplo.

b) Na segunda questfo, temos as PERMUTACAO. Escreva com suas palavras o

que é uma permutacdo e dé um novo exemplo.

c) E, na terceira quest&o, temos a situacio que denominamos COMBINACAO.

d) Como podemos descrever um agrupamento, relacionando-o aos outros?
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Tarefa 2: Institucionalizando Permutacdes

A- Chamaremos de Permutacdo a todos os agrupamentos ordenaveis formados
com todos os elementos de um conjunto. Os elementos podem ser todos distintos ou
pode haver elementos repetidos.

a) Escreva todas as possibilidades de ordenar as letras abc. Quantos grupos vocé
obteve?

Representaremos o total de agrupamentos por P;,onde o 3 corresponde a

quantidade de elementos do conjunto. Portanto, P; =3 X2 X1 = 6.

O fatorial € uma ferramenta atil para simplificar nossos calculos, entdo podemos

utiliza-lo.

Vocé sabe o que quer dizer fatorial em Matematica?
Por exemplo, o que significa 3 fatorial?

3 fatorial é indicado por 3! e, significa que estamos considerando o produto3-2:-1 =26

2) Agora que sabemos 0 que € uma permutacdo, qual é o numero de:

f) Permutacfes de trés elementos distintos

9) Permutacdes de cinco elementos distintos

h) De quantas maneiras oito pessoas podem estar em uma fila?

)] Pintar as quatro listras de uma bandeira com as cores azul, vermelho, verde e
amarelo, sem repetir cores.

)] A permutacédo de r elementos distintos sera calculada por:

B) Mas e se contarmos com elementos repetidos?

A - Jogo das senhas

Paulo é o responsavel por criar um programa de senhas de um site. Para testar seu
programa, ele colocou as sequéncias abaixo para verificar a quantidade de senhas
possiveis. Coloque o total de senhas diferentes obtidas para cada agrupamento:

f) 1234

g) 1221

h)y 1111

i) Explique que estratégia vocé usou para resolver o problema.
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B- Lembra do caso dos anagramas das palavras ASA, BOBO ou CASA?
Entdo, nesses casos tinhamos a permutacdo com elementos repetidos e, no caso da

palavra ASA, representaremos por PZ, em que o 3 é o niimero total de letrase 0 2 é

- 3!
0 nimero de vezes que a letra A repete. Portanto, P? =~ logo, teremos que

2 _ 3x2x1
Py =
2x1

= 3. Sendo assim:

e) Represente e calcule o numero de permutacdes das palavras BOBO e CASA.
f) A permutacédo de cinco elementos nos quais dois sao repetidos serd calculada
por:
Q) Um aluno respondeu da seguinte forma, quando foi perguntado o nimero de
anagramas da palavra CIDADANIA

9-8-7-6-5-4-3-2-1= 15120

3-2:1):-(2-1)-(2-1)

Vocé concorda com a solucdo desse aluno? Explique.

h) Quantos anagramas existem da palavra MATEMATICA?

Tarefa 3: ARRANJOS SIMPLES

Chamaremos de Arranjo simples a todos os agrupamentos formados com parte

dos elementos de um conjunto em que a ordem é importante.
a) Escreva todas as centenas formadas somente por algarismos impares, que nao
possuam nenhum algarismo repetido. Quantos grupos vocé obteve? Exemplos: 135,
351, etc.
135 137 139 157 159 179 357 359 379 579
153 173 193 175 195 197 375 395 397 597
351 371 319 571 519 719 573 539 739 795
315 317 391 517 591 791 537 593 793 759
513 713 913 715 915 917 735 935 937 957
531 731 931 751 951 971 753 953 973 975
Obtém-se 60 grupos.
Representaremos o total de agrupamentos por As; em que o 5 corresponde ao total
de algarismos impares no sistema decimal e 3 corresponde a quantidade de
algarismos que compdem uma centena. Portanto,
As; =5%x4x3=60.



238

b) Quantos arranjos simples de quatro elementos podemos formar com as letras de
{a, b, c, d,e,f}?

c) De um baralho (52 cartas diferentes), 3 cartas sdo retiradas sucessivamente e
sem reposi¢cdo. Quantas sequéncias de cartas podem ser obtidas?

d) Quantas séo as siglas de trés letras diferentes que podemos formar a partir das
letras do nosso alfabeto?

e) Um concurso conta com seis participantes. De quantas formas diferentes

podemos definir os trés primeiros colocados?

Tarefa 4: COMBINACAO SIMPLES

Chamaremos de Combinacdo Simples a todos os agrupamentos ndo ordenaveis
formados com parte dos elementos de um conjunto.

Representaremos a combinagao de trés elementos de um grupo de seis elementos
por Cs3, €M que seis € o total de elementos e trés, o numero de elementos nos
agrupamentos.

a) Quantas sao as possibilidades de escolher trés brinquedos em uma prateleira

com oito opcdes diferentes?

b) Na prova de matemética de 2008, a professora elaborou cinco questfes, das
guais os alunos deveriam responder trés. De quantas formas ele poderia ter

escolhido essas trés questbes?

c) Como vocé determinaria 0 namero de combinacfes possiveis de oito elementos

de um conjunto que possui dez elementos?

d) Com as observacdes que vocé fez na tarefa 1 desta atividade, como poderia
relacionar combinacdo com permutacdo e arranjo? Vocé poderia escrever uma
forma de determinar o niumero de combinagdes possiveis a partir do nimero de

arranjos e permutacoes? Como?

R ~ o °q '
Esperamos que o aluno identifique a relacdo n® de combinacio = ——— 922
ne? de permutoes
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ATIVIDADE 6 -
Objetivo: Que o aluno mobilize os conhecimentos desenvolvidos. Ou seja, resolva
as situacoes propostas a partir da identificacdo das caracteristicas que determinam

cada tipo de agrupamento.

Tarefa: Resolva os problemas a seguir.

1) Para pintar um conjunto de cinco casas dispde-se dos seguintes dados:

e Conta-se com trés cores diferentes (azul, amarela e verde).
e (Cada casa € pintada com apenas uma cor.
e As casas estdo em sequéncia do mesmo lado da rua.
e Deseja-se que duas casas vizinhas ndo sejam pintadas com a mesma
cor.

Calcule de quantos modos as casas podem ser pintadas.

Por exemplo, duas possibilidades s&o:

Primeira Segunda
| [ ]
[ | [ |
azul verde amarelo azul verde azul amarelo verde azul verde

2) Quantos numeros de quatro algarismos distintos podemos formar com os
algarismos 1, 2, 3, 4? Em ordem crescente, qual seria a posicdo que ocupara o
namero 2341? E o nimero 42137

3) André, Beto, Carlos e Danilo estédo participando de um campeonato de futebol de
botdo. De quantas maneiras diferentes pode terminar esse campeonato (1°, 2°, 3° e

4° lugares) ?

4) Em um setor de uma fabrica de automdveis trabalham oito estagiarios, dos quais

trés serdo promovidos. De quantas formas podem ocorrer essas promo¢des?

5) Seis amigos de faculdade resolveram fazer um churrasco no final de semana para
comemorar 0s bons resultados durante o semestre letivo. Mas ninguém queria ir ao

mercado fazer compras; entdo, decidiram sortear trés deles, escreveram 0s nhomes
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em papéis iguais e colocaram em uma caixa para o sorteio. De quantas maneiras

diferentes pode ser formado, por sorteio, o trio que ira ao mercado?

6) Fabio comprou um cadeado com senha para colocar em sua bicicleta. A senha
desse cadeado € composta de quatro algarismos. Em uma brincadeira com Rodrigo,
seu irmao cacgula, Fabio o desafiou a descobrir a senha e deu uma dica: “A minha
senha termina com o algarismo 5 e nao possui numeros repetidos”.

Sem ter nenhuma ideia a mais sobre a senha de Fabio, Rodrigo aceitou o desafio e
comecou a testar as possiveis senhas. Supondo que Rodrigo ndo tenha muita sorte
e sO acerte na Ultima tentativa possivel, quantas senhas no total ele tentard?

7) A vovo Nina possui trés quartos em casa. No préximo final de semana ird receber
quatro netas para dormir em sua casa. De quantas formas as netas podem escolher
0s quartos para dormir? (Uma neta pode dormir em cada quarto, todas podem

dormir em um Unico quarto, podem dormir em duplas, etc.)

8) Quatro atores, Juca, Max, Frank e Lucas estdo concorrendo aos papéis de
Aramis, Porthus e Athos: os trés mosqueteiros. De quantas formas diferentes podem

ser escolhidos trés desses atores para representar esses papeis?
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ANEXO B — Questionario Inicial

PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO

Programa de Estudos Pés-Graduados em Educacdo Matematica

Escola Estadual

Pesquisa: Professor colaborador da THA de Anélise Combinatdria

Caro (a) Professor (a),

Esta pesquisa é parte integrante da dissertacdo de mestrado profissional em Ensino de

Matematica do Programa de Estudos Pds-Graduados em Educagcdo Matematica da PUC-
SP, intitulada: "TRAJETORIA HIPOTETICA DE APRENDIZAGEM: A ANALISE
COMBINATORIA SOB UMA PERSPECTIVA CONSTRUTIVISTA" e tem por objetivo

tracar um perfil da opinido do professor colaborador sobre o tema.

Agradecemos antecipadamente sua participacdo e colaboracao.

1.
2.

© N o gk~ w

Nome

Formacéo

(Graduacao Plena em Matematica/ Complementacao/ Bacharelado)
Localizagéo da escola D.E.

Tempo de magistério

Tempo que leciona nesta Unidade Escolar
Professor: Efetivo ( ) OFA ()
Segmento em que leciona: () E.F. I () E.F.II () E.M.

P6s-Graduacao cursada e/ou em andamento
() Extenséo
() Aperfeicoamento
() Especializacéo
() Mestrado
() Doutorado
() Nenhum
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Quais estratégias ou metodologias de trabalho normalmente utiliza em suas aulas?
Participou ou participa de cursos ministrados pela Secretaria da Educacdo? Quais?
Qual (is) livro(s) didético(s) utiliza como apoio para preparar suas aulas?

Vocé utiliza (segue) o material da Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo? Se
sim, faz adaptacdes e/ou alteracdes nesse material, de acordo com as turmas para
as quais leciona?

Utiliza outros recursos, além do material da Proposta Curricular do Estado de S&o
Paulo? Quais?

Em nossa pesquisa, estamos desenvolvendo o conteddo Analise Combinatéria.
Considerando sua experiéncia e seu conhecimento, como vocé desenvolve ou
desenvolveria esse tema?

Quais sao as dificuldades que os alunos apresentam ao estudar este assunto?
Costuma trabalhar com resolu¢cdo de problemas para desenvolver os conceitos
envolvidos no tema?

Vocé costuma buscar resultados de pesquisas para auxilid-lo na elaboragéo de suas

aulas?



243

ANEXO C - Roteiro da entrevista com professores

10.

11.

12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.

19.

Quais vantagens ou desvantagens vocé pode perceber com o desenvolvimento da
THA?
Vocé considerou o desenvolvimento da THA um trabalho produtivo? Quais itens
poderiam ser modificados para um trabalho mais produtivo?
Vocé acredita que esse trabalho possa ser desenvolvido com ajustes necessarios
em turmas diferentes?
Qual a sua impressao sobre a participacdo e a reacdo dos alunos durante as
atividades?
Quais conhecimentos vocé adquiriu com esta experiéncia e como eles poderiam
contribuir para o seu desenvolvimento profissional?
Como o professor poderia elaborar a prépria THA?
Qual a importancia do planejamento e da escolha das atividades?
Quais dificuldades vocé encontrou para desenvolver os contetdos/atividades em
sala de aula com os alunos?
Os alunos apresentaram dificuldades para realizar as atividades? Quais?
Como as pesquisas, na area da Educagdo Matematica, podem contribuir para a
organizacao do ensino Andlise Combinatéria?
Como deve ser a atuagéo do professor de Matematica quanto as atividades de
planejamento do ensino de Andlise Combinatodria, de forma compativel com a teoria
proposta?
Quais suas expectativas antes da aplicacdo da THA?
O trabalho sob uma perspectiva diferente fez vocé refletir sobre a sua pratica? Vocé
pretende utilizar esta metodologia?
Vocé percebeu alguma mudanga tanto no ensino quanto na aprendizagem?
Vocé esta de acordo com a metodologia que o pesquisador sugeriu?
Quais as possiveis modificacfes para a elaboracédo da 32 versao da THA?
Vocé ficou satisfeito(a) com os resultados?
Vocé acredita que:

* Os alunos receberam bem a proposta?

* Demonstraram curiosidade?

* Desinteresse?

* Os alunos ficaram desanimados/ desinteressados/ cansados?
Vocé acredita que os alunos participaram ativamente do desenvolvimento das

atividades?
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20. Vocé acredita que os alunos apresentaram um bom relacionamento com os colegas?

21. Os alunos empenharam-se em aprender?
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ANEXO D — CARTA DE CESSAO

Carta de Cessao

Eu, , portador do RG numero

, declaro para os devidos fins que concedo os direitos da narrativa a

partir das observacdes e gravagdes de dudio de minhas aulas e de entrevistas realizadas de
forma transcrita e textualizada, para que Luciane Mendonca possa utiliza-la em sua
pesquisa de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica, desenvolvida na Pontificia

Universidade Catolica de S&o Paulo, sob a orientagdo do Prof. Dr. Armando Traldi Junior.

Subscrevo a presente.




