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RESUMO

O presente trabalho relata uma pesquisa qualitativa, cujo objetivo é elaborar, aplicar e
analisar uma sequéncia didatica que aborda a resolucao algébrica e grafica dos sistemas
lineares quadrados com o auxilio do software educacional Winplot. A sequéncia didatica
foi aplicada para alunos do 2° ano do Ensino Médio do Colégio Madre Alix, uma
instituicdo privada localizada na cidade de S&o Paulo. Nossa pretensao foi responder a
seguinte questao de pesquisa: “Os alunos do Ensino Médio conseguem compreender a
resolucdo desses sistemas lineares 3x3 quando de uma abordagem que favorece a
conversdao e o tratamento de registro de representacdo aliados a um ambiente
computacional?” Para fundamentar o processo de nossa pesquisa, baseamo-nos na
Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval (2003) por
acreditamos na relevancia da conversdo de registros, quando da abordagem desse
assunto, para a construcdo do conhecimento do aluno. Como metodologia, optamos
pelos pressupostos da Engenharia Didatica, segundo descricao feita por Artigue (1996),
visto que é usada nas pesquisas de Didatica da Matematica, que incluem uma parte
experimental. Os resultados de nossa pesquisa mostram a relevancia do uso do software
educacional Winplot como contribuicdo para a visualizacdo e compreensédo da resolucdo
de sistemas lineares em 3D. Esperamos que nossa pesquisa aponte caminhos para
novos estudos sobre a conversdo do registro grafico como registro de partida. Esta
dissertacdo gerou um produto a parte que contém uma sequéncia didatica desenvolvida,
aplicada e analisada, mediante atividades que abordam o estudo de sistemas lineares
2x2 e 3x3 em que contemplamos o0s registros e representagbes da lingua natural,
algébrico, tabela e gréaficos, que poderdo melhor instrumentalizar os professores.

Palavras-chave: educacdo algébrica, sistemas lineares, registro de representacéo
semibtica, método da adicdo, software Winplot.



ABSTRACT

The present study describes a qualitative research whose aim is to design, implement and
analyze a didactic sequence that approaches the algebraic and graphical solutions of
linear-quadratic systems with the aid of educational software Winplot. The didactic
sequence was applied to students in the 2nd year of Colégio Madre Alix High School, a
private institution located in Sao Paulo. Our objective was to answer the following
research question: “Can the high school students understand the resolution of 3 by 3
linear systems when using an approach that favors the conversion and processing of
representation register coupled with a computing environment?” In order to support our
research process, we rely on Raymond Duvals Theory of Semiotic Representation
Registers (2003) as we believe in the relevance of the records conversion while
approaching to this subject in order to build the students’ knowledge. The chosen
methodology was Artigue’s Didactics Engineering assumptions (1996), as it is used in
Mathematical Didactics Researches including an experimental part. The results of our
research show the relevance of using the educational software Winplot as contributing to
the visualization and understanding of solving linear systems in 3D. We hope that our
research points towards further studies on the conversion of graphic record as a starting
record. This study generated a product that contains a didactic sequence for teaching
through activities that address the study of 2 by 2 and 3 by 3 linear systems where we
contemplate the records and representations of natural language, algebraic, table and
graphs which may better equip teachers.

Keywords: algebraic education, linear systems, semiotic representation register, addition
method, software Winplot.
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INTRODUCAO

Minha preocupacdo como professora do 2° ano do Ensino Médio
confirmou-se quando constatei as dificuldades dos alunos na compreenséo e
interpretagéo da resolugéo e solugéo dos sistemas lineares, tema de estudo do
citado ano. Indo ao encontro desta inquietacdo, iniciei, em agosto de 2008, o
curso de mestrado na Pontificia Universidade Catolica de Sao Paulo (PUC-SP).

Em 2009, ingressei no Grupo de Pesquisa em Educacédo Algeébrica —
GPEA. Em um de nossos encontros, a Profé. Dr2 Barbara L. Bianchini,
orientadora deste trabalho, sugeriu aos alunos que participassem do 1X Encontro
de Pesquisa em Educacdo Matematica da Regido Sudeste, na Universidade
Federal de Sédo Carlos (UFSCar), a fim de assistir a comunicacdo cientifica
Sistemas Lineares na segunda série do Ensino Médio: Um olhar sobre os livros
Didaticos, apresentada por Carla Moreno dos Santos Battaglioli, uma de suas

orientandas.

Battaglioli (2008) fez wuma investigacdo sob quais registros de
representacdo semiotica os sistemas lineares estdo sendo abordados nos livros

didaticos e quais conversdes de registros estdo sendo propostas.

Ao participar daquela apresentacao, interessei-me pelo tema, pois veio ao

encontro as minhas inquietacdes por abordar sistemas lineares no Ensino Médio.

A primeira vez que os alunos entraram em contato com o estudo sobre
sistemas lineares 2x2 foi na sétima série’ do Ensino Fundamental. Nesse nivel,
eles conhecem a resolucédo algébrica pelos métodos de adicdo, substituicdo e

comparagao. A pesquisadora, quando professora do Ensino Fundamental,

1 .
Atual oitavo ano.
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abordou, também, a representacdo grafica desse tipo de sistema linear, pois
entendeu ser relevante a introducdo da representacdo de pares ordenados de
ndmeros reais no plano cartesiano a fim de enfocar geometricamente o sistema
de duas equacbes do 1° grau com duas incognitas para que o aluno pudesse
compreender a existéncia de sistemas sem solu¢cédo bem como de outros que tém

infinitas solucdes.

No 2° ano do Ensino Médio, o estudo dos sistemas lineares volta a ser
abordado: os livros didaticos iniciam o tema com a retomada do sistema linear
2x2 e aprofundam o contetdo com algumas discussfes. Sao apresentados outros
tipos de sistemas lineares de dimensdes maiores. Entretanto, o enfoque é na

resolucado de sistemas lineares 3x3.

Um desafio apresentou-se quando a pesquisadora se deparou com a
auséncia da abordagem grafica dos sistemas lineares 3x3 nos livros didaticos
pesquisados. Preocupada em como vencer tal dificuldade, decidiu investigar a
contribuicdo de uma ferramenta computacional para a abordagem do estudo dos
sistemas lineares que propiciasse ao aluno a visualizacdo dos trés planos no

espaco tridimensional.

Juntando-se a isso, 0 tema de pesquisa de Battaglioli (2008) motivou-me a
realizar esta pesquisa que sugere a busca constante de atividades alternativas
gue levem os alunos a interpretarem resultados e a construirem novos

conhecimentos no que diz respeito aos sistemas lineares.

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento, a aplicacédo e a analise
de uma sequéncia didatica para alunos do 2° ano do Ensino Médio, visando a
resolucdo nos registros algébrico e grafico dos sistemas lineares em 2D e 3D

com o auxilio do software educacional Winplot.

Para situar o leitor a respeito da problematica estudada em nossa
pesquisa, apresentamos sua estrutura ao descrever, de forma resumida, 0s

principais pontos de cada capitulo.

A pesquisa esta configurada em cinco capitulos, além das consideragdes

finais.
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No capitulo I, apresentamos a Problemética na qual destacamos como
surgiu a ideia e o interesse a respeito do tema, o objetivo e a questdo de

pesquisa.

No capitulo I, abordamos a Fundamentacdo Tedrica e Metodoldgica.
Nossa pesquisa fundamenta-se no referencial tedrico dos Registros de
Representacdo Semiodtica de Raymond Duval (2003). Segundo esse autor, se
pretendemos analisar as dificuldades de aprendizagem em Mateméatica
precisamos estudar, prioritariamente, a conversao dos registros de representacao.

Como referencial metodolégico, usamos a Engenharia Didatica,
desenvolvida por Artigue (1996), e que, segundo Machado (2003), pode ser
utilizada em pesquisas que estudam os processos de ensino e aprendizagem de

um objeto matematico - no caso, sistemas lineares.

No capitulo lll, intitulado Estudos Preliminares, apresentamos as leituras
realizadas a respeito de sistemas lineares que serviram como base para o

desenvolvimento deste trabalho.

Analisamos dois livros didaticos do Ensino Médio, justificamos a escolha do
método de adicdo para a resolucdo algébrica dos sistemas lineares 3x3 bem

como o uso do software Winplot.

Apresentamos, no capitulo IV, Os procedimentos Metodoldgicos,
descrevendo todos o0s passos que viabilizaram a realizacdo do instrumento de

nossa pesquisa, assim como a sua descricao.

No capitulo V, descrevemos as andlises a priori e a posteriori.
Confrontamos nossas expectativas tanto quanto a realizacdo da sequéncia
didatica e aos procedimentos feitos como quanto a experimentacdo em sala de

aula com nossos sujeitos de pesquisa.

Apresentamos protocolos, didlogos e anotacbes que esclarecem e
enriquecem as analises de modo a levar o leitor a uma melhor compreensao e

clareza das ideias e pesquisas aqui descritas.
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Finalizamos este estudo com a apresentagcdo das Consideracdes Finais e
as possiveis conclusdes oriundas das analises dos dados coletados em nosso

trabalho, seguidas de sugestdes para futuras pesquisas.
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CAPITULO |

PROBLEMATICA

Iniciamos a dissertacdo com a apresentacdo da justificativa da nossa
pesquisa que descreve a parte da trajetoria profissional da autora, dada a sua
relevancia para a tematica do presente trabalho, as investigagbes sobre o tema, o

objetivo e a questao de pesquisa.

1.1 Justificativa

Ingressei, em 1990, no Colégio Madre Alix — uma escola da rede particular
da cidade de S&o Paulo - como professora de Matematica da 52 série? do Ensino
Fundamental Il e lecionei na mesma série por quatro anos. Depois de algum

tempo, assumi, sucessivamente, a 62, 72 e 82 séries do Ensino Fundamental Il.

Em 1999, o colégio iniciou as classes do Ensino Médio. Em 2001,
encarreguei-me das aulas de matematica do 1° ano e, em 2007, das aulas do 2°
ano desse mesmo ciclo. No momento em que abordei o estudo dos sistemas
lineares formados por trés equacBes e trés incognitas®, deparei-me com a
dificuldade dos alunos quanto a resolucdo desse tipo de sistema linear. Ao
terminar o ano letivo, esperava que o0s alunos tivessem superado essas

dificuldades.

2 .
Atual 6° ano do Ensino Fundamental Il.
3 . . .
Doravante denominados sistemas lineares 3x3.
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Em agosto de 2008, motivada por vencer os meus proprios desafios de
como melhorar a compreensdo e o desempenho dos alunos na disciplina de
Matematica e pela possibilidade de me aperfeicoar na area da Educacgéo
Matemadtica, iniciei 0 mestrado profissional na Pontificia Universidade Catdlica de
Séao Paulo (PUC-SP).

Optei pela linha de pesquisa intitulada Tecnologias da Informacéo e
Educacdo Matemética e passei a ser mais uma integrante do Grupo de Pesquisa
em Educacado Algébrica — GPEA, sob a coordenacdo das professoras Dr? Silvia
Dias Alcantara Machado, Dr2 Barbara Lutaif Bianchini e Dr2 Maria Cristina S. de A.
Maranh&o.

Uma das preocupacfes dos integrantes do grupo é responder a questéao
Qual é a algebra a ser ensinada na formacdo de professores de matematica?,
cujo objetivo investigar como a algebra é abordada nos diferentes segmentos de

ensino e na formacéo de professores.

Este trabalho esta inserido no subprojeto: A aprendizagem de algebra com
a utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas. O objetivo deste projeto € investigar na
educacdo algébrica o papel da tecnologia, avaliar o impacto da tecnologia na

educacéo algébrica e seus efeitos nos campos: institucional, docente e discente.

Reunimo-nos uma vez por semana, na PUC/SP, e em um de nossos
encontros semanais discutimos sobre a dificuldade evidenciada por nés,
professores, ao abordarmos o estudo de sistemas de equacdes lineares. Mostrei-
me interessada pelo tema, pois coincidia com um dos conteldos que eu
trabalharia com os alunos do 2° ano do Ensino Médio. Assim, a professora Dr?
Barbara Lutaif Bianchini, minha orientadora, sugeriu que eu participasse do IX
Encontro de Pesquisa em Educacdo Matematica da Regido Sudeste, na
Universidade Federal de Sao Carlos, UFSCar, no periodo de 8 a 11 de julho de
2009, a fim de assistir a comunicacao cientifica Sistemas Lineares na segunda
série do Ensino Médio: um olhar sobre os livros didaticos, apresentada por

Battaglioli, uma de suas orientandas que defendeu sua dissertacdo em 2008.

Ao término da apresentacdo, minha orientadora, percebendo minha

admiracdo pelo trabalho apresentado, sugeriu que eu desenvolvesse uma
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sequéncia didatica a partir da pesquisa e das sugestdes para futuras

investigacOes propostas por Battaglioli (2008).

Imediatamente aceitei o desafio, uma vez que além de contribuir com as
pesquisas concluidas ou em desenvolvimento, no grupo de pesquisa GPEA, o
tema também fazia parte do conteddo a ser desenvolvido com meus alunos. O

desafio aceito deu origem a este trabalho.

1.2 Problema de pesquisa

Uma pergunta para suscitar o leitor a entrar no contexto que abordaremos:
“Qual a nossa preocupacéo para iniciarmos o estudo dos sistemas lineares sob o

ponto de vista da proposta sugerida pela dissertagdo de Battaglioli (2008)"?

Battaglioli (2008) realizou uma pesquisa sobre esta tematica, em que
ressalta a importancia de se explorar o registro grafico na resolucdo dos sistemas
lineares, uma vez que ele poderia contribuir para que os alunos tivessem maior
facilidade n&o sO para entender o conjunto solucdo de um sistema linear, mas

também para classifica-lo e discuti-lo quando necessario.

O estudo do sistema linear formado por duas equacdes e duas incognitas
consta no curriculo do Ensino Fundamental, segundo o PCN (BRASIL, 1998).
Neste ciclo, € abordada sua resolucao algébrica (métodos de adicéo, substituicdo
e comparacao), a aplicacdo desse conteudo matematico em situacdes-problema,

a resolucéao grafica e a classificacéo.

A resolucéo grafica de uma equagédo ax + by =c,coma#0eb #0, é uma
reta. Segundo lezzi (2009), dado um sistema linear formado por duas equacdes
lineares, chamamos de solucéo do sistema a todo par ordenado de nimeros reais

gue seja solucao simultaneamente de ambas as equacoes do sistema.
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Quando as equacg0des séo representadas por duas retas, a solugéo
do sistema fica representada num ponto que pertence a ambas as
retas. (IEZZI, 2009, p.178)

Assim, ao realizarem a representacdo grafica do sistema linear, os alunos

visualizam os trés tipos de solucdes possiveis do sistema linear 2x2: uma Unica

solucdo; ndo admite solugdo ou infinitas solugdes; interpretam e classificam o

sistema linear respectivamente de possivel e determinado, impossivel, ou

possivel indeterminado. A partir dai, apresentam o conjunto solucéo.

Quanto a necessidade de dar sentido as solu¢cBes dos sistemas lineares

2x2, as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio sugerem:

Com operacdes elementares simples, pode-se determinar a
existéncia ou ndo de solucbes desse sistema, o que significa
geometricamente os casos de intersec¢do/coincidéncia de retas
ou paralelismo de retas. (BRASIL, 2008, p. 78)

Machado (1996), no artigo O Universitario principiante x Significado de

sistema de equacdes, conclui:

[...] urge trabalhar com a mudanca de registro tanto do algébrico
para o grafico quanto vice-versa, dando énfase a essa Ultima
modalidade, tanto antes do 3° grau quanto em Geometria Analitica
e Célculo na Faculdade. Se isso ndo for feito arriscamos a
continuar tendo alunos “cegos” no sentido de mexerem com
sistemas sem dar sentido algum a eles! (MACHADO, 1996, p.
248)

Quanto a relevancia em abordar um mesmo conteddo matematico de

maneira diversificada, os Parametros Curriculares Nacionais® (BRASIL, 2005)

ressaltam:

PCN

Podem ser utilizadas diferentes linguagens para representar os
conteldos simbolos: matematicos, lingua natural, desenhos,
gréaficos, icones, etc. Esse tratamento diversificado € apontado,
atualmente, como um fator muito importante para a compreensao
dos conceitos e dos procedimentos matematicos. (BRASIL, 2005,

p. 75)
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No 2° ano do Ensino Médio, o tema sistema linear volta a ser estudado
com a retomada do tipo 2x2, como conhecimento prévio, preparando os alunos

para conhecerem os sistemas lineares de dimensdes maiores.

Quanto a necessidade da ligacdo entre os saberes a fim de possibilitar a

construcéo significativa do conhecimento, os PCN (BRASIL, 1998) sugerem:

[...] se os conceitos s&o apresentados de forma fragmentada,
mesmo que de forma completa e profunda, nada garante que o
aluno estabeleca alguma significacdo para as idéias isoladas e
desconectadas umas das outras. Acredita-se que o aluno sozinho
seja capaz de construir as multiplas relacdes entre os conceitos e
formas de raciocinio envolvidas nos diversos contetdos; no
entanto, o fracasso escolar e as dificuldades frente a matematica
mostram claramente que isso ndo é verdade”. (BRASIL, 1998, p.
86-87)

Pelos Parametros Curriculares Nacionais PCN+ (2002), verificamos a
importancia de retomarmos 0s conhecimentos prévios necessarios para a

abordagem dos sistemas lineares com trés equacodes e trés incognitas.

Com relacdo a algebra, ha ainda o estudo de equacles
polinomiais e de sistemas lineares. Esses dois conteidos devem
receber um tratamento que enfatize sua importancia cultural, isto
€, estender os conhecimentos que os alunos possuem sobre a
resolucdo de equacdes de primeiro e segundo graus e sobre a
resolucéo de sistemas de duas equacdes e duas incédgnitas para
os sistemas 3 por 3 [...] (BRASIL, 2002, p. 122)

A discussdo de um sistema linear refere-se a determinacdo de sua
resolubilidade que indica os tipos de solugbes possiveis e, a partir dai, a

apresentacao do conjunto solucéo.

Freitas (1999), em sua dissertacdo de mestrado intitulada Resolucdo de
sistemas lineares parametrizados e seu significado para o aluno, realizou uma
pesquisa, objetivando diagnosticar o sentido que os alunos do final do 2° grau®

dao as solucbes deste tipo de sistemas lineares. Freitas (1999) observa que:

® Atualmente denominado Ensino Médio.
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[...] as razdes das dificuldades dos alunos na interpretagdo dos
resultados obtidos apés a aplicacdo de um método de resolucao a
um sistema linear podem estar ligadas ao fato de que, métodos de
resolucdo se reduzem a um algoritmo, enquanto que a
interpretacdo dos resultados obtidos exige articulacdo entre
diversos conceitos, que podem envolver diferentes quadros e
registros de representacdo®. Assim, as solucbes de um sistema
linear podem ser relacionadas, por exemplo, a pontos, retas e
planos, o que permite se passar de uma manipulacao algébrica a
uma ilustragdo grafica em dimensado 2 ou 3. (FREITAS, 1999, p.
24)

Battaglioli (2008), em relacdo a auséncia de exercicios que contemplam o

registro grafico dos sistemas lineares 3x3 no material analisado, conclui:

Cabe, portanto, ao professor buscar atividades que contemplem
esta caréncia dos livros didaticos, pois acreditamos que 0 registro
grafico deveria ser mais explorado, visto que ele poderia contribuir
para que os alunos tenham maior facilidade ndo sé para entender
0 conjunto solucdo de um sistema linear, mas também para
classifica-lo e discuti-lo quando necessério. (BATTAGLIOLI, 2008,
p. 95)

Essa caréncia de atividades nos livros didaticos € um dos fatores que leva

a exploracdo de novos caminhos, tais como o uso de tecnologias no ensino da

Matematica. As Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (2008) ressaltam a

importancia, para o aluno, da ferramenta computacional a fim de que ele possa

confrontar e conjeturar’ as diferentes solucées apresentadas, contribuindo, assim,

para a construcao de seu aprendizado:

Ja se pensando na Tecnologia para a Matematica, ha programas
de computador (softwares) nos quais os alunos podem explorar e
construir diferentes conceitos matematicos, referidos a seguir
como programas de expressdo. Sao caracteristicas desses
programas: a) conter um certo dominio de saber matematico — a
sua base de conhecimento; b) oferecer diferentes representacdes
para um mesmo objeto matematico — numérica, algébrica; c)
possibilitar a expansdo de sua base de conhecimento por meio de
macroconstrugdes; d) permitir a manipulacdo dos objetos que
estdo na tela. (BRASIL, 2008, p. 88)

6 Registros de Representacao sera detalhado no Capitulo Il desta pesquisa.
" Do latim conjecturare,Grande Dicionario Larousse Cultural da Lingua Portuguesa, 1999.
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Segundo Santos (2008) as representacfes de processos mateméticos no
meio digital, e aliado as exploracbes e manipulacbes dos estudantes,
desencadeiam um real aprendizado que dificimente podem ser obtido com textos
e figuras estaticas. O emprego de softwares graficos na educacdo Matematica
aumenta as capacidades natas de exploracdo, gerando introspeccéo de conceitos

matematicos envolvidos nas construcdes de sala de aula.

O uso da ferramenta computacional pode permitir ao aluno: adquirir o
dominio do saber, dando significado ao objeto matematico; oferecer diferentes
representacdes inerentes a este objeto; expandir o conhecimento dos diferentes
saberes, relacionando-os entre si; e visualizar os planos em 3D em diferentes

posicoes.

Em relacdo ao método a ser adotado para a resolucdo dos sistemas
lineares, as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio sugerem o uso do
método de escalonamento por apresentar operacdes elementares. Conforme as
Orientacbes Curriculares para o Ensino Médio (2008) a respeito do uso do

método de escalonamento:

A resolucdo de sistemas 2x2 ou 3x3 também deve ser feita via
operacbes elementares (processo de escalonamento), com
discussdo das diferentes situagdes (sistemas com uma Unica
solucdo, com infinitas solucbes e sem solucdes. (BRASIL, 2008, p.
78)

Freitas (1999), para ilustrar de que forma as dificuldades se apresentam
guanto a resolucdo algébrica do sistema linear 3x3 pelo método de
escalonamento e as discussbes (algébricas) de sistemas lineares
parametrizados®, aplicou um teste diagnéstico, contendo duas questdes, a uma

classe de 45 alunos apés terem estudado durante um bimestre esses conteudos.

No teste diagndstico realizado em sua pesquisa, propds uma questdo em
gue aborda a resolucédo de um sistema linear 3x3 da seguinte maneira:

12 questéo: Resolver o sistema abaixo:

8 . . . . ~ . ~ .
Segundo Paiva (2010), sistemas lineares parametrizados sdo aqueles cujas equacdes escritas nas
incognitas xi, X2, X3, ... , Xn POSSUem qualquer outra incognita distinta de x1, X2, X3, ... , Xn.
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X+2y—-32=6
2X—-y+4z=2
4x+3y—-2z=14

Em relacdo a resolucdo deste sistema linear, Freitas (1999) afirma que:

O método de escalonamento é bastante acessivel aos alunos. No
entanto o alto indice de acerto na sua aplicacdo se contrapde ao
baixo indice de acerto (15,5%) com relacdo a discussdo do
sistema, o0 que revela uma distancia bastante grande entre
“resolver” (que se refere a aplicagao de um algoritmo) e “discutir”
(que exige algum tipo de interpretacdo). (FREITAS, 1999, p. 46)

Ancorados em Freitas (1999), acreditamos que estudar os sistemas
lineares por outro método que ndo seja o de escalonamento podera contribuir

para melhor atingirmos o objetivo de nossa sequéncia didatica.

1.3 Objetivo e Questao de pesquisa

Assim como Freitas (1999), concordamos quando ela afirma que € possivel
trabalhar os sistemas lineares, no Ensino Fundamental e Médio, sob trés
aspectos — resolucédo algébrica, tabela e gréaficos — e, assim, tentarmos minimizar
a dificuldade que o aluno tem na coordenacdo satisfatoria das diferentes
interpretacdes, favorecendo a melhor compreensdo dos resultados e solucdes.

Em relacdo a abordagem do estudo do sistema linear 3x3, Freitas (1999) ressalta:

Em sistemas de trés incégnitas, é possivel utilizar um programa
que trabalhe com graficos de planos, para mostrar aos alunos a
relacdo entre a solucéo algébrica (que ele ja conhece) e a solugéo
grafica. (FREITAS, 1999, p. 75)

Essa preocupacdo em utilizar um programa vai ao encontro ao que sugere
Battaglioli (2008), que, além de indicar a relevancia em abordarmos o estudo dos
sistemas lineares no registro grafico, sugere o uso do software Winplot, que
possibilita aos alunos do 2° ano do Ensino Médio a construcdo de graficos em 3D

guando abordam o estudo dos sistemas lineares 3x3.
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Voltamos a afirmar que existem excelentes softwares gratuitos
que trabalham em trés dimensdes e que representam muito bem a
posicao de trés planos no espacgo. (BATTAGLIOLI, 2008, p. 95)

Diante do exposto, pretendemos realizar uma pesquisa qualitativa para
contribuir com o estudo de sistemas lineares, respondendo a questéo: “Os alunos
do Ensino Médio conseguem compreender a resolucao desses sistemas lineares
3x3 quando de uma abordagem que favorece a conversdo e o tratamento de

registro de representacgao aliados a um ambiente computacional?”

Segundo Ludke e André (1988), uma pesquisa qualitativa apresenta as

seguintes caracteristicas:

7

e sua realizacdo ocorre em ambiente natural e é, neste local, onde se

coletam os dados, e o pesquisador € o seu principal instrumento;

e 0s dados sdo predominantemente descritivos. O pesquisador deve se

atentar a maior quantidade de elementos possiveis no ambiente;
e a preocupacdo com 0 processo € maior do que com o produto;

¢ 0 “significado” que as pessoas (no caso, as que sao observadas) dao as
coisas sao focos da atencdo do observador. O que acontece € que o
grupo observado pode usar termos de maneira equivocada, mas sua
linha de raciocinio esta correta, cabendo ao pesquisador verificar essas

palavras/informacdes;

¢ a analise dos dados tende a seguir um processo indutivo. O pesquisador

ndo busca evidéncias que comprovem suas hipoéteses;

e a pesquisa qualitativa proporciona ao pesquisador condices de realizar
novas descobertas e observar novos fatores relevantes que possam

surgir durante a realizacao da pesquisa.

Para as autoras Ludke e Andre (1988):

Mesmo que o investigador parta de alguns pressupostos teéricos
iniciais, ele procurara se manter constantemente atento a novos
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elementos que possam emergir como importantes durante o
estudo [...] novos aspectos poderdo ser detectados, novos
elementos ou dimensdes poderdo ser acrescentados, na medida
em que o estudo avance. (LUDKE e ANDRE, 1988, p. 18)

Utilizaremos, como referencial tedrico, a Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica segundo Duval (2003), e como referencial
metodoldgico, o0s pressupostos da Engenharia Didatica de Artigue (1996),
apresentados no préoximo capitulo, os quais norteardo todo o desenvolvimento

desta pesquisa.
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CAPITULO I

FUNDAMENTACAO TEORICA E METODOLOGICA

Para nortear o desenvolvimento desta pesquisa, escolhemos, como
referencial teorico, alguns pressupostos da Teoria dos Registros de
Representacdo Semiodtica segundo Duval (2003), e como referencial
metodoldgico, os pressupostos da Engenharia Didatica descrita por Artigue
(1996).

2.1 Os Registros de Representacao Semiotica

Raymond Duval (2003) enfatiza, em sua Teoria sobre os Registros de
Representacdo Semidtica’, a importancia da diversidade de registros e a

articulacao entre eles nas atividades matematicas.

Duval (2003) relaciona a aprendizagem da matematica com 0S processos
de semibsis e noésis. Entende-se por semidsis a apreensao ou producdo de uma
representacdo semidtica, e por noésis, a apreensdo conceitual de um obijeto.
Segundo o autor, “ndo ha noésis sem semiosis”, isto €, ndao se adquire
conhecimento de um objeto sem se utilizar dos sistemas de representacao
semidtica. Segundo o autor, um registro de representacao € um sistema semiotico
gue tem no funcionamento cognitivo consciente as funcdes cognitivas
fundamentais, propiciando a organizacdo de informacdo a respeito do objeto

representado.

° E a ciéncia que tem por objeto de investigacéo todas as linguagens possiveis, ou seja, que tem por objetivo
0 exame dos modos de constituicdo de todo e qualquer fendbmeno como fendmeno de produgédo de
significacé@o e de sentido. (SANTAELLA, 1983, p. 13)
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O autor preocupa-se com uma maior formagdo matemética inicial para
todos os alunos, a fim de prepara-los para enfrentar um ambiente informatico e
tecnologico cada vez mais complexo. E, portanto, necesséaria uma abordagem
cognitiva, pois o objetivo do ensino da Matematica, em formacédo inicial, é
contribuir para o desenvolvimento geral de suas capacidades de raciocinio, de
analise e de visualizacdo. Do ponto de vista cognitivo, a atividade matematica

caracteriza-se como importante representaggdo semiotica.

Para tratarmos da articulacdo dos registros, considerada por Duval uma
condicdo de acesso a compreensdo em matematica, € relevante destacarmos

como ele faz sua classificagao.

Os chamados Registros Multifuncionais sdo aqueles em que o0s
tratamentos ndo sdo algoritmizaveis. Dentro desta classe, encontram-se 0s
registros de representacdo discursiva: a lingua natural,

0S registros de

representacao nao-discursiva, as figuras geomeétricas planas ou em perspectivas.

Encontramos nos Registros Monofuncionais, em que os tratamentos sao
principalmente algoritmos, os registros de representacao discursiva, 0s sistemas
de escritas (numeéricas, algébricas e simbolicas) e nao-discursiva, os graficos

cartesianos.

A figura abaixo mostra a classificacdo dos registros multifuncionais e

monofuncionais.

REPRESENTAGAO DISCURSIVA | REPRESENTAGAO NAQ-DISCURSIVA
REGISTROS Lingua natural Figuras geométricas planas ou em
MULTIFUNCIONAIS: | Associacdes verbais (concetuais). | perspectivas (configuragdes em
Os tratamentos ndo s30 | Forma de raciocinar: dimensao 0, 1,20u3).
algoritmizaveis. ¢ argumentaco a parfr de » apreenso operatdria e ndo somente
observagdes, de crengas..., percepiiva;
» deducdo valida a partir de » construgdo com instrumentos.
definicéo ou de teoremas.
REGISTROS Sistemas de escritas: Gréficos cartesianos.
MONOFUNCIONAIS: | » numeéricas (binéria, decimal, | # mudancas de sistema de
Os tratamentos séo fracionria...; coordenadas,
principalmente # 3lgébricas; ¢ interpolagdo, extrapolacéo.
algoritmos. * simbilicas (inguas formais).
Céleulo

Figura 1: Classificacdo dos diferentes registros mobilizaveis no funcionamento matemético (fazer

matematico, atividade matematica)
Fonte: DUVAL, 2003, p. 14
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Os objetos matematicos s6 sdo acessiveis pela sua representacdo

semidtica e cabe ao professor propor as conversoes.

A fim de desenvolvermos a nossa sequéncia didatica e atingirmos nossos
objetivos, trabalhamos com a mobilizacdo simultanea de registros de
representacdo por ser apontada por Duval (2003) como fator indispensavel para a
compreensao do objeto matematico. Para o autor, essa compreensao e a
originalidade da atividade matematica supde a coordenacdo de ao menos dois
registros de representacdo semiotica. As representacbes semioticas passam por
dois tipos de transformacgdes que sdo diferentes: os tratamentos e as conversoes.

Duval (2003) define Tratamento como a transformacdo de representacao
em uma outra representacdo, permanecendo no mesmo sistema uma
transformacéao estritamente interna de um registro. Em relacdo ao tema do nosso
trabalho, os sistemas lineares, usamos o tratamento ao propormos a resolucéo de
um problema por meio de um sistema linear quando multiplicamos uma equacao
por um numero real diferente de zero a fim de prepararmos as equacdes de forma
a obtermos um dos coeficientes comuns e simétricos, a cada duas equacoes,
como exemplificamos a seguir:

{x+}r= 12 . (-2)
2x+3y=18

{-2 -2y =-24
/Zé:(+3}r=18

y=-6

O autor define as Conversdes como transformacdes de representacfes
gue consistem em mudar de registro, conservando os mesmo objetos, como por
exemplo, passar da escrita algébrica de uma equacdo a sua representacdo
grafica e vice-versa. Segundo ele, para analisarmos a atividade de conversao é
suficiente compararmos a representacdo no registro de partida com a

representacao terminal no registro de chegada.

Em nossa pesquisa, contemplaremos as conversdes conforme mostramos

a sequir:
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SISTEMAS LINEARES

REGISTROS
2x2 3x3
A soma de dois nimeros é 6. O Carol, junto com suas amigas, foram a
dobro do primeiro mais o triplo do | lanchonete e pediram 3 refrigerantes, 2
segundo é 10. Quais s&0 0s hotdog e 1 sorvete; pagaram R$ 21,50.
Lingua nameros? Na mesa ao lado, sua irm&, Juliana, e

suas amigas pediram 8 refrigerantes, 5
hotdog e 3 sorvetes; pagaram R$
Natural 57,00. Sabendo que o preco de 1
refrigerante mais o de um hotdog mais
o de um sorvete totaliza R$ 10,00,
calcule o preco de cada item.

3r+2h+1s=2150
Algébrico { X+y=6 8r + 5h+3s = 57,00

2x+3y =10 r+h+s=10,00
X+y=6 2x+3y=10
X y X y
Tabela 5 5 5 m N&o abordamos no trabalho
3
6 0 5 0

Grafico

Figura 2: Exemplos dos registros de representacdo semiotica usados nesta pesquisa.

Quanto a utilizacdo do registro de partida e de chegada, contemplamos, em

nossa pesquisa, da seguinte forma:



Registro de partida
(Lingua Natural)

Registro de chegada
(Algébrico)
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Para uma partida de futebol, foram
colocados a venda trés tipos de ingresso:

e para o setor verde, ao preco de R$ 12,00

e para o setor azul, ao preco de R$ 18,00

e para 0 setor branco, ao preco de R$
25,00.

Sabendo que 38.000 torcedores pagaram
R$ 620.000,00 para assistir a essa partida,
sendo que o0 ndmero de ingressos
vendidos para o setor verde foi o dobro do
namero de ingressos vendidos para o
setor azul, quantos torcedores pagaram
ingresso para o setor verde?

12V +18A + 25B = 620 000
V+A+B=38000
V-2A=0

Registro de partida
(Algébrico)

(Tabela)

Registro de chegada

(Gréafico)

Construa a tabela e o
gréfico das equacbes X

dos Sistemas Lineares Y

abaixo no mesmo plano 0 3

cartesiano, classifique-

0s como possivel e

determinado, possivel e 2 0

indeterminado ou

impossivel, e indique o

seu conjunto solugéo.

Caso encontre um ponto X y

comum as duas retas,

determine-o. 0 6
0

3Xx-2y=6 2
3Xx-2y =12
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Registro de partida Registro de chegada
(Algébrico) (Gréafico)

Usar o método de Adigdo para a
resolucdo do sistema linear 3x3.

1
z = 2x-3y+8

2X+y+z=3
X+y—-z=-1 = 3x+2y+4
-3x+6y—-2z=2
z = Xx+y-5

PO
) :l,'/"’.'r:‘,'l:'O'
KK

Ry
GNKNY
it

N
)

A conversao € abordada em nossa pesquisa de trés formas distintas:

e do registro da lingua natural como registro de partida e o registro

algébrico como registro de chegada;
e do registro algébrico para registro de tabelas e registro grafico;

e do registro algébrico para o registro grafico.

Desta forma, a mudanca de registro podera contribuir para a compreensao

do conteddo em estudo: os sistemas lineares.

2.2 A Engenharia Didatica como Metodologia

Desenvolvemos nossa pesquisa baseadas nos pressupostos da
Engenharia Didatica segundo Artigue (1996) como referencial metodologico. A
metodologia, descrita por Artigue (1996), tem como finalidade analisar situacdes
didaticas da matematica relacionadas a parte experimental em sala de aula,

visando entender as relacdes entre a investigacdo e a acdo do sistema de ensino.

No nosso estudo, elaboramos, aplicamos e analisamos uma sequéncia

didatica, objetivando contribuir para a compreensdo dos alunos do 2° ano do
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Ensino Médio quando de uma abordagem que inclui as representacdes gréficas
para a resolucao de sistemas lineares 3x3 com auxilio do software Winplot.
Segundo Machado (2008), podemos distinguir dois niveis de Engenharia
Didatica, o da microengenharia e o da macroengenharia. As pesquisas de
microengenharia sdo aquelas que tém por objeto o estudo de um determinado
assunto. Elas séo localizadas e levam em conta, principalmente, a complexidade
dos fenbmenos da sala de aula. Por outro lado, as pesquisas de macroengenharia
sdo agquelas que permitem compor a complexidade das pesquisas de
microengenharia com as dos fenébmenos ligados a duracdo nas relacbes de

ensino e aprendizagem.

A Engenharia Didatica, segundo Artigue (1996), compreende as seguintes
fases: andlises prévias ou preliminares; concepcdo e analise a priori das
situacOes didaticas; experimentacdo; e analise a posteriori e validacdo. As
analises preliminares tém embasamento no quadro tedrico didatico geral e nos
conhecimentos didaticos ja abordados quando da escolha e levantamento sobre o

assunto a ser estudado.

Em nosso trabalho, na fase preliminar foram feitas citacées envolvendo
documentos oficiais PCN (1998), PCN+ (2002) e Orientacfes Curriculares para o
Ensino Médio (2008), as pesquisas e artigos de: Allevato (2007), Battaglioli
(2008), Batista (2004), Borba (2001), Freitas (1999), Machado (1996), Lopes
(2008), Oliveira (2009).

A fase de concepcéo e analise a priori consiste na elaboracdo experimental
da acdo em sala de aula. Cabe ao aluno o papel principal, e ao professor, o papel
da retomada das questdes discutidas, restabelecendo os principais resultados da
teoria. Segundo Machado (2008):

[...] fica claro que a andlise a priori objetiva a consideragdo do
aluno sob dois aspectos: descritivo e o previsivo. Nao ha nela,
tradicionalmente, lugar para o papel do professor, que, quando
aparece, é simplesmente no aspecto descritivo. (MACHADO,
2008, p. 244)
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Nessa fase, o pesquisador, ancorado nas pesquisas preliminares, opta por
varidveis pertinentes ao tema sobre o qual esta pesquisando, que lhe propicia
fazer uma retomada e aprofundar dados durante sua pesquisa.

A situacéo-problema deve utilizar, de forma implicita ou explicitamente, os
novos objetos matematicos por meio de questbes colocadas pelos alunos no
momento da resolucdo do problema. Para isso, os alunos devem entender o0s

dados do problema.

Almouloud (2007) ressalta que as situacdes-problema devem ser
desenvolvidas de modo a permitir ao aluno agir, expressar-se, refletir e evoluir por
iniciativa propria de forma a adquirir novos conhecimentos, enquanto que o papel

do professor € o de mediador e orientador.

Segundo Machado (2008), a fase de experimentacéo € a da realizacéo da
engenharia com uma certa populagéo de alunos. Ela se inicia no momento em se
da o contato pesquisador/professor/observador(es) com a populacdo de alunos,
objeto da investigacdo. A fim de evitar fracassos da Engenharia Didatica nessa

fase, é relevante respeitar ao maximo as escolhas feitas nas analises a priori.

Na aplicacdo e analise das sequéncias, deve-se prever 0s instrumentos de
coleta de dados, organizar e analisar as producdes dos alunos, estudar
modificacbes possiveis no estudo proposto, fundamentos tedricos e
metodolégicos, analisar os principais resultados em relagdo a questdo de
pesquisa e retomar o problema, com sintese das conclusbes e avaliacdo das

limitacdes de pesquisa.

Nesta fase em nossa pesquisa, propusemos uma sequéncia didatica
desenvolvida por nés para 45 alunos do 2° ano do Ensino Médio do Colégio
Madre Alix. Porém, 7 desses 45 alunos foram selecionados aleatoriamente como

Nossos sujeitos de pesquisa.

Foram disponibilizadas duas aulas para a abordagem do estudo de
sistemas lineares 2x2, realizadas em classe, e uma aula no laboratorio de
informatica. Para a abordagem do estudo de sistemas lineares 3x3, foram usadas

trés aulas em classe e duas no laboratério de informéatica.
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7

A andlise a posteriori € o conjunto de resultados que se pode tirar da
exploracdo dos dados recolhidos durante a experimentacdo. A andlise se apdia
no conjunto desses dados recolhidos durante a experimentacdo, que é o
momento de colocar em funcionamento todo o dispositivo construido, corrigindo-o
quando as analises locais do desenvolvimento experimental identificam tal

necessidade.

Nessa fase, em nossa pesquisa, analisamos a producéo dos sujeitos que
dela participaram por meio de protocolos e gravacdes em audio e comparamos 0s
dados coletados com a analise a priori. Baseamos a validacdo da nossa pesquisa

na confrontacdo entre a andlise a priori e a andlise a posteriori.

No proximo capitulo, descreveremos os procedimentos metodolégicos

segundo as fases da Engenharia Didatica.
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CAPITULO I

ESTUDOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos: as recomendacdes dadas pelos
documentos oficiais; a analise de dois livros didaticos, adotados no 2° ano do
Ensino Médio na escola em que a pesquisadora leciona, sobre a abordagem do
estudo de sistemas lineares; leituras sobre o tema; e justificativa pela opcdo do
uso do método de adicdo para a resolucao algébrica do sistema linear 3x3 e pelo

uso do software educacional Winplot.

3.1 Sistemas Lineares nos Documentos Oficiais

Com a analise do documento oficial Orientacdes Curriculares para o Ensino
Médio (BRASIL, 2008), realizadas pelo Ministério da Educacdo — Secretaria de
Educacao Basica, buscamos mostrar as recomendacdes para a pratica docente

dos professores em relacédo ao estudo de sistemas lineares.

A escolha do tema Resolucéo algébrica e grafica de sistemas lineares 3x3
responde as recomendacfes das Orientacfes Curriculares para o Ensino Médio

gue, ao enfatizar a importancia na escolha dos conteudos, sugere:

A escolha de conteddos deve ser cuidadosa e criteriosa,
propiciando ao aluno um “fazer matematico” por meio de um
processo investigativo que auxilie na apropriacdo de
conhecimento. (BRASIL, 2008, p. 70)
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Em relagdo ao contetido, o documento ressalta:

[...] saibam usar a Matematica para resolver problemas préaticos do
guotidiano; para modelar fendmenos em outras areas do
conhecimento; compreendam que a Matematica é uma ciéncia
com caracteristicas préprias. [...]) (BRASIL, 2008, p. 69)

Segundo as Orientagfes Curriculares para o Ensino Médio:

Sugestdes quanto a forma de trabalhar os conteddos
acompanham o detalhamento sempre que possivel, destacando-
se o valor formativo agregado e destacando-se as exigéncias de
memorizagdo, as apresentacdes de “regras” desprovidas de
explicacdes, a resolugado de exercicios repetitivos de “fixagdo” ou
a aplicacéo de formulas. (BRASIL, 2008, p. 70)

Pelos Parametros Curriculares Nacionais Mais (PCN+) (BRASIL, 2002),
verificamos a importancia de retomarmos 0s conhecimentos prévios necessarios
para a abordagem dos sistemas lineares com trés equacdes e trés incognitas.
Assim, iniciamos nossa sequéncia didatica, abordando o estudo dos sistemas

lineares 2x2, conhecimento prévio para o estudo dos sistemas lineares 3x3.

Com relacdo a algebra, ha ainda o estudo de equacdes
polinomiais e de sistemas lineares. Esses dois conteldos devem
receber um tratamento que enfatize sua importancia cultural, isto
€, estender os conhecimentos que os alunos possuem sobre a
resolucdo de equacdes de primeiro e segundo graus e sobre a
resolucéo de sistemas de duas equacdes e duas incdgnitas para
os sistema 3 por 3 [...] (BRASIL, 2002, p. 122)

Quanto a forma da abordagem dos conceitos mateméaticos, os PCN (1998)
sugerem que seja feita mediante a exploracdo de problemas a fim de levar o

aluno a construir e aplicar conceitos matematicos.

A situacao-problema é o ponto de partida da atividade matematica
e ndo a definicho. No processo de ensino e aprendizagem,
conceitos, idéias e métodos matematicos devem ser abordados
mediante a exploracdo de problemas, ou seja, de situagcbes em
gue os alunos precisem desenvolver algum tipo de estratégia para
resolvé-las. (BRASIL, 1998, p. 40)
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Quanto ao uso do software, as Orientagdes Curriculares para o Ensino
Médio ressaltam sua importdncia como ferramenta para o aluno confrontar e
conjeturar as diferentes solucdes apresentadas, contribuindo, assim, para a

construcéo de seu aprendizado.

Ja se pensando na Tecnologia para a Matematica, ha programas
de computador (softwares) nos quais os alunos podem explorar e
construir diferentes conceitos mateméaticos, referidos a seguir
como programas de expressao. (BRASIL, 2008, p. 88)

Quanto as caracteristicas dos programas, as Orientacdes Curriculares para
o Ensino Médio (BRASIL, 2008) sugerem:

Sao caracteristicas desses programas: a) conter um certo dominio
de saber matematico — a sua base de conhecimento; b) oferecer
diferentes representacées para um mesmo objeto matematico —
numeérica, algébrica; c) possibilitar a expansao de sua base de
conhecimento por meio de macroconstrugfes; d) permitir a
manipulacdo dos objetos que estdo na tela. (BRASIL, 2008, p. 88)

Fundamentadas com o que ressaltam as Orientacdes Curriculares para o
Ensino Médio (2008) e os PCN (1998), abordaremos, em nossa sequéncia
didatica, um tema que faz parte do contetudo programatico do 2° ano do Ensino

Médio: sistemas lineares 3x3 com auxilio do software educacional Winplot.

Para o desenvolvimento desse assunto, contamos com 0s conhecimentos
prévios adquiridos pelos alunos quando do estudo dos sistemas lineares 2x2 no

Ensino Fundamental.

A fim de explanarmos nossa sequéncia didatica, apresentamos, na revisao

bibliografica, as leituras que embasaram o desenvolvimento de nossa pesquisa.

3.2 Reviséo Bibliografica

Descrevemos 0s aspectos mais relevantes encontrados em nosso

levantamento bibliogréfico, cujo tema versa sobre os sistemas lineares.
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Battaglioli (2008), em seu trabalho de mestrado, desenvolveu uma
pesquisa intitulada Sistemas Lineares na segunda série do Ensino Médio: Um
Olhar sobre os Livros Didéticos, analisando trés livros didaticos: o volume 2 da
colecdo Matematica Ensino Médio, de Kéatia S. Smole e Maria Inez Diniz, editado
em 2003 pela editora Saraiva; o volume 2 da colecdo Matemética, Contexto e
AplicagBes, de Luiz Roberto Dante, 42 edicdo, editado em 2007 pela editora Atica;
e Matematica Completa — Vol. Unico, de José R. Giovanni, José R. Bonjorno e
José R. Giovanni Jr., editado em 2002 pela editora FTD.

Battaglioli (2008) conclui que a conversao de registros de representacao
predominante nos exercicios propostos e resolvidos nos livros didaticos
analisados, é a do registro da lingua natural para o registro algébrico, ressaltando
gue, em sua analise dos trés livros didaticos, foi encontrado apenas um exercicio

no sentido contrario dessa conversao.

A autora comenta a respeito da caréncia de exercicios resolvidos em que
sejam propostas conversdes como: do registro grafico para o algébrico; do
algébrico para o da lingua natural; e do grafico para o da lingua natural. Constata
apenas um exercicio que usa o registro grafico de um sistema com trés equacdes
e trés incognitas como registro de chegada e nenhum exercicio que use 0 registro

grafico como registro de partida.

Acreditamos que este fato ocorra devido a dificuldade que o aluno
tem nesta fase de aprendizagem para trabalhar em trés
dimensdes. Voltamos afirmar que existem excelentes softwares
gratuitos que trabalham em trés dimens@es e que representam
muito bem a posicao dos trés planos no espaco. Acreditamos que
atividades com estes softwares possam solucionar esta lacuna
nos livros didaticos. (BATTAGLIOLI, 2008, p. 95)

Finaliza seu trabalho, argumentando que o registro grafico deveria ser mais
explorado, uma vez que poderia contribuir para que os alunos tivessem maior
facilidade ndo apenas para entender o conjunto-solu¢cdo de um sistema linear,
mas também para classificd-lo e discuti-lo quando necessario. Ressalta que,
desta forma, a abordagem desse tema nao ficaria apenas no desenvolvimento
dos algoritmos, mas auxiliaria 0 aluno no sentido de o0 mesmo poder analisar e

compreender melhor os resultados obtidos.
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Freitas (1999), em seu trabalho intitulado Resolucéo de Sistemas lineares
parametrizados e seu significado para o aluno, objetivou diagnosticar o sentido
gue os alunos do final do 2° grau, hoje denominado de Ensino Médio, dao as
solugcbes dos sistemas lineares parametrizados mediante questdes que
estabelecam a relacdo entre a solucdo de um dado sistema de no maximo trés

incégnitas e sua representacao grafica.

A discusséo de sistemas exige que se recorra a interpretacéo de resultados
algébricos — tanto dos que se obtém apds a aplicacdo de algum método de

resolucdo quanto das solugdes encontradas algebricamente.

Freitas (1999) conclui que é possivel trabalhar os sistemas lineares,
utilizando a conversao de registros, passando da escrita simbdlica (equacdes)
para o grafico e do registro grafico para o algébrico. Essa estratégia pode
favorecer a interpretacdo e, consequentemente, a compreensdo dos resultados
obtidos. A autora sugere que 0 recurso que privilegia a mudanca de registros, do
algébrico para o gréfico e vice-versa, e a conversao de registros podem constituir-
se em uma estratégia eficaz que favoreca a compreensdo e a atribuicdo de

significado aos sistemas lineares parametrizados.

Uma dificuldade se impde neste estudo: a limitacdo da construcdo de
graficos para dimensdes maiores que dois, ja que, no momento em que estuda a
discussao de sistemas (segundo ano do Ensino Médio), o aluno ainda ndo tem

acesso a um sistema de coordenadas em trés dimensoes.

Em sistemas a trés incégnitas, € possivel se utilizar um programa
que trabalhe com gréficos de planos, para mostrar ao aluno a
relacdo entre a solucéo algébrica (que ele ja conhece) e a solugéo
grafica. (FREITAS, 1999, p. 75)

Machado (1996), no artigo O Universitario principiante x Significado de
sistema de equacdes, ressalta a urgéncia de trabalhar com a mudanca de registro

tanto do algébrico para o gréfico quanto vice-versa.

Almouloud e Bianchini (1996) publicaram o artigo O erro ligado ao
ensino/aprendizagem de Sistemas Lineares, nos anais do IV EPEM — Encontro

Paulista de Educacdo Matemética, sobre uma pesquisa cujo objetivo foi estudar o
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problema do ensino/aprendizagem de sistemas lineares bem como encontrar uma
explicagdo para os erros dos alunos e procurar descobrir suas origens. Os
autores ressaltam que os alunos tém mais dificuldade em encontrar as solugdes
de um sistema indeterminado que em um determinado. A dificuldade pode ser
detectada pelos equivocos nas respostas dadas pelos alunos, por isolarem uma
incognita em funcdo de outra e dificilmente apresentarem a solu¢do com o menor

namero de incognitas.

Lopes (2008) descreve os resultados de uma pesquisa que objetivou
introduzir os conceitos basicos sobre a teoria de matrizes, determinantes e
sistemas lineares, utilizando-se da Metodologia de Resolucdo de Problemas no
Ensino Médio. As acles foram desenvolvidas mediante um projeto do Nucleo de
Ensino da UNESP — Campus de llha Solteira, em trés escolas, duas na cidade de
Andradina (SP) e uma na de Perreira Barreto (SP). O autor conclui que, com a
metodologia de resolucdo de problemas, o aluno torna-se agente da construcao
do seu préprio conhecimento pelas conexdes que estabelece com seu

conhecimento prévio.

Mesmo n&o sendo considerado um livro didatico, recorremos a leitura e
consulta do “Caderno do Professor” e do “Caderno do Aluno” porque fazem parte
da ultima Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo (2009), o mais recente
documento oficial. No “Caderno do Professor” sao dadas: orientacbes para o
desenvolvimento do trabalho em sala de aula; orientacbes para a avaliacdo; e
sugestbes bimestrais para a recuperacdo dos conteudos. Além disso, séo
apresentados materiais disponiveis como textos, software, sites, videos, entre
outros. No “Caderno do Aluno” constam atividades para serem trabalhadas tanto

em sala de aula como extraclasse.

Verificamos, no capitulo que explora o estudo de sistemas lineares, a
conversdo do registro da lingua natural para o registro algébrico e do registro de
tabela para o registro grafico mediante diferentes tratamentos a serem efetuados

nos diversos registros.

Recorremos, também, a leitura de dois livros didaticos — Matematica e
Realidade, de Gelson lezzi, Osvaldo Dolce e Antonio Machado, 2005; e

Matematica Paratodos, de Luiz Marcio Imenes e Marcelo Cestari Lellis, 2006 —
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porque sdo indicados pelo Guia de livros didaticos PNLD 2008 e, também, por

serem livros adotados no colégio em que a pesquisadora é professora.

Constatamos que no livro Matematica e Realidade os autores recorrem ao
registro gréfico para apresentarem a solucdo do sistema de duas equacbes
lineares. Mostram que duas retas concorrentes tém um ponto de interseccao e
este par ordenado € a Unica solugcdo do sistema de equac¢fes, denominado de
possivel determinado. Se o grafico € de duas retas paralelas, ndo apresentam
ponto comum; logo, o sistema é chamado de impossivel. Por outro lado, se forem
retas coincidentes, com infinitos pontos, o sistema tem infinitas solucdes e sera
chamado de sistema possivel e indeterminado. Os autores também contemplam o

registro de tabela e o grafico na abordagem do estudo do sistema linear 2x2.

Ja na leitura do livro Matematica Paratodos, constatamos a auséncia da
abordagem da resolucéo grafica do sistema linear 2x2. Entramos em contato com
um dos autores, Luiz Marcio Imenes, via e-mail, para saber o porqué da auséncia
desse conteudo. Imenes, de imediato e gentilmente, explicou-nos o motivo dessa
auséncia, ressaltando que a opc¢ao por nao propor o estudo da representacao
grafica de um sistema linear 2x2 no Ensino Fundamental deve-se,

essencialmente, aos seguintes fatores:

e essa auséncia ndo compromete o aprendizado dos alunos nessa etapa
de sua escolarizacéo;

e outros temas sao prioritarios;

e a linearidade (que se relaciona com proporcionalidade) e os sistemas
lineares e suas representacdes geomeétricas sdo temas relevantes, que
merecem ser “bem tratados” pela Matematica escolar — o0 autor sugere o

Ensino Médio como momento adequado para esse estudo.

A transcrigéo da conversa com o autor consta em anexo.
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3.3 Resolucdo Algébrica e Grafica abordada nos livros

didaticos do Ensino Médio

Para elaborarmos nossa sequéncia didatica, acreditamos ser relevante
analisarmos de que forma a resolucao grafica do sistema linear 3x3 é abordada
nos livros didaticos do 2° ano do Ensino Médio.

Optamos por examinar dois dos livros analisados por Battaglioli (2008), em
sua dissertacao de mestrado — Matemética, Contexto e Aplicacfes, volume 2, de
Luiz Roberto Dante (2008); e Matematica — Ensino Médio, de Kéatia Stocco Smole
e Maria Ignez Diniz, volume 2 (2005) — porque ambos contém o assunto do No0sso

interesse: sistemas lineares.

3.3.1 Matematica Contexto e Aplicagdes

Dante (2008) realiza a abordagem da resolucéo do sistema linear 3x3 apés
0 estudo de matrizes, determinantes e sistema linear 2x2, retomando a igualdade
do tipo ax = b e conhecimentos prévios necessarios para a resolucao de sistemas

lineares, como mostra a Figura 3.

Quanto a abordagem do estudo do sistema linear 2x2, o autor mostra a
resolucdo do sistema pelo método de adicdo e, em seguida, apresenta a
interpretacdo grafica do sistema. Verificamos que o autor contempla o método de

adicdo para a resolucéo desse tipo de sistema linear.



M Aigualdade ax = b, com
incégnita real x,a €EIR
ebEIR

Observe igualdades desse tipo nos exemplos:
12) Em 2x = 6, temos x = g = 3 como o Unico valor real

possivel para X.

2%) Em Ox = 7, ndo temos valor real para X, pois n&o existe
ndmero real que multiplicado por 0 dé 7.

32) Em Ox = 0, x pode assumir qualquer valor real, pois
todo ndmero real multiplicado por 0 d4 0.
De modo geral:

. ax=b,coma#0=>x=%éovaloranicodex

» ax=D,coma=0e b # 0= néo existe valor real para x
« ax=Db,coma=0e b =0= x pode assumir qualquer
valor real

Veremos sua aplicagéo nas resolugdes de sistemas
lineares.

@ Sistemas lineares2 x 2

Resolugao pelo método da adicdo

Resolver um sistema linear significa descobrir o seu con-
junto solug&o S, formado por todas as solugdes do sistema.

Aresolugéo dos sistemas lineares 2 X 2, em IR X IR, ja
foi vista no ensino fundamental por meio de alguns métodos
como adiggo, substituigdo, comparagéo e outros.

Para refletip

RXIR: conjunto de todos os pares ordenados
(e nimeros reais.

Vamos refomar, com exemplos, a resolugao pelo método

da adigéo:
) {3x—y=10 R
2 +5y=1
15~ 5 =50
=
ZX—g =1

17x=51=x =%= 3 (valor tnico de x)
x-y=10 '(—2)=
A&+5y=1 (3

g% +2y=-20
=

B +15y=3 o

1y = ~17 =2y =—==1(valor
Unico de y)
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Figura 3: Retomada sobre a igualdade da equacao e resolucéo do sistema 2x2 pelo método da

Fonte: DANTE, 2008, p. 382.

Dante (2008) prossegue o estudo do sistema linear 2x2 com a

interpretacdo geométrica. Constatamos que ele nao utiliza o registro de tabelas.

Para exemplificar, ele apresenta, diretamente, alguns possiveis pares ordenados

gue satisfacam cada uma das equacdes do sistema linear e sua solucao.
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Interpretacdo geométrica dos
sistemas lineares 2 x 2

Os pares de nimeros %alg,gue sdo soluygées de uma
equagdo linear com duas incégnitas determinam, no grafico,
uma reta. A intersecgéo das duas retas das equagdes do
sistema determina sua solugéo, se existir,

Veja a representagéo gréfica dos trés sistemas resolvidos
por adigéo:

10) J3X =y =10 4,2), 2 -4), ..
2X+ 58y =1 (=2,1,(3 -1, ...

As retas concorrentes indicam que existe um Unico par que
é solug&o do sistema (sistema possivel e determinado).

2) X-2y=5-(1-2),(-1-3),..
2x—4y=2-(10),(3 1, ..

:
2 —dy=2 iy

x-2y=5

.

As retas paralelas e distintas indicam que n&o existe par
que seja soluggo do sisiema (sistema impossivel).

g [X 0V =8-(4.0.0-). .
i 9y =12 (1 -0,(-2 -2), ..

y

X-9y=12
+ e

As retas coincidentes indicam que existem infinitos pa-
res que s&o solugdes do sistema (sistema possivel e
indeterminado).

7. Resolva cada sistema linear 2 X 2 usando o método da adigdo;
classifique-0s quanto ao nimero de solugdes e faga sua representa-
20 gréfica.

a){4x +y=4 c){5x—10y=15
X+y=5 % —4y=8
h){SX‘2y=“12

5x+6y=8

Classificacdo de um sistema
linear2 x 2

Sabemos que os sistemas podem ser classificados de
acordo com a sua solug&o da seguinte maneira:

conjunto solug&o vazio
(Sl: sistema impossivel)

determinado

conjunto solugo unitério conjunte solugZo infinito
(SPD: sistema possivel & (SP!: sistema possivel &
determinado) indeterminado)

Figura 4: Abordagem da Interpretacdo geométrica e Classificagao.

Fonte: DANTE, 2008, p. 383.

Dante (2008) recorre ao estudo da proporcionalidade entre os coeficientes
das mesmas incégnitas nas duas equacdes para estabelecer a classificacdo dos

sistemas lineares e sua solucao.
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« Se hd proporcionalidade entre os coeficientes das mesmas
incognitas e essa proporcionalidade se mantém nos ter-
mos independentes, o sistema é possivel e indeterminado
(SPI). Equagdes assim s&o chamadas equivalentes.

Se hé& proporcionalidade entre os coeficientes das mes-
mas incognitas e essa proporcionalidade ndo se mantém
nos termos independentes, o sistema ¢ impossivel (SI).
Dizemos que equagfes assim sdo incompativeis.

Se ndo ha proporcionalidade entre os coeficientes das mes-
mas incégnitas, o sistema é possivel e determinado (SPD).

Resumindo:
2 i 2K = SPI
o a2 b2 k2 %
{{:11x+b,y=k1 5 E.L.—_ﬂ;e_ﬁ_:.__>8|
a,x + ng =k, a b, Kk
22 kD
a2 b2

Exemplos de classificagéo de sistemas:
19) {ax -2y =4
X—4y =2
Os coeficientes das mesmas incégnitas nas duas equa-
¢Ges nédo séo proporcionais: 3 é o triplo de 1 e —2 &
metade de —4. Entédo, o sistema é possivel e determi-
3 -2
nado (T # o oud(~4) # 1(—2)).
2) {Zx —6y=5
3x —9y =1
Nesse sistema, os coeficientes das mesmas incognitas
nas duas equagbes s&o proporcionais, porém essa pro-
porcionalidade ndo se mantém nos termos independen-
tes: 2 esta para 3 assim como —6 esta para —9, porém
n&o como 5 esté para 1. Entdo, o sistema é impossivel

2 —6 5
(E'TQ*TJ'

a%) {Bx ty=-2
—6x —2y =4
Nesse caso, hé proporcionalidade entre os coeficientes
das mesmas incognitas e essa proporcionalidade se
mantém nos termos independentes: —6 est4 para 3 assim
como -2 esta para 1, assim como 4 esté para -2 (ou,
ainda, a 22 equagéo é o oposto do dobro da 12). Entéo,
o sistema é possivel e indeterminado

i P A
6 -2 4 )

Figura 5: Classificacdo por meio da observacdo quanto a proporcionalidade dos coeficientes das
equacdes.
Fonte: DANTE, 2008, p. 384.

Dante (2008, p. 385) define sistemas lineares 3x3 da seguinte forma:
Consideremos o sistema

aXx+by+c,z=d,
a,x+b,y+c,z=d,
azXx+bgy+cyz=d,
de trés equacbes com trés incognitas. Geometricamente, cada uma das

equagoes, nessa ordem, define os planos n,, n, e m; respectivamente. O terno
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(X, y, z) € a solucdo desse sistema quando o ponto P (X, y, z) pertence a

intersec¢céo m Nm, "1y, ou seja, quando P esta simultaneamente nos trés

planos.

Associadas a esse sistema, ha duas matrizes: a incompleta ® e a completa

Q.
a, b, ¢ a, b, ¢, d
@ |a, b, c, e ®@la,b,c,d,
az by ¢, 23 ag by ¢y dg 3l

Os vetores linha da matriz incompleta séo /,= (ai, by, 1), /,=(az bs, Co) €
/5= (a3 bs, c3), € 0s vetores linha da matriz completa sdo L; = (ag, by, c1, di),

L, = (az by, c2, d2) e Ls = (as bz, c3, d3), sendo todos nao nulos.

Dante (2008) apresenta uma das oito possiveis posi¢des relativas dos trés
planos: n;, m,e m;. Uma delas corresponde ao sistema determinado, com uma

Unica solucao; quatro delas correspondem a sistemas impossiveis, sem nenhuma

solucdo; e trés, a sistemas indeterminados, com infinitas solucdes.

Para ilustrar como o autor procede, optamos por mostrar a possibilidade

em que os trés planos coincidem.

12 possibilidade: os trés planos coincidem

Neste caso, todos os pontos P(x, y, z) de &, s&o solugdes
do sistema. H4, portanto, infinitas solugées para o sistema.

O sistema ¢ possivel e indeterminado (SPI).
Pode-se provar que isso ocorre quando L, L, e L, séo
multiplos uns dos outros. Por exemplo:

2x+2y —2z2=21,=(22 -2, 2)

X+y—z=1-L,=01-11)
AX +4y —4z =4 - |, = (4, 4, —4, 4)

Nesse caso, temos L, = 2L, L, = 4L, e L, = 2L,.

Da primeira equagéo x + y — z = 1 tiramos que
z=x+y — 1. Assim, as solugdes do sistema séo todos os
pontos da forma (x, y, X + y — 1), em que X e y s&o nimeros
reais arbitrarios.

Por exemplo, séo solugdes (1, 1, 1); (1, 2, 2); (2, 5, 6);
etc.

Figura 6: Associacéo dos trés planos com a notacéo dos vetores.
Fonte: DANTE, 2008, p. 386.
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Constatamos que Dante (2008) aborda o estudo de sistemas lineares no
registro da lingua natural, algébrico e gréfico. Apresenta exercicios que
contemplam tanto o registro da lingua natural como registro de partida e o registro
algébrico como o registro de chegada como também o registro algébrico como
registro de partida e o registro grafico como registro de chegada.

O autor usou o método de adicdo para resolucdo algébrica do sistema
linear 3x3. Entretanto, ao abordar a representacdo grafica deste sistema, associa-
0 a vetores-linha de matriz completa e incompleta, como explicado anteriormente.
Acreditamos ser prematuro esta estratégia de abordagem para alunos do 2° ano
do Ensino Médio, visto que ainda nao tiveram contato com o estudo da Geometria
Analitica Espacial em que o objeto de estudo € o0 espaco euclidiano

tridimensional; portanto, desconhecem o estudo sobre vetores no espaco.

3.3.2 Matematica Ensino Médio

Smole e Diniz (2005) abordam o estudo sobre sistemas lineares que
antecedem a matrizes e determinantes. As autoras iniciam o capitulo “Sistemas
Lineares” com a retomada do estudo do sistema linear 2x2 no registro da lingua

natural como registro de partida e o registro algébrico como de chegada.



52

"

€ qu
" €ima do
estogyen
"loﬁo' ndo Perca,r?-q"e

==

—

Jodo e Ana resolveram aproveitar os saldos de uma livraria para comprar livros e
CDs. Joao gastou R$ 100,00 comprando 1 livro e 4 CDs. Ana, por sua vez, comprou
2 livros e 3 CDs, gastando ao todo R$ 90,00.

Quando Luiz perguntou a eles quanto tinham pago em cada livro ¢ em cada CD,
eles nao souberam dizer. Apenas se lembravam de que todos os livros eram vendidos pelo
mesmo prego e que os CDs, embora mais caros, também tinham prego nico.

Afinal, quanto custou cada livro e cada CD que Jodo e Ana compraram?
Para resolver este problema, podemos montar um sistema de duas equagdes com
duas variaveis.
Sendo x o prego de cada livro e y o preco de cada CD, temos:
{ x + 4y = 100
2x +3y=90

As equagdes que formam esse sistema sdo do 1° grau, por isso o sistema ¢ linear.
Como ha duas equagdes e duas incognitas, dizemos que esse € um sistema linear dois
por dois (2 x 2).

Figura 7: Situag&o problema, iniciando a abordagem do estudo do sistema 2x2.
Fonte: Matematica Ensino Médio, SMOLE e DINIZ, 2005, p. 122.

Constatamos o tratamento ao resolver o sistema linear pelo método de
adicao.
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Resolugéio do sistema linear 2 x 2

Se quisermos encontrar a solugéio do problema de Ana e Jodo, devemos resolver o

x+4y =100

2x+3y=90 °

Resolver esse sistema significa encontrar pares de niimeros reais que sejam solu-
¢oes das duas equagdes.

Existem vérias formas de resolver um sistema linear 2 x 2. Vamos resolver o siste-
ma proposto de duas formas: uma algébrica, usando o método da adig#o, e outra gréfica.

Método da adicao

sistema {

x +4y =100
2x+3y =90
as duas equagdes de modo a obter uma equagio final com apenas uma incognita.

Para resolver o sistema [ pelo método da adigdo, devemos adicionar

Acompanhe como podemos fazer isso nesse caso.
Para eliminarmos a incognita x, vamos multiplicar os dois membros da 1 equagao
por -2, o que néo altera a igualdade:

{ —2(x +4y) = 100(-2)

2x +3y =90
[—ZX — 8y =-200

2x +3y =90
®[~}r— 8y =-200
2X+3y= 90
~Sy=-110

Adicionamos as duas equagdes, membro a membro, obtendo uma equagio com

apenas uma variavel:

Substituimos y por 22 em x + 4y = 100, obtendo:
x+4-22=100
x+ 88 =100

S = {(12, 22)}

Ou seja, cada livro custou 12 reais e cada CD custou 22 reais.

Figura 8: Resolucdo do sistema linear pelo método de adigéo.
Fonte: Mateméatica Ensino Médio, SMOLE e DINIZ, 2005, p. 127.

Em seguida, Smole e Diniz (2005) optam por apresentar a representacao
grafica como outra forma de resolucdo do sistema linear 2x2. Constatamos a

conversao do registro algébrico para o registro grafico, como mostramos a seguir.
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Smole e Diniz (2005) utilizaram o registro da lingua natural como registro de

Representacao grafica

Outra forma de resolvermos um sistema ¢ através de uma representagio grafica.

Nesse caso, resolver o sistema significa encontrar os pontos comuns as duas retas
que representam as equagoes do sistema.

Como x + 4y = 100 e 2x + 3y = 90 sd@o fungdes do 1¢ grau, o grafico de cada
equacgio é uma reta. Veja:

Y
3
S
X + 4y = 100
t t + t 1 1 t t T < o
0 4 100~ x
2x + 3y = 90

A partir dos graficos, podemos achar valores aproximados de x e de y que sdo
coordenadas do ponto S e solugio do sistema. Assim, temos x = 10 e y = 20. De fato, ja
vimos que a solugdo ¢ x = 12 e y = 22.

Observando os graficos, concluimos que ha apenas um par de nimeros que verifi-
ca simultaneamente as duas equagdes, portanto o problema tem apenas uma solugao.
Nesse caso, dizemos que esse sistema linear ¢ possivel e determinado.

Figura 9: Situacdo-problema que requer sistema linear 3x3.
Fonte: Matematica Ensino Médio, SMOLE e DINIZ, 2005, p. 127.

Na abordagem da representacao do registro grafico de sistema impossivel,

partida e o registro grafico como registro de chegada.

As autoras desenvolvem o registro da lingua natural para o algébrico,

conforme pode ser observado a seguir, na Figura 10:

Figura 10: Resolugéo grafica do sistema linear impossivel, partindo do registro da lingua natural.

Vejamos outros exemplos:
a) A soma de dois nimeros € 100 e a sua média aritmética é 45. Quais sdo esses nimeros?
O sistema que traduz o problema é&:
{ x+y=100
Xk
re
Para resolvermos esse sistema, multiplicamos os dois membros da 12 equag¢do por —1
e os dois membros da 22 por 2. Depois, somamos as equacdes obtidas:
-D(x+y)=100-(=1) ®{~x~ y =—100

SRRV g S xt y— w90

Fonte: Matematica Ensino Médio, SMOLE e DINIZ, 2005, p. 128.

Smole e Diniz (2005) ilustram a representacdo grafica da situacao-

problema da seguinte forma (Figura 10):
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Nesse caso, ndo existem valores de x e y que satisfagam a igualdade. Assim, dize-
mos que esse sistema ¢ impossivel ou incompativel ¢ o seu conjunto solugdo é
vazio (S = Q).

: 2 v4
Representando graficamente a solugdo, obte-
mos a figura ao lado. 1003
Na interpretagdo dos graficos das duas equa- 80_
¢Oes, verificamos que as retas possuem coefi- 55 | ™\
ciente angular igual (-1) e coeficientes linea-  gq |
res diferentes (90 # 100), logo sdo paralelase 5oL
nao possuem pontos em comum, o que indica 401
que o sistema € impossivel. 30+
O problema que gerou esse sistema também
nao tera solugdo, ou seja, se dois nimeros pos-
suem soma 100, sua média aritmética nao
pode ser 45!

y=100-x
y=90-x

10 20 30 40 50 60 70

|
1
'
1
1
]
1
'
1
1
1
1
'
1
]
|
T

x¥

o

Figura 11: Resolucéo gréafica do sistema linear impossivel, partindo do registro da lingua natural.
Fonte: Matematica Ensino Médio, SMOLE e DINIZ, 2005, p. 129.

Na abordagem do sistema linear possivel indeterminado, as autoras
usaram a mesma situacdo-problema no registro da lingua natural, alterando o
valor da média aritmética de 45 para 50, conforme pode ser visto na Figura 12.

b) A soma de dois numeros é 100 e sua média aritmética é 50. Quais sdo esses niimeros?

x+y =100
Resolvendo o sistema { xty 50 encontramos a solugio do problema. Para isso,
2

vamos multiplicar os dois membros da 12 equagdo por —1 e os dois membros da
segunda por 2. Em seguida, somamos as equagdes obtidas:

{x+y =100 @{—x— y=-100

x+y _ 50 & x+ y= 100
2 Ox+0y= 0
Nesse caso, existe uma infinidade de niimeros que satisfazem a igualdade. A solugio
do sistema sdo todas as duplas de niimeros do tipo (x, 100 — x). Assim, esse sistema é
possivel, porém indeterminado, ou compativel e indeterminado.

Graficamente, temos:

As retas s@o coincidentes porque as duas equagdes do sistema tém mesmo coefi-
ciente angular e mesmo coeficiente linear. Portanto, existe uma infinidade de pares
que verificam simultaneamente as duas equagdes. A solugdo do sistema ¢é dada por
S ={(x, 100 —x)|x € R}.

Figura 12: Resolucao gréfica do sistema linear possivel indeterminado partindo do registro da
lingua natural.
Fonte: Matematica Ensino Médio, SMOLE e DINIZ, 2005, p. 129.
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Constatamos que Smole e Diniz (2005) utilizam os registros de
representacdo da lingua natural, algébrico e grafico. Elas iniciam o estudo do
sistema linear 3x3 com a apresentacdo de uma situacao-problema no registro da
lingua natural e optam pelo método de adicdo como tratamento algébrico,
ilustrado a seguir, na Figura 13.

O sistema que representa o problema ¢ linear trés por trés (3 x 3) porque ¢ forma-
do por trés equagdes lineares com trés incognitas.

De modo geral:

Sistema linear 3 x 3 com as incOgnitas X, y ¢ z ¢ um conjunto de trés
equacdes lineares simultaneas em x, y e z, com coeficientes reais:
ax + by + cz=d (onde a, b e ¢ ndo sdo simultaneamente nulos)
{ex +fy+gz=h (ondee, fe gnio sio simultaneamente nulos)
kx + 1y + mz =n (onde k, 1 e m ndo sdo simultaneamente nulos)
O conjunto de todos os ternos de ntimeros reais (o, 0, 043) que satisfazem

simultaneamente as trés equagdes do sistema ¢ chamado de conjunto solugio do
sistema.

Resolugéio do sistema linear 3 x 3

Veja como podemos resolver, pelo método da adigiio, o sistema que construimos
para descobrir os pregos dos livros, CDs e fitas de video:

x+3y+ z=70 @
2x + 2y +2z=80 In
3x+ y+ z=75 (1II)
Adicionamos a equagdo I, multiplicada por -2, a equagao II:
® —2x— 6y —2z=-140
2x+2y+2z= 80
—4y = -60

y=15 | (av)
[ y=15 |

Adicionamos a equagdo I, multiplicada por -3, a equagao III:
-3x -9y —-3z=-210
®{ 3x+ y+ z= 75
—8y-2z=-135 (V)

As equagdes IV e V formam um sistema linear 2 x 2:

{ y=15
-8y —2z=-135
Utilizando na equagdo V o valor de y obtido na equagédo IV, temos:

—8-:15-2z=-135

Podemos, assim, substituir as incognitas y e z da equagdo I pelos valores encontrados:

x+3-15+7,5=70
x+45+7,5=170

Figura 13: Resolucao algébrica do sistema linear 3x3 pelo método de adicéo.
Fonte: Matematica Ensino Médio, SMOLE e DINIZ, 2005, p. 132.
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Smole e Diniz (2005) mostram, na secdo Flash Matematico (Figura 14), a
representacdo grafica de seis das oito possiveis posicfes relativas dos trés
planos no espaco:

SN Sistemas lineares 3 x 3 e Geometria

Nos itens anteriores relacionamos sistemas lineares 2 x 2 e 3 x 2 a retas repre-
sentadas no plano cartesiano. Vimos que as solugées dos sistemas correspondem as
posigoes entre essas retas:

* retas concorrentes

sistema possivel e determinado com solucao Unica;
e retas paralelas ———— sistema impossivel e sem solugao;
e retas coincidentes sistema possivel e indeterminado com infinitas solugoes.

Um sistema linear 3 x 3 pode ser associado a trés planos no espago, cada um
deles correspondendo a uma das equagoes.

E quais sao as possiveis posigoes de trés planos no espago? -

Os planos podem se encontrar em Os trés planos podem também
um dnico ponto. Nesse caso, o sistema | possuir uma reta comum a eles ou ser
linear é possivel e determinado e tem | coincidentes. Nessa situacao, o sistema
solugao unica. linear é possivel e indeterminado, ou
seja, apresenta infinitas solucoes.

Figura 14: Resolucéo gréfica do sistema 3x3.
Fonte: Mateméatica Ensino Médio, SMOLE e DINIZ, 2005, p. 137.
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‘ Os trés planos podem ainda ser pa- Por fim, os planos podem se en-
ralelos entre si. contrar, mas apenas dois a dois, nao ha-
vendo ponto comum que pertenca aos

o trés.

Y
y 4 il |
Pode também ocorrer de dois deles (x/ V

serem paralelos € o terceiro nao.

STl
-
- ~
——— S ~
S ~
~
~
~ g i
= Y

Nesses trés Ultimos casos, o sistema
linear é impossivel, isto &, sem solugao.

Figura 15: Trés possiveis relativas a trés planos no espaco.
Fonte: Mateméatica Ensino Médio, SMOLE e DINIZ, 2005, p. 138.

Smole e Diniz (2005) abordam o estudo dos sistemas lineares no registro
da lingua natural, algébrico e grafico. Apresentam exercicios em que contemplam
tanto o registro da lingua natural como registro de partida e o registro algébrico

como o registro de chegada quanto o registro algébrico como registro de partida e

0 registro grafico como registro de chegada.

Verificamos o uso da resolucéo algébrica pelo método de adicdo 3x3 e sua

representacao grafica apenas citada pelas autoras na secdo Flash Matematico.

3.4 Método de Escalonamento e Método de Adicao

As Orienta¢Bes Curriculares para o Ensino Médio (2008) sugerem o uso do

método de escalonamento por apresentar operacdes elementares bem como a

discusséao de suas solucoes.

A resolucdo de sistemas 2x2 ou 3x3 também deve ser feita via
operacbes elementares (processo de escalonamento), com
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discussdo das diferentes situagBes (sistemas com uma Unica
solucdo, com infinitas solugbes e sem solugdes). As simples
apresentacfes de equacdes sem explicagcbes fundadas em
raciocinio l6gico deve ser abandonada pelo professor. (BRASIL,
2008, p. 78)

Vale revermos a descricdo de um método basico de resolver um sistema
linear a fim de justificarmos o uso do método de adicdo para a resolugdo dos

sistemas lineares em nossa pesquisa.

O método bésico de resolver um sistema linear consiste em
efetuar operacdes algébricas apropriadas nas equacfes do
sistema para produzir uma sucessao de sistemas cada vez mais
simplificados, mas com o mesmo conjunto solucdo do sistema
original, até chegar num ponto em que fica visivel se o sistema €&
consciente e, se for, quais sdo suas solucdes. (ANTON e BUSBY,
2006 apud BISOGNIN; CURY, 2009, p. 7)

Bisognin e Cury (2009) ressaltam que a tbnica dos processos de resolucéo
estad na énfase das operacdes elementares da resolucdo dos sistemas lineares,

abordado no Ensino Fundamental tanto quanto no Ensino Superior.

Método de Escalonamento

Acreditamos ser necessario definir o que significa sistema escalonado e

equivalente para a resolucao do sistema linear pelo método de escalonamento.

Segundo lezzi et al (2006), um sistema linear S no qual em cada equacao
existe um coeficiente ndo nulo estd na forma escalonada (ou, simplesmente, é
escalonado) se o numero de coeficientes nulos, antes do 1° coeficiente ndo nulo,

aumentar de equacéo para equacao.

Callioli (1983) define que de um dado sistema linear S de m equacdes com
n incognitas podem ser obtidos sistemas equivalentes de S de uma das seguintes

formas:
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() permutar duas das equacbes de S. E evidente que se S; indicar o
sistema assim obtido, entdo toda solucdo de S; é solugédo de S e vive-

versa;
(1) multiplicar uma das equagfes de S por um numero real A # 0;

(lMsomar a uma das equacdes do sistema uma outra equacdo desse

sistema multiplicada por um nimero real.

Callioli (1983) define operagdo elementar e sistema equivalente da

seguinte maneira:

Dado um sistema linear S, uma qualquer das modificacbes
explicadas acima em (I), (Il) e (lll) que se faca com esse sistema
recebe o nome de operacdo elementar com S. Se um sistema
linear S; foi obtido de um sistema linear S mediante um ndmero
finito de operagOes elementares, dizemos que S; é equivalente a
S. (CALLIOLI, 1983, p. 5)

O uso do método de escalonamento para a resolucao de um sistema linear
3x3 tem por objetivo em transforma-lo em outro equivalente, porém na forma

escalonada.

Exemplo de sistema escalonado:

X—3y+4z=6
3y+6z=4
5z=10

Segue a resolucdo de um sistema linear 3x3 pelo método de

escalonamento:

X+2y- z=-1,
2x+y+z=4 +|
X—-y+52=5

X+2y-z=-1
Ox-3y+3z=6

+
Ox—-3y+5z =6 <-|_
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X+2y-z=-1
Ox-3y+3z=6
Ox+0y+2z=0

z=0 y=-2 x=3
S={3, -2, 0)}

Método de Adicao

O método de adicdo consiste em adicionarmos membro a membro cada
duas equacdes de modo a eliminar uma ou mais incognitas. Um aluno procederia

da seguinte forma ao resolver o sistema linear pelo método de adicao:

2x+y+z=3 [
X+y-z=-11[2
—3x+6y-2z=2 [3

O aluno podera escolher duas equacdes quaisquer e eliminar uma das
incognitas. No caso, optamos em adicionar algebricamente a equacédo @ e @ de
modo que a primeira variavel, no caso x, se anule. Para isso, é necessario,

inicialmente, multiplicar a segunda equacéo por (-2):

2x+y+z=301
X+y—z=-1-(-2) 2

X+y+z=301 N
2K -2y +2z=2[2

Ox-y+3z=54

Em seguida, o aluno devera formar um sistema com a equacdo ® e ® ou

@ e ®. No caso, optamos por trabalhar com as equacbes @ e 3.
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Para eliminar a varidvel x, esperamos que o aluno prepare o0 sistema de

modo a multiplicar a equacdo @® por (3) e multiplicar a equacéo @ por (2).

2x+y+z=3-3) 4
—3x-2y+2z=2-(2)[3

X+3y+3z=9
—ox—-4y+4z=4

Ox-y+7z=13[5

Com cada uma das adic¢des, o aluno devera encontrar duas equacdes com
duas incégnitas, equacdes @ e ®, e ao formar um sistema 2 x 2, devera aplicar,
novamente, o método de adicdo a fim de eliminar uma da incognitas e encontrar o

valor da outra.

Assim formado o sistema, o aluno devera multiplicar a equacdo @ ou ® por

(-1) a fim de eliminar as variaveis y, ao adiciona-las.

~y+3z=5-(-1) [4
~y+7z=13[5

y/-3z=-5 N
—j+7z=13
Oy+4z=8

z=2

O aluno podera substituir o valor de z na equacédo @ ou ®:

Caso substitua na equacdo ®: —y+3z=5
-y+3.2=5
y=1

Caso substitua na equacdo ®: —y+7z=13
-y+72=13
y=1
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Tendo o valor de y e z, 0 aluno devera substituir na equacao ©:

Equacdo ©®: 2x+y+z =3

2Xx+1+2=3
2x=0
x=0

O aluno, ao encontrar os valores de x, y e z, deve concluir que o sistema

linear proposto tenha o conjunto solucdo: S ={(0, 1, 2)}.

Bisognin e Cury (2009), no artigo Andlise de Solu¢cdes de um Problema
Representado por um Sistema de Equacoes, relataram parte de um projeto de
pesquisa desenvolvido com 368 calouros de disciplinas matematicas em oito
Instituicbes de Ensino Superior (IES) — universidades privadas do sul do Brasil.
Nesse artigo, as autoras escolhem para analise a questdo do teste aplicado que
teve 0o maior numero de acertos na grade de respostas. Seu enunciado € o

seguinte:

“O valor de dois carros de mesmo preco, adicionado ao de uma moto,
soma R$ 41.000,00. No entanto, o valor de duas dessas motos, adicionado
a de um carro de mesmo tipo, é de R$ 28.000,00. A diferenca entre o valor
do carro e o da moto, em reais, €é:

a) 5.000,00 b) 13.000,00 c)18.000,00 d) 23.000,00 e) 41.000,00”

A fim de realizarem as andlises do material relativo a questdo em foco, as
autoras classificaram as respostas segundo quatro categorias indicadas pelas

letras A, B, C e D da seguinte forma:

Na categoria A, estdo agrupadas as produc¢des em que o aluno identificou
gue o problema poderia ser modelado (equacionado) por um sistema de duas
equacdes lineares com duas incognitas, corretamente expressas, resolvendo o

sistema e apresentando a resposta correta.

Na categoria B, estéo classificadas producdes em que o aluno identificou

gue o problema poderia ser modelado por um sistema de duas equagdes lineares
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com duas incégnitas, corretamente expressas, resolvendo o sistema, mas errando

alguns detalhes e ndo apresentando a resposta correta.

Na categoria C, o aluno identificou que o problema poderia ser modelado
por duas equacgles lineares com duas incognitas, corretamente expressas, mas

nao sabendo resolver o sistema.
Na categoria D, o aluno n&o soube modelar o problema.

Bisognin e Cury (2009) verificaram que, dos 103 alunos cujas resolugdes
foram classificadas como A ou B, 67% empregaram o método de adicdo e 33% o
método de substituicao.

Ancoradas nessas duas autoras, constatamos a preferéncia dos alunos

pelo uso do método de adigéo.

Em nossa pratica em sala de aula, ao abordarmos a resolucdo do sistema
linear 3x3, percebemos que os alunos apresentam dificuldade ao aplicar o método
de escalonamento: ao multiplicarem a primeira equacdo por um numero,
pertencente ao conjunto R*, ao adicionarem o resultado com a segunda ou

terceira equacéao, os alunos erram nos calculos.

Apesar dos PCN (2008) sugerirem o método de escalonamento para a
resolucdo dos sistemas lineares, por apresentar as operacdes elementares,
verificamos que o método de adicdo também responde a esta caracteristica. Além
disso, vimos em Bisognin e Cury (2009) a preferéncia dos alunos por resolverem

0s sistemas lineares por este método.

Ancorados em Callioli (1983), constatamos a semelhanca de resolucédo dos
sistemas lineares 3x3 tanto pelo método de escalonamento quanto pelo método
de adicédo, pois ambos tém como objetivo transformar as equacdes de um sistema

linear em outro semelhante.

Retomando a nossa questdo de pesquisa em que NnOS propusemos a
desenvolver, aplicar e analisar uma sequéncia didatica objetivando a resolugéo
algébrica dos sistemas lineares 3x3 pelo método da adigdo e sua representacao
grafica com uso de uma ferramenta computacional, apresentaremos no proximo

topico uma descri¢cdo sobre o software Winplot.
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3.5 O Software Educacional Winplot

O software educacional Winplot € um programa grafico, que permite a
construcdo e animacgédo de graficos em duas dimensdes 2D e em trés dimensdes
3D por meio de tipos distintos de equactes (explicitas, implicitas, paramétricas e
outras). Foi desenvolvido pelo professor Richard Parris “Rick™°, por volta de 1985.

A fim de contribuir com as préaticas docentes inovadoras e incentivar
posturas conscientes e criticas em relacdo a selecédo de softwares educacionais,
Batista (2004) desenvolveu um repositorio (SoftMat), contendo um conjunto
desses softwares desenvolvidos para Matematica do Ensino Médio,
acompanhados de suas respectivas avaliagcbes de qualidade. Dentre estes,
consta 0 Winplot. Essas avaliacbes sobre os softwares foram realizadas por
professores e licenciados em Matematica, utilizando uma metodologia de

avaliacdo de qualidade de softwares educacionais.

A avaliacdo do software Winplot foi realizada na Universidade Estadual do
Norte Fluminense, durante um curso de extensdo. Os participantes do curso,
constituidos por 10 professores de Matematica e 4 alunos licenciados, realizaram

a avaliacdo quando ja haviam sido cumpridas cerca de 12 horas de curso.

Segundo Batista (2004), o Winplot foi considerado como sendo bastante
coerente com as propostas dos PNLEM (2005), contribuindo para a construcdo do
conhecimento e permitindo estabelecer conjecturas a partir da visualizacdo da
movimentacdo dos graficos, aspecto fundamental para o desenvolvimento da

resolucdo da sequéncia didatica proposta em nossa pesquisa.

Outro fator preponderante na escolha do software Winplot, apontado pela
autora, € a possibilidade de se construir o grafico em trés dimensdes 3D,
condicdo fundamental em nossa pesquisa, ja que 0 contelddo matematico

trabalhado reporta a trés planos no espaco.

Além dos pontos positivos levantados por Batista (2004), acrescentamos

outros fatores significativos que nos levaram a escolha do software Winplot: ser

10 .
rparris@exeter.edu
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de facil manuseio; ocupar pouca memdria no computador; possibilitar movimento

dos planos; e ser um programa de dominio publico.

Allevato (2007), baseada em estudos desenvolvidos sobre a utilizacdo das
(TIC)*?, discute alguns aspectos emergentes em situacbes de ensino e em

pesquisas que utilizaram a ferramenta computacional.

A autora ressalta que, na maioria dos casos estudados, 0 comportamento
dos estudantes que usaram as TIC parece diferente do comportamento daqueles

gue nao tinham contato com ela.

Em linhas gerais, as pesquisas trazem evidéncias de que a
utilizacdo dos computadores conduz os estudantes a modos de
pensar e construir conhecimentos tipicos do ambiente informético
e, por vezes, favoraveis a aprendizagem de conteddos ou a
compreensdo de conceitos matematicos. (ALLEVATO, 2007, p.
76)

Em relacdo a construcdo de aprendizagem com ajuda de ambientes

informatizados, Allevato (2007) afirma:

Em ambientes informatizados de ensino, verifica-se com
frequéncia uma forma de aprendizagem segundo a perspectiva do
construtivismo, qual seja, aquela que se constrdi sobre a prépria
experiéncia. Nao raro, a depender das atividades realizadas e do
modo como sdo realizadas, 0s estudantes vivenciam experiéncias
de aprendizagem mais significativas e intensas do que € possivel
apenas com lapis e papel. (ALLEVATO, 2007, p. 76)

Oliveira (2009) ressalta a relevancia sobre a estratégia didatica adotada

como proposta para uma trajetdria de aprendizagem em Educacdo Matematica:

O uso de TICs no processo de ensino-aprendizagem de
Matematica ocorre nas iniciativas de mediagdo, experimentacao,
diversificagdo dos registros, enfim, em uma série de iniciativas
justificaveis a partir de uma estratégia que considera o saber a ser
ensinado, os estudantes e o professor, como na proposta do
sistema didatico de Chevallard (1991, p.23), mas com algumas
reconfiguracdes. (OLIVEIRA, 2009, p. 17)

1o Winplot esté disponivel no site http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html. Acesso em 18/05/2010.
12 Tecnologia da Informacgédo e da Comunicagao.
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Quanto a possibilidade em que o aluno possa estabelecer conjecturas de
situacOes diversas sem manter a forma sequencial que parte de conceitos mais

simples em direcdo a ideias mais complexas, Tall (1989) enfatiza:

Com o computador, o aluno pode explorar idéias mais complexas
desde o inicio, e isso sera determinante no processo de formagéo
de imagens conceituais®® que ele realiza. (TALL, apud
ALLEVATO, 2007, p. 80)

Borba (2001) afirma que:

Entendemos que uma nova midia, como a informatica, abre
possibilidades de mudancas dentro do préprio conhecimento e
gue é possivel haver uma ressonancia entre uma dada pedagogia,
uma midia e uma visédo de conhecimento. (BORBA, 2001, p. 43)

Segundo o autor, o enfoque experimental explora ao maximo as
possibilidades de rapido feedback das midias informaticas e a facilidade de
geracdo de inumeros graficos, tabelas e expressfes algébricas. Essa pratica
pedagodgica estimula a utlizacdo de problemas abertos, de formulacdo de
conjecturas em que a sistematizacao sO se da como coroamento de um processo

de investigacao por parte de estudantes (e, muitas vezes, do proprio professor).

Dessa forma, busca-se superar praticas antigas com a chegada
desse novo ator informatico. Tal pratica estd também em
harmonia com uma visdo de construcdo de conhecimento que
privilegia o processo e ndo o produto-resultado em sala de aula, e
como uma postura epistemolégica que entende o conhecimento
como tendo sempre um componente que depende do sujeito.
(BORBA, 2001, p. 44)

Borba e Penteado (2001) fazem uma discussdo sobre conteddos que
podem ser estudados em um ambiente informatizado, ressaltando o papel da

informatica como ferramenta provocadora de mudancas do proprio conhecimento.

Em nosso trabalho, pretendemos investigar como o uso do software
Winplot pode ou nédo interferir na compreensao dos alunos, pois possibilita a

conversdo do registro algébrico para o registro grafico. Com esse intuito,

3.0 termo imagem conceitual refere-se a estrutura cognitiva total que é associada a um conceito, a qual
inclui todas as figuras mentais e as propriedades e processos associados. (TALL, apud ALLEVATO, 2007)



68

elaboramos dois roteiros com instru¢cdes para o uso desse software, com as
ferramentas necessarias para a representacdo no registro grafico do sistema
linear formado por duas equacdes com duas incognitas em 2D e a representacdo
gréfica do sistema linear formado por trés equacdes e trés incégnitas em 3D. Vale
ressaltar que, mediante a dificuldade da representacao grafica dos trés planos no
espaco tridimensional, € essencial 0 uso da ferramenta computacional em nossa

pesquisa.

Escolhemos um sistema possivel determinado, um possivel indeterminado
e um impossivel para exemplificarmos a realizacdo do tratamento algébrico no

método de adicdo e a resolucéo grafica com auxilio do software Winplot.

a) Sistema Possivel Determinado

2x-3y-z=8 [1
X+y—-z=5 [2
3x+2y-z=-4[3

Os alunos, ao iniciarem a resolucéo do sistema linear constituido por duas
equacdes @ e @ com trés incognitas pelo método de adi¢cdo, deveriam encontrar
uma equacao de reta. Ao digitar o par de equacfes do sistema linear, obteriam o
grafico de dois planos e visualizariam a posicao relativa desses planos. Dessa
forma, poderaiam associar que ao obter uma equacédo de reta, na realizacdo do

tratamento algébrico, os planos se interceptariam segundo essa reta.

X+y—-z=5
—Xx+4y=13[4 equacdo da reta

Equacdes: ® e @ {_2X+3yJ;Z =8
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o —2X+3y+/z2=8
Equagbes: ® e ® {3x+2y—f= 2

X+5y =4 equacéao da reta

z = 3x+2y+4

Os alunos poderiam associar que as duas retas sdo concorrentes; logo, os
planos se interceptariam em um ponto. Para validar sua hip6tese, os alunos, ao
resolverem o sistema linear constituido das equacfes @ e ®, poderiam confirmar
a posicao relativa dos trés planos.

3
~ . —X—y+Z:—5 7= 3x+2y +4
Equacbes: @ e ® {3x+2y—z=—4

2Xx+y =-9 equacao da reta

Com ajuda do software Winplot, os alunos certificariam-se que os planos se
interceptam em um ponto, classificando, assim, o0 sistema de possivel

determinado.

1

z = 2x-3y+8
2
z = 3x+2y+4

3
z = x+y-5
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Para a determinacdo das coordenadas do ponto de intersecc¢do, os alunos
deveriam prosseguir com a resolucdo dos sistemas formados pelas equacgbes @ e
®:

. X_<—4y=—13
Equacgbes: ® e ® {x—5y=—4

-9y =-17
_17
Y=T9
Substituindo o valor de y, teremos: x = —% e z= —%

-f253)

Com a ajuda do software Winplot, os alunos visualizariam que os planos se
interceptam em um ponto e classificariam o sistema de possivel determinado.
Entretanto, faz-se necessario a resolucdo algébrica para que pudéssemos

certificar o valor das coordenadas do ponto de interseccao.

x+y-z=6 1
b) <3x+3y—-3z=10[2
2x+2y—-z=1 [3

~ ) -3x-3y+3z=-18
Equacbes © e @: {B/f(ng/_é:lo +

Ox+0y+0z=-8 [4

%’ 2 7= 3310

Os alunos, ao realizarem o tratamento algébrico, deveriam encontrar a
equacao @ e, nesse momento, concluirem que o sistema seria impossivel.
Porém, acreditamos ser relevante que os alunos conhececam qual € a posicao

relativa dos trés planos.
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Os alunos deveriam prosseguir o tratamento algébrico do sistema linear a
fim de verificar o que ocorre ao resolver o sistema linear formado pelas equagbes

® e @ e, consequentemente, conhecer a posicéo relativa desses dois planos.

Equacdes @ e ®: {—22(—2%+22 =12
X+2y—-z=1

Ox+0y+z=13
z-13=0 [5 equacdo da reta

Os alunos, ao realizarem o tratamento algébrico do sistema linear formado
pelas equacdes ® e ®, encontrariam uma equacdo. Isso poderia leva-los a

perceber que esses planos se interceptariam segundo uma reta.

Os alunos deveraiam resolver o sistema constituido pelas equacdes @ e ®.

—-6X -6y +6z =-20

6Xx+6y-3z=-19

Ox+0y+3z=-39
z+11=0 [6 equacdo da reta

Equacbes: @ e ®: {

2= P10

Assim, ao encontrarem as equacdes z-13=0® ez + 11 =0 ®, os alunos
deveriam interpretar que, se as retas sdo paralelas, os planos 1 e 2 sdo paralelos,

enquanto que o plano 3 os intercepta segundo retas paralelas.
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Equacdes: ® e ® {0X+Oy+oz =-8

z=-8
z=-16
o z+8=0
Equacgbes: ® e ® {_2_1120
0z=3
S=0¢

Com ajuda do software Winplot, os alunos visualizariam que os planos se
encontram dois a dois, ndo havendo ponto comum que pertenca aos trés. Dessa

forma, o sistema linear é impossivel.

Z=X4yb
2
7= 3X/3+3y/3-10

X+y-z=1
c) «3x+3y—-3z=3
2Xx+2y—-z=1

Iniciaremos o tratamento algébrico pela resolucdo do sistema linear
formado pelas equacbes ©® e @ para mostrarmos a relevancia do aluno realizar

todos os passos do método de adicao.
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~ C o |2x-2y+2z=-2
Equacgbes © e ®: Z(x+gy—z:l

Ox+0y+z=-1
z+1=0 [4 equacdo da reta

Os alunos poderiam encontrar z = -1 e classificar, precipitadamente, o

sistema de possivel determinado.

~ . |-3X-3y+3Z=-3
Equacbes © e @: /§><<+ng/—3;2=3 +

0x+0y+0z=0 [5 equacdo da reta

~ . |-6x—-6y+672=-6
Equacbes @ e @: ﬁ}i+ﬁ);/—¢/§=3 +

Ox+0y+3z=-3
z+1=0 [6 equacdo da reta

1 2= x4y

2 7=y

3 7= 24y

Os alunos poderiam perceber que encontraram a mesma equacao de reta

z + 1 = 0 obtida na resolucdo do sistema linear formado pelas equacdes: ® e @ e
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com as equagles: @ e @, o que significa dois planos coincidentes interceptados
por um terceiro plano, segundo uma mesma reta, ou seja, os planos interceptam-

se em infinitos pontos; o sistema € possivel indeterminado.

Com ajuda do software Winplot, os alunos observariam:

1 z=x+y-1

2 7= 3x/3+3y/333

3 z=2+2y-1

Para estabelecer o conjunto solugao:

Equacdes: ® e ® {0x+0y+0§:91
z=-1

Equagdes: ® e ® S ={(x,—x,—1)}

Desta forma, esperavamos que os alunos, ao visualizarem as posicoes
relativas dos planos no espaco tridimensional, compreenderiam a resolucdo do

sistema linear desenvolvida no tratamento algébrico.

Os alunos tém vivenciado o ensino de Matematica somente com o0s
tradicionais lapis e papel e de forma essencialmente algébrica. A abordagem
visual proporcionada pelo computador ndo é natural, e as imagens por ele

fornecidas permitirdo questionar suas concepc¢oes.
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Na realidade, o computador privilegia o pensamento sem implicar
na eliminagdo do algébrico. Informacdes gréficas resolvem
guestdes que também podem ser abordadas algebricamente.
Além disso, a abordagem visual tem demonstrado facilitar a
formulacéo de conjecturas, refutacdes, explicacdes de conceitos e
resultados, dando espaco, portanto, a reflexdo sobre o contetdo
envolvido. (BORBA e PENTEADO, 2001; BORBA e VILLARREAL,
2005)

No proximo capitulo apresentaremos os procedimentos metodoldgicos

percorridos nesta pesquisa.
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CAPIiTULO IV

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo do trabalho, apresentaremos nossa sequéncia didatica, em
gue procuramos abordar atividades a partir da Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica segundo Duval (2003), relatando as etapas criadas
para a sua concepcédo. Para atingirmos nossos objetivos foi necessario fazermos
uma simulacdo da sequéncia didatica, com o auxilio de uma professora de
matematica do Colégio Madre Alix, realizando as atividades que seriam propostas
aos alunos. Apés a simulacédo, partimos para a fase de experimentacdo - parte
importante da nossa sequéncia didatica, uma vez que, nessa etapa,
trabalharemos diretamente com o0s alunos desta pesquisa. Finalmente,
apresentaremos a andlise a priori e a analise a posteriori, mostrando ndo apenas
as nossas expectativas em relacdo as atividades propostas como também a
analise dos protocolos realizados pelos sujeitos de pesquisa quando da aplicacao

das atividades durante a fase de experimentacao.

4.1 A sequéncia didatica

A atividade consta de duas partes, A e B, como mostra a Figura a seguir:
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PARTE A PARTE B
Sistemas lineares 2x2 Sistemas Lineares 3x3

A:: Exploracéo do estudo no registro da

lingua natural, algébrico, de tabela e B;: Exploracédo do estudo no registro da

lingua natural e grafico.

grafico.
A,: Exploragdo do estudo com auxilio do B,: Exploragéo do estudo com auxilio doj
software Winplot. software Winplot.

Figura 16: Descri¢do das partes A e B da sequéncia didatica.
Fonte: elaborada pela autora.

4.1.1 PARTE A: Sistemas Lineares 2x2

Parte A;

A Questdo 1 consta de uma situagdo-problema em que priorizamos a
conversdo do registro da lingua natural como registro de partida e o registro
algébrico como registro de chegada.

Questao 1: No Parque de Diversées Dia Feliz, os ingressos custam R$ 10,00 para
adultos e R$ 6,00 para criangas. No ultimo domingo, com a venda de
400 ingressos, a arrecadacao foi de R$ 3.000,00. Determinar o nUmero
de adultos e criancas pagantes.

A Questao 2 contempla a conversao do registro algébrico para o registro de

tabela e, em seguida, do registro de tabela para o registro grafico.

Questao 2: Para cada um dos sistemas lineares abaixo, preencha a tabela,
construa o grafico e classifique-os como possivel determinado,
possivel e indeterminado ou impossivel e indique o seu conjunto
solucédo. Caso encontre um ponto comum as duas retas, determine-o.

a) {3x—2y=6 b {x+2y=2 i {x+y=3 q {x+2y=2
3x-2y =12 X+y=3 2X+2y =6 2Xx+4y =8
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Na Questao 3 priorizamos o tratamento algébrico pelo método de adicao.

Questao 3: Resolva os Sistemas Lineares, utilizando o método de Adicéo:

a) 3X+y=5 b X+7y=-4 c 3Xx+2y=-1 q 2Xx+3y=6
2x-y =10 3X+7y =6 6x+4y=-2 4x+5y =10

Parte A,

Utilizamos o software educacional Winplot a fim de propiciar, na atividade
proposta, a possibilidade de o aluno conjecturar a relagéo entre os coeficientes
das retas e suas respectivas posicoes relativas no plano cartesiano. Para isso,

elaboramos um roteiro com as instru¢des para a utilizacdo do software Winplot
junto com duas questoes:

Instrucdes para o uso do software Winplot:

Caso aparece a caixa: “WOCE SABIA QUE.”, como mostra a figura, clique em
“FECHAR”.

Em 20 use a caiza de didlogo Ver | Grade
para fazer alteraglies em sua tela: novas @
escalas nos eidos, escalas com muliplos

de pi. exibir grade retangular ou polar, etc

fechar
préxima
5 aon anterior
¥ mastrar dicas ao iniciar Q

Para fazer a representagéo grafica do sistema linear 2x2, vocé devera clicar no
icone “2 —dim”.
:-,"”—“'1:- Winplot

| Janela | Ajuda
2-dirm F2
F=
[ 4

2-dirm

Adivinhar
FrMapeador
Plansetas

Abrir Gltirma

U=ar padrao

Sair
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Aparecerd a janela =% semnomelwp2 Clique em “EQUACAOQ”. Surgird uma

coluna. Em seguida, clique em “3.IMPLICITA” conforme a figura:

mmmmmm SUCIpR——— |
Arquivo | Equacac | Wer Mouse WUm  Deois  Anim  C

1. Explicita ... F1
2. Paramétrica ... F2
2. Implicita ... F3
4. Polar ... Fa
Ponto »
Segmento >
Reta ...

Recursiva ...
Diferencial >

Polinomial ...

Desigualdades explicitas ...

Desigualdades implicitas ...

Inventario ... Ctri+I
Tamanho do inventario ...

Fonte ...

Biblioteca ...

Definir funcio ...
L Ocultarsmestrar tudo -

Ajuda ...

Surgira a caixa abaixo:

H-y semnomeZawp2

curva implicita

I busca longa cor
I alkhar espessura da linha |1
v franteira

I restrigd 0 < |

ol I cancelar ajuda |

Questao 1:
a) Digite a equacao da reta 4x + 3y =5 no espaco azul.

Escolha a “COR” que preferir.

Caso a palavra “FRONTEIRA” ndo esteja selecionada ™ fronteira

selecione.

Complete o quadro “RESTRICAO”, que se mostra a seguir [~ restricd 0 < [x<C

e, em seguida, cligue em “OK”. Observe o aparecimento da reta.

Para escrever uma segunda equacéao, clique na caixa
“DUPL”. Aparecera uma janela “CUIDADO!”. Clique em “NAO”.

st [

apanar fonte?

sim ‘ nan ‘ cancelar‘

Caso néo apareca esta janela, clique direto em “DUPL”. Aparecera novamente
a caixa “CURVA IMPLICITA”.
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Escreva uma nova equacgéo, conservando os coeficientes das incognitas x e y
da equacao anterior, e altere apenas o valor do termo independente. Continue
escolhendo uma nova “COR”, observando se a palavra “FRONTEIRA” esta
selecionada, e complete o espaco restricdo com x < 0. Clique em “OK”.

No quadro “INVENTARIO”, conserve a Ultima equacéo selecionada e clique
em “DUPL”.

Repita os passos e digite mais uma equacao.

Digite mais uma equacao com coeficientes proporcionais a equacéo 4x+3y=5
e conserve o termo independente.

Escreva, abaixo, o que vocé encontrou ao relacionar os coeficientes de x e y
com a posicao relativa das retas encontradas e a classificagéo dos sistemas
lineares.

b) Para escrever uma nova equacdo, ndo € necessario salvar a anterior. Basta
fechar todas as janelas.
Reinicie o programa, digite a equacdo da reta x — 2y = 3, siga 0S passos
anteriores e observe o seu grafico.
Multipligue a equacdo x — 2y = 3 por 2 e escreva no quadro “CURVA
IMPLICITA” a nova equacéo obtida.
Repita, multiplicando por 3 a equagéo x — 2y = 3.
Escreva, abaixo, o que vocé encontrou ao relacionar os coeficientes de x e y
com a posicdo relativa das retas encontradas e a classificacdo dos sistemas
lineares.

¢) Ainda no software Winplot, digite a equacdo da reta 3x + 5y = 4. Observe 0
gréfico.
Em seguida, digite outra equacao, alterando, apenas, o coeficiente da incégnita
x. Verifigue o gréfico.
Digite outra equagéo, mudando, desta vez, o coeficiente da incognita y.
Escreva, abaixo, o que vocé encontrou ao relacionar os coeficientes de x e y
com a posicgao relativa das retas encontradas e a classificagdo dos sistemas.

Questédo 2

Use o software Winplot, digite duas equacgfes que representem as retas abaixo e,
apos construi-las, escreva as equacgdes obtidas.

a) duas retas Paralelas;.........cc.euvveeiiiiiiiiiie e

D) dUAS retas CONCOIMENTES;.... ...ttt bbb s reeareeeeeeeeeees

C) duas retas COINCIAENTES;. ... ... et ee e e e e e e e e e e e e e e aeaaaaaaaaeas
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4.1.2 PARTE B: Sistemas Lineares 3x3

Parte B4

Iniciamos com a Questdo 1 em que abordamos o estudo do sistema linear
3x3 com uma situacdo-problema proposta no registro da lingua natural como

registro de partida e o registro algébrico como registro de chegada.

Questao 1: Para uma partida de futebol, foram colocados a venda trés tipos de
ingresso:
e para o setor verde, ao preco de R$ 12,00
e para o setor azul, ao preco de R$ 18,00
e para o setor branco, ao preco de R$ 25,00.

Sabendo que 38.000 torcedores pagaram R$ 620.000,00 para assistir a essa
partida, sendo que o nimero de ingressos vendidos para o setor verde foi o dobro
do numero de ingressos vendidos para o setor azul, quantos torcedores pagaram
ingresso para o setor verde?

Na Questédo 2 propusemos oito sistemas lineares em que contemplamos o

tratamento algébrico pelo método de adicao.

Usar o método da Adicéo para a resolucdo dos seguintes
Sistemas Lineares 3 x 3, indicar o conjunto solu¢ao e classifica-lo.
2X+y+z=3 2X+y+z=3
a) X+y—-z=-1 e) X+y—-z=-1
-3X+6y—-2z=2 -3X+6y—-2z=2
2X+3y—-z=2 —2X -2y +2z2=-2
b) {4x+6y -2z =20 f) {—6x—6y+62z=-6
6x+9y -3z =40 —-8x-8y+8z=-8
2X+y+z2=3 X-y+z=3
c) X+y—-z=-1 g) <2x+3y+2z=1
-3X+6y—-2z=2 A4x+y+4z=7
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X+y-z=1 3X+y—-z2=20
d) <x+y-z=1 h) X+3y+z=10
X+y—-z=-10 —-X+5y+3z2=30

Parte B,

Propusemos uma atividade em que contemplamos o registro grafico do
sistema linear 3x3, com o auxilio do software educacional Winplot.

Instru¢cdes para o uso do software Winplot nos Sistemas Lineares 3x3

Para fazer a representagdo grafica do sistema linear 3x3, vocé devera usar a
‘janela 3 — dim”.

= Winplot | — |
| Janela | Ajuda
2-dirm F2
2-dirm F=

Adievinhar
FrMapeador >
Plansetas

Abrir dltirma

U=ar padrao

Sair

Aparecera a janela Pr* semnome2wp3 | Cligue em “EQUACOES”. Surgird uma
coluna. Em seguida, clique em “EXPLICITA” conforme a figura:

=

Ctrls1
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Observe o exemplo.

Dado o sistema linear:

Surgira a caixa abaixo:

=

®min [-3.14158

% méx|3.14159

divis@ies |35 pontos plotados |1 50

ymin [-214158

v max 314159

divisfies ISE pontos plotados |1 50
[=2al} espessura da linha |1

|_ ezpeciro
I grade cor

I =ombrear cor I cor 2 I
ok I

™ desenho rapido

cancelar I ajuda I

2Xx-y-z=-1
X+y—-z=-1
-3X+6y-z=2

Aparecerdo as caixas abaixo:

Isole a incognita z da primeira equacao e preencha o espaco em azul.

Altere os valores de x min e max para -10.00000 e 10.00000 respectivamente e
y min e max para -10.00000 e 10.00000 respectivamente.

Escolha a cor e espessura de sua preferéncia e clique no botdo “OK”.

i servomezvg)

Arquive Equacdo [Ver] Mouse Um Dois Anim Outros

na segunda, como mostra a figura abaixo:

Clique no botdo “VER” e, em seguida, em “EIX0OS”, tanto na primeira caixa como

==

Caixa » Definir tamanho ..
Esconder segmentos Cor..
P R Espessuratela ..
— . Espessura impressora
Observador » Nomes...

v | Mostrar nomes.

Font

Enquadrar janela Home.
Ultima janela CtrlL
Desenhar rapido todos.

Desenhar devagar todos

Ajuda ...

Eixos > Eixos Ctrl+E
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Na caixa , cligue em equacéo.

L3

editar I apagarl dupl I copiar I tabela I Familia I

arafico I Bquac%ol nome I niveis I box I fechar I

Desta forma, vocé construiu o plano no espaco da primeira equagcdo do sistema
linear.

Para escrever a segunda equacdo, clique na caixa |
“DUPL” aparecera uma janela “CUIDADO!” Clique em “NAO”.

Aparecera, novamente, a caixa z = f(x, y), € vocé devera proceder com a segunda
equacao da mesma forma que fizemos com a primeira, somente alterando a cor a fim
de facilitar a visualiza¢éo dos planos.

Caso nado consiga uma boa imagem dos planos, use as flechas do teclado do
computador “‘I* ou as teclas “PAGE UP” ou “PAGE DN”.




86

LOCALIZACAO DO PONTO DE INTERSECCAO DOS PLANOS

Para localizar o ponto de interseccdo dos trés planos no espaco, clicar em
“EQUACOES”. Em seguida, clicar em “PONTO” e em “CARTESIANO”,

tamanho do ponto |2 & sdlido " circulo

I &ncoras I¥ pontilhade

[ espessura

ok cancelar| oar | ajuda ‘

Questéao 1: Analise os resultados obtidos na resolucéo gréafica dos sistemas lineares
da questdo 1, dé o conjunto solucdo e classifigue os sistemas em
sistema possivel determinado (SPD), sistema possivel indeterminado
(SPI) ou sistema impossivel (SI).

4.2 Simulacdo daresolucdo da sequéncia didatica

Preocupadas em evitar equivocos que viessem prejudicar nossa
experimentacdo, solicitamos a Sobnia Maria Peirdo Dias, professora de
Mateméatica dos 8° e 9° anos do Ensino Fundamental do Colégio Madre Alix, a
resolucdo de toda a sequéncia didatica. Sugerimos que cronometrasse o tempo

para prevermos a distribuicdo das etapas do trabalho dentro do prazo previsto.
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A professora Sénia, ap6s dois dias testando a sequéncia didatica,
contatou-nos para o relato das etapas do trabalho realizado, sugerindo as
seguintes alteragdes:

e a atividade em forma de teste de multipla escolha deveria ser modificada

a fim de ndo oferecer aos alunos as alternativas;

e a atividade que apresentava tabela deveria manter os valores em aberto

para que os alunos fizessem suas proéprias escolhas; e

e a construcdo do plano cartesiano deveria ser feita pelo aluno a fim de

gue a pesquisadora pudesse avaliar seus conhecimentos prévios.

A pesquisadora, sem alterar as sugestdes acima mencionadas, dadas pela
professora, encaminhou a discusséo para a sua orientadora, professora Barbara,
gue concordou com as alteracdes sugeridas pela professora Sénia. Dessa forma,

assim procedemos.

Na questdo sobre a resolucédo de sistemas lineares 2x2 pelo método de
adicdo, a professora S6nia comentou ser importante deixar o aluno optar pelo
método de resolucdo. Porém, quando da resolucdo da proposta em que
abordamos a resolucdo algébrica dos sistemas lineares 3x3, a professora
percebeu a relevancia da resolucdo algébrica dos sistemas lineares 2x2 pelo
método de adicdo por ser conhecimento prévio necessario a resolucdo dos

sistemas lineares 3x3.

A professora ndo sugeriu mudancas quanto a abordagem dos sistemas
lineares 3x3 na forma de uma situacdo-problema em que contemplamos o0s

registros de representacao da lingua natural e algébrico.

A professora sugeriu resolver concomitantemente os sistemas lineares nos
registros algébricos e gréaficos. Todavia, concordou com nossa opcéo de resolvé-
los separadamente devido ao tempo reduzido do uso dos computadores no

laboratério de informatica.

Em relacdo as etapas realizadas com o uso da ferramenta computacional
Winplot, a professora informou-nos sobre a facilidade na instalacdo do software

bem como na familiarizagdo das instrugcfes para a sua utilizagao.
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Com a aprovacdo da orientadora Prof2 Dr2 Barbara, além da colaboracéo e
das sugestbes dadas pelos colegas participantes do nosso grupo de estudos
GPEA, foram feitas as altera¢gbes sugeridas.

4.3 Experimentacao

Como proceder para desenvolvermos uma sequéncia didatica com os
alunos do 2° ano do Ensino Médio a fim de desafid-los a resolver os sistemas

lineares com o uso de uma ferramenta computacional?

Nossa pesquisa tem como objetivo investigar a interferéncia da utilizacéo
do software Winplot quanto a compreenséao da resolucéo de sistemas lineares 3x3

ao ser aplicada a alunos do Ensino Médio.

Inicialmente, procuramos a coordenacdo do colégio para pedirmos
permissdo — formalmente feita e posteriormente dada — com objetivo de
mencionarmos 0 nome da instituicio na nossa pesquisa e, também, para
explicarmos que a abordagem do estudo dos sistemas lineares naquele ano seria
feita de maneira a agregar o momento de ser ministrado este tema matematico,
gue faz parte do contetdo do 2° ano do Ensino Médio. Garantimos a coordenacéo
do colégio que ndo seriam feitas imagens com os alunos: todo o registro seria
feito apenas em audio gravacfes para que pudéssemos gravar as vozes dos

alunos (em anexo, encontra-se a autorizacao dos alunos para essa participacao).

Apresentamos um cronograma das aulas para reservarmos horarios no
laboratério de informatica bem como para garantirmos o tempo pré-estabelecido
pelo nosso planejamento escolar. A coordenacdo do colégio aprovou e
disponibilizou o uso do laboratério de informatica e nos preveniu sobre a
preservacdo do anonimato dos alunos em nossos registros. A coordenacdo do

colégio também prontificou-se de fornecer a atividade para cada aluno.

Enviamos um e-mail ao técnico do laboratério de informatica do Colégio
Madre Alix, solicitando a reserva das datas previstas para 0 seu uso e anexando

um pedido formal para a instalacdo do software Winplot. No dia seguinte,
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recebemos do técnico a confirmacdo de que o programa ja estava instalado. A

presenca da pesquisadora foi solicitada no laboratério para um breve teste.

ApoGs o laboratoério de informatica ter sido devidamente preparado, foram
instalados aleatoriamente trés gravadores em trés computadores em que 0S
alunos, em duplas, iniciariam sua atividade. Além disso, a pesquisadora

disponibilizou seu laptop a fim de garantir o registro de quatro duplas.

A pesquisadora, concentrando sua atencdo nessas duplas, registrou os
nomes dos alunos que ocupavam 0s computadores para que, ao retornarem nas
aulas seguintes, as mesmas duplas utilizassem os mesmos computadores a fim

de garantir todos os registros dos mesmos alunos.

Iniciamos o segundo semestre de 2010 com a abordagem do estudo sobre
matrizes; em seguida, sobre determinantes; e na ultima semana de setembro,
iniciamos a abordagem do estudo dos sistemas lineares, que coincidiu com a

sequéncia didatica elaborada em nossa pesquisa.

A aplicacdo de nossa sequéncia didatica, de acordo com o planejamento
de trabalho, teve inicio no dia 20 de setembro e término no dia 14 de outubro de
2010.

Preocupadas em abordar os sistemas lineares, registramos oito encontros
com os alunos, cada um com duracdo de cinquenta minutos: trés para serem

realizados no laboratoério de informatica e cinco em sala de aula.

Para a abordagem do estudo do sistema linear 2x2, utilizamos duas aulas
em classe e uma aula no laboratoério de informatica. Na abordagem dos sistemas
lineares 3x3, usamos trés aulas em classe e duas aulas no laboratério de

informatica.

A disponibilidade de termos apenas duas aulas no laboratério de
informatica para a exploracéo da representacao grafica dos sistemas lineares 3x3
foi determinante para limitarmos nossa pesquisa e ndo estendermos a abordagem
nos sistemas de dimensdes maiores, Vvisto que esses sistemas lineares
apresentam, por si sO, oito possiveis posi¢ces relativas do plano no espago

tridimensional.
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Realizaram a sequéncia didatica 45 alunos, divididos em duas classes:
turma A, com 20 alunos, e turma B, com 25 alunos. Em uma primeira selecéo,
contamos com 10 alunos do 2° A e 15 alunos do 2° B, ja que a direcdo do colégio
requisitou alguns deles para participarem de outra atividade, nesse mesmo dia.
Vale ressaltar que os 20 alunos que nao participaram do primeiro encontro nao
foram prejudicados, pois tiveram a oportunidade de realizar essa atividade em
casa. Porém, nao participaram da nossa pesquisa.

Dentre os 25 alunos participantes, foram escolhidos 7 como os sujeitos da
pesquisa, uma vez que participaram de todo o experimento de acordo com 0s
critérios combinados: nao faltar as aulas e, mesmo em duplas, apresentar seus
trabalhos registrados individualmente. Desta forma, garantimos as analises de
todo o experimento em sua integra, tanto das atividades realizadas em sala de
aula como das realizadas no laboratorio de informatica. A pesquisadora procedeu

a experimentacdo da sequéncia didatica da mesma forma com as duas turmas.

Antes de os alunos adentrarem na sala de aula, a pesquisadora posicionou
as carteiras em circulos, com cinco carteiras cada um e, no centro, um gravador,
de forma a garantir um maior niumero de registros a medida em que os alunos
teciam seus comentarios. Em cada carteira havia uma folha com a primeira

atividade proposta.

Assim que os alunos chegaram, ficaram curiosos para saber o que estava
ocorrendo. A pesquisadora esperou que todos se acomodassem e, em seguida,
explicou-lhes sobre a pesquisa que estava desenvolvendo no curso de mestrado.
Eles se mostraram interessados para saber em que consistia um curso de
mestrado e onde estava sendo realizado. A pesquisadora, professora da série, fez

as explicacdes necessarias para satisfazer a curiosidade de seus alunos.

Em seguida, ap6s mencionar os temas abordados desde meados do
segundo bimestre — matrizes e determinantes —, a professora explicou aos alunos
gue o proximo tema a ser estudado seria o sistema linear e que isso seria feito
por meio de uma sequéncia didatica, oriunda de sua pesquisa, adicionando que

eles seriam 0s sujeitos daquela pesquisa.
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Os alunos mostraram-se entusiasmados; entretanto, logo perguntaram
sobre como seriam avaliados. A pesquisadora respondeu-lhes que, ao término de
cada atividade, estas deveriam ser entregues para serem analisadas; porém, ndo
seriam avaliadas. Quanto as duavidas, os alunos deveriam levantar a mao para
gue a pesquisadora pudesse atendé-los individualmente a fim de que fossem
esclarecidas e, também, para que fossem evitados possiveis tumultos que

pudessem atrapalhar o registro da experimentacgao.

Os alunos iniciaram a leitura da primeira questdo em siléncio, mas, em
seguida, um deles questionou sobre qual método deveria utilizar para a resolucao
do problema. A pesquisadora explicou a todos que eles deveriam optar pelo

método que considerassem mais conveniente.

Em relacdo a segunda questdo, um aluno questionou sobre 0s numeros
gue deveriam ser atribuidos para x. Imediatamente, outro aluno sugeriu, em voz
alta, que se poderia atribuir o valor zero para as incégnitas x e y. A pesquisadora,
a fim de néo interferir na op¢éo de cada aluno, explicou-lhes que todos tinham a

liberdade de escolher os valores.

Prosseguindo a tarefa, outro aluno questionou se era para responder “SPD,
Sl ou SPI”. A pesquisadora sugeriu-lhe que respondesse da maneira que achasse

mais conveniente.

No inicio da segunda aula, a pesquisadora devolveu as atividades para que
os alunos continuassem o trabalho e avisou-lhes que deveriam terminar a
segunda e terceira questdes naquela aula e devolver as atividades antes de

sairem da sala de aula.

Na aula seguinte, a professora convocou os alunos a se dirigirem ao
laboratério de informatica a fim de explorarem a relacdo entre coeficientes das
equacdes representadas por duas retas e suas posi¢cdes. Quando chegaram ao
laboratoério, encontraram o software Winplot ja instalado nos computadores, além
de trés camaras em trés computadores, pois a pesquisadora havia solicitado ao
técnico do laboratério que as instalasse. Antes de iniciarem a atividade,
receberam uma ficha referente a parte A,. Para a realizagdo dessa parte, foi

disponibilizada uma aula de cinquenta minutos no laboratério de informéatica.
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Assim que se acomodaram, os alunos comecaram a se familiarizar com o
software Winplot, enquanto a pesquisadora enumerava 0s computadores com
suas respectivas duplas para identificar o registro das atividades e, assim, garantir
gue aqueles alunos que estivessem sentados diante dos computadores com
camara realizassem toda a atividade nas mesmas maquinas a fim de que fosse

registrado todo o processo de trabalho daqueles alunos.

A pesquisadora solicitou aos alunos que lessem, passo a passo, as
orientacbes do roteiro para se familiarizarem com as instru¢cdes de uso do

software Winplot.

Os alunos, no inicio da leitura, mostraram dificuldade em escrever as
equacdes nas quais os coeficientes deveriam ser conservados e 0 termo
independente alterado. Solicitaram a presenca da professora e pediram a

definicdo do termo independente.

A pesquisadora, pelas perguntas, percebeu a dificuldade dos alunos em
usarem as nomenclaturas corretas, bem como constatou que alguns alunos
também ndo haviam compreendido o enunciado da questdo e observou que, ao

falarem sobre o sistema possivel indeterminado, usavam, apenas, SPI.

No dia seguinte, em classe, a pesquisadora iniciou a aula, posicionando os
gravadores da mesma forma que havia procedido no inicio do experimento e, em
seguida, entregou aos alunos a ficha com a parte B;, na qual seria abordada a

resolucao algébrica do sistema linear 3x3.

Por ser a primeira vez que os alunos entrariam em contato com a resolucao
do sistema linear 3x3, a pesquisadora explicou-lhes que o tratamento algébrico
seria feito de forma semelhante a do sistema linear 2x2, além de ressaltar a
existéncia de outros métodos usados para a resolucdo do sistema linear 3x3. Os

alunos poderiam optar pelo método.
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Os alunos iniciaram a atividade com a leitura silenciosa da situacgéo-
problema. Apds muitas tentativas, perguntas e lamenta¢des sobre a resolugédo do
sistema, a pesquisadora, por ter percebido ser relevante, orientou os alunos sobre
como trabalhar trés equacdes com trés incognitas, da seguinte forma: “Escolham
dois pares de equacdes; resolvam-nas como fizeram com o sistema linear 2x2.
Desta forma, encontrardo duas equacdes. Ao resolverem o sistema formado por

elas, encontrardo a solugao”.

No fim da aula, a pesquisadora recolheu o material e observou que alunos
ndo haviam realizado o tratamento algébrico. No inicio da aula seguinte, a
pesquisadora questionou os alunos em relacdo a dificuldade encontrada na

realizacéo da primeira questao. Eles responderam:

“Ah! Era facil eram sé duas equacgdes, e agora o que eu fago com trés?”.
“Com trés nao da pra fazer’”.
“‘Eu nao sei...... o que eu fagco com trés?”

“Substitui uma vez numa equacao depois nao sabia aonde substituir!”

Mediante esse quadro, visto que nédo surtiu efeito seu comentario na aula
anterior, a pesquisadora optou por montar um esquema sobre o tratamento
algébrico pelo método de adicdo a fim de ndo prejudicar a experimentacdo, como

mostramos a segu ir:

equagéo » ()
equacéo 2 < \ Solugéo
equacéo 3 >3 _—

A pesquisadora ressaltou para os alunos a possibilidade de optarem pela
formacdo de um sistema com as equacbes @ e @; porém, ndo se estendeu na

explicacdo. Um aluno questionou:

“Como é, ndo entendi”.

A pesquisadora respondeu: “Siga o esquema”.
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Continuamos a experimentagdo sem imprevistos e disponibilizamos mais
uma aula, totalizando trés encontros, cada um com duragdo de cinquenta

minutos, para a realizagao da parte B,

Ao terminarem a realizacdo dessa parte, a pesquisadora recolheu as
atividades e rubricou a classificagcdo dos sistemas lineares escrita por cada aluno

para diferenciar da classificacdo obtida apos a utilizacado do software Winplot.

O encontro seguinte foi no laboratério de informatica. A medida que os
alunos chegavam, a pesquisadora ia entregando para cada um o roteiro para o
uso do software Winplot, junto com a atividade a ser feita e a atividade realizada
em classe para que pudessem associar o tratamento algébrico dos oito sistemas
lineares concomitantemente com o0 registro grafico. Solicitou-lhes que
mantivessem os mesmos lugares anteriormente usados a fim de facilitar a coleta

dos dados.

Os alunos iniciaram a atividade e nédo apresentaram dificuldade no uso do
software Winplot. Contudo, alguns questionaram se havia necessidade de
registrarem as etapas ao escreverem a equacdo z = f(X, y). A pesquisadora
sugeriu-lhes que usassem a folha em que haviam resolvido a segunda questao da

parte B; na qual ja haviam feito o tratamento algébrico dos oito sistemas lineares.

Ao constatarem que surgiram coeficientes com nameros racionais (Q),
perguntaram como deveriam digitar o nimero. Porém, imediatamente outro aluno
comentou que havia escrito em forma de fracdo e que néo havia ocorrido nenhum
problema. Como previsto, os alunos ndo conseguiram terminar a atividade na
primeira aula. Por isso, voltamos, no dia seguinte, para encerrarmos nossa

experimentacao.

Na saida do laboratorio, a pesquisadora perguntou a opinido de dois dos

alunos da pesquisa sobre o que haviam achado da atividade.

Aluno A: “Muito legal, a matematica tinha sempre que ser dada assim, &

muito mais facil quando vocé vé”.

Aluno B: “Tenho muita dificuldade em matematica, estou indo mal, minhas

notas sdo péssimas mas assim fica facil, ndo tem tanta conta para fazer”.
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4.4 ANALISE A PRIORI E ANALISE A POSTERIORI

4.4.1 PARTE A: Sistemas Lineares 2x2

Para desenvolvermos a parte A foram disponibilizadas duas aulas para os
alunos realizarem a parte A;, em classe, e uma aula no laboratério de informética
para realizarem a parte A, constando de cinquenta minutos de duracdo cada uma
das aulas

PARTE A;

Analise da questéo 1 da parte A;
Anélise a priori

Os alunos receberam uma atividade, contendo trés questdes que deveriam
ser desenvolvidas individualmente durante duas aulas, sendo cada uma com

duracéo de cinquenta minutos.

No Parque de Diversdes Dia Feliz, os ingressos custam R$ 10,00 para adultos e
R$ 6,00 para criangas. No ultimo domingo, com a venda de 400 ingressos, a
arrecadacao foi de R$ 3.000,00. Determinar o numero de adultos e criangas
pagantes.

O objetivo dessa questdo era o de verificar o desempenho dos alunos
guanto a conversdo do registro da lingua natural para o registro algébrico.
Esperavamos que o0s alunos fizessem essa conversdo, mobilizando
conhecimentos prévios e realizando tratamentos que lhes possibilitassem chegar

a uma resposta quanto ao numero de adultos e criancas pagantes.

Para que os alunos desenvolvessem a estratégia escolhida, seria

necessario:
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e usar letras como incégnitas especificas;
e reconhecer uma expressao algébrica;

e conhecer os tratamentos numéricos e algébricos no conjunto dos

ndmeros reais;

e elaborar uma resposta que satisfizesse a pergunta proposta no
problema.

De acordo com a situacao-problema, os alunos poderiam representar por
uma letra qualquer, como por exemplo, o nimero de adultos pagantes por (X) e 0
namero de criancas pagantes por (y). Em seguida, poderiam escrever as
equacoes representantes das relacdes entre as incognitas escolhidas e os demais

dados do problema.

X+y=400 [1

10x + 6y = 3000 [2
Ao resolverem o sistema linear, os alunos poderiam encontrar a solucao,
usando um tratamento baseado nos coeficientes da equacéo e, assim, optarem
por um dos métodos de resolucdo: de adicdo, substituicio ou comparacéao.

Optamos por mostrar a resolucéo pelo método de adicao e substituicao.
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Caso o aluno use o método da
Adicao
O aluno podera escolher uma
incognita para eliminar, sempre que
optar pelo método da adicdo. Como
mostramos a resolucao abaixo:
Escolher a incognita X,
multiplicar a 12 equacdo por (-10) e em
seguida adicionar as equacOes,
eliminando a incAgnita x e encontrando o

ele deve

valor de y.

X+Yy =40001 N
10x + 6y = 300002

-10x —10y = -4000

10x + 6y = 3000

— 4y = -1000

y= 250
O aluno podera escolher qualquer uma
das equacbes e substituir o valor de y

encontrado para descobrir o valor de Xx.

Caso opte por substituir na equacéo @:

X+y =400
X+ 250 = 400 = x =150

Caso opte por substituir na equacéo @:

10x + 6y = 3000
10x + 6 - 250 = 3000
X =150

Caso o aluno opte pelo método de
Substituicéo

O aluno podera isolar uma das
incognitas numa das equacdes, substituir
essa incégnita na outra equacdo pela
expressdo equivalente, resolver a
equacao que tem apenas uma variavel e
substituir o valor encontrado em uma

equacao que tenha as duas variaveis.

X+y=40014 — x=400-y3
10x + 6y = 3000[2

Substituir ® em @:

10(400 - y) + 6y = 3000
4000 - 10y + 6y = 3000
y = 250

Substituir o valor dey em ®:
X =400-y

X = 400 - 250
x =150

Resposta do problema: sdo 150 adultos e 250 criancas pagantes.

Analise a posteriori

Para preservar a identidade dos alunos, sujeitos de nossa pesquisa,
optamos designar cada um pela primeira letra do seu nome, doravante chamados

deB, I,J,L, N, R,V, e aprofessora/pesquisadora, autora deste trabalho, de P.
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Apesar de os alunos trabalharem em duplas no laboratério de informética,
a atividade foi realizada individualmente. Portanto, os protocolos analisados sao

pessoais.

Durante a aplicacdo, tivemos dois questionamentos: um quanto a
dificuldade na interpretacdo do problema; outro, em relacdo ao tratamento a ser

usado. Dois alunos questionaram:
T: “Professora, € para resolver pelo método da adicao ou da substituicdo?”
P: “Qual o método de sua preferéncia? Use-0.”

N: “Mas professora, eu nunca sei o que fazer quando tem um problema,
por isso que vou mal nas provas, quando vocé faz exercicios até que

vai mas chega na prova vocé pede problema e sempre vou mal”.

P: “Vocé saberia identificar as incdgnitas nesse problema?”

Ao finalizarmos a fase de experimentacdo da nossa sequéncia didatica,
guando da leitura das atividades propostas aos alunos, verificamos que dois dos
sete alunos participantes da nossa pesquisa ndo haviam realizado a conversao do

registro da lingua natural para o registro algébrico.

Acreditamos que esses alunos apresentaram dificuldades para traduzir os

dados do enunciado. Segundo Duval:

A conversdo das representacdes, quaisquer que sejam 0s

registros considerados, é irredutivel a um tratamento. (DUVAL,
2003, p. 17)

Em relacdo ao tratamento algébrico, trés dos sete alunos optaram por
resolver o sistema linear pelo método de adicdo e dois pelo método de

substituicao.
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Figura 17: Protocolo do aluno I; tratamento algébrico correto.
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Contudo, concluimos que os alunos ndo mostraram dificuldade ao

realizarem a conversao do registro da lingua natural como registro de partida e o

registro algébrico como registro de chegada. Observamos que ndo houve

dificuldade na atividade cognitiva de conversao.

Lopes (2008) apontou em sua pesquisa que os alunos, ao resolverem

problemas que envolvam sistemas lineares somente com duas incognitas, nao

apresentam dificuldades quanto ao tratamento algébrico. Este fato € observado

na analise dos protocolos dos alunos selecionados para nossa pesquisa. O autor

ressalta, também, que essa situacdo sofre modificacdo quando se trata dos

sistemas lineares 3x3, pois ao utiliza-los os alunos apresentam sensivel aumento

de dificuldade na resolucéo das atividades propostas.

Analise da Questéo 2 da parte A;

Analise a priori

Para cada um dos sistemas lineares abaixo, preencha a tabela, construa o gréafico
e classifigue-os como possivel determinado, possivel e indeterminado ou impossivel
e indique o seu conjunto solugdo. Caso encontre um ponto comum as duas retas,
determine-o.

) 3X-2y=6 b X+2y=2 X+y=3 q X+2y=2
a c
3x-2y =12 X+y=3 2X+2y =6 2x+4y =8
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O objetivo dessa questédo foi o de investigar se os alunos realizariam a
conversdo do registro algébrico para o de tabela e para o registro gréfico e
classificariam cada sistema de acordo com o tipo de solucéo.

A conversao do registro algébrico como registro de partida para o registro
gréfico como registro de chegada é possivel quando os alunos utilizam o registro
de tabela e, assim, efetuam as conversdes para o registro grafico. Para isso, é
necessario atribuir valores para uma das incognitas e calcular os valores
correspondentes da outra incognita. Obter, portanto, varios pares ordenados (X, y)
gue correspondam a pontos pertencentes a cada uma das equacdes, localizados
todos no plano cartesiano e por observacdo, constatando que esses pontos
estardo respectivamente alinhados entre si e podem ser unidos por retas. Desta
forma, pode ser realizada a conversdo do registro algébrico para o registro de
tabela.

No item a esperavamos que os alunos encontrassem duas retas paralelas
e classificassem esse sistema linear como um sistema impossivel (Sl), cujo

conjunto solugéo é representado porS=@ouS={ }.

Caso os alunos encontrassem duas retas coincidentes, poderiam classifica-
las como um sistema possivel indeterminado (SPI) cujo conjunto solucéo é
representado de forma genérica mediante a constatacdo da infinidade de pontos

comuns as retas.

Os alunos, ao encontrarem duas retas concorrentes, deveriam classifica-
las como um sistema possivel determinado (SPD) cujo conjunto solug¢do sera o

par ordenado comum as retas, representado por S = {(x, y)}.

Os alunos poderiam apresentar dificuldade ao escolherem valores
absolutos de uma variavel em relacdo a outra e, consequentemente, na obtencéo

dos pares de pontos (X, y) no plano cartesiano.

Optamos por mostrar a resolucdo de um dos quatro sistemas lineares

propostos, visto que os procedimentos sao semelhantes.
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3x—-2y=6 [1
a)
3x-2y=12 [2

Os alunos poderiam atribuir valores a uma das incognitas e substitui-los na

equacéo para encontrarem o valor da outra incégnita:

® 3x-2y=6

Parax=-1 = 3.-1-2y=6

-_9 X
y=-3 y
-1 9
Parax=0 = 3.0-2y=6 -5
y:_3 -3
Parax=1 = 31-2y=6 3
2
y=->
2 0

Parax=2 = 32-2y=6
y=0

Da mesma maneira, os alunos poderiam proceder com a equacgao
@:3x -2y =12.

@3x-2y=12

Parax=-1 = 3.-1-2y =12

~-15 X

y 5 y
-1 15
Parax=0 = 3.0-2y=12 -
y =0 0 | -6

Parax=1 = 3.1-2y=12 9
2

y=-3
2 0

Parax=2 = 3.2-2y=6
y=0
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Propusemos aos alunos que construissem o gréfico dos sistemas lineares
2x2 sem o auxilio do software Winplot, visto que a constru¢gdo manual j& vinha
sendo explorada desde o Ensino Fundamental. Por outro lado, nosso tempo
reduzido no laboratério de informética fez com que optassemos por privilegiar
uma atividade que explorassemos: nao a construcdo de um gréfico, mas um outro
tipo de atividade em que abordamos a proporcionalidade entre os coeficientes das

mesmas incognitas nas duas equacdes.

Optamos por ilustrar nosso trabalho com os gréaficos feitos pela

pesquisadora com o auxilio do software Winplot.

/.

Figura 18: Representacao no registro grafico do sistema linear 2x2 com o auxilio do software
Winplot.
Fonte: elaborado pela autora.

No item b objetivamos que os alunos, ao realizarem a conversdo dos
registros, encontrassem duas retas concorrentes, classificassem o sistema como
possivel determinado (SPD) e apresentassem o conjunto solug¢do S = {(4, -1)},

COmMoO mostraremos a seguir:



103

Figura 19: Representagéo no registro grafico do sistema 2x2 com o auxilio do software Winplot.
Fonte: elaborado pela autora.

No item c, objetivamos que os alunos, ao realizarem a conversao dos
registros algébrico, de tabela e grafico, encontrassem duas retas coincidentes e

classificassem o sistema como possivel indeterminado (SPI).

Para determinar o conjunto solucédo, os alunos poderiam optar por qualquer
uma das equacdes para escrever o conjunto solucdo da forma x = f(y) ou y = f(x).
Caso optassem iniciar pela equacdo @, por apresentar coeficientes com valor
igual a 1, e escrever o0 conjunto solucdo da forma x = f(y), seria necessario isolar
X:
® x+y=3
X=3-Yy

Logo, o conjunto solucéo seria: S={(3-vy,Yy)/y € R}

Caso os alunos optassem por escrever o conjunto solucao da forma y = f(x),
seria necessario isolar y:
® x+y=3
y=3-X

Logo, o conjunto solucéo serdia: S ={(x, 3—X) / x € R}
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Esperdvamos que, com tal procedimento, os alunos visualizassem o

seguinte grafico:

y=3-x
y =6/2-2x/2

y = 6/2-2x/2

Figura 20: Representacédo gréfica do sistema linear 2x2 com o auxilio do software Winplot.
Fonte: elaborado pela autora.

Objetivamos, com o item d, que os alunos, ao realizarem a conversao dos
registros algébrico, de tabela e gréfico, encontrassem duas retas paralelas,
classificassem o sistema como impossivel (SI) e apresentassem o conjunto

solugédo S =@, ou S ={ }, como mostraremos a seguir:
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4.0+

y = 8/4-2x/4

Figura 21: Representacédo gréfica do sistema linear 2x2 com o auxilio do software Winplot.
Fonte: elaborado pela autora.

Analise a posteriori

ltem a

Os alunos que resolveram o0s sistemas lineares apresentaram uma

diversidade na forma de resolucéo.

Iniciamos a Questao 2, e um aluno questionou:

T “Que nimero nés usamos na tabela?” Antes de a pesquisadora
responder, outro aluno sugeriu:
L: “Sé pde zero”.

P: “Podem atribuir qualquer e quantos valores vocés quiserem”.

14 L ‘4 = =
As transcricao dos didlogos ndo sofreram correcdes.
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Em relacdo ao preenchimento da tabela do item a, pudemos constatar que
cinco alunos atribuiram valor “zero” as incognitas x e y e calcularam os valores
correspondentes de x ou y, enquanto que dois alunos atribuiram a x valores
aleatérios pertencentes ao conjunto dos numeros inteiros (Z) e, em seguida,

calcularam os respectivos valores de y.

Acreditamos que o fato de atribuirem valor “zero” as incognitas x e y
ocorreu devido os alunos, quando estudaram funcé&o afim, no primeiro ano do
Ensino Médio, compreenderam que bastam dois pontos distintos para tracar uma

Unica reta.

Verificamos que dois dos alunos ndo haviam construido corretamente o
grafico e classificaram o sistema linear de forma incorreta, enquanto que um dos
alunos calculou varios pontos para preencher a tabela e encontrou ordenadas

pertencentes ao conjunto dos numeros racionais (Q).

O protocolo nos leva a interpretar que o aluno, por ter dificuldade em
localizar nimeros racionais (Q) no plano cartesiano, néo realizou a conversao do

registro de tabelas para o registro gréfico.
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Figura 22: Protocolo do aluno V: recorreu ao tratamento algébrico mediante a dificuldade de
realizar conversao de registros.

Concordamos com Duval (2003) quando afirma que os alunos chegam a

um nivel avancado e ndo sabem calcular, o que leva a um fracasso ndo na
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atividade de tratamento, mas na de conversdo. Se o aluno V, tivesse feito a

conversao do registro numeérico na forma fracionaria para forma decimal poderia

ter tido sucesso na conversao do registro de tabela para o registro gréfico.

Por mais que eles saibam efetuar a adicdo de dois nimeros com
sua escritura decimal e com sua escritura fracionaria, certos
alunos ndo se preocupam de forma alguma em pensar em
converter a escritura decimal de um ndmero em sua escritura
fracionaria (e reciprocamente), ou mesmo fracassam quando se
asseguram que isto € necessario no desenvolvimento de um
calculo. (DUVAL, 2009, p. 59).

Apesar de verificarmos que o aluno néo realizou a converséao do registro de

tabela para o registro gréafico, ele recorreu espontaneamente ao registro algébrico

e concluiu corretamente a classificagdo e a determinagdo do conjunto solucéo.

Em relacéo a esta constatacéo, Almouloud (2003) ressalta:

ltens b

Uma mudanca de registro tem vantagens do ponto de vista do
tratamento. Ela facilta a compreensdo ou a descoberta. A
conversao de registros é um instrumento para diferenciar as
variacbes unicamente estruturais das variacbes cognitivas
propriamente ditas. (ALMOULQOUD, 2003, p. 145)

No protocolo do aluno I, verificamos que, além de ter realizado a converséo

dos registros algébrico, de tabela e grafico, o aluno recorreu ao tratamento

algébrico para a determinacdo do ponto de interseccéo das retas.

x/f.h(:qz,(-l)
X+t M =3

PR
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e
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Figura 23: Protocolo do aluno I: realizou a conversédo de registros, classificou e escreveu o

conjunto solucdo corretamente.
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ltem c

Verificamos, no protocolo do aluno B, o registro cognitivo sobre a resolucao
do sistema. Por outro lado, constatamos, também, que aquele aluno ndo havia
escrito corretamente sua classificagdo ao trocar o termo correto “indeterminado”
por “indefinido”, o que ndo exclui que tenha compreendido o seu significado. O
aluno realizou o tratamento algébrico corretamente; porém, escreveu 0 conjunto

solucéo de forma incorreta.
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Figura 24: Protocolo do aluno B: realizou a converséo de registros e recorreu ao registro
algébrico.

O aluno B ficou preocupado em expressar o significado de retas

coincidentes e perguntou:

B: “Posso responder que uma reta em cima da outra tem muitos pontos
ligados”.

“Ih! sera que esta é a resposta?”

“Ah, eu vou deixar assim”.

“Professora, eu nao sei escrever a resposta”.

Z A @

“Escreve SPI".

Desta forma, constatamos que mesmo o0s alunos que haviam

compreendido o significado da resolugcao deste tipo de sistema linear nao
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conseguiam escrever o conjunto solu¢cdo do sistema possivel indeterminado.

Quanto a esta constatacao:

Atualmente, parece-nos que os alunos tém mais dificuldades em
encontrar as solugbes de um sistema indeterminado que num
determinado, eles se atrapalham para dar a resposta, tiram uma
incognita em funcdo de outra e dificilmente dao a solu¢gdo com o
menor namero de incognitas. (ALMOULOUD e BIANCHINI, 1996,
p. 219)

Mediante analise desses protocolos, constatamos que o registro gréafico
auxilia o aluno na compreensdo do significado do sistema linear possivel e
indeterminado; entretanto, isso ndo ocorre para a determinacdo do seu conjunto

solucdo.

ltem d

Verificamos que, dos sete alunos, seis fizeram a converséao do registro de
tabela para o registro grafico e somente um errou. O erro ocorreu devido a
tratamentos numeéricos com numeros pertencentes ao conjunto dos numeros

racionais (Q) para a obtencédo dos pares ordenados.

Segundo Duval (2003), as operacfes de calculo dependem do sistema de
representacdo utilizado. Para os alunos, a aquisicdo de um sistema de

numeracao decimal de posi¢cao nao € simples.

Pesquisas nacionais de avaliagdo na Frangca (Ministere de
I'Education Nationale 1992, 1997) mostram que esse ndo é ainda
0 caso no inicio do college (11-12 anos): somente um ter¢co dos
alunos parece ter compreendido o funcionamento do sistema
decimal e pode verdadeiramente utilizar suas possibilidades para
acertar o conjunto dos itens concernentes as operacgdes, as mais
simples, de multiplicacéo ou divisdo dos decimais. (DUVAL, 2003,
p. 13-14)

Em nossa pesquisa, constatamos que essas dificuldades em relacdo ao
tratamento aritmético dificultaram a classificacdo do sistema linear, como

mostramos a segu ir:
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x4+ 2y =2
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Figura 25: Protocolo do aluno V: recorreu ao registro algébrico. Contudo, optou pelo registro
grafico para resolver a atividade

Assim, o aluno obteve como grafico duas retas interceptadas em um anico
ponto. Recorreu ao tratamento algébrico e encontrou a equacdo Ox — Oy = 4,

porém optou pelo registro grafico e classificou o sistema linear como possivel

determinado.

Se o0 aluno soubesse identificar os registros de representacédo simbolico-
numérico (fracionario e decimal), entendemos que o aluno teria realizado
corretamente a conversao do registro de tabelas para o registro grafico. Este
fendbmeno € chamado por Duval (apud Maranhéao e Igliori, 2003) de diferenciacéo

entre o objeto representado e seus registros de representacao semiotica.

Ao analisarmos o protocolo, verificamos que ndo haviamos previsto que o
aluno V recorresse ao registro algébrico para classificar o sistema linear, visto que

tal procedimento ndo havia sido proposto no enunciado do exercicio. Segundo

Duval (2003):

Ha uma pluralidade de registros de representagdo de um mesmo
objeto, e a articulacdo desses diferentes registros é condigcdo para
a compreensdo em matematica, embora varias abordagens
didaticas nao levem em conta esse fato. (DUVAL, 2003, p. 30)
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Ancorados em Duval (2003), constatamos, em nossa andlise a posteriori,
a relevancia da coordenacgao de registros de representacao de um mesmo objeto
para a compreensdo em matematica. A conversdo desses registros favorece a

interpretacdo e compreensao dos objetos matematicos.

Analise da Questdo 3 da parte A;

Analise a priori

Resolva os Sistemas Lineares, utilizando o método de Adicéao:

a) 3X+y=5 b 3X+7y=-4 c 3X+2y=-1 q 2Xx+3y =6
2x-y =10 3X+7y=6 6X+4y=-2 4x +5y =10

O objetivo desta questdo foi o de investigar se os alunos faziam o

tratamento algébrico ao usarem o método de adicéo.

Propusemos a resolucédo de quatro sistemas lineares, propiciando levar os
alunos a fazerem diferentes tratamentos para conseguirem que os coeficientes de
X ou de y ficassem simétricos antes da aplicacdo do referido método. Desta
forma, levamos os alunos a retomarem a ideia de que qualquer equacao poderia

ser transformada em outra equivalente ao:

e adicionarem ou subtrairem um mesmo numero ou expressao aos dois

membros da igualdade;

e multiplicarem ou dividirem os termos de ambos os lados da igualdade por

um mesmo namero ou expressao, desde que diferente de zero.

Para isso, seria necessario que os alunos:
e realizassem tratamentos numéricos e algébricos no conjunto R;

e distinguissem a parte numérica (coeficientes) e a parte literal (variavel)

de um mondmio, reconhecendo termos semelhantes;

e conhecessem o oposto (simétrico) de um numero;
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e reconhecessem uma equacdo impossivel como uma equacao redutivel
por operacdes elementares a forma 0-x =b, em que b € um namero real

nao nulo;

e reconhecessem que uma equacao redutivel por operacdes elementares

aforma 0-x =0 é uma identidade.

Optamos por mostrar os diferentes tratamentos que seriam utilizados na

preparacédo dos sistemas lineares propostos:

No item a, propusemos um sistema linear em que o coeficiente de uma das
incégnitas, na equacado @, seria oposto (simétrico) do outro coeficiente da mesma
incognita na equagcao @, pois assim os alunos poderiam somar as equacdes de

forma a eliminar uma incégnita.

Acreditamos que os alunos, ao conhecerem o valor da incognita X,
substitua-o em qualquer uma das equacdes do sistema linear a fim de

encontrarem o valor de y. Os alunos poderiam escrever o conjunto solucéo:
S ={(x y)}

No item b, esperavamos que os alunos multiplicassem uma das equacdes

por (-1), adicionando-as e encontrando como solu¢do o conjunto vazio S = @ ou

s={}

Desta forma, os alunos poderiam perceber que os coeficientes das
incognitas de ambas equacfes seriam 0s mesmos e que, ao multiplicarem uma
das equacdes pelo oposto do numero, teriam os coeficientes opostos (simétricos)

da outra equacao e eliminariam os dois coeficientes x e y.

Esperavamos que os alunos reconhecessem uma equacdo da forma
0x + Oy = b em que b € um namero real ndo nulo como uma situacao impossivel.
N&o existem valores de x e y que satisfacam a igualdade. E, assim, esperdvamos

gue eles concluissem que o conjunto solucdo seriamS=@ouS={ }.

No item c, optamos por um sistema em que 0s alunos necessitassem
transformar um dos coeficientes em uma das equacgdes a fim de eliminarem uma

das incognitas ao adicionarem as duas equacoes.
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Os alunos poderiam perceber a necessidade de recorrerem ao principio
multiplicativo antes de aplicarem o aditivo a fim de eliminarem uma das
incégnitas, tornando-as uma o oposto da outra. Neste caso, optamos pela
incégnita x. Os alunos deveriam preparar o sistema de modo a multiplicarem a

equacao @ por (-2) para encontrarem o oposto do coeficiente de x na equacéo @.

Os alunos poderiam reconhecer que uma equacdo redutivel por
tratamentos numéricos a forma 0.y = 0 seria uma identidade. Assim, existem

infinitas solucdes que satisfagcam simultaneamente as duas equacoes.

Quanto ao conjunto solucdo, devido a impossibilidade de escrever os
infinitos pontos comuns as retas, os alunos poderiam escrever no registro
algébrico a forma genérica destes pontos. Esperavamos que os alunos optassem

por qualquer uma das equacdes para escreverem 0 conjunto solucéo da forma

x =f(y) ouy = f(x).

No item d, objetivamos que os alunos eliminassem uma das incognitas,
tornando-as uma o oposto da outra e, em seguida, adicionassem as equacdes
com o intuito de encontrarem como conjunto solugcédo do sistema linear os valores

x =0 ey =2 ou escrevessem o conjunto solucéo S = {(0,2)}.

Analise a posteriori

ltem a

Observamos que seis dos sete alunos fizeram o tratamento algébrico
satisfatoriamente e apenas um errou por nado ter eliminado a incognita y. Era
necessario apenas adicionar as equacdes. Entretanto, o aluno V optou por
eliminar a incognita x e, para isso, multiplicou a equacédo @ por (2) e a equacdo @

por (-3) e, assim, ndo multiplicou o termo independente da equacao.

Acreditamos que isso ocorreu devido ao fato de o aluno V néo ter
percebido que a incognita y na equacdo @ é o oposto (simétrico) da incognita y
na equacdo @ e que poderia elimina-las pela adicdo, como haviamos previsto em

nossa analise a priori, segundo consta na Figura 26, a seguir:
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Figura 26: Protocolo do aluno V: optou pela eliminacédo da incognita x

ltem b

Os alunos realizaram o tratamento algébrico como haviamos previsto em
nossa analise a priori, utilizaram o método de adicdo e registraram 0 conjunto

solucédo de forma adequada.

Iltem c

Observamos que dos sete alunos sujeitos de nossa pesquisa, quatro
realizaram corretamente o tratamento algébrico, enquanto que os outros trés nao
realizaram o tratamento algébrico corretamente. Somente o aluno | apresentou o
valor genérico para a incognita x; entretanto, ndo soube escrever adequadamente

0 conjunto solucao.

O protocolo nos leva a concluir que o aluno | compreendeu a necessidade
de apresentar genericamente os infinitos pontos no conjunto solugéo; porém, ndo

soube escrevé-lo.

O aluno encontrou X =%, dessa forma o conjunto deveria ser escrito

em funcdo de y, ou seja, S= {[1—32)/ j}



o {3x +2y=—1(2)
6x +4y=-—2

bkt A =g,
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Figura 27: Protocolo do aluno I: tentou escrever na forma genérica dos infinitos pontos
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O aluno L n&o registrou em seu protocolo o modo como resolveu a

guestdo. Acreditamos que o tratamento numeérico tenha sido feito mentalmente.

c) {‘3*/+4‘3”

Figura 28: Protocolo do aluno L: resolveu mentalmente e escreveu, de maneira incorreta, o

conjunto solucéo do sistema linear

Procuramos o aluno L a fim de esclarecer o motivo de nao ter feito o

tratamento algébrico. Ele justificou-se da seguinte maneira:

I: “Para que fazer se sao iguais e resultado da tudo zero?”

Uma pequena pausa.

“Sistema impossivel.”
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O aluno L prossegue seu comentério sobre o tratamento algébrico:

“N&o precisava resolver, pra que? Tudo zero, é impossivel!”
“Que nada, tudo zero é indeterminado!”

“‘E as retas?”

“‘Dao em cima!”

“Como assim?”

@ T w T wr

“E a mesma, uma em cima da outra.”

Desta forma, constatamos que o aluno L havia realizado corretamente o
tratamento algébrico, mas ndo havia relacionado o resultado encontrado com
retas coincidentes.

ltem d

Verificamos, neste item, que os alunos apresentaram dificuldade no

tratamento numeérico.

O aluno | optou por multiplicar a equacdo @ por (-5) e a equagao @ por
(-3). Ao fazer isso, deveria ter obtido (-15) em ambas as equacdes. Desta forma,
nao eliminaria a incognita y de forma adequada. Apresentou dificuldade no

tratamento numeérico e algébrico da equacédo: 2.x = 0.

‘ { 2x + 3y = 6 &3)
) 4x + 5y = 10 r\- EO

— 1O x ﬂ-)/s"jz ~ 3o
— 2 % +b{5/w6: o

7‘(72)( oue = TS,

Figura 29: Protocolo do aluno I: tratamento algébrico
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Constamos outro aluno, que também apresentou dificuldade no tratamento

numérico e algébrico da equacéo 4-x =0 ao dar como resultado x =—4:

d){2x+3y=699)
dx+5=10 » L\X‘\'é(j\);(}\’)

A A8 -
i TR SRR

’l%.—-z ¥ =4
\»3:4'2,

Figura 30: Protocolo do aluno J: tratamento algébrico

Verificamos outro equivoco no tratamento numérico e algébrico, em que o

aluno V, ao multiplicar a equacdao @ por (-4), ndo o fez com o termo

independente.

: {2x+3y=6 b
) 4x +5y =10 & (v &

§< i ¥

Figura 31: Protocolo do aluno V: tratamento algébrico

Verificamos que o aluno N adicionou (-6) no primeiro membro da equacéo

2x + 6 = 6 e (6) no segundo membro, como mostramos a seguir:
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(2x+3y =6 (—2)
d){4x+5y:10

-% "boﬁﬁ -2
Ly ¥

D e

A +b =6
&Dcll
Yy =

Figura 32: Protocolo do aluno N no registro algébrico

Os alunos nédo mostraram dificuldade ao realizarem a conversao do registro
da lingua natural como registro de partida e o registro algébrico como registro de
chegada. Observamos, também, a preferéncia do uso do método de adicdo para
a realizacao do tratamento algébrico.

Concluimos, com esta atividade, que os alunos apresentaram 0 conjunto
solucéo do sistema possivel determinado (SPD) e do sistema impossivel (Sl). Por

outro lado, isto ndo aconteceu com o sistema possivel indeterminado (SPI).

Os alunos apresentaram dificuldade no tratamento numérico e algébrico ao

aplicarem o principio aditivo e multiplicativo, conforme consta a seguir:

e multiplicar o valor escolhido apenas pelo coeficiente de x
3x+y=5(.2)
6x+y=5

e multiplicar s6 os coeficientes das incégnitas
3x+ 2y =-1(-4)
-12x -8y =-1

e multiplicar nimero positivo por nimero negativo
-5.3y =+15y
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e principio aditivo
2X+6=06
2x =12

e resolver a equacao do tipo a.x =0 em que a # 0.
2x=0

X=-2

Verificamos a preferéncia dos alunos em atribuir o valor zero para x e ou y.
Os alunos que optaram em atribuir as incégnitas valores pertencentes ao conjunto
dos numeros racionais (Q) tiveram dificuldade de fazer a sua localizagdo no plano
cartesiano. Desta forma, néo realizaram a converséo do registro de tabela para o

registro grafico; entretanto, recorreram ao registro algébrico.

PARTE A

A parte A, consta de um roteiro de instru¢des para a familiarizacdo no uso
do software Winplot 2D, que foi desenvolvido no laboratério de informatica a fim
de propiciar aos alunos a exploracdo das relacdes entre os coeficientes das
equacdes bem como seus termos independentes e visualizar as posicoes
relativas das retas no plano, classificando-as. Para isso, foram propostas duas

questodes.

Analises da questédo 1 da parte A,

Analise a priori

a) Digite a equacéo da reta: 4x + 3y = 5 no espaco azul.

Escreva uma nova equacao, conservando os coeficientes das incognitas x e y da
equacdo anterior e altere apenas o valor do termo independente. Repita 0s
passos e digite mais uma equagdo com coeficientes proporcionais aos da
equacdo 4x + 3y = 5 e conserve o termo independente. Escreva abaixo o que
vOCcé encontrou ao relacionar os coeficientes de x e y com a posicao relativa das
retas encontradas e a classificacdo dos sistemas lineares.
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b) Reinicie o programa, digite a equacdo da reta x — 2y = 3, siga 0S 0S passos
anteriores e observe o seu gréfico. Multiplique a equacdo x — 2y = 3 por 2, e
escreva no quadro curva implicita a nova equacéo obtida. Repita, multiplicando
por 3 a equacdo x — 2y = 3. Escreva abaixo 0 que vocé encontrou ao relacionar
os coeficientes de x e y com a posi¢do relativa das retas encontradas e a
classificacéo dos sistemas lineares.

¢) Ainda no software Winplot, digite a equacdo da reta 3x + 5y = 4. Observe o
grafico. Em seguida, digite outra equacédo, alterando, apenas, o coeficiente da
incognita x. Verifigue o gréfico. Digite outra equagdo, mudando, desta vez, o
coeficiente da incégnita y. Escreva abaixo 0 que vocé encontrou ao relacionar os
coeficientes de x e y com a posicdo relativa das retas encontradas e a
classificacéo dos sistemas.

Pretendiamos, com a questdo 1, que os alunos relacionassem o0s
coeficientes das respectivas incognitas das equacdes das retas que formam o

sistema linear com a posigéo relativa das retas visualizadas no registro grafico.

Optamos por aproveitar a descricdo dos passos na utilizacdo do software
Winplot e propusemos trés exemplos de Sistemas Lineares 2x2, cujos graficos
sdo representados na linguagem 2D. Os sistemas lineares propostos dariam

origem a graficos de retas paralelas, coincidentes e concorrentes.

Apoés a construcdo do grafico de cada sistema, com ajuda do software
Winplot, propusemos aos alunos usarem o registro da lingua natural a fim de

registrarem suas observacoes.

Os alunos poderiam utilizar o registro da lingua natural para, a partir da
visualizacdo do gréafico, observarem a posicao relativa das retas obtidas no plano
cartesiano — como paralelas, concorrentes e coincidentes — por meio dos
coeficientes das incognitas x e y e do termo independente, associando as retas

obtidas as equacdes que lhes deram origem e classificar o sistema.
Para isso, seria necessario que os alunos:
e lessem e interpretassem o registro da lingua natural;

e conhecessem o plano cartesiano, localizassem pontos no plano e

identificassem abcissas (x) e ordenadas (y);
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e conceituassem coeficientes numéricos, termos independentes, bem

como as posigoes relativas das retas;

e distinguissem sistemas impossiveis, possiveis determinados e
indeterminados, associando-0s aos seus respectivos conjuntos solucdes

e posicoes relativas das retas.

Item a

Esperdvamos que os alunos digitassem a equacédo da reta 4x + 3y = 5 e,
em seguida, escrevessem duas equacgdes: uma, conservando os coeficientes de x
e y; outra, com coeficientes de x e y proporcionais aos coeficientes da primeira

equacao.

Os alunos poderiam encontrar retas paralelas e classificar o sistema linear

como impossivel (SI).

ltem b

Apoés os alunos terem digitado a equacao x - 2y = 3, esperavamos que
visualizassem a representacéo grafica da equacao cujo grafico € uma reta, sem
apaga-lo, digitassem a equacdo anterior multiplicada por (2) e obtivessem a
equacao 2x - 4y = 6. Em seguida, multiplicassem a primeira equacéo por (3) e
encontrassem a equacao 3x - 6y = 9. Desta forma, os alunos deveriam concluir
que as equacdes sdo equivalentes e, consequentemente, as trés retas, no

registro grafico, sdo coincidentes.

Os alunos poderiam perceber a impossibilidade de se determinar os
infinitos pontos comuns as retas e, assim, classificar o sistema linear como

possivel e indeterminado (SPI).

Iltem c

Esperavamos que o0s alunos digitassem a expressdo algébrica:
3x + by = 4, observassem o gréfico, sem apaga-lo, digitassem outra equacéo,

alterando apenas o coeficiente da incognita X, e prossiguissem da mesma forma.
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Em seguida, digitassem uma terceira equacdo em que alterassem, desta vez, o

coeficiente da incognita y.

Acreditdvamos gue os alunos, ao encontrarem retas concorrentes,

classificassem o sistema linear como possivel e determinado (SPD).

Analise a posteriori

Verificamos que os alunos tiveram dificuldades de leitura e compreenséo
no texto da Questdo 1. Na parte relacionada ao tutorial, tudo correu bem. Porém,
guando na atividade era proposto repeticdo dos passos e criagdo de novas
equacdes, os alunos ndo conseguiram expressar-se de maneira adequada,
encontrando dificuldade para escreverem no registro da lingua natural os

resultados obtidos.

Os alunos, logo no inicio da leitura, demostraram dificuldade para escrever
as equacbOes em que os coeficientes deveriam ser conservados e 0 termo

independe alterado. A seguir, um dos dialogos ilustra tal dificuldade:

B: “O que é termo independente”?
L: “Seraqueéxey’?

B: “Nao acho que néo, o termo independente sdo os numeros”.

Os alunos solicitaram a presenca da professora e pediram a definicdo do

termo independente.

P: “Qual é o significado da palavra independente”?
L: “Sozinho”.

B: “Ah! é o que esta sem xe semy’.

A pesquisadora, pelas perguntas, percebeu a dificuldade dos alunos em
usarem as nomenclaturas corretas e observou que, ao falarem do sistema

possivel indeterminado, apenas usavam SPI.
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J: “Professora deu em cima”.
F: “E sistema coincidente”.
P: “Cuidado com a nomenclatura”.

J: “As retas sao coincidentes entido é SPI”.

Baseados nos protocolos, verificamos que os alunos nao entenderam o
enunciado da questdo, que propunha relacionar os coeficientes de x e y com a
posicdo relativa das retas encontradas e com a classificacdo dos sistemas

lineares.

Alunos Respostas da Questéo 1 item a

\Y

Figura 33: Protocolos dos alunos que responderam incorretamente a Questao 1 item a.

O protocolo a seguir mostrou que o aluno | entendeu parcialmente a
relacéo entre os coeficientes das duas equacdes. O aluno ndo se ateve a leitura
da atividade e ndo percebeu que os coeficientes das incognitas x e y poderiam,

também, ser proporcionais.

CJ@Y\%MW\O}/\M\AA&DWJMﬂ ..... QAR
S CJ@.QJ(\): \AS\;\&)’CXAJ\A@JM ..... o S annn AN e e LA

Figura 34: Protocolo do aluno I, que escreveu parcialmente sua concluséo.
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Analises da questdo 2 da parte A,

Andlise a priori

Use o software Winplot, digite duas equagdes que representem as retas abaixo e,
apos construi-las, escreva as equacgdes obtidas.

) dUAS retas PArAIEIAS;.........uuuiuiiiiiiiiiiiie et a e
D) retas CONCOIMENTES,.....uiiiiiieie ettt
o) I e [ = T3 =] v= L oo T T4 [0 1= ] (= 1SS

Pretendiamos, com esta questdo, que o0s alunos relacionassem o0s

coeficientes das equacdes com a posicao relativa das retas que as caracterizam.

No item a, os alunos deveriam escrever duas equacdes, conservar 0S

coeficientes das incognitas x e y e modificar apenas os termos independentes.

No item b, os alunos deveriam escrever duas equacdes de retas em que

um dos coeficientes da incégnita x ou y fosse distinto.

No item c, os alunos deveriam escrever duas equacdes de retas

equivalentes.

Analise a posteriori

Constatamos, nesta atividade, que o aluno R deve ter cometido um
equivoco ao escrever as equacdes relativas aos itens b e c. Este fato foi

constatado ao ouvirmos a gravacao da conversa da dupla.

a) duas retas paralelas;&x..t.QZsé..'T..f) ...... }/3)(*0?(,63,:_/&/

b) duas retas concorrentes: 2.+ . (4= 2. 4. 2% 2 33/

Figura 35: Protocolo do aluno R: cometeu equivoco na escrita dos itens b e c.
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R: “E fécil... quando tudo for igual, as retas sdo coincidentes e trocando s6

um numero do x elas sao concorrentes”.

I: “Entdo pbe na b,2x+4y=2 e 4x+4y=2 e na c, as duas iguais:
3x+2y=3".

Desta forma, verificamos que os alunos trocaram as respostas no momento
de escrever. Entendemos, pelas analises dos protocolos, que a dificuldade dos

alunos estava relacionada a leitura dos enunciados de nossa atividade.

Mostramos, a seguir, protocolos com a representacédo grafica dos sistemas
lineares, com o auxilio do software Winplot, realizadas pelos alunos quando

desenvolveram a Questao 2 no laboratério de informatica.

v o= B 4-Fusd Tr
41

“'““m._h T
v o= 3SE-ufE 2

L
1 1 ] ] 1 l T-H"H- T""H..l }-{..I

-40 <30 20 -10 1 20 375“‘“@::5:.0
=y
-2
=y
4t
-5

Figura 36: Protocolos de R e |: com a representacao gréafica da Questdo 2a.
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Figura 37: Protocolos de B e V: com a representacdo grafica da Questéo 2b.
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Figura 38: Protocolos de J e N: com a representacéo grafica da Questéo 2c.
Um aluno, ao resolver a questdo, registrou suas conclusdes em seu

caderno da seguinte forma:
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Figura 39: Protocolo do aluno B: anotagfes sobre suas conclusdes.

Constatamos, no protocolo, que o aluno B entendeu que um sistema linear
€ impossivel quando as equagbes apresentam coeficientes iguais e somente “o
ultimo” (termo independente) é diferente, e que esse sistema linear representa um

grafico cujas retas sdo paralelas.

Um sistema é possivel determinado quando um dos coeficientes for
diferente e esse sistema linear representa um grafico cujas retas sao

concorrentes.

Quanto ao sistema possivel indeterminado, o aluno B registrou duas
equacdes de retas com 0s mesmos coeficientes e termos independentes iguais e
registrou uma reta destacando pontos, assinalando que compreendeu a solucao

do sistema cujo gréfico sdo retas coincidentes.

Na primeira atividade proposta para ser desenvolvida com o uso do
software Winplot, alguns alunos apresentaram dificuldade na leitura da proposta
feita no registro da lingua natural, ndo compreendendo o significado de “relacionar
0os coeficientes das incognitas x e y com as posicOes relativas das retas
encontradas”. Além dessa dificuldade, alguns alunos ndo conseguiram escrever a
resposta no registro algébrico do sistema linear. Por outro lado, os alunos que

compreenderam a proposta realizaram as atividades corretamente.
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J4 na segunda atividade, ao analisarmos o0s protocolos dos alunos
observamos que néo tiveram dificuldade na interpretagao da proposta, realizando

os graficos a contento.

4.4.2 PARTE B: Sistema Linear 3x3

Para desenvolvermos a parte B, foram disponibilizadas trés aulas para os
alunos realizarem a parte B;, em classe, e duas aulas para realizarem a parte By,
no laboratério de informatica, sendo cada aula com cinquenta minutos de

duracéo.

A fim de elaborarmos a parte B, além de nos basearmos nos estudos
preliminares, consideramos relevante buscarmos nos livros didaticos como o
estudo do sistema linear 3x3 é abordado nas séries do Ensino Medio, como

mencionamos, anteriormente, no Capitulo 3.

PARTE B;
Analise da questéo 1 da parte B;
Analise a priori

A parte B; da sequéncia didatica é composta por duas questdes.
Disponibilizamos uma aula para a realizacdo da primeira questdo e duas para a

realizacdo da segunda.

Para uma partida de futebol, foram colocados a venda trés tipos de ingresso:
e para o setor verde, ao preco de R$ 12,00

e para o setor azul, ao preco de R$ 18,00

e para o setor branco, ao preco de R$ 25,00.

Sabendo que 38.000 torcedores pagaram R$ 620.000,00 para assistir a essa
partida, sendo que o nimero de ingressos vendidos para o setor verde foi o dobro
do nimero de ingressos vendidos para o setor azul, quantos torcedores pagaram
ingresso para o setor verde?
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Iniciamos a atividade da parte B; com uma situagéo-problema proposta no
registro da lingua natural. Esperdvamos que os alunos, ao equacionarem,
realizassem a transformacéo das representacdes por meio da conversao do
registro da lingua natural para o registro algébrico a fim de descobrirem o niumero
de torcedores pagantes de cada setor do estadio. Desta forma, contemplamos o
registro da lingua natural como registro de partida e o registro algébrico como

registro de chegada.

No que diz respeito ao tratamento algébrico, objetivAvamos que os alunos
optassem por um dos métodos de seu conhecimento e usassem 0 registro da
lingua natural para escreverem a resposta. Para isso, seria necessario que 0s

alunos desenvolvessem estratégias de resolucdes aritméticas e algébricas, como:

e usassem letras como incognitas especificas;

reconhecessem uma expressao algébrica;

conhecessem as operacdes elementares no conjunto dos nimeros reais;

resolvessem um sistema de equacdes do 1° grau com duas variaveis

pelo método de adicdo ou de substituicao;

elaborassem uma resposta que satisfizesse a pergunta proposta pelo

problema.

A fim de resolverem o problema proposto, os alunos poderiam atribuir
letras distintas aos numeros dos ingressos para que pudessem diferenciar cada
um dos setores. Visando mostrar uma possivel resolucdo, escolhemos a letra V
para representar o0 numero dos ingressos do setor verde; a letra A, para os do
setor amarelo; e a letra B, para os do setor branco por acreditarmos que 0s
alunos associariam a letra escolhida para a incognita com a letra que iniciaria o
seu nome. Desta forma, esperdvamos que os alunos procedessem da seguinte

forma, utilizando, para isso, 0 método de adicéo:

12V +18A +25B = 620 000 [1
V+A+B=38000[2
V-2A=0[3
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Caso os alunos optassem por resolver o sistema linear pelo método de
adicdo, poderiam escolher duas equacdes quaisquer e eliminar uma das

incognitas.
Equacgbes © e @:

12) +18A +25B =620 000
+
-12V -12A -12B = 456 000

6A +13B =164 000 [4

Em seguida, esperavamos que os alunos formassem um sistema linear

com as equacdes @ e @ e eliminassem a mesma incognita V:

V+A+B=38000
V-2A=0

V/+ A +B=38000
V+2A =0
3A+B=38000[5

Os alunos deveriam formar um sistema linear 2x2 com as equacdes @ e ©.

Aplicando novamente o método de adicao, teriamos:

6A +13B =164 000 [1
3A+B=38000[2

64 +13B =164 000
7Z(A -2B=-76000
11B =88 000
B =8000

Os alunos poderiam substituir o valor de B = 8 000 na equacdo ® para

encontrarem o valor da incégnita A:
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3A+B=38000!/5
3A +8000 =38000
A =10000

Para descobrirem o valor de V, os alunos poderiam substituir o valor de
A =10 000 na equagéao d:

V-2A=0 [3
V =2A
V =2-10 000
V =20 000

Os alunos deveriam responder a pergunta da Questao 1 da seguinte forma:

“para o setor verde, havera 20.000 pagantes”.

Analise a posteriori da Questao 1

Constatamos que cinco dos sete alunos realizaram a conversao do registro
da lingua natural para o registro algébrico. O protocolo do aluno R (Figura 40),

mostra como ele apresentou dificuldade no tratamento algébrico:

\ V’A "’6;38 0060
) [V + €A +23 = balo.000
b JcQA
\+ A+ B= 38000
V+Ac8- 38000 () ) 2k
2N+IB A- 256 = 62. oco s B e
4 '—‘2A+6: LlS bg@j \J—Qﬁ =0 |
” 0+ 18R+ 256 62000 J\W%% !:%mc‘
GA t38= 5[ 500D { " 2.0 ;3%000
I+ 3 =

Figura 40: Protocolo do aluno R: realizou a conversao do registro da lingua natural para o registro
algébrico e teve dificuldade no tratamento algébrico.
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Dois alunos néo realizaram a conversao do registro da lingua natural para
o registro algébrico. Constatamos que foram os mesmos dois sujeitos de pesquisa
que também ndo realizaram essa conversdo quando havia sido proposta uma

situacao-problema abordada no sistema linear 2x2.

Duval (2003) afirma que quando um dos registros € um registro
plurifuncional (lingua natural) ha dificuldade de compreensdo dos mais simples
enunciados de problemas de aplicacdo da algebra em que seria necessario
apenas fazer a traducéo dos dados do enunciado.

Na realidade, a passagem de um enunciado em lingua natural a
uma representacdo em um outro registro toca um conjunto
complexo de operacgBes para designar os objetos. (DUVAL, 2003,
p. 18)

Entendemos, assim, que esses dois alunos apresentaram dificuldades na

traducdo dos dados do enunciado. Segundo Almouloud (2003):

A dificuldade dos alunos para interpretar corretamente um
problema e sua incapacidade em produzir a explicacdo de sua
solugdo com um minimo de vocabulario mostram sua limitacao
para entender os textos mais simples. As informag8es contidas no
enunciado obedecem regras matematicas precisas. Ao
compreender seu senso global, o aluno estara capaz de
selecionar as informacdes principais e de revelar as rela¢cfes entre
elas. Uma ma leitura pode conduzir a ndo respeitar as relacbes
das instrucbes e consequentemente a cometer erros.
(ALMOULOUD 2003, p. 130)

Verificamos que o aluno J optou fazer o tratamento algébrico pelo método

de substituicdo, enquanto que a maioria usou o método de adicao.



133

Vadexs - ' s e (-23)
3a + b=3g
N+ a+b=38.00 * =

N = aa 42 ax ASh = 620. ccO
R.V+18..0+25.b=63p.000 | PR~ b =-950.000
4 a + b = 6,200.%2
‘QQ-*a.+b=38.mo 53(1 =33 000
2. 0. +18 a. +2sp = 620000 A = 1ooceo

b= 138000

Figura 41: Protocolo do aluno J: realizou tratamento algébrico no método de substituicéo.

Verificamos que os alunos apresentaram dificuldade no tratamento
algébrico ao trabalharem com trés equacfes, ndo conseguindo terminar a
resolucdo do sistema e consequentemente nao escrevendo uma resposta

satisfatoria ao problema.

Analise da questéo 2 da parte B;

Analise a priori

Para a realizacédo desta questdo foram disponibilizadas duas aulas, sendo

cada uma com duracao de cinquenta minutos.



134

Usar o método da Adicdo para a resolu¢do dos seguintes Sistemas Lineares 3 x 3.
2X+y+z=3 6x+2y+4z =32
a) X+y—-z=-1 e) <9z2+3y+6z=16
-3x+6y—-2z=2 3Xx+2y+2z2=10
2X+3y—-z2=2 —2X -2y +22=-2
b) {4x +6y -2z =20 f) s—6x—6y+62z=-6
6x+9y -3x =40 —-8x-8y+8z=-8
2X+3y—-z=2 X-y+z=3
C) {4x+6y—-2z=4 g) <2x+3y+2z=1
6X+9y+2z2=8 A4x+y+4z=7
X+y—-z=1 3X+y—-z=20
d) <x+y-z=1 h) X+3y+z=10
X+y—-z=-10 -X+5y+3z2=30

Objetivavamos, com esta atividade, que os alunos fizessem o tratamento
algébrico dos sistemas lineares no método de adicdo e analisassem a
possibilidade da existéncia ou ndo de uma solucdo. Para isso, seria necessario

gue os alunos:

e desenvolvessem tratamentos numeéricos e algébricos no conjunto dos

nameros reais e de célculos algébricos;
e reconhecessem termos ou mondmios;

e distinguissem a parte numérica (coeficientes) e a parte literal (variavel)

de um monémio;
e conhecessem o oposto (simétrico) de um numero;

e reconhecessem uma equacdo impossivel como uma equacgao redutivel

por operacdes elementares a forma 0-x =b, em que b é real n&o nulo;

e reconhecessem que uma equacao redutivel por operacdes elementares

aforma 0-x=0 é uma identidade;
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e estabelecessem o conjunto solugéo do sistema linear 3x3 — Se o0 sistema
nao apresenta solugdo (0x + Oy + 0z = n, n # 0), é classificado de sistema
impossivel e seu conjunto solugdo € S = @. Caso o sistema apresente
infinitas solu¢des (Ox + Oy + 0z = 0), é classificado de sistema possivel
indeterminado. O conjunto solugcédo podera ser escrito x = f(y, z), y = f(x, z)
e z = f(x, y). Caso o sistema apresente uma Unica solucéo, é classificado
de sistema possivel e o conjunto solugdo podera ser escrito S ={(x, y, 2)}.

e associassem as solucfes dos sistemas lineares 3x3 as posi¢cdes entre
planos no espaco — as equacdes representam planos que tém um Unico
ponto em comum, Sistema Possivel Determinado (SPD); as equacgdes
representam planos que tém infinitos pontos comuns, Sistema Possivel
Indeterminado (SPI). Estes pontos podem formar uma reta se as
equacdes representarem planos secantes; ou um plano, caso as
equacoes representem planos coincidentes. E Sistema Impossivel (Sl):

as equac0es representam planos que nao tém pontos comuns.

Propusemos a Questdo 2 no registro algébrico, contemplando como
transformacdo de representacdo o tratamento no meétodo de adicdo. Para
sintetizarmos nossas andlises optamos por agrupar os itens da atividade da

seguinte forma:

Grupo I: Sistema possivel determinado (SPD): item a
Grupo II: Sistema impossivel (Sl): itens b, d, e, h

Grupo lll: Sistema possivel indeterminado (SPI): itens c, f, g.

Grupo I: Sistema possivel determinado (SPD): item a

Analise a priori

Objetivavamos que os alunos realizassem o tratamento algébrico no

método de adicdo, encontrassem como solugdo x = 0, y =1 e z =2 e
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apresentassem como unica solucdo S = {(0, 1, 2)}. Para isso, poderiam proceder

da seguinte forma:

2x+y+z=3 [
a) X+y—-z=-11[2
-3x+6y-2z=2 [3

Os alunos poderiam escolher duas equacdes quaisquer e eliminar uma das
incégnitas. No caso, optamos em adicionar algebricamente a equacdo ® e @ de
modo que a primeira variavel, no caso X, se anulasse. Para isso, seria necessario

inicialmente multiplicar a segunda equacéo por (- 2):

2x+y+z=3 11
X+y—z=-1.(-2) [2

+y+z=31 N
—2X-2y+2z=2[2

Ox-y+3z=5[4

Em seguida, o aluno deveria formar um sistema com a equacédo ® e @ ou

@ e ®@. No caso, optamos por trabalhar com as equacdes © e Q.

Para eliminar a variavel x, esperdvamos que 0s alunos preparassem 0

sistema de modo a multiplicar a equacdo © por (3) e multiplicar a equacao @ por

(2).

2x+y+z=3-3) 1
—3x-2y+2z=2-(2) [3

6X+3y+3z2=9
—Bx—-4y+4z=4

Ox-y+7z=13[5

Com cada uma das adicfes, os alunos deveriam encontrar duas equacdes
com duas incognitas, equacdes @ e ® e, ao formarem um sistema 2x2, deveriam
aplicar, novamente, o método de adicdo a fim de eliminarem uma das incégnitas e

encontrarem o valor da outra.
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Assim formado o sistema, os alunos deveriam multiplicar a equacédo @ ou

® por (-1) para eliminarem as variaveis y ao adiciona-las.

~y+3z=5-(-1) 4
~y+7z=15 [5

3//432:—5 N

X +72=13

Oy+4z=8
z=2

Os alunos poderiam substituir o valor de z na equacédo @ ou ®:
Caso substituissem na equagao @:

-y+3z=5

-y+3:2=5

y=1

Caso substituissem na equacgéao ®:

-y+7z=13
-y+7-2=13
y=1

Tendo o valor de y e z, os alunos deveriam substituir na equagéao @:
Equacéo @©:
2X+y+z2=3

2X+1+2=3
Xx=0

Esperavamos que os alunos, ao encontrarem os valores de X, y e z,

concluissem que o sistema linear proposto tinha o conjunto solucdo: S ={(0, 1, 2)}.
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Analise a posteriori

Grupo |: Sistema possivel determinado (SPD): item a

Mediante os protocolos dos sujeitos de pesquisa, constatamos que oS
alunos nao apresentaram dificuldade no processo do método de adigao.

Entretanto, verificamos erros no tratamento numérico e algébrico.

Conforme nossas andlises, entendemos que o0s alunos souberam
relacionar o registro algébrico com a solucdo do sistema; porém, ndo se
preocuparam com a escrita formal S = {(0, 1, 2)} e optaram apenas por destacar

os valores das incognitas.

No protocolo a seguir, constatamos que o aluno N atribuiu um valor
aleatorio para a incognita y, mas realizou de forma incorreta o sistema linear,

apesar de classifica-lo corretamente, como mostramos seguir:

2x+y+z=3
a){ x+y—-z=-1
-3x+6y—2z=2

)
T4y =X »Lg=1l

2. 1% t3c=3 > T3ry-3 31

-

Figura 42: Protocolo do aluno N: atribuiu valor aleatério a y.

O protocolo do aluno | mostra o tratamento algébrico e sua classificacdo de
forma correta, porém apenas destacou as incognitas, ndo usando a escrita

algébrica: V ={(1, 2)} para escrever o conjunto solucéo do sistema linear.
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Figura 43: Protocolo do aluno I: destacou as respostas e classificou o sistema linear

Verificamos que os alunos realizaram o tratamento algébrico, encontraram

os valores das incégnitas e classificaram o sistema como haviamos previsto na
analise a priori.

Grupo lI: Sistema impossivel (Sl): itens b, d, e, h

Analise a priori dos itens b, d, e, h

Objetivavamos que os alunos, ao realizarem o tratamento algébrico no
método de adicdo, encontrassem a equacdo do tipo: Ox + 0y + 0z = a,a #0 e

concluissem que se tratava de um sistema impossivel, cujo conjunto solucéo seria
S=0.
Optamos por mostrar apenas a resolucdo do sistema linear do item b por

entendermos que o tratamento algébrico proposto nos outros itens séo
semelhantes.

139
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2x+3y-z=2 [1
b) <4x+6y—2z=20[2
6x+9y—-3z=40[3

Os alunos poderiam escolher duas equacgdes quaisquer e eliminar uma das
incégnitas. No caso, optamos em adicionar algebricamente a equacdo ® e @ de

modo que a primeira variavel, no caso X, se anulasse.

Para isso seria necessario, inicialmente, multiplicar a primeira equacao por

2x+3y—-z=2-(-2) 14
{4x+6y—22:20[}
—4x-6y+2z=-4 [1
{4x+6y—22:20[}

X+py—-2z2=20

Ox+0y+0z=16[4

Em seguida, os alunos poderiam formar um sistema com a equacdo @ e ®

ou @ e ®. No caso, optamos trabalhar com as equacdes @ e Q.

2x+3y-z=2 U
6x+9y—-3z=40 [3

Para eliminar a varidvel x, esperavamos que o0s alunos preparassem 0

sistema de modo a multiplicar a equacédo ® por (-3):

2x+3y—-z=2-(-3) U
6x+9y—-3z=40 [3
—-6X—-9x+3z=-6
6x+9y-3z2=40

—-6Xx-9y+3z=-6 N
6Xx+9y—-3z2=40
Ox+0y+0z=34[5
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Ao obter duas equagbes @ e ®, os alunos deveriam formar um sistema e

aplicar novamente o método da adicéo.

Ox+0y+0z=16-(-1) l4
Ox+0y+0z=34 [5

-0X-0y-0z =-16
X+0y+Qz=34

Ox+0y+0z=18

O aluno deve perceber que esta ndo existem valores para X, y e z e

escrever o conjunto solugdo como: S=JouS={}

Anédlise a posteriori do item b

Observamos nos protocolos analisados que os alunos ndo mostraram

dificuldade no tratamento algébrico.

Em nossos registros de audio gravacgéo, verificamos a observacéo do aluno

L: “Professora, mas no 2b é bico, multiplica por 2 some a primeira e se
multiplicar por 3 some a segunda”.
P: “E como vocé concluiria a solugcao desse sistema linear”?

L: “Ah! tudo zero igual a um nimero o sistema é impossivel”.

Diante deste fato, entendemos que o aluno L pode ter compreendido a
proporcionalidade dos coeficientes das equacdes e associou que, ao encontrar a

equacéo do tipo Ox + Oy + 0z = ¢, ¢ # 0, trata-se de um sistema impossivel
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2x +3y—z=2 D
b) {4-x+6y—22=20@

6x +9y — 3z =40 &
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Figura 44: Protocolo do aluno L: sem dificuldade no tratamento algébrico e na classificacdo do
sistema linear.

Os alunos que nao classificaram o sistema linear corretamente mostraram

dificuldade ao aplicar o principio multiplicativo.

Constatamos, no protocolo do aluno B, que ao multiplicar a equacdo @ por
(-2) ndo o fez corretamente com os coeficientes x e y e, assim, obteve a equacao
8x + 12y = 16. O aluno B, ao resolver o sistema linear formado pelas equacbes ®

e ®, obteve a equacao Ox + Oy + 0z = 34.

O protocolo nos leva a entender que o aluno B resolveu mentalmente o
sistema formado pelas equacdes Ox + Oy + 0z = 34 e 8x + 12y = 16, visto que,
além de ter destacado a equacao 8x + 12y = 16, recorreu ao registro figural para
mostrar como compreendeu a solucédo do sistema linear. O aluno, de acordo com

0 que encontrou, classificou o sistema linear como possivel e indeterminado.

Constatamos que o aluno compreendeu o significado da equacdo que
encontrou e classificou-a corretamente. Contudo, ndo era o esperado em relacao

ao sistema linear proposto.



{ZXH&y g2 7

4x + 6y — 2z = 20 L2

2x+3y—2z=2 \‘J‘ A\
b |
6x +9y —3z=40

z><+3 32 (-2)

\M*Zs 4

4y + by-23y= 20

g

~7

6Xy 3y -33 210

apl
)

5
(6x -y +3 _
x+3§ 3? 4/0 ﬁx(f

143

Figura 45: Protocolo do aluno B: dificuldade no tratamento algébrico e na classificacdo do sistema

linear.

Selecionamos o protocolo do aluno V que apresentou dificuldade no

tratamento algébrico. O aluno, ao multiplicar a equacédo O por (-2), ndo obteve o

termo independente (-4) e, ao resolver o sistema linear constituido pelas

equacdoes @ e @, ndo multiplicou os termos independentes por (-3) e (-2),

respectivamente. Assim, encontrou o valor x = 14 de forma incorreta e nao

classificou o sistema linear, como mostramos a seguir:

?{_ 3% 2= M \{ﬂ +(o“‘-31_

s D (o ;W"”
W\ =)

[Oo% -0y -H]

@}ox oy Y
©

0
2x+oy z= 2% ' ‘)

4x + 6y — 22=209
6x +9y—3z2=40

b)

4 x +by-d2= b <Yy

Gxe -Ok& (b0

o Togeee [ 220l
bw =9 ?) WO 46

o

23 = (7

,/'(:/J,g nlmoﬂ/

Figura 46: Protocolo do aluno V: dificuldade no tratamento algébrico e auséncia da classificagao

do sistema linear.
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Verificamos a relevancia do aluno saber usar o principio multiplicativo,
como previsto na analise a priori, a fim de realizar o tratamento algébrico,

classificar e estabelecer o conjunto solucéo.

Andlise a posteriori do item d

Observamos, nos protocolos analisados, que os alunos ndo mostraram
dificuldade no tratamento algébrico deste sistema linear. Atribuimos isso ao fato
das trés equacgOes apresentarem 0s mesmos coeficientes de X, y e z, 0 que néo
requer do aluno uma manipulacdo complicada quanto ao uso do principio

multiplicativo.

Assim, entendemos que o aluno L, ao ter percebido que os coeficientes das
equacdes eram 0s mesmos, mas sem ter realizado o método passo a passo,

concluiu que o sistema é impossivel.

- I—/ \Kf :"Z = ~/
' '('l:"f'i’z'/"-tc C
2
X
|

Figura 47: Protocolo do aluno L: sem dificuldade no tratamento algébrico e na classificacdo do
sistema linear
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O protocolo nos leva a interpretar que o aluno L, ao perceber que os
coeficientes das equacdes eram 0s mesmos, rapidamente concluiu que o sistema
era impossivel e estabeleceu seu conjunto solugdo como S = @. Entretanto, para
constatarmos este fato, ouvimos a audio gravacdo para nos certificarmos das
observacgdes dos alunos L e A durante a realizacdo da questdo. Vale ressaltar que
o aluno A faz parte do corpo discente do 2° ano do Ensino Médio; porém, ndo é

sujeito de pesquisa.

Mostramos os depoimentos a seguir:

. “Multiplica por -1, vao sumir todos menos o numero”.
: “Nem precisa fazer, sdo todos iguais, da tudo zero”.

A
L
A: “Nao da tudo zero, daigual a -11".
L: “E, t6 falandode x, y e 7"

A

: “Ta, o sistema é SI”.

Assim, tudo nos leva a concluir que o aluno L, ao perceber que o0s
coeficientes eram 0s mesmos, resolveu mentalmente o sistema linear, ndo sendo

necessario realizar o tratamento algébrico no método de adicéao.

Pelo protocolo abaixo, constatamos que o aluno R realizou o tratamento
algébrico sem dificuldades. Entretanto, néo classificou o sistema linear e somente

o fez corretamente no laboratério de informatica.

ol

Figura 48: Protocolo do aluno R: recorreu ao registro grafico para classificar o sistema linear
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Andlise a posteriori do item e

O protocolo do aluno | nos mostra que, ao realizar o tratamento algébrico
no sistema formado pelas equagbes @ e @, obteve 0z = 64 e classificou-o como
impossivel. Ao resolver o sistema linear formado pelas equacées © e @, obteve o
valor y = -6, 0 que significou para o aluno ter determinado o valor da ordenada de

um ponto como visto, anteriormente, na abordagem do sistema linear 2x2.

6x + 2y + 4z =32 -0 ’\ 232 - -i; B
e) {9x +3y+6z=16 ~> =F=te = 2~ -
3x+2y+2z= 10 -0 2 3 = o = AX

b% *Qu. 43 =32 ¢
i% = +3;X + (ﬁ,,’ =l £a)

Figura 49: Protocolo do aluno I: classificag&o incorreta

Analise a posteriori do item h

No protocolo do aluno N, verificamos o tratamento algébrico incorreto
guando o aluno encontra x = 130, y = 35 e z = 35. Isso induziu o aluno a

classificar o sistema linear como possivel determinado.



Phevy-g -2

3x+y—2z =20
h) { x+3y+2z=10
—x + 5y + 3z = 30

e : +3=l0 (-3)
A 39370 4 -1 5 y+ 35 =30

3%* St

-Sbb _*58,:-—'0

'@taf- 45:4;0'

Figura 50: Protocolo do aluno N: classificagdo incorreta.

Constatamos, no protocolo do aluno I, que, ao realizar todas as etapas do

tratamento algébrico do método de adicdo, classificou corretamente o sistema
linear.

3x+y—z =20 —©v "~ 2 ::—- \\_— \\3
h x+3y+z=10 ‘7 (o _ (‘_&
—x+5y+32=30" v 7\"},_( b — S
5 )<J+'L6" = =S4 3)0 Y —3 =20
SR T TR T e
4 X +4y=30 _ »
FA -+ K-’vx = A

Figura 51: Protocolo do aluno I: tratamento algébrico e classificacdo corretos
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Os protocolos nos levaram a interpretar que o0s alunos trouxeram oS
conhecimentos prévios adquiridos na abordagem dos sistemas lineares 2x2 para

0 estudo dos sistemas lineares 3x3.

Grupo lll: Sistema possivel indeterminado (SPI): itens c, f, ¢

Analise a priori dos itens ¢, f, g

Objetivavamos que os alunos, ao realizarem o tratamento algébrico,
encontrassem a equacdo do tipo Ox + Oy + 0z = 0, concluisse que o sistema
apresentava infinitas solucdes e classificasse 0 sistema como possivel
indeterminado. Os alunos poderiam escrever o conjunto solugdo com x = f(y, z),

y =1(x, z) ou z = f(X, y).

Optamos por mostrar apenas a resolucdo do sistema linear do item ¢ por
entendermos que o tratamento algébrico proposto nos outros itens séo

semelhantes. Os alunos poderiam proceder da seguinte forma:

2x+3y-z=2 11
C) {4x+6y—-2z=41[2
6x+9y+z=8 [3

Escolheriam duas equac¢des quaisquer e eliminariam uma das incognitas.
Optamos em adicionar algebricamente as equacfes ® e @ de modo que a
primeira variavel, no caso X, se anulasse. Para isso, seria necessario,

inicialmente, multiplicar a primeira equacao por (-2):

2x+3y—-z=2-(-2) 14
Ax+6y—-2z=4 [2

—y—?+2 =4
X+ y—;é:4

Ox+0y+0z=0104
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Os alunos poderiam formar um sistema com as equacdes ® e @ ou @ e Q.

Optamos trabalhar com as equacdes @ e Q.

Para eliminar a variavel x, esperdvamos que os alunos multiplicassem a

equagéo @ por (-3).

2x+3y—-z=2.(-3) 4
6x+9y—-z=8 [3

- +3z_—6[i
X+Py+z=8

Ox+0y+4z=2 E‘s

Com as equacgdes @ e @, os alunos deveraiam formar um sistema linear e

resolvé-lo pelo método de adig¢ao.

ooy arcs

Ox+0y+4z=2:z=%

Num primeiro momento, os alunos, ao fazerem um julgamento prévio pela
equacao obtida 4z — 2 = 0, poderriam entender que se tratava de um sistema
linear possivel determinado. Porém, ao tentarem encontrar as incognitas x ey,

constatariam a impossibilidade.

Ao substituir o valor da incégnita z = 1na equacao @ e @ temos:

2

2x+3y-z=21
4x+6y-2z=41[2

2x+3y—%=2

4x+6y—-2-5=4

N[
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2x+3y:2+%

4x+6y=4+1

2x+3y:%
5

4X + 6y =

Para eliminar a variavel x, esperdvamos que os alunos multiplicassem a

equacédo @ por (-2) e, em seguida, adicionasse-as.

2x+3y:%(—2)

4x+6y =5
—-4x-6y=-5
4X+6y =5

44X~ 6y = —

+
%+§y=§
Ox+0y=0

Os alunos deverriam constatar que se tratava de uma equacédo verdadeira,
pois em qualquer valor atribuido a x ou a y o resultado € nulo. Para obter o
conjunto solucdo, os alunos poderiam determinar duas incognitas em funcédo de
uma terceira.

Caso os alunos escrevessem x em funcdodeye z =

N

2x+3y—-z=2 11

—2_3y+t
2Xx =2 3y+2
_S_3y.
2x_2 3y-(2)

X:5—46x

Logo, o conjunto solucao sera: S = {(5‘463’, Y, ;j lye R}
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—2_3y4+ L
2Xx =2 3y+2
_5_3y.
2x_2 3y-(2)
_5-6y

X=72

Se o0 aluno optar em escrever y em funcdo de x e z =

N

2x+3y-z=2 11

—o_oy4 1
3y=2 22+2
_9_oy.
3y—2 2x-(2)
_5-4x

Y="%

Logo, o conjunto solucéo sera: S = {[x,5‘64x, ;j/y e R}

Analise a posteriori dos itens c, f, g
Analise a posteriori do item ¢

Verificamos que o aluno N, ao terminar o tratamento algébrico, encontrou

uma equacao de reta: 8x + 12y = 10. Entretanto, ndo classificou o sistema linear.

O protocolo nos leva a deduzir que o aluno N nédo classificou o sistema
linear por ndo ter compreendido o significado 8x +12y = 10 em relacdo a solucéo
do sistema linear. Ao ndo conseguir classificar o sistema linear, o aluno sinalizou

sua dificuldade com um ponto de interrogacéao (?).
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2 =3y ~=x

-3°
oY=l =6y

4x + 6y —2z=4—=L =2%"7

2x+3y—z =2—Y
c){ s
6x+9y +z =8=C-F=13- g

2% +3%-F =2 (-2)
4hx + 6y ~23=4

_th—éwar»fa),:—q

u + 6 Y -2y =4

[ex +o4 ¥ 30- °
2y +39-F =&
B R il
B r a2y =10] s

Xx-«- Le)--‘-k": o
=0

&744—0':& :
i got

L’

©

Figura 52: Protocolo do aluno N: tratamento algébrico correto sem a classificacao

Verificamos que o aluno J, ao realizar o tratamento algébrico, encontrou
z = % e, automaticamente, concluiu que se tratava de um sistema possivel
determinado e ndo prosseguiu a fim de determinar os valores das demais

incognitas.

4x+6y—2z=4
6x+9y +z =8

2N+ 39-2 = 2(-2)
Z/X+67 ‘Zg: q
by 23 -4
4x +by ~23 =4
0“09: +0§:0

2Xt3y-3-2(3 (SPD,
é)<+q;+3:g g’@ >

2x+3y—z =2
c){

ex "‘911» C 4 :‘&
QX+0y +—Z75 =
4g=2
13-4

Figura 53: Protocolo do aluno J: classificou o sistema como possivel determinado ao encontrar

z=1.
2




153

Baseadas nas andlises destes dois protocolos, alunos N e J, entendemos a

relevancia de recorrerem a outro registro de representagcéo para compreenderem

o significado da obtencéo das equacdes das retas 8x + 12y =10e z = %

Andlise a posteriori do item f

Encontramos, no protocolo do aluno L, que ao resolver o sistema formado
pelas equacdes @ e @ encontrou a equacao do tipo 0x + 0y +0z = 0 e classificou

o sistema linear de possivel e indeterminado.

—6x—6y+6z=-6 p

{—Zx—2y+22=—2 !)[‘
—8x—-8y+8z=—8c§

[iA-a gz
s 7

o
ﬁ,

Figura 54: Protocolo do aluno L: compreenséo sobre proporcionalidade dos coeficientes das
equacoes.

Recorremos aos registros gravados e transcrevemos o didlogo entre o
aluno F e o aluno C — aluno da classe que realizou a sequéncia didatica, porém

nao era sujeito de pesquisa.

L: “Gente, esse nem precisa terminar da tuda zero”.
C: “E melhor fazer inteiro”.
L: “... se vocé multiplicar a primeira por 3 ou por 4, e somar pode ver, some

tudo”.
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Baseadas nos protocolos e depoimentos dos alunos, constatamos que 0s
mesmos perceberam a proporcionalidade entre os coeficientes das trés equacoes.

Desta forma, classificaram o sistema linear como possivel indeterminado.

Analise a posteriori do item g

Constatamos, novamente, que o aluno R, ao encontrar o valor de uma
incégnita, no caso y = -1, classificou, precocemente, o sistema linear como
possivel determinado e ndo prosseguiu para encontrar os valores das demais

incognitas.

x-y +z =3 _
g) 2x+3y+2z=1 @
dx+ y+4z=7

Yo~y +&=~3 3)

/ 7.9 34+ ze =M

—7 ,%: +ZLB¢’Z£= =il

Figura 55: Protocolo do aluno R: encontrou o valor de y e imediatamente classificou o sistema de
possivel e determinado.

Ao selecionarmos os protocolos que fariam parte de nossas analises,
encontramos o protocolo do aluno N, que registrou suas conclusdes sobre a
abordagem do sistema linear 2x2 e as associou a resolucdo do sistema linear
3x3.
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gt/ 0

| |

Figura 56: Protocolo do aluno N: registro das conclusdes sobre sistema linear 2x2.

Verificamos que o aluno N, apos ter realizado a conversao do registro
algébrico para o registro grafico dos oito sistemas propostos, classificou de forma

incorreta dois sistemas lineares.

Observamos, com a andlise dos protocolos, que os alunos associaram 0s
resultados obtidos no tratamento algébrico do sistema linear 2x2 com os obtidos
no sistema linear 3x3. Por outro lado, os alunos podem até realizar o tratamento
algébrico corretamente; porém, ndo entendem o significado do resultado que o

sistema parcial Ihe oferece.

PARTE B>

Analises da questéo 1 da parte B,

Analise a priori

A parte B, consta de um roteiro de instrucdes para a familiarizacdo no uso
do software Winplot 3D, desenvolvida no laboratério de informética, a fim de
propiciar aos alunos o estudo do registro grafico do sistema linear 3x3. Para isso,

propusemos a questao:

Analise os resultados obtidos na resolugéo gréfica dos sistemas lineares
da questdo 1, dé o conjunto solucdo e classifique os sistemas em sistema
possivel determinado (SPD), sistema possivel indeterminado (SPI) ou
sistema impossivel (SI).
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Objetivavamos, com esta questdo, que o0s alunos escrevessem as
equacbes do sistema linear de forma z = f(x, y) para digitd-las no software

Winplot, como mostramos abaixo:

2X+y+2=3 = z=3-2X-Y
X+y-z2=-1= z=x+y+1
-3X+6y—-22=2 = z=-3Xx+6y-2

Optamos mostrar aos leitores um resumo simplificado dos resultados
obtidos no tratamento algébrico concomitantemente com o registro gréafico do
sistema linear 3x3.

Os alunos poderiam interpretar a posicdo de cada par de planos no
espaco, ao resolvé-lo pelo método de adicdo e ao converterem o registro gréfico,
com o auxilio do software Winplot, certificando-se das posicbes relativas dos

planos no espaco.

Mostramos, a seguir, um quadro resumo com as 0ito possiveis posicdes

dos trés planos no espaco.

EQUACOES ENCONTRADAS NA RESOLUGAO

SISTEMA LINEAR DOS SISTEMAS FORMADOS PELAS RESOLUCAO
SPD EQUACGES: GRAFICA
De® Ded @e0 D, 2ed
-y+3z=5 15y-z=13 9y-5z=-1
@) ® ® ®
2X+y+z=3

X+y-z=-1
-3x+6y—-2z=2

3 planos tém um
Unico ponto em
comum

Quadro 1: Resumo das resolu¢des de um sistema linear sistema possivel determinado.
Fonte: elaborado pela autora.



EQUACOES ENCONTRADAS NA RESOLUCAO DOS RESOLUCAO
SISTEM?I LINEAR SISTEMAS FORMADOS PELAS EQUAGCOES: GRAFICA
Ded ®ed @eBd ®,0ed
Ox+0y+0z=16 | Ox+0y+0z=34 Ox+0y+0z=20
2Xx+3y-z=2
4x + 6y -2z =20
6x+9y-3z=40
3 planos
paralelos
Ox+0y+0z=0 | Ox+0y+0z=-11 | Ox+0y+0z=-11
@ ® ®
(d)
X+y-z=1
X+y—-z=1 2 planos
X+y-z=-10 coincidente
sel
paralelo
4y+27=5 8y+4z=55 2y+z=10
@ ® ®
(h)
3x+y-z=20
X+3y+z=10
-X+5y+3z2=30 3 planos
intercepta-
dos
segundo 3
retas
paralelas
Ox+0y+0z=64 | Ox-2y+0z=12 Ox-3y+0z=-14
y+6=0 y-14/3=0
@ ®

(e)

6x+2y+4z =32
9x+3y +6z =16
3X+2y+2z2=10

/

\

2 planos
paralelos e
o 3°0s
inter-
ceptam
segundo 2
retas
paralelas

Quadro 2: Resumo das resolu¢des de um sistema linear impossivel.
Fonte: elaborado pela autora.
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pelos sujeitos de pesquisa, a saber: Re |, Ne J, B eV, L e Renato - aluno que

nao participou de todo o processo da realizacdo de nossa pesquisa, mas que,

EQUAGOES ENCONTRADAS NA RESOLUGAO DOS

SISTEMA LINEAR =, RESOLUGCAO
SPI SISTEMAS FORMADOS PELAS EQUACOES: GRAFICA
®ed ®ed @e0
0x+0y+0z=0 | Ox+0y+4z=2 | Ox+0y+16z=8
@ z-1=0 2z-1=0
® ®
(c)
2Xx+3y-z=2
4x +6y -2z =4
6x+9y+z=8 2 planos
coincidem e o 3°
0s intercepta
segundo uma reta
Ox+0y+0z=0 | Ox+0y+0z=0 | Ox+0y+0z=0
@ ® ®
()
2X -2y +2z=-2
—6X -6y +6Z =-6
—-8x-8y+8z=-8
3 planos
coincidentes
Ox+5y+0z=-5 | Ox+5y+0z=-5 | Ox-5y+0z=5
5y+5=0 5y+5=0 -5y-5=0
@ ® ®

(@)

X-y+z=3
2x+3y+2z=1

AX+y+4z=7

-

D

3 planos se
interceptam
segundo uma
mesma reta

Quadro 3: Resumo das resolugdes de um sistema linear possivel indeterminado.
Fonte: elaborado pela autora.

Analise a posteriori parte B,

Os protocolos apresentados nesta andlise foram realizados em duplas

durante a gravacao, fazia parte desta dupla.

Procedermos analogamente a parte B; apresentando nossas analises

dividas em trés grupos, da seguinte forma:
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Grupo |: Sistema possivel determinado (SPD): item a

Grupo lI: Sistema impossivel (SI): itens b, d, e, h
Grupo lll: Sistema possivel indeterminado (SPI): itens c, f, g

Grupo |: Sistema possivel determinado (SPD): item a

A dupla B e V obteve o grafico com trés planos interceptados entre si.
Entretanto, o software nao localizou o ponto de intersec¢do. Foi necessario que a

dupla recorresse ao tratamento algébrico para determinar as coordenadas do
ponto. Porém, como a dupla errou no tratamento algébrico, quando digitou o

ponto ndo ficou localizado na interseccdo dos trés planos, como mostramos a

seqguir.

i
i
(it

!
i
/vly/,’lllvfll‘
il

z = -1-x-y

z = -3x+6y-2

Figura 57: Protocolo da dupla B e V: equacao z = f(X, y) incorreta.
Buscamos, em nossos registros de audio gravacédo, o didlogo para saber

como tal procedimento havia ocorrido:

B: “Ih! O grafico esta errado”.

V: “Serd”
B: “Vocé néao ta vendo o ponto fora do lugar”!

V: “E, e agora. Vocé digitou certo”?

B: “Deixa ver”.
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Ap0s conferir, 0 aluno responde:

“Esta certo”.
“Professora, nao esta dando certo”.
“Vocés digitaram certo™?

“Ja conferimos”.

o

“E as equacdes”?

Procuramos o protocolo para constatarmos as duvidas desta dupla e
verificamos que, ao escreverem a equacao z = f(x, y), ndo dividiram os termos da

terceira equagéo por (2).

Figura 58: Protocolo do aluno B: registro da equacéo z = f(x, y).

Feitas as devidas correcbes, verificamos o novo registro grafico e

transcrevemos o dialogo da dupla:

J: “Olha, as retas se cruzaram em cima do ponto”.

N: “Que reta, sédo planos”.

Figura 59: Protocolo da dupla J e N: gréfico correto.
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Baseados na andlise dos protocolos, observamos que o software Winplot
apresenta limitacdes quanto a determinacdo do ponto de interseccdo dos trés

planos.

Grupo ll: Sistema impossivel (Sl): itens b, d, e, h

ltem b

Verificamos que a dupla L e Renato ndo havia dividido por (3) o termo
independente da terceira equacdo. Ao encontrar o grafico de dois planos
paralelos, classificou corretamente o sistema como impossivel, embora ndo tenha

obtido o gréfico correto com trés planos paralelos, da seguinte forma:

=202+ 6y/2 +4x12
7= 43y

Figura 60: Protocolo da dupla L e Renato: tratamento algébrico incorreto, obten¢&o s6 de dois
planos paralelos.

R: “Eu errei, tinha colocado SPD”.
L: “Eu ndo, sabia que quando tudo d&a zero e um nimero € impossivel”.
R: “Achei que x = 14",

L: “Mas vocé viu, agora sao planos e nao muda nada”.

Verificamos que o aluno L ja havia constado, ao realizar o tratamento

algébrico, que se tratava de sistema impossivel. Associou a equagdo Ox + Oy + 0z =,
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c # 0, encontrada no tratamento algébrico do sistema linear 3x3, com as do
mesmo tipo quando da elaboragéo do sistemas lineares 2x2. Assim, entendemos

guando Duval (2003) ressalta:

A compreensdo matemética esta intimamente ligada ao fato de
dispor pelo menos dois registros de representacdo diferentes.
Essa & a Unica possibilidade de que se dispbe para ndo confundir
0 conteudo de uma representacdo com o objeto representado.
(DUVAL, 2003, p. 22)

Escolhemos o protocolo da dupla B e V, que realizou a contento tanto o
tratamento algébrico quanto o grafico, para que, comparando 0s protocolos,

pudéssemos visualizar as posi¢des dos trés planos no espaco corretamente.

z = 2x+3y-2

z = 6x/3+9y/3-40/3

z = 4x/2+6y/2-20/2

Figura 61: Protocolo da dupla B e V: registro grafico correto

ltem d

Verificamos que o aluno digitou a terceira equacdo de forma incorreta
z = x +y + 10; contudo, obteve dois planos coincidentes e o terceiro plano
paralelo a eles. Portanto, independentemente do erro cometido no tratamento
algébrico, a dupla B e V obteve dois planos coincidentes e o terceiro paralelos a

eles e classificou corretamente o sistema como impossivel.
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Figura 62: Protocolo da dupla B e V: tratamento incorreto, registro gréafico e classificacédo correta.

B: “E agoratem os dois SPI e SI”.
I: “O que deu para vocé, pra mim deu SI”.
B: “Pra mim também, SI”.

I: “Entdo vamos por SI”.

Observamos, pelo dialogo registrado na gravacdo, que a dupla B e V
recorreu ao tratamento algébrico para classificar o sistema linear. Porém,

acreditamos ser prematuro concluir que os alunos compreenderam a sua solucao.

Uma aprendizagem especificamente centrada sobre a conversao
de representacdes e efetuada fora de toda tarefa de tratamento
parece, entdo, necessaria ao inicio de todo ensino que da acesso
a um novo dominio ou a uma nova rede conceitual. (DUVAL,

2009, p. 99)

Iltem e

Durante a verificacdo dos registros realizados por meio das gravacoes,

constatamos a duvida da dupla R e | em relacao a posicao dos planos.

I: “Pode responder que é SI?”.

R: “E mais eu acho que nao sao paralelos”.

I: “Como n&o? Olha aqui”.

R: “Vira outra vez, pde para cima. Viu, eles ndo sao paralelos”.

I: “Ah! mas nao interessa, eles sdo quase, s6 pode ser SI”.
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Verificamos o registro grafico no protocolo dessa dupla e constatamos que

lelos. Os alunos realizaram o tratamento

ao sao para

~

os planos realmente n

algébrico corretamente, mas digitaram o termo independente da primeira equacéo

e os sinais dos coeficientes de x e y de forma incorreta.

Figura 63: protocolo da dupla R e I: tratamento algébrico correto.

O protocolo da dupla R e | mostra a dificuldade da visualizagcdo dos planos

paralelos.

z = 32-6x/4+2y/4
z = 16/6-9x/6-3y /6

z = 10/2+3x/2+2y /2

'

SRR

SRR
S tflﬂlﬂﬂ R

27T

A
z flff\\lfllf
LSRRI
lf¢

S

Figura 64: Protocolo da dupla R e I: parecem ser paralelos, classificam como sistema impossivel.
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ltem h

Verificamos que a dupla J e N realizou o tratamento algébrico, o registro
gréfico e a classificacdo corretamente. Entretanto, pelos registros de &udio
gravacao, constatamos que a dupla, apesar de ter classificado corretamente, nao
entendeu que se tratava de trés planos que se interceptam, dois a dois, segundo

retas paralelas umas as outras.

Figura 65: Protocolo da dupla J e N: dificuldade na visualizacéo das posi¢cdes dos planos

J: “Nossa, olha o que deu”.

N: “Vira pra ver melhor”.

J: “Parece que o azul e o cinza sao paralelos”.
N: “E, vamos por SI”.

Verificamos que a dupla J e N apresentou dificuldade em visualizar que os
trés planos se interceptavam, dois a dois, segundo retas paralelas umas as
outras. Isso nos leva a entender que o registro grafico privilegia a abordagem
visual ao facilitar a interpretacdo das posicoes relativas dos planos, o que nao

implica na eliminacéo do tratamento algébrico.
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Grupo lll: Sistema possivel indeterminado (SPI): itens c, f, g

ltem c

Verificamos que a dupla N e J realizou o tratamento algébrico correto;
porém, ao digitar a segunda equacao z = 4x + 6y/2+4/2, esqueceu de dividir o
termo 4x por (2). No registro gréfico, os planos parecem estar paralelos.
Entretanto, ao serem movimentados, constatamos que n&do séo. A dupla, embora
com o erro cometido, classificou o sistema como impossivel.
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Figura 66: Protocolo da dupla N e J: planos aparentemente paralelos

No protocolo da dupla R e I, constatamos o tratamento algébrico e registro
grafico corretos, o que permitiu a dupla classificar o sistema de possivel

indeterminado.

7= X+3y-2
Z = dx[2+6y/2-412

z=-6x-Oy+8

Figura 67: Protocolo da dupla R e [: registro gréfico correto.
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O protocolo do tratamento algébrico feito pelo aluno R, no item c, destacou-
se entre os demais, uma vez que o aluno preocupou-se em interpretar o sistema
linear pelo método de adicdo aplicado a cada duas equagfes, indicando o
tratamento grafico que se pode dar a cada duas equacdes trabalhadas. O aluno

concluiu que z =% e classificou o sistema linear como possivel determinado. O

protocolo deste aluno nos leva a concluir que ao realizar o registro grafico

corretamente passou a compreender o significado das equacdes obtidas. Ao lado

de z ==, sinalizou ser uma reta e, ao lado da equacéo: Ox + Oy + 0z = 0, esbogou

1
2
dois planos coincidentes e, baseado no registro gréfico, classificou como um

sistema possivel indeterminado.
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Figura 68: Protocolo do aluno R: conclusdes apés o registro gréfico.

Além do protocolo analisado recorremos a gravacao para constatarmos a
conversa entre os alunos R e |. Vale lembrar que o tratamento algébrico foi
realizado individualmente em classe e o didlogo a seguir foi registrado no

laboratério em que a atividade foi resolvida em duplas.
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R: “Olha quando da tudo zero os planos d&o juntos”.

tro sistema, as retas eram coincidentes”.

I3

, € a mesma coisa com 0 ou

€

“Vé o outro como da”.

R:

“O meu deu uma reta”.

R: “Omeudeu z=1

eu coloquei SPD”.

2

ta”.

I3

ao, eumare

z

“N

é reta”.

0

“‘Entéo é SPI”

‘E,4z-2

R:

Verificamos que a dupla R e | compreendeu o significado de z

concluiu corretamente o sistema como possivel indeterminado.

Assim, constatamos a relevanica de nao se confundir o conteddo de uma

representacao com o objeto representado. Segundo Duval (2003):

E a articulacdo dos registros que constitui uma condicdo de

~

Y

acesso a compreensao em mal

o “enclausuramento” de cada registro. (DUVAL, 2003, p. 23)

ltem f

Neste item, mostramos um dos protocolos, da dupla R e I, que realizou o

tratamento algébrico, o registro grafico e classificou corretamente o sistema linear.

NS

Figura 69: Protocolo da dupla R e [: resolucéo correta do sistema linear
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R: “Olha, deu tudo junto”.
l: “E SPI”.
R: “Pode ver, quando da coincidente, & SPI”.

I: “No outro de reta também”.

Os alunos da dupla R e | visualizaram que os trés planos sao coincidentes,
compreenderam que existem infinitos pontos em comum aos trés planos e

classificaram o sistema como possivel e indeterminado.

Os alunos relacionaram que tanto as retas como 0s planos coincidentes
apresentam infinitos pontos em comum.

ltem g

Verificamos que o aluno L, ao realizar o tratamento algébrico e encontrar
y = -1, classificou o sistema linear como possivel determinado e ndo prosseguiu

para encontrar os valores das demais incognitas.

z = 7/4-4x/4-y 14

x-y +z =3 @ )
9 {2x+3y+22=1 (2) 2= 112-2x/2-3y 12
4x+ y+4z=7

Ho— Yy +&E=3 :3)

%

%Y,

.9
47
AR
XKD

%
A
KK
RSN
BB
%

2.9 +3%+ Zz=&—

%
=L s AR - 7
*Z"k"z—zE:‘ w\\ 00
S W,
5 g r“’)l % %5
g .
<ty yza] 7 I,
Spem éll'f"f'/f'/un l'{l”"/"'l"lll'
/ : I3
RNy
9% = ~ § NN
- W 4//’:' ",,;,{t,'/,;,/'ﬂ/
%
Y

Figura 70: Protocolo do aluno L: tratamento algébrico de forma incorreta e o registro grafico
correto.

Procuramos, nos registro de audio gravacdo, o comentario feito pelo aluno

L no momento da realiza¢do do registro grafico:
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L: “Olha, ndo deu SPD”.
Renato: “Vocé resolveu errado”.
L: “E, mas ndo sei o0 que é isso”.
Renato: “Sei I4, vira o grafico”

L: “Eles se cruzam na reta”.

Constatamos que o0s alunos que obtveram valores de y néo
compreenderam o significado obtido no tratamento algébrico e ndo tentaram
buscar, relacionar o seu significado, no caso y = -1. Entendemos que as imagens
visuais, dificeis de serem obtidas sem o auxilio do software Winplot, séo
ferramentas necesséarias para que os alunos possam compreender o significado
das equacdes obtidas no tratamento algébrico, o que sera determinante para a

interpretagéo da resolucéo do sistema linear.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste momento, apresentamos nossas consideracdes finais a respeito do
qgue foi investigado, analisado e percebido durante o desenvolvimento deste
trabalho.

Juntando-se a isso, 0 tema de pesquisa de Battaglioli (2008) motivou-me a
realizar esta pesquisa que sugere a busca constante de atividades alternativas
gue levem os alunos a interpretarem resultados e a construirem novos

conhecimentos no que diz respeito aos sistemas lineares.

Estapesquisa, objetivou o desenvolvimento, a aplicacdo e a analise de
uma sequéncia didatica para alunos do 2° ano do Ensino Médio, visando a
resolucdo nos registros algébrico e grafico dos sistemas lineares 3x3 com o

auxilio do software Winplot.

Para atingirmos esses objetivos, formulamos nossa questdo de pesquisa
nos seguintes termos: “Os alunos do Ensino Médio conseguem compreender a
resolucdo de sistemas lineares 3x3 quando de uma abordagem que favorece a
conversdo e o tratamento de registros de representacdo aliada a um ambiente

computacional”?

Desta maneira, tentamos minimizar as dificuldades que os alunos possuem
guanto a coordenacdo das diferentes interpretacdes dos sistemas lineares,
favorecendo a compreensdo das resolucdes e das solugdes. Os estudos dos
sistemas lineares nas diferentes formas de suas representacdes apontaram em

direcdo a necessidade de uso de uma ferramenta virtual para possibilitar a

construcéo de graficos em 3D.
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Pretendiamos, em nossa pesquisa, ressaltar que a abordagem do tema
nao ficasse apenas no desenvolvimento dos algoritmos, mas que os alunos
pudessem compreender e analisar os resultados obtidos. Para isso, pautamos
nossa pesquisa na Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de
Raymond Duval (2003).

Em nossa sequéncia didatica, contemplamos as transformacfes de
representacdo — tratamento e conversao dos registros — a fim de favorecer a
aprendizagem sobre sistemas lineares. Concordando com Duval (2003), “o
contetdo de uma representacdo depende mais do registro de representacdo do
gue do objeto representado. Porque passar de um registro de representacao a
outro ndo é somente mudar de modo de tratamento, € também explicar as

propriedades ou os aspectos diferentes de um mesmo objeto”. (p. 22)

Para o desenvolvimento do nosso trabalho, utilizamos os pressupostos da
Engenharia Didatica como metodologia, optando por uma abordagem qualitativa e
empregando quatro de suas fases: analises preliminares, concepcdo e andlise a

priori, experimentacéo e analise a posteriori e validagao.

Em nossas analises preliminares, recorremos a documentos oficiais,
pesquisas e artigos e fizemos analise de dois livros didaticos, adotados no Ensino

Médio, a fim de nos embasarmos para melhor desenvolvermos nossa pesquisa.

Na fase da concepcéo e analise a priori, desenvolvemos nossa sequéncia
didatica em duas partes: a parte A, na qual abordarmos os sistemas lineares 2x2;

e a parte B, na qual trabalhamos com sistemas lineares 3x3.

Optamos por iniciar o estudo dos sistemas lineares com uma situacao-
problema. Concordamos com Lopes (2008), quando ressalta que o aluno, com a
metodologia de resolucdo de problemas, torna-se agente da construcdo do seu
préprio conhecimento pelas conexdes que estabelece com seu conhecimento

prévio.

Identificamos que as dificuldades apresentadas por alguns alunos na
resolugdo dos problemas se deram quanto a leitura e interpretacdo do texto no
gue diz respeito a selecionar, no enunciado, os dados pertinentes a sua

resolucéo,
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associando a letra como representante de um numero fixo e preciso ainda
desconhecido. Duval (2003) menciona a existéncia de dificuldade ao afirmar que
h& dificuldades de compreensdo quando um dos registros € um registro

plurifuncional (lingua natural).

Ainda em relacdo aos problemas, os alunos, no que diz respeito aos
sistemas lineares 2x2, ndo apresentaram dificuldade quanto ao tratamento
numérico e algébrico no método de adicdo. Isso, entretanto, ndo ocorreu em
relacdo aos sistemas lineares 3x3. Ao resolverem esse tipo de sistema linear, os
alunos apresentaram dificuldades significativas quando tiveram que combinar as
trés equacdes, duas a duas, para formar novos sistemas a fim de encontrarem a
solucéo - o que levou a professora-pesquisadora a optar por indicar um esquema
em que apresentou as possiveis escolhas de como combinar as equacdes duas a

duas.

Propusemos uma atividade para abordar o estudo dos sistemas lineares
2x2, contemplando a conversao dos registros: algébrico, de tabela e grafico. Os
alunos realizaram a converséo do registro algébrico para o registro de tabela. Os
alunos que tiveram dificuldade na conversao do registro de tabela para o registro
grafico foram aqueles que escolheram atribuir valores a x € N, obtendo, segundo
a equacao, valores a y € Q. A dificuldade ocorreu quando tiveram que fazer a

localizacdo dos numeros racionais (Q) no plano cartesiano.

Duval (2003) aponta a dificuldade de diferenciacdo entre o0 objeto
representado e seus registros de representacdo semiotica. Se o aluno identificar
as duas representacdes, isto €, registro simbolico-numérico (fracionario e
decimal), supera a sua dificuldade e localiza o numero racional no plano

cartesiano.

Alguns alunos recorreram ao registro algébrico para encontrar o par de
coordenadas cartesianas. Verificamos, dessa maneira, quao importante € a
conversao dos registros quando os alunos apresentaram dificuldade dentro de um
determinado registro de representacdo e recorreram a outro para chegar a

solugao esperada.
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Os alunos somente apresentaram duvidas quanto ao conjunto solugéo dos

sistemas possiveis indeterminados (SPI).

Concordamos com Bisognin e Cury (2009) ao verificarmos a preferéncia
dos alunos pelo método de adicdo ao realizarem o tratamento algébrico na
resolucdo dos sistemas lineares. Na atividade em que contemplamos o
tratamento algébrico no método de adicdo, quando da abordagem dos sistemas
lineares 2x2, verificamos, por meio dos protocolos, que os alunos ndo mostraram
sentir dificuldade quanto a aplicagdo do método, embora 0 mesmo nao tenha

ocorrido em relacao a resolucao de equacdes do tipo a.x =0, a #0.

Quanto ao tratamento algébrico realizado no método de adicdo na
resolucdo dos sistemas lineares 3x3, devem ser desenvolvidas todas as etapas a
fim de evitar que se estabeleca, precipitadamente, a solu¢cdo de forma incorreta.
Os alunos, ao encontrarem o valor de uma das incognitas, ndo se preocuparam
em determinar os valores das demais, consequentemente classificaram, de forma

incorreta, o sistema de possivel determinado.

Constatamos, ao analisarmos seus protocolos, que o0s alunos, ao
realizarem o tratamento algébrico do sistema linear 3x3, obtém a equacéao do tipo
Ox + Oy + 0z = ¢, ¢ # 0 e, imediatamente, classificam o sistema linear como
impossivel. Desta forma, entendemos que eles trazem o0s conhecimentos
adquiridos quando da abordagem do sistema linear 2x2 e o0s aplicam

automaticamente ao estudarem o sistema linear 3x3.

Ao realizarem o registro grafico desses sistemas lineares com o auxilio do
software Winplot, os alunos constataram que o valor encontrado de uma das
incognitas € a equacao da reta em que os planos se interceptam e classificaram o

sistema linear corretamente como possivel e indeterminado.

Entendemos que as imagens visuais dificeis de serem obtidas sem o
auxilio do software Winplot sdo ferramentas necessarias para que os alunos
possam compreender o significado das equacgfes obtidas no tratamento algébrico,

0 que sera determinante para a interpretacéo da resolucdo do sistema linear.

Por outro lado, vale ressaltar que respostas matematicas corretas nao

implicam na compreensao da resolucdo do sistema linear. Para que haja a
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compreensao e interpretacdo dos resultados obtidos, € relevante a conversao dos

registros de representacéo.

Verificamos, por meio da nossa pesquisa, que os alunos podem realizar o
tratamento algébrico e classificd-lo de forma correta. Porém, ao realizarem seu
registro grafico, na digitacdo equivocada da equacao z = f(x, y), ndo chegaram a
solucao desejada do sistema linear.

Assim, constatamos a relevancia do uso do software Winplot na conversao
do registro algébrico para o registro grafico no estudo dos sistemas lineares 3x3,
visto que contribuiu com a construgcéo do conhecimento, facilitando os processos

da simulacéo, experimentacao e visualizacao.

Embora o software Winplot possibilite a movimentacao dos trés planos a
fim de facilitar a visualizacdo da posicao relativa dos trés planos no espaco
tridimensional, constatamos, durante a nossa experimentacdo, que nao ficou
suficientemente clara a resolucdo grafica do sistemas lineares 3x3 propostos na
atividade e classificados como sistemas impossiveis. Os alunos apresentaram
dificuldade em visualizar e interpretar os sistemas lineares cujos graficos eram
trés planos que se interceptavam, dois a dois, segundo retas paralelas uma as

outras.

Verificamos a limitacdo do software Winplot quanto a localizacdo e a
determinacdo das coordenadas do ponto de interseccdo dos trés planos no
espaco. Foi necessario, durante nossa experimentacdo no laboratério de
informatica, que os alunos recorressem ao registro algébrico para determinarem
os valores de X, y e z pertencentes ao conjunto dos numeros reais. Caso esses
valores tenham sido determinados corretamente, os alunos, ao inseri-los no
programa, podem ver o ponto na interseccdo dos trés planos; caso contrario, o

ponto ndo aparece na tela.

Na realizacdo deste trabalho, quando da aplicagcdo da nossa sequéncia
didatica junto aos alunos, sujeitos de pesquisa, verificamos que foi satisfatoria a
compreensao da proposta da nossa questdo de pesquisa quanto a compreensao

dos sistemas lineares 3x3 pelos alunos do 2° ano do Ensino Médio. Entretanto,
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constatamos a relevancia da realizacdo do tratamento algébrico e gréfico

concomitantemente.

Percebemos que avancamos em nossos estudos quanto a abordagem da
conversao e tratamento de registros de representacdo, uma vez que os alunos
experimentaram que a articulacdo de pelo menos dois registros de representacéo
sd80 necessarios para se resolver o sistema linear 3x3. Assim, entendemos que
com nossa pesquisa contribuiu para que os alunos do Ensino Médio pudessem
compreender a resolucdo de sistemas lineares 3x3 quando de uma abordagem
gue favorece a converséo e o tratamento de registros de representacao aliada a

um ambiente computacional.

Tendo em vista todo o processo envolvido no decorrer desta pesquisa,
sugerimos, como perspectiva futura, que sejam desenvolvidas sequéncias
didaticas que tratem dos dois sentidos da converséo, isto €, casos de congruéncia
e de ndo-congruéncia, privilegiem o registro grafico como registro de partida,
desenvolvam atividades que propiciem a discussdo de sistemas lineares e
atividades que contribuam para que os alunos estabelecam o conjunto solucao de

sistemas possiveis e indeterminados.

Esperamos que nosso trabalho seja impactante quanto a provocar nos
leitores de um modo geral, e nos professores de Matematica de um modo
particular, uma leitura que ao mesmo tempo provoque curiosidade e elucide
duvidas. Constatem que pode ser feita uma nova abordagem quanto ao estudo
dos sistemas lineares 3x3 em relacdo ao seu registro algébrico no método de

adicdo bem como sua representacdo grafica com o uso do software Winplot.

Assim, deixamos com a nossa pesquisa uma parcela de conhecimentos
pesquisados, analisados e concebidos que possam contribuir para novos estudos
e descobertas na abordagem dos sistemas lineares 3x3 no que diz respeito ao

uso de ferramentas virtuais no ensino da Matematica.

Ao encerrar nosso trabalho e pensando nas preocupacdes e inquietacfes
iniciais, percebemos que, o caminho quando percorrido com determinacéo,

persisténcia e alegria € prazeroso e nos d4 uma sensacao de missdo cumprida.
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A pesquisadora sente-se enriquecida como profissional da educacdo uma
vez que sua preocupacdo ndo se limita apenas em ensinar, mas também em

aprender somando conhecimentos que possam ser compartilhados.
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ANEXOS

Anexo |

Autorizacao para arealizagcdo da pesquisa

AUTORIZACAO PARA A REALIZACAO DA PESQUISA

Senhora Diretora do Colégio Madre Alix Ir. Nilza da Costa Hoss,

Venho pelo presente solicitar vossa autorizagéo para que eu, Ana Lucia Infantozzi
Jordao, professora de Matematica desse Estabelecimento de Ensino, possa desenvolver
parte de meu trabalho de Mestrado, junto aos alunos do 2° ano do Ensino Médio do Colégio
Madre Alix.

A atividade com os alunos consiste em aplicagdo de uma sequéncia didatica durante
as aulas de matematica, com entrevistas e pesquisas direcionadas, sobre o tema: Resolugéo
algébrica e grafica dos sistemas lineares com auxilio do software Winplot.

Informo que todas as publicagdes realizadas a partir\ desse trabalho, serfio feitas
preservando a identidade dos alunbs envolvidos.

Certo de contar com vossa atengdo, os meus sinceros agradecimentos

Ana Lucia Infantozzi Jorddo
RG. 9.813.733-SP.

Defiro a solicitagiio acima.
18 de novembro de 2010.

RG. 2.565.575-SP.
Diretora
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Anexo |l

Autorizacéo para insercdo do nome do Colégio Madre Alix na

pesquisa

Autorizacio da Direcdo para inser¢io do nome
Colégio Madre Alix na pesquisa didatica

Senhora Diretora do Colégio Madre Alix, Ir. Nilza da Costa Héss

Venho pelo presente solicitar vossa autorizagdo para que eu, Ana Lucia Infantozzi
Jorddo, professora de Matemética deste estabelecimento de ensino, possa inserir quando
necessario o nome do Colégio em meu trabalho de mestrado.

Meus sinceros agradecimentos.

~ Ana Lucia Infantozzi Jorddo
RG: 9.813.733.05 - SP

Defiro a solicitagdo acima
18 de novembro de 2010

S

RG. 2.565.575-SP
Diretora
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Anexo |l

Autorizacao para o uso dos protocolos.

AUTORIZACAO DOS ALUNOS PARA O USO DOS PROTOCOLOS
REALIZADOS NA PESQUISA

S&do Paulo, 15 de setembro de 2010.

Autorizacdo dos(a) alunos(a) matriculados{as) no 22 ano do Ensino Médio do Colégio
Madre Alix a participar de uma pesquisa sob responsabilidade da pesquisadora e professora Ana
Lucia Infantozzi Jorddo, aluna do curso de Mestrado Profissional em Ensino da Matemdtica da PUC-
SP e da Professora Barbara Lutaif Bianchini, orientadora da pesquisa docente do Programa de

Mestrado da PUC-SP.

O objetivo da pesquisa é desenvolver e aplicar uma sequEncia didética de ensino para
contetidos de algebra com o auxilio de software Winplot. Sera realizada no periodo do dia 20 de
setembro a 14 de outubro, durante oito aulas de matemaética, cinco em sala de aula e trés no

laboratério de informatica.

Conto com a autorizacdo dos alunos desta Instituicdo de Ensino e informo que todas as
publicacdes realizadas desse trabalho, serdo feitas preservando a identidade dos alunos envolvidos.
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Anexo IV

Autorizacao para a publicacao de uma conversa com o Professor

Imenes

Sé&o Paulo, 10 de outubro de 2010

Por meio desta, declaro que o texto abaixo reproduz com fidelidade a
conversa telefénica que mantive em agosto passado com a professora Ana
Lucia Infantozzi Jordao, estudante do Mestrado em Educacido Matematica da

PUC-SP, e autorizo a insergao do mesmo na dissertagdo da colega professora.

Prof. Luiz Marcio P. Imenes
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Anexo V

Conversa com o prof. Imenes

Entramos em contato com o prof. Imenes, via e-mail, a fim de tomar conhecimento
sobre a auséncia da indicagdo do livro “Matematica Paratodos” no PNDL (2011) e da
abordagem da resolugdo do sistema linear 2x2 no registro grafico.

Prontamente o autor respondeu-nos e sugeriu que conversassemos via telefone,
assim foi feito.

Transcrevi a entrevista e a submeti ao autor a fim de obter sua aprovagéo. O texto
foi corrigido por ele que em seguida enviou-me com sua autorizagao.

A respeito da aparente auséncia no PNLD 2011 do livro Matematica Paratodos,
22 edicao, publicado pela Editora Scipione em 2006, o professor nos explicou que por
motivos particulares os autores optaram por encerrar o contrato com a editora em
31/07/2010. Sendo assim, precisaram optar por outra editora a fim de conseguir tempo
habil para participar do PNDL 2011.

Segundo o autor, prof. Imenes, a nova edicdo lancada pela Editora Moderna com
o titulo Matematica — Imenes & Lellis e inscrita no ultimo PNLD 2011, manteve a mesma
esséncia do livro Matemética Paratodos, mudando somente a diagramacdo e as
ilustracdes, que foram refeitas. Sendo assim, observou ndo haver problema algum em
termos analisado o livro Mateméatica Paratodos.

Em relacdo a auséncia da representacdo grafica do sistema linear 2x2, Imenes fez
uma explanacédo desde os critérios adotados por um autor ao escrever ou planejar um
livro até discussao sobre alguns objetos matematicos.

O autor inicia a conversa considerando que para se escrever um livro didatico de
Matematica ha padrbes a ser seguidos embora haja alguma flexibilidade na escolha e
selecéo dos conteudos programaticos a ser ensinados.

Héa aproximadamente 40 anos, os livros adotados no Colegial, atual Ensino Médio,
abordavam contetidos que hoje ndo sado abordados, como, por exemplo, segmento aureo,
triedros polares etc., assim como alguns temas que atualmente sdo abordados algum
tempo atras ndo eram, sequer, comentados.

Mediante estas consideracdes, os autores Imenes e Lellis seguiram alguns
critérios ao escolher os temas propostos na colecdo para ser desenvolvidos durante os 4
anos do Ensino Fundamental.
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Um dos critérios levados em conta, pelos autores, em relagdo a escolha dos
temas, foi a relevancia social dos contetdos, como estatistica, medidas, geometria basica
etc.

Imenes ressalta que, embora a algebra quase ndo tenha presenca no cotidiano
das pessoas, seu aprendizado é fundamental para que o aluno prossiga aprendendo
Matematica e possa também aprender Biologia, Quimica e Fisica.

Outro aspecto a ser considerado é a necessidade de se trabalhar idéias
matematicas de forma significativa. Um dos recursos para isso é explorar suas conexdes
com as praticas sociais. No caso da algebra essa possibilidade é muito limitada.

A construcao de significado para algebra é favorecida quando levamos o aluno a
entrar em seu campo pela “porta” das fungdes (a tradicdo € fazé-lo pela “porta” das
equacdes). Esse trabalho pode ser iniciado ja nos primeiros anos do Ensino
Fundamental, educando o aluno a observar e explorar padrdes, regularidades, leis de
formacéo.

Imenes faz uma retrospectiva sobre a abordagem da algebra na colecéo de livros
para o Ensino Fundamental publicada em parceria com Marcelo Lellis. Ja no 6° ano, os
alunos expressam generalizacdes a partir da observacdo de padrdes. De inicio, fazem-no
usando a lingua materna e, depois, a linguagem simbdlica da algebra. Assim, aprendem
a usar letras para representar quantidades variaveis (‘o x variavel”’). Esse trabalho, que
leva a deducdo de férmulas (que representam funcgbes), tem continuidade nos anos
seguintes. No 8° ano, o conceito de funcéo é explicitado para o aluno e seu estudo, como
objeto matematico, comeca a ser aprofundado.

Paralelamente, transcorre o estudo de equagdes (“o0 x incognita”), no qual tem
destaque a traducdo do problema da lingua materna para a linguagem algébrica. Nos
dois ultimos anos do Ensino Fundamental, a resolu¢cédo de problemas motiva o estudo de
sistemas de equacg0es, lineares ou néo.

Quanto a representacdo grafica de um sistema de equacgdes lineares, Imenes faz
as seguintes consideragfes. De inicio, uma dificuldade tedrica: tal estudo pressupde que
uma equacado do tipo ax + by = ¢ é representada por uma reta no plano cartesiano. Na
etapa de escolarizacdo em pauta, tal resultado pode ser percebido experimentalmente,
como fazem no volume do 9° ano (ver, por exemplo, exercicio 15, pagina 189 da edicao
para o PNLD 2011). Mas, convém lembrar que a Matematica é dedutiva. Portanto, tal
estudo precisa ser retomado no Ensino Médio onde a deducdo dessa propriedade pode
ser compreendida pelos alunos. Isso significa que os sistemas lineares e sua
representacdo gréfica devem ser objeto de estudo no Ensino Médio, como, de fato,
costuma acontecer. O autor ressalta que, na selecdo de conteudos a ser estudados, é
preciso estabelecer prioridades. De fato, pode-se ensinar aos alunos do final do Ensino
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Fundamental a representacdo grafica de um sistema linear 2x2, mas serd essa uma
prioridade? N&ao seria mais formativo e proveitoso, nesse momento, um contato com
perspectiva, geometria espacial, probabilidade, raciocinio combinatério ou estatistica?

Deve-se notar que o fato de o aluno nédo estudar a representacao grafica de um
sistema linear 2x2 no Ensino Fundamental ndo compromete seu aprendizado e ndo o
impede o prosseguir estudando Matemética no Ensino Médio, onde ter4 contato com o
tema.

No Ensino Médio o aluno tem mais condi¢Bes para acompanhar uma abordagem
mais rica dos sistemas lineares, ndo apenas do tipo 2x2, interpretando com mais
propriedade sua representacao grafica. Nessa etapa, raciocinando no plano cartesiano, o
aluno poderd compreender a propriedade essencial da reta: aumentos iguais de x
correspondem a aumentos iguais de y. Dai, podera estabelecer relacdo dedutiva entre
retas e equacgdes do tipo ax + by = c.

Em resumo, a opcdo dos autores por ndo propor o0 estudo da representacao
grafica de um sistema linear 2 x 2 no Ensino Fundamental, deve-se, essencialmente, aos
seguintes fatores:

e essa auséncia ndo compromete o aprendizado dos alunos nessa etapa de sua
escolarizacéo;

e outros temas sao prioritarios;

¢ a linearidade (que se relaciona com proporcionalidade) e os sistemas lineares e
suas representacoes geométricas sdo temas relevantes que merecem ser “bem
tratados” pela Matematica escolar. O lugar adequado para esse estudo é o
Ensino Médio.

Passada uma hora e meia de explanacdo, terminamos nossa conversa, no qual
ficou claro que o autor considera importante o estudo da representacdo gréafica de
sistemas lineares e entende que tal assunto deve ser abordado no Ensino Médio.



Um Estudo sobre a Resolucio Algébrica e Grafica dos

Sistemas Lineares 3x3 no 2° ano do Ensino Médio

Sequéncia Didatica

PARTE A
Parte A1

Questao 1

— e = — — o

No Parque de Diversées Dia Feliz, os ingresso
adultos e R} 6,00 para criangas. No dltimo domingo, com a venda de 400
| ingressos, a arrecadagdo foi de R$ 3.000,00. Determinar o nimero de
adultos e criangas pagantes.

= l
s custam R$ 10,00 para

Questao 2

Para cada um dos sistemas lineares abaixo, preencha a tabela, construa o
grafico e classifique-os como possivel determinado, possivel e
| indeterminado ou impossivel e indique o seu conjunto solugdo. Caso

encontre um ponto comum as duas retas, determine-o.

(3x-2y=6 (X +2y =2 X+ y=3 (x+2y=2
. ﬂ[gx-gy-:m - x+y=3 C) {2}: +2y =6 d) (2% + 4y =8
— — — — — — — — — —
Questao 3

= — — — — - — = — —

Resolva os Sistemas Lineares utilizando o método da Adicdo:

);’3x+1¢=5 . {3:-:4—?};':-4 3x + 2y = -1 d);zway:e
2 iEx»y"=10 ) 3}-’."'?'}-":5 ) ox +4y = -2 {4}{"‘5‘}-“:10'




Parte A,

Questao 1

i —

a)

b)

c)

A questdo 1 foi proposta juntamente com as instrugdes do uso do

software Winplot.

Questao 1:

*Digite a equacao da reta: 4x + 3y = 5 no espaco azul.
*Com ajudo do software Winplot escreva uma nova equagdo, conservando
os coeficientes das incognitas x e y da equacao anterior e altere apenas o
valor do termo independente.
*Digite mais uma equagao com coeficientes proporcionais a equagao
4x + 3y = 5 e conserve o termo independente.
*Escreva abaixo o que vocé encontrou ao relacionar os coeficientes de x e
y, com a posicdo relativa das retas encontradas e a classificagdo dos
sistemas lineares.
*Digite a equacao da reta x — 2y = 3, observe o seu grafico.
Multiplique a equacao x — 2y = 3 por 2.
Repita, multiplicando por 3 a equacao x — 2y = 3.
*Escreva abaixo o que vocé encontrou ao relacionar os coeficientés-li. de
X e y, o tipo de retas encontradas e a classificagcdo dos siste'mas
ineares.
*Ainda no software Winplot, digite a equacao da reta 3x + 5y = 4,
observe o grafico.
*Digite outra equacao alterando, apenas, o coeficiente da incognita x.
*Verifique o grafico.
*Digite outra equacgao, mudando, desta vez, o coeficiente da incognita y.
*Escreva abaixo o que vocé encontrou ao relacionar os coeficientes

de x e y, o tipo de retas encontradas e a classificacéo dos sistemas.

Questao 2

Use o software Winplot, digite duas equagoes que representem as retas
abaixo e apo6s construi-las, escreva as equagﬁes. obtidas.

a) duasretas paralelas..........c.ooooiiii

b) duas retas CoNCOImeNtesS........ocoveiiiiiiiiieii e

c) duas retas CoINCIAENtesS..........o.oviiiiiii e




PARTE B
Parte B,

Questio 1

Para uma partida de futebol, foram colocados & venda trés tipos de
ingresso:

. para o setor verde, ao prego de R$ 12,00
5 para o setor azul, ao preco de R$ 18,00
o para o setor branco, ao prego de R$ 25,00.

Sabendo que 38.000 torcedores pagaram R$ 620.000,00 para assistir a
essa partida, sendo que o numero de ingressos vendidos para o setor verde
foi o dobro do nuimero de ingressos vendidos para o setor azul, quantos

torcedores pagaram ingresso para o setor verde?

Questao 2

Usar o método da Adigdo para a resolucdo dos seguintes sistemas

lineares 3 x 3, indicar o conjunto solugéo e classifica-lo.

2x+y+z=3

2x+y+z=3
e)y x+ty—-z=-1

a)d x+y—-z=-1

-3x + By -2z =2 -3x + By -2z =2
((2x+3y-2=2 2x-2y +2z= 2
b) {4}‘ +6y-2z=20 f) -6x- By +6z = -6
6x + 9y - 3z =40 9x -8y +8z = -8
(2x+}e’+z:3 ' ( viaa
C)Jlx+?‘_2:_1 g) {2x+ 3y +2z= 1
_3)(-{'—6‘_\’."-22:2 14){+'y+4z:?
(x*w-z: T

- | h){x+3y+z=10
X+y-z=-10 l—x + 5y +3z =30




Parte B,

Questao 1

O sistema linear 3x3 € associado a trés planos no espago, em
que cada um deles representa uma equagdo. Com a ajuda do

software Winplot, construa em (3D) os graficos dos Sistemas

lineares propostos na questao 2 da parte B;.

Questao 2

Analise os resultados obtidos na resolugdo grafica dos

sistemas lineares da questéo 1, dé o conjunto solugéo e classifique

0s sistemas em sistema possivel determinado (SPD), sistema

possivel indeterminado (SPI) ou sistema impossivel (Sl).

Esta sequéncia didatica faz parte da dissertagdo de
Ana Lucia Infantozzi Jordao, intitulada: “Um Estudo sobre a Resolugao

Algébrica e Grafica de Sistemas Lineares 3x3 no 2° ano do Ensino Meédio.




