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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo investigar quais as concepgbes dos alunos de um
primeiro ano do ensino meédio sobre o conceito de divisibilidade dos niumeros naturais. A
relevancia deste estudo estd na importancia que, segundo Campbell e Zazkis (1996) e
Resende (2007), tem os conceitos pertinentes a divisibilidade no desenvolvimento do
pensamento matematico, nas atividades investigativas em qualquer nivel de ensino, na
identificacdo e reconhecimento de padrées, na formulacdo de conjecturas e
principalmente na resolucdo de problemas. Para alcancar tal objetivo usei como aporte
tedrico a Teoria APOS para andlise dos protocolos, Sfard na formulacdo da idéia de
concepgéao e as pesquisas de Rina Zazkis na elaboragéo de atividades. Para a coleta de
dados optei por uma sequéncia didatica composta por 4 atividades realizada em duplas
de alunos do primeiro ano do ensino médio na escola que leciono. Os resultados dessa
pesquisa revelam que os alunos tiveram grande dificuldade na manipulacéo da operacéo
da divisdo, concebem na sua maioria a divisibilidade por meio de acdes, algoritmos,
procedimentos. Nao souberam deduzir relagées, informagdes, ou seja, principalmente
ndo compreenderam que a representacdo em fatores primos € uma forma muito
importante para relacionar os conceitos de multiplo e divisor. Os sujeitos néo
conseguiram aplicar os conceitos citados acima numa situagdo contextualizada em uma
situacado do cotidiano. Desta forma conclui que é necessario dar uma énfase maior para

0s assuntos basicos da Teoria Elementar dos NUmeros no ensino da matematica.

Palavras-chave: Divisibilidade, Teoria Elementar dos Numeros, Concepc¢édo, Teoria
APOS.



ABSTRACT

This study aims to investigate the students' conceptions of a first year high school on the
concept of divisibility of natural numbers. The relevance of this study is the importance
that, according to Campbell and Zazkis (1996) and Resende (2007), has the divisibility
concepts relevant in the development of mathematical thinking, in research activities at
any level of education, identification and pattern recognition, in the formulation of
conjectures and especially in solving problems. To achieve this | used as the theoretical
APOS Theory to analyze the protocols, Sfard in formulating the idea of design and
research Rina Zazkis building activities. To collect the data | have chosen a didactic
sequence consists of four activities performed in pairs of first year students of high school
| teach at school. These survey results show that students had great difficulty in handling
the operation of the division, designing mostly divisibility through actions, algorithms, and
procedures. They did not know deduce relations, information, ie, mainly not understand
that the representation in prime factors is a very important way to relate the concepts of
multiple and divisor. The students were unable to apply the concepts mentioned above in
a situation contextualized in a situation of daily life. Thus concludes that it is necessary to
give greater emphasis to basic issues of the Elementary Theory of Numbers in the
teaching of mathematics.

Keywords: Divisibility, Elementary Theory of Numbers, Conception, Theory APOS.
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INTRODUCAO

Com a corrente da Matematica “Moderna” a Teoria Elementar dos Numeros
ficou relegada ao segundo plano nos curriculos de Matematica apesar da sua
importancia histérica e das suas aplicagdes. Outro ponto relevante nos curriculos
atuais é a supervalorizacao do continuo em relacao ao discreto, ou seja, o estudo
dos numeros inteiros praticamente fica restrito ao 6° e 7° do ensino fundamental

como podemos constatar nos livros didaticos.

Felizmente, com o contato que comecei a ter com problemas de olimpiadas
de matematica pude mudar a visao restrita, limitada e simplista que tinha da
Teoria Elementar dos Numeros para uma visao repleta de desafios, conjecturas,
de atividades que envolvem padrdes, generalizagdes e principalmente em
resolugéo de problemas contextualizados em situa¢des do cotidiano e na propria
matematica basica e elementar. Essa mudanca provocou mudangas substanciais
na minha pratica de professor. Consequentemente tudo isso provocou reflexdes,

duvidas, incertezas e questionamentos.

Ingressando na Pontificia Universidade Catélica de Sao Paulo, me inseri no
Grupo de Pesquisa em Educacéao Algébrica — GPEA — e o subprojeto que veio ao
encontro as minhas inquietudes foi o subprojeto “A Teoria Elementar dos
Numeros no Ensino Basico e Licenciatura”. Os estudos de Marilene Resende,
Rina Zazkis e Dubinsky foram de extrema importancia na delimitacao da minha
pergunta de pesquisa, Qual a concep¢ao de divisibilidade dos estudantes que

ingressam no Ensino Médio?

Apresento agora a organizagao desta pesquisa em capitulos, referencias e

anexos.



No Capitulo 1, descrevo detalhadamente as transformacdes ocorridas nas
minhas crengas em relacao a Matematica, principalmente no que tange o trabalho
com 0s numeros inteiros especificamente manipulando os conceitos basicos da
Teoria Elementar dos Numeros tais como: multiplo, divisor, teorema fundamental
da Aritmética, numeros primos e compostos. Enumero aspectos importantes de
pesquisas anteriores feitas dentro do grupo GPEA, as ideias centrais dos livros de
Rina Zazkis e Campbell (2002 e 2006) e trago a tona os contrastes presentes no
Ensino da Matematica sobre os conceitos citados acima. Tal probleméatica sinaliza
para a minha pergunta de pesquisa delimitada pelos objetivos: 1) Verificar quais
sdo as influéncias exercidas pelas representagcbes dos numeros naturais na
concepgao de divisibilidade; 2) Segundo a teoria APOS, quais sao as construgdes
mentais que os estudantes revelam a partir das atividades propostas? Os

estudantes exercem algum tipo de conexao entre os conceitos divisor e multiplo?

O Capitulo 2 é dedicado ao meu objeto matematico de pesquisa, a
divisibilidade, ao qual apresento inicialmente um breve desenvolvimento historico,
que tem como fonte central os livros de Euclides e as ideias sobre numeros dos
pitagéricos. Num segundo momento, contextualizo dentro da Educacao
Matematica com investigagcées que abordaram conceitos que compdem tal objeto
matematico como divisor, multiplo, fator, Teorema Fundamental da Aritmética,
nameros primos e a influéncia das diversas representagcdes na compreensao

desses conceitos.

O Capitulo 3 é dividido em trés partes que compdem as escolhas tedrico-
metodoldgicas. A primeira parte desenha os pontos centrais da Teoria APOS que
serdo usadas na anadlise dos protocolos com vista a “enxergar’ as concepcdes
que os alunos revelam por meio das atividades propostas. Na segunda parte,
apresento a forma que acho mais adequada para o entendimento do conceito de
concepgao baseada no estudo de Anna Sfard. E por ultimo, caracterizo as fases

da Engenharia Didatica, pois utilizo alguns pressupostos dessa metodologia.

No Capitulo 4, descrevo a pesquisa de campo constituida do perfil do
sujeito, a elaboragdo das quatro atividades composta de estratégias esperadas,
objetivos e as variaveis didaticas utilizadas, a descricao da sessao e por fim a
analise dos protocolos.



O Capitulo 5 é dedicado as consideragdes finais com reflexdes, os
resultados da pesquisa.

Por fim, coloco dois anexos. Um deles para ilustrar questdes das
olimpiadas de matematica e o outro sobre as questdes que o pesquisador Bodi
(2006) utilizou em sua pesquisa.
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CaAriTULO |

PROBLEMATICA E OBJETIVO

Apdbs 12 anos de docéncia em escolas da Educagédo Bésica, no Ensino
Fundamental Il, em 1999 fui contratado por uma escola particular cujos alunos
eram convidados a participar de olimpiadas de matemética, paulista e brasileira. A
partir da docéncia nessa escola, também no Ensino Fundamental |l tomei
conhecimento das olimpiadas e das questbes propostas nas mesmas. Fiquei
surpreso com o teor desafiante dessas questbes as quais eram completamente
diferentes dos exercicios normalmente propostos pelos livros didaticos que

conhecia e utilizava.

Fora do horario de minhas aulas regulares, permanecia na escola como um
professor “coringa”, aquele que substitui qualquer professor em qualquer série
quando necessario, quando deveria trabalhar com atividades extracurriculares.
Resolvi, entdo, trabalhar nessas ocasibes com questbes semelhantes as
propostas nas olimpiadas. Nessas ocasides percebi o envolvimento dos alunos
com esses tipos de questdo. Na realidade utilizava muitas questdes da area da

Teoria dos Numeros, pois me pareciam mais acessiveis aos alunos.

Esse trabalho como professor “coringa” levou a rever minha pratica habitual
como professor de matematica. Anteriormente eu estava habituado a tratar os
topicos, multiplo, divisor, numeros primos, minimo multiplo comum, maximo
divisor comum apenas na 5% série/ 6° ano conforme apresentacdo dos livros
didaticos. Apds tomar conhecimento e utilizar questées da teoria dos NUmeros em

todas as séries do Ensino Fundamental passei a introduzir em minhas aulas
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regulares questdes desafiantes da Teoria dos Numeros e pude perceber a
capacidade motivadora dessas questdes para meus alunos.

Em 2004 comecei a dar aulas também no Ensino Médio e me questionei
sobre a possibilidade de introduzir questdes da Teoria dos Niumeros nesse nivel

de ensino. Ao observar as provas das olimpiadas em nivel nacional

e internacional para o Ensino Médio percebi a presengca de varias questbes
relativas a Teoria dos Numeros. No anexo 1 exemplifico uma questao de cada um

dos diferentes niveis do Ensino Basico.

Assim, esse contato com questées da OBM provocou uma mudanca em
minha forma de trabalhar os conteddos da matematica, ndo sé na escola
particular, mas também nas escolas publicas em que lecionava. A mudanca foi,
sobretudo na introdugdo de problemas similares aos das olimpiadas os quais
mostravam ser um recurso motivador do envolvimento de mais alunos nos cursos
que ministrava. Ao longo do tempo fui percebendo a validade da mudanca feita,
mas sentia a falta de uma base tedrica que justificasse e aperfeicoasse essa
minha experiéncia pedagogica.

Em 2007, quando soube que a Secretaria da Educacao do Estado de Sao
Paulo estava oferecendo bolsa para poés-graduacdo aos professores da rede
estadual, decidi ingressar no mestrado no Programa de Estudos Pés-graduados
em Educacdo Matematica da PUC SP, com a intencdao de aprofundar os
conhecimentos didatico-pedagdgicos que justificassem e aperfeicoassem minha
pratica docente.

Ao iniciar meu mestrado nesse Programa me inseri no Grupo de Pesquisa
em Educacao Algébrica — GPEA. O projeto que justifica a criagdo desse grupo
“Qual a algebra a ser ensinada em cursos de formacdo de professores de
matematica?”, afirma que:

Quanto a Teoria dos Numeros, [...] os PCN explicitam inimeros
conteudos e atividades que envolvem operagbes, procedimentos,
funcbes e aplicagcdes associados, de uma forma ou de outra, com
nimeros e sua compreensdo conceitual. Esses tdpicos sado tipicamente

tratados sob as rubricas de aritmética e de algebra, de acordo com o
nivel curricular em que se encontram. (MACHADO et al, 2005, p. 13)
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Na realidade os pesquisadores do GPEA entendem a Teoria Elementar dos
Numeros a ser tratada no Ensino Basico como parte integrante da Educacéao
Algébrica.

Apdbs me inteirar sobre os diversos projetos do GPEA, em decorréncia de
minha experiéncia docente escolhi participar do projeto de pesquisa denominado:
A Teoria Elementar dos Numeros no Ensino Basico e Licenciatura cujo objetivo é
investigar o estatuto que a Teoria Elementar dos NUmeros tem nos campos
institucional, docente e discente. A partir deste paragrafo denotarei Teoria
Elementar dos Numeros pela sigla: TEN.

A participagdo no GPEA em geral, e mais especificamente nas reunidées do
grupo do projeto ao qual me vinculei me levou a leituras da 4rea da educagéo
matematica, da educagcdo algébrica e mais especificamente de pesquisas
relativas ao ensino e aprendizagem de TEN. As referéncias teéricas do projeto me
revelaram a ampliddo e importancia do tema ndo s6 para a Educacao Brasileira
quanto para qualquer outro pais, pois as pesquisas esclareciam as dificuldades

de alunos ao redor do mundo todo com o tema.

Percebi que varios trabalhos na Educagao Matematica tinham como foco o
ensino fundamental, a formagdo continuada de professores e a licenciatura.
Constatei a escassez de trabalhos que visavam esse tema no ensino médio.
Dessa forma percebi a importancia de se pesquisar o tema no Ensino Médio, o

que vinha ao encontro de meu interesse.

Sobre a escassez de tais trabalhos recorro aos pesquisadores Zazkis e
Campbell (2002, 2006) que apontaram nessas obras que tanto no ensino quanto
nas pesquisas de matematica, a Teoria dos Numeros tem recebido pouca
atencdo. No livro de 2006 os autores explicam que tal descaso decorre da
mudanca ocorrida aproximadamente a partir de 1960, quando se mudou o foco
dado ao ensino da matematica, isto €, do forte formalismo passou-se para uma
énfase na “contextualizacao”. Claro que tal mudanca também trouxe varios
problemas. Um deles o0 abandono do ensino da Teoria dos Numeros apesar das
inUmeras vantagens que apresenta, conforme citadas por Campbell e Zazkis
(2006):

14



Tépicos da Teoria dos Numeros, como fatores, divisores, multiplos e
congruéncias fornecem caminhos naturais para o desenvolvimento e
solidificagdo do pensamento matematico, desenvolvendo uma rica
apreciagdo da estrutura numérica, especialmente com respeito a
identificacdo e reconhecimento de padrées, formulando e testando
conjecturas, compreendendo principios e provas, e justificando a
veracidade dos teoremas de forma disciplinada e légica’ (p. 2) (tradugéo
do autor).

Resende (2007) corrobora e amplia a potencialidade contida na Teoria
Elementar dos NUumeros com énfase nos nimeros inteiros:

Assim, a Teoria Elementar dos NUmeros, ao ter como foco o estudo dos

ndmeros inteiros, € um campo propicio para o desenvolvimento de

atividades investigativas, pois a exploragdo de padrbes e de relagdes

numeéricas, 0 uso da recursdo e da indugdo matematica, envolvendo os

ndmeros inteiros, a divisibilidade e niumeros primos estiveram e estao

presentes na matemética e podem ser exploradas nas atividades
escolares, em qualquer nivel. (p. 209).

Ratificando a afirmacdo anterior em relacdo as pesquisas, Kieran e
Gusman (2006) comentam que no México e no Canada normalmente as
investigacdes envolvendo estudantes de 12 a 15 anos sao centradas na
compreensao do desenvolvimento do raciocinio algébrico, geométrico e
proporcional, poucas delas sdo orientadas para a compreensdo conceitual de
fatores, multiplos, nimeros primos e divisibilidade. E em relagdo ao ensino
brasileiro para a mesma faixa etaria, isto €, o fundamental a partir do 6° ano,
Rama (2005) analisou trés colegbes de livros de matematica do ensino
fundamental todas aprovadas pelo PNDL (Plano Nacional do Livro Didatico) nas
quais verificou a forma como os autores abordam os numeros inteiros, em
particular o conceito de divisibilidade e concluiu que nessas cole¢des o0 assunto é
tratado “quase exclusivamente” no 6° e 72 ano, no d&mbito dos numeros naturais,
sendo que ndo sao retomados quando do estudo dos numeros inteiros. Castela
(2005), ao investigar a concepcao de divisdo de alunos do 72 ano, constatou a
forte tendéncia ao uso da técnica em detrimento da exploracao de estratégias de
resolucdo de problemas. Sera que esses alunos ao chegarem no ensino meédio

apresentam essa tendéncia citada acima? Ja que os alunos estudaram

Topics from number theory, such as factors, divisors, multiples and congruences provide natural avenues for
developing and solidifying mathematical thinking for, developing enriched appreciation of numeral structure,
especially with respect to identifying and recognizing patterns, formulating and testing conjectures,
understanding principles and proofs, and justifying the truth of theorems in disciplined and reasoned ways.
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principalmente divisibilidade no 6° e 7° ano, surge a pergunta de como eles

concebem tal conceito apdés um periodo de “auséncia” vivenciada no 8° e 9% ano?

Castela (2005) sugeriu que a divisibilidade dos numeros inteiros
deveria ser estudada em todo o ensino basico, no entanto Rama (2005) verificou
em sua pesquisa que tal assunto ndo é trabalhado em todo o ensino basico. Esse
autor, apos analise das onze colegdes de livros didaticos para o Ensino Médio
recomendadas pelo PNLEM - Plano Nacional do Livro do Ensino Médio constatou
principalmente que “...] a revisdo dos inteiros feita no inicio dos primeiros livros
dessas colec¢des” € superficial; o conceito de divisibilidade € agraciado em poucos
exercicios padronizados € menos ainda explorado em problemas. O curriculo de
matematica do Ensino Médio poderia acrescentar o trabalho com as equacdes
diofantinas que seria uma 6tima oportunidade de trabalhar com os numeros

inteiros.

Concordo plenamente com Pommer (2008) que os estudos voltados para
as equagbes diofantinas sdo uma étima oportunidade de trabalhar com
conhecimentos elementares da Educacdo Basica, envolvendo conceitos de
multiplo, divisor, maximo divisor comum de numeros inteiros. O autor refor¢ca que
mesmo em estudos sobre as equacbes diofantinas ndo se vé mencionada a
condicdo de existéncia de solucbes inteiras, ou seja, 0 uso do maximo divisor
comum. Pommer (2008) destaca que mesmo nas resolucdes das equacdes
diofantinas por tentativa e erro, o uso dos conceitos de mdultiplo e divisor € um
instrumento facilitador. Tais conceitos permitem o desenvolvimento de habilidades
como interpretar, conjecturar e ainda colaboram para a busca de estratégias na

resolucao das equagdes propostas.

Silva Junior (2009) constata que na Proposta Curricular do Estado de Sao
Paulo presente no Caderno do Professor de 2008, a Teoria Elementar dos
nuameros estd localizada no 1° bimestre do 1% ano do Ensino Médio. Algumas
atividades favorecem a discusséo dos conceitos de multiplos, divisores, regra de
divisibilidade, numeros primos, algoritmo da divisdo, maximo divisor comum,
decomposicdo em fatores primos. Silva Junior (2009) afirma que tais atividades
colaboram para o desenvolvimento de estratégias para resolucdo de problemas,

para o raciocinio de provas e teoremas envolvendo numeros inteiros, a

16



formulacdo de conjecturas e provas por inducdo. O mesmo cita como exemplo
que favorece a discussao da divisibilidade a seguinte atividade: Calcule a soma
dos numeros inteiros, divisiveis por 23 existentes entre 103 e 850.

Para verificar se os estudantes apresentam algum tipo de compreensao
conceitual acredito ser importante que as atividades propostas a esses alunos
tenham representacées diferentes e acho oportuno o uso do Teorema
Fundamental da Aritmética , ou seja, como produto de fatores primos.

Em geral, os elementos como mudltiplo, divisor, maximo divisor comum,
minimo mualtiplo comum que compdéem o conceito de divisibilidade séao
solidificados a partir de regras, algoritmos, esquemas e muito pouco tratado em
resolucdo de problemas. Machado et al (2005), pesquisadoras do GPEA,
concluiram pelos resultados de uma pesquisa que investigou o uso feito por
alunos e professores do Teorema Fundamental da Aritmética que os assuntos
pertinentes a TEN na formagéo do professor, sdo enraizados em algoritmos, em
oposicao a compreensao conceitual. Essas autoras afirmam que

A Teoria Elementar dos NUumeros tem um potencial formador que vem
sendo negligenciado em todos os segmentos de escolaridade e indicam
algumas potencialidades para o seu ensino: auxiliar a reconhecer e
compensar limitagbes de estudantes em seu entendimento conceitual da
aritmética dos nudmeros inteiros; criar oportunidades, através da
abordagem de topicos como decomposicdao em primos e divisibilidade,
para propor problemas fecundos que desenvolvam a compreensao
conceitual da matematica; instigar as habilidades de estudantes para
generalizar e fazer conjecturas e para encontrar maneiras de justificar
essas conjecturas; promover o desenvolvimento de estratégias de prova
indutivas e dedutivas (MACHADO; MARANHAO; COELHO, 2005, p. 2).

Os PCN reforcam a importancia de lidar com os conceitos basicos da
divisibilidade além da mecanizagdo que nao proporciona uma compreensao
desses conceitos que podem ser usados em situacdes problemas:

Conceitos como os de “multiplo” e “divisor” de um numero natural ou o
conceito de “nimero primo” podem ser abordados neste ciclo como uma
ampliacdo do campo multiplicativo, que ja vinha sendo construido nos
ciclos anteriores, e ndo como assunto novo, desvinculado dos demais.
Além disso, é importante que tal trabalho ndo se resuma a apresentagao
de diferentes técnicas ou de dispositivos praticos que permitem ao aluno
encontrar, mecanicamente, o minimo multiplo comum e maximo divisor
comum sem compreender as situacbes-problema que esses conceitos
permitem resolver. (Brasil, 1997, p. 66).

17



No entanto, Machado et al (2005) e Resende (2007) alertam para a énfase
dada ao carater pragmatico que os PCN imprimem a este tema, o que traz
consequéncias para o ensino da matematica, na medida em que contextos
formais ligados a operacoes, propriedades e estruturas dos nimeros passam a
ser abandonados. Tal fato € confirmado pelas Orientagdes Curriculares para o
Ensino Médio (2006) quando tal documento exemplifica que o trabalho de
Numeros e operacdes deve se basear na resolucdo de problemas do cotidiano
tais como: operar com numeros inteiros, decimais, fragdes, porcentagem, realizar
célculos mentais (estimar), analisar tabelas e graficos, trabalhar com problemas
geradores que ampliem os conjuntos numéricos e outros. Em nenhum instante
cita-se o trabalho com numeros inteiros com suas propriedades e estruturas, ou
seja, é nitido o abandono citado por Machado et al (2005).

Acredito que minha pesquisa pode contribuir efetivamente para verificar se
os alunos utilizam propriedades e estruturas pertinentes aos numeros inteiros por

meio da divisibilidade.

Resende (2007) constatou que os alunos quando chegam a universidade
apresentam grandes dificuldades na manipulacdo dos numeros inteiros. Minha
pesquisa tem a intencao de alinhar se tal fato também acontece quando os alunos
ingressam no ensino médio, tendo como objeto de estudo a divisibilidade dos

numeros inteiros.

Resende (2007) ao analisar os livros de Teoria dos Numeros constatou que
todos os livros tratam de questdes ligadas a divisibilidade: algoritmo da diviséo,
maximo divisor comum, nimeros primos, teorema fundamental da aritmética, mas
infelizmente a abordagem dada foi sisteméatica e l6gico-formal-dedutiva, ndo tendo
atividades de investigacao e de exploracdo. Resende reforca que num curso de
formacao de professor de escola basica é de fundamental importancia retomar os
conteudos ligados aos numeros inteiros envolvendo as operacdes e as suas
propriedades e a divisibilidade e que a tal abordagem citada acima n&o colabora
para a reflexdo, a reconstrucdo e a ampliacdo dos significados dos
conhecimentos que deverdo ser ensinados. Sobre essa questdo, Resende cita
Moreira que analisou o conhecimento matematico do professor no tratamento em

relacdo ao estudo dos numeros naturais e constatou que as questdes ligadas a
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divisibilidade s&o partes importantes dos saberes profissionais dos docentes.
Resende (2007) vai mais longe quando afirma que por meio dos resultados dos
vestibulares, das avaliagbes como ENEM e SAEB, pode-se perceber que o0s
alunos tém chegado aos cursos de licenciatura cada vez menos preparados
quando o assunto refere-se ao estudo dos numeros inteiros. Dentre as inUmeras
questbes sugeridas pela problematica descrita, e levando em conta as pesquisas
do GPEA em andamento, decidi investigar:

Qual a concepcao de divisibilidade dos estudantes que ingressam no
Ensino Médio?

Para responder a essa questdo de pesquisa acho oportuno desdobrar em
trés outras questoes:

a) Quais sao as influéncias exercidas pelas representacdes dos numeros

naturais na concepc¢éao de divisibilidade?

b) Segundo a teoria APOS, quais sdo as constru¢cdes mentais que os
estudantes revelam a partir das atividades propostas?

c) Quais as conexdes que os estudantes fazem entre os conceitos de

divisor e maltiplo?
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CAPITULO Il

DIVISIBILIDADE

2.1 Sintese do desenvolvimento histoérico

Para responder a questdo sobre a concepcao de divisibilidade dos
estudantes que ingressam no Ensino Médio, e melhor compreensdo dos
problemas relacionados a divisibilidade, achei conveniente apresentar um breve
historico sobre o desenvolvimento desse conceito.

Na elaboracdo deste capitulo me baseei principalmente nos trabalhos de
Boyer (1974), Bicudo (2008) e de Resende (2007).

A divisibilidade na Antiguidade foi muito util na agricultura e na pecuaria, e
na dependéncia e relacdo com as estacbes climaticas e ciclos lunares que

ajudaram no desenvolvimento de diversos calendarios.

Os objetos da matematica da sua origem até o seculo XIX foram
compostos basicamente de numeros, magnitude e figuras. Na matematica da
Grécia classica destacam as obras de Euclides, Arquimedes, Apoldnio, Ptolomeu
e Diofanto. Essas obras serviram de parametro para a matematica desenvolvida
no século XVI, XVII e XVIlI (Boyer, 1974).

O estudo dos multiplos, dos divisores e da decomposicdo em fatores
primos dos numeros naturais tem constituido um capitulo fundamental da

Aritmética. Destaca-se da Antiguidade, a obra “Elementos” de Euclides, conjunto
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de treze volumes, que concebeu de maneira axiomatica o saber matematico de

seu tempo. Os livros VII, VIII e IX, em particular, reunem os tratados de

Aritmética, e oferece uma descricdo da Teoria dos Numeros, ou seja, das

propriedades dos numeros inteiros e das razées entre 0s mesmos.

Na traducdo de Bicudo (2009), o livro VIl de Euclides apresenta 23

definicdes. Apresento algumas definicbes contidas nas paginas 269 e 270.

Definicdo 1: “Unidade é aquilo segundo o qual cada uma das coisas

existentes € dito uma”.
Definicao 2: “E numero é a quantidade composta de unidades.”

Definicdo 3: “Parte” (Divisor) — “Um numero € parte de um numero, o
menor, do maior, quando mega exatamente o maior”. Percebe-se a partir
da definicdo 3 que Euclides associa numero com a nocado de medida de

um segmento.

Definicdo 4: “Partes” (ndo divisor) — “E partes, quando ndo meca

exatamente”.

Definicdo 5: “Multiplo” - “E o maior é multiplo do menor, quando seja

medido exatamente pelo menor”.

Nas definicdes de 6 a 11 ele define os nUmeros pares e impares.

Definigdo 12: “Um numero primo € o medido por uma unidade s0”.

Definigcdo 13: “Numeros primos entre si sdo os medidos por uma unidade

s6 como medida comum”.
Definicdo 14: Numero composto € o medido por algum namero.

Definicdo 15: “Numeros compostos entre si sdo os medidos por algum

numero como medida comum”.

Nas outras definicdes, Euclides completa a categorizagdo dos numeros

definindo numero plano, sélido, quadrado, cubo e perfeito, e estabelece algumas

relacdes entre esses numeros.
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As definicoes de divisor, multiplo e das distintas classes de nUmeros foram
realizadas por meio de magnitude. Os gregos nao concebiam os numeros como
sdo concebidos na Matematica atual. Consideravam razbdes (A:B) entre
magnitudes ou proporgdes, mas conceitualmente ndo podiam formar o produto A

x B, no¢des que nunca definiram.

Geralmente, entendiam o “produto” de duas magnitudes como uma area ou

um volume.

O livro VII se completa com 39 proposicdes que se juntam com as 27 do
livro VIl e as 36 do livro IX e constituem investigacdes tedricas que tiveram como

objetivos:

1) Estabelecer um procedimento conhecido como “Algoritmo de Euclides”,
para calcular o Maximo Divisor Comum — MDC — de dois ou mais
nameros desenvolvidos através das proposi¢des VII-1 a VII-3:

2) Propor distintas propriedades da divisibilidade desde a proposi¢éo VII-4
até a proposicao VII-11.

“Todo numero é parte de todo numero, o menor do maior”. (Proposi¢cao 4)
“Se um numero é parte de um numero, e outro é a mesma parte de outro,
a soma sera também a mesma parte da soma que o primeiro do outro”

(Proposicéo 5).

3) Elaborar a teoria das propor¢cdes para numeros mediante as proposi¢cdes
VII-12 a VII-20.

4) Definir e estabelecer propriedades dos numeros primos entre si a partir
das proposi¢cdes VII-21 a VII-29.

5) Classificar os numeros em composto e primo (Proposicao VII-31 e VII-

32) respectivamente.

6) Estabelecer um procedimento para calcular o minimo multiplo comum de
dois ou mais numeros desenvolvidos através das proposicoes VII-33 a
VII-39. Por exemplo:
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“Dados tantos numeros como se queira, achar os menores daqueles que
guardam a mesma razao que eles” (Proposicéo 33).

“Dados dois numeros, achar o menor numero ao que medem’” (Proposicao
34).

“Se dois numeros medem a algum numero, o numero menor medido por
eles, também medira o0 mesmo numero” (Proposicao 35).

“Dados trés numeros, achar o numero menor ao que medem "(Proposicao
36).

No livro IX de Euclides, entre as 36 proposi¢cdes que o constituem, as
proposicées IX-1 a IX-11, estabelecem propriedades dos “produtos” entre
nameros solidos, cubos, quadrados; a partir das proposicées IX-21 a I1X-34,

propriedades dos numeros pares e impares.

Ademais se incluem a Proposi¢do X-20:

“Ha mais numeros primos que qualquer quantidade proposta de numeros
primos”
Que estabelece que o conjunto de numeros primos € infinito, junto com

proposigdes proximas ao Teorema Fundamental da Aritmética:

“Se tantos numeros como se queira a partir de uma unidade sao
continuamente proporcionais, por quantos numeros primos seja medido o
ultimo, pelos mesmos sera medido também o sequinte a unidade’.

(Proposicaoi12)

“Se tantos numeros como se queira a partir de uma unidade sao
continuamente proporcionais e o seguinte 4 unidade é um numero primo,
0 maior ndo sera medido por nenhum outro fora dos que se encontram

entre os numeros proporcionais”. (Proposicao 13).

“Se um numero € o menor medido pelos numeros primos, ndo sera
medido por nenhum outro numero primo fora os que o mediam desde o

principio”. (Proposigcéo 14)
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Essas proposicoes constituem teoremas proximos ao Teorema Fundamental
da Aritmética, mas este teorema nao podia ser concebido pelos gregos, ja que
estes ndo chegavam a conceber o produto de numeros reais e nunca chegaram a
dar conta de que em matematica se pode conceber uma “existéncia” totalmente
independente da “construgdo”. Estes dois aspectos sdo necessarios para idealizar
o Teorema Fundamental da Aritmética.

Outro referencial importante foi Pitagoras e os pitagoricos.

Segundo Eves (1997):

“A filosofia pitagoérica baseava-se na suposicdo de que a causa Ultima
das varias caracteristicas do homem e da matéria € os nimeros inteiros.
Isso levava a uma exaltagao e ao estudo das propriedades dos nimeros
e da aritmética (no sentido de teoria dos nimeros), junto com geometria,
a musica e a astronomia”. (Eves, p. 97).

Eves (1997) admite que o0s primeiros passos no sentido do
desenvolvimento da teoria dos numeros foram dados por Pitdgoras e seus

seguidores.

Segundo os pitagoéricos Tudo é numero, pois a extensao era constituida de
unidades indivisiveis separadas por um intervalo. Os numeros naturais quando
aplicados aos objetos geométricos requeriam que todas as medidas pudessem
ser expressas na forma de razao de inteiros, isto é, pudessem ser mensuradas,

tendo por base um segmento fixado como unitario.

Boyer (1974) enumera algumas contribuicdes dos pitagéricos: numeros
perfeitos sdo numeros inteiros cuja soma dos divisores proprios do numero
(excluindo ele mesmo) € igual ao préprio numero. Outra contribuicdo € sobre os
nuameros “amigaveis”: dois numeros a e b sdo “amigaveis” se a € a soma dos

divisores proprios de b e b € a dos divisores préprios de a.

Outro ponto citado por Eves (1997) foi de que os pitagéricos relacionavam
a geometria e a aritmética através dos numeros figurados, isto é, expressavam 0s
numeros através de pontos em determinadas configuragcdes geométricas. Por
meio desse recurso podem-se mostrar muitos teoremas interessantes como: a
soma de um numero qualquer de inteiros impares consecutivos, comeg¢ando com

o 1, € um quadrado perfeito.
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Cito ainda que ligado ao teorema de Pitagoras esta o problema de
encontrar lados cujas medidas sejam numeros inteiros de um tridngulo retangulo,

ou seja, encontrar terno pitagérico.

Eves (1997) salienta que a partir do século XVI, devido a necessidade
tecnoldgica, cientifica e mercantil, melhoraram e estenderam os métodos
operatérios. A extensdo da teoria da divisibilidade a outros conjuntos tem sua
referéncia histérica em Stevin, que em um livro publicado em 1634, estende o
algoritmo de Euclides ao calculo do maximo divisor comum de dois polinémios.
No século XVII, Fermat considerava a aritmética como um dominio proprio e seus
trabalhos determinaram a direcao da Teoria dos Numeros até Gauss. Destaca em
sua obra sobre Teoria dos Numeros a teoria da divisibilidade, os niumeros primos,

o tratamento dos numeros perfeitos.

Eves (1997) declara que Euler em 1770 tratou de ampliar o conceito de
divisor além do conjunto dos numeros inteiros e dos polindmios, encontrando-se
com o problema de que néo é possivel conservar todas as propriedades nessa
extensdo, em especial, a da existéncia do maximo divisor comum e a unicidade
da decomposicao em fatores primos. Até o século XIX, a teoria da divisibilidade

se desenvolve no conjunto dos numeros inteiros.

Nas obras de Gauss “Disquisciones arithmeticae” se encontra pela primeira
vez 0 conceito de numero congruente e se desenvolvem as propriedades da
teoria das congruéncias. No trabalho de Gauss incluem-se o Teorema
Fundamental da Aritmética para o dominio de integridade dos numeros inteiros,
que indica que todo nimero inteiro pode expressar-se como um produto finito de
nameros primos, em que alguns fatores podem repetir-se, e tal que sua
representacdo é Unica. Gauss também introduz a nocao de grupo abeliano e
demonstra que nos grupos abelianos finitos existe um elemento do grupo cuja
ordem é minimo multiplo comum das ordens de todos os elementos.

Um dos corolarios ao teorema de Euclides sobre a existéncia de infinitos
nameros primos, foi enunciado por Dirichlet. No século XIX, autores como
Kummer, Dedekind e Kronecker generalizam a Teoria dos NUumeros, em particular
a teoria da divisibilidade, mediante a criacdo da estrutura de ideal. A algebra
comutativa moderna comecga a formalizar-se a partir de 1910 e nessa década
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aparece a nocao geral de anel devido a Fraenkel. A Teoria dos NUmeros ocupa, a
partir do século XX ,uma posicao destacada a respeito da Aritmética, da Algebra e
da Geometria. A Teoria Elementar dos Numeros abrange desde esse século um
amplo espectro no ambito das Matematicas.

Destaco como relevante e oportuno o estudo da estrutura multiplicativa e a
da divisibilidade no conjunto dos numeros inteiros, onde se encontram o0s
conceitos de multiplo, divisor, fator, ser divisivel e critérios de divisibilidade, o
maximo divisor comum, 0 minimo multiplo comum, ndmeros primos € compostos,

o Teorema Fundamental da Aritmética.

2.2 Investigacoes na Educacao Matematica

As investigacOes sobre a compreensdo do conceito de divisibilidade dos
nameros inteiros revelam a existéncia de dificuldades na aprendizagem e a
necessidade de uma maior indagagao neste campo. A maioria das investigacoes
realizadas com estes tdpicos se tem feita inicialmente com estudantes que fazem
licenciatura em Matematica ou professores em formagédo continuada e desde a
perspectiva da analise da compreensao destes conteudos matematicos que se

devem ensinar.

O foco que norteia essas investigagcdes e que podem ser usadas na
compreensao da divisibilidade no ambito do ensino basico sao:

- Centrados basicamente na analise da compreensao das relacées entre
as diferentes acepgdes Iéxicas tais como fator, divisor, multiplo e outros.

- O papel que desempenham as diferentes representagdes dos numeros
(decimal e decomposto em fatores primos) na compreensdo dos
conteudos da divisibilidade.

Zazkis e Campbell (1996 a) concluiram que uma minoria (6 de 21) dos
professores que participaram da pesquisa sobre divisibilidade e estrutura
multiplicativa dos numeros naturais foi capaz de discutir de forma consistente e

demonstrou uma compreensdo de divisibilidade como uma propriedade ou uma

26



relacdo entre numeros naturais. A maioria mostra que a sua construcdo de
divisibilidade ndo se desenvolve além das acbes, ou seja, a estratégia utilizada
para responder as questbes esta sedimentada em efetuar divisbes. Zazkis e
Campbell (1996 a) salientam que a encapsulacao da divisibilidade como um
objeto deve comecgar pelo discernimento entre divisibilidade como uma
propriedade e a divisdo como um procedimento. Esse fato mostra que a
divisibilidade é uma estrutura cognitiva muito complexa. Além disso, a
encapsulacao exige uma compreensao da relagao inversa entre as operagoes de
multiplicagao e divisdo. Fazer uma conexao entre divisibilidade e a decomposigéao
em fatores primos contribui de forma consistente com a compreensdo da

divisibilidade como um esquema generalizado.

Apresento as questdes que fizeram parte da pesquisa de Zazkis e
Campbell (1996 a):

Considere o nimero M = 3°x5°x7.
M é divisivel por 77 Explique.

M é divisivel por 5, 2, 9, 63, 11,157 Explique.
a) 391 é divisivel por 237
b) 391 é divisivel por 467

Considere 0s numeros 12358 e 12368. HA um nUumero entre esses

nameros que é divisivel por 7?7 Por 12?

a) O numero 15 tem exatamente 4 divisores. Pode lista-los? Vocé sabe

outros niumeros que tem exatamente 4 divisores?

b) O numero 45 tem exatamente 6 divisores. Vocé pode lista-los? Vocé

sabe outros numeros que tem exatamente 6 divisores?

Ja Campbell (2006) assinala que ha fortes evidéncias de que quando os
estudantes apresentam dificuldades na compreensédo da Teoria Elementar dos
Numeros, € porque normalmente eles estdo pensando na divisdo com resto em

termos de numeros racionais ou reais. Em seu trabalho notou-se que 10 de 10
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estudantes que consideraram o Algoritmo da Divisdo? ndo conseguiram éxito. Em
contrapartida, 7 dos 8 estudantes que utilizaram o modelo em que o quociente era

racional (a = g.d, sendo g um numero racional) tiveram sucesso.

Brown, Thomas e Tolias (2002) também perceberam que a falta de
conexado com a estrutura multiplicativa proporciona dificuldades na compreensao
da divisdo de numeros inteiros. A expressao A= Q.D pode ser considerada no
conjunto dos numeros inteiros, ou seja, D & um divisor de A e tal proposicao pode
ser também analisada no conjunto dos numeros racionais. Tal situacdo provoca

uma confusao.

Campbell (2006) ressalta que as investigacées na aula podem ajudar a
superar determinadas dificuldades relativa a compreensdo das noc¢des da
aritmética elementar e, em particular, da divisibilidade. Tais investigagées tornam-
se referéncias fundamentais na ajuda de sanar as dificuldades que se mostram na
compreensao da aritmética basica e também ajuda na maneira como ensinam as

criangas.

Em relagdo a compreensao da divisibilidade no conjunto dos numeros
naturais, Zazkis (2000) analisa as conexdes que efetuam os licenciandos entre os
conceitos de fator, divisor e multiplo, e entre outros conceitos da Teoria Elementar
do Numero, tais como fatores primos, decomposi¢cdo em fatores primos, minimo

multiplo comum, maximo divisor comum, ou regras de divisibilidade.

Zazkis considera a equivaléncia das seguintes relagbes entre dois numeros

naturais quaisquer:
— b é um fator de a
— b é um divisor de a

— a éum multiplo de b

Com a existéncia de duas formas adicionais para expressar a mesma

relagéo entre dois numeros:

— b divide a

% paratodo A e D # 0 inteiros existe um anico Q e Rinteiros, tais que A=D.Q + R, onde 0 # R < D.
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— aédivisivel por b

Para analisar quais as equivaléncias estabelecidas pelos estudantes de
pedagogia, futuros professores do ensino basico, Zazkis (2000) realizou 19

entrevistas nas quais as perguntas que formulou eram:
a) Enumere os fatores primos de 117 = 3° x 13.
b) Indique os fatores de 117 = 3° x 13.
¢) Indique os divisores de 117 = 3 x 13.
d) 117 é mdltiplo de quais numeros?
e) Existem fatores que nao sejam divisores de um numero?

f) Existem numeros que sejam multiplos e divisores de 1177

A andlise dos dados resultantes das entrevistas realizadas, efetuada desde
a perspectiva de considerar o conhecimento como uma rede na quais 0S
conceitos matematicos se estudam relacionados com outros, aponta para o0s

seguintes resultados:

a) A compreensao do conceito de “fator” parece ser o menor problema.
Nao obstante, os estudantes tém uma compreensdo incompleta do
mesmo. A maioria deles 0 associa com a operagao de multiplicagao e

nao o entendem como uma relacao entre os nimeros,

b) O conceito de “divisor” € mais probleméatico que o de fator. Existe uma
grande tendéncia entre os alunos ao associar com o papel que pode
desempenhar um nimero na operacao da divisao,

c) O conceito de “multiplo” foi 0 mais problematico dos trés conceitos. Este
foi associado a operacdo de multiplicacao,

d) A maioria dos estudantes somente estabelece equivaléncia l6gica entre
fator e divisor. O resto da conexao, por exemplo, entre fator e multiplo,
se realiza de forma errbnea. As conexdes entre os conceitos de fator,

multiplo e divisor ndo foram estabelecidos por nenhum estudante.
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Esta investigacdo assinala como resultado relevante que os estudantes
atribuem aos conceitos significados diferentes dos mateméaticos no contexto da
Teoria dos NUmeros, e que, as conexdes que estabelecem entre estes conceitos

sdo, na maioria das vezes, frageis ou incompletos.

A divisibilidade é um dos conceitos na Teoria dos NUmeros que apresenta
uma ampla gama de descri¢cdes léxicas, podendo estabelecer, como ja se tem
indicado, equivaléncia légica entre as seguintes expressdes: a € divisivel por b, b
divide a; b € um fator de a, a é multiplo de b. Zazkis & Campbell (2002)
desenvolveram uma investigacao sobre o uso da linguagem na Teoria Elementar
dos Numeros (divisibilidade, decomposi¢édo em fatores primos, fatores, divisores e

multiplos) realizando entrevistas clinicas individuais.

A autora em suas conclusdes colocou a troca constante e incoerente que
realizam os estudantes entre a linguagem formal e nao formal. O conceito “ser
divisivel” entendido como relagdo entre numeros, € substituido por “ser dividido”
entendido como um ndamero que pode ser dividido por outro com resto zero,
considerando que um numero pode ser dividido por qualquer outro quociente nao
sendo inteiro. Os conceitos de divisibilidade também sao apreendidos através de
imagens mentais de divisdo de objetos como € o caso do conceito “ser divisivel®
que os estudantes representam mentalmente como conjuntos de objetos de igual

ndmero.

A partir deste estudo, Campbell & Zazkis (2006) sugerem metodologias de
ensino que promovam e ajudem no uso formal e rigoroso da linguagem

matematica a fim de dar sentido ao significado dos conceitos.

Entre as investigagdes relativas ao papel das distintas representacées dos
nameros e as dificuldades que estas geram na compreensao de determinados
conceitos da Teoria dos Numeros, Zazkis e Gadowsky (2001), em seus trabalhos
com professores em formacdo e com alunos de Ensino Médio, destacam as
diferentes caracteristicas das representagdes dos numeros naturais nas tarefas
que sobre Teoria dos Numeros foram planejadas.
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Os tipos de tarefas planejadas nos questionarios e as entrevistas permitem
analisar o papel de diferentes representacbes e as dificuldades que tais
representagdes podem provocar na compreensao dos alunos em relagdo aos
conceitos de divisor, multiplo enfim em relacdo a divisibilidade. Neste sentido
cabe destacar a tendéncia dos estudantes a obter a representacdo decimal dos
nameros naturais para resolver as tarefas planejadas, sem observar as

caracteristicas das representagdes utilizadas. Por exemplo:

a) Representagbes em fatores, ou em divisores

Entre as diferentes respostas dadas & pergunta “Dado o nimero M = 3° x
5% x 7. M é divisivel por 7?7’ Zazkis e Gadowsky (2001) destacam que a estratégia
majoritaria € a representacdo decimal de M para efetuar a divisdo, e néao
consideram que 7 € um fator de M. Esta estratégia mostra que (a) para alguns
alunos era mais facil discutir a divisibilidade por 7 do niumero 675 x 7 que do
nuamero M; (b) para outros era mais facil discutir a divisibilidade por 7 de M (fator
que aparece na representacao fatorial) que a indivisibilidade por 11 (fator que nao
aparece na representacao fatorial), e incide no papel primordial que esta
estabelecida na unicidade da decomposicdo fatorial de um numero (Teorema
Fundamental da Aritmética).

Para analisar a visdo que os estudantes tém das representacdes fatoriais
na identificacdo de quadrados perfeitos, os autores planejaram tarefas do tipo: “E

712 um ntmero quadrado perfeito? E 71° um quadrado perfeito?

No primeiro caso, dada a evidencia da representagcdo, a resposta
majoritaria foi correta, no segundo caso, os estudantes obtiveram o valor de 71% e
calcularam a raiz quadrada, sem observar que a representacdo dada se pode

transformar em (71°%)2.
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b) Representagbes fundamentais no algoritmo da divis&o.

De novo, para resolver a tarefa “Dado o numero K = 6 x 147 + 1. Quais sé&o
0 quociente e o resto na divisdo de K por 67, a preferéncia dos estudantes foi
obter a representagdo decimal de K e depois efetuar a divisdo por 6. Alguns
estudantes constataram que K é multiplo de 6 porque 6 esta contido na
representacdo do numero mostrado, mas este tipo de observagdo nao foi
majoritaria.

c) Representacbes baseadas na propriedade distributiva.

A maior parte dos estudantes para resolver a tarefa “Considere o numero
A = 15 x 5623 + 60. Pode-se expressar como multiplo de 157, obteve a
representacdo decimal de A e dividiram por 15. Ndo eram capazes de aplicar a
propriedade distributiva para discernir que A é multiplo de 15, ou seja: “15 x 5623
+60=15x5623 + 15x4 =15x (5623 + 4)”

Exemplo de outras dificuldades apresentadas:

a) a dificuldade da tarefa “O numero 1215, representado na base 6, é
impar?”, indica que os estudantes estdo acostumados a representar os

nameros no sistema de numeracéao de base 10.

b)a tarefa, “O numero 36° é um numero quadrado?”, “apresentou
dificuldade aos alunos porque a representacao do nimero nao permite
observar outra representacdo alternativa e consideram que o numero é

um cubo perfeito”.

Zazkis e Gadowsky (2001) acreditaram que estes resultados sao devidos
as experiéncias prévias dos alunos na escola. Na escola se da maior
preponderancia aos calculos, em detrimento do estudo das estruturas e das
caracteristicas das representagbes dos numeros. A importancia das
representagbes dos numeros deve acontecer mediante a apresentagdo de
diferentes expressdes e situacdes, com o intuito de estimular os alunos com
representacbes que excedam as capacidades de calculo. A escolha das
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atividades com estas caracteristicas pode ajudar o estudante na compreensao de

peculiaridades dos numeros naturais, em especial de sua estrutura multiplicativa.

Brown (2002), em sua investigacdo sobre divisibilidade, também estuda as
dificuldades que tem os estudantes para professores em encontrar multiplos
comuns entre numeros decompostos em fatores primos. As atividades
desenvolveram se baseando na sequéncia: 2°x3* 2%x3% 2°x3°; 2x3°% 2%x3%;
2°x3°..., a partir da qual se pede aos estudantes que busquem os termos
seguintes e que expresse, em produto de fatores primos, o termo que ocupa a
posicdo 200, descrevendo através da representacao fatorial o método de

obtencao do enésimo termo.

Brown (2002) observou que majoritariamente os estudantes optaram por
obter a representacédo decimal dos numeros e, posteriormente, tomaram decisdes
em relagdo a divisibilidade. Ela acredita que normalmente os estudantes
concebem a decomposicdo em fatores primos como um processo, ou seja, 0S
alunos diante de um numero representado como um produto de fatores primos ha
a tendéncia de se efetuar as operacodes indicadas na representacado, desse modo
retorna-se o numero para a forma decimal. Ha a necessidade de se trabalhar de
forma flexivel com a fatoracdo em fatores primos, sendo capaz de identificar
multiplos, divisores por meio de propriedades basicas como comutativa e
associativa da multiplicagao. Salienta também que é necessario dar mais énfase a
multiplicagdo, pois os resultados de sua pesquisa alinham com os resultados de
Zazkis e Campbell (1996 a) de que os estudantes utilizam predominantemente a
divisdo para discernir sobre a divisibilidade. Destaca-se que é muito importante
para a compreensdo dos estudantes o fato de ocorrer uma relacdo inversa entre

multiplicacédo e divisdo.

Brown (2002) propde forte énfase no papel da multiplicacdo quando
introduzir conceitos de divisibilidade, ou seja, relacionar as seguintes sentencgas:

“A é divisivel por B, A € um multiplo de B, B € um divisor de A”.

Por sua parte, Zazkis e Liledahl (2004) estudaram o papel da
representacdo na compreensao dos numeros primos por parte dos professores da
escola bésica, ensino fundamental . Os autores sugeriram que a falta de uma

representacdo transparente para um numero primo pode ser um obstaculo para a
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compreensao do conceito de primalidade dos niumeros. O ponto de partida desta
investigacdo foi entender os numeros primos como ideia basica, ou elemento
construtor, da Teoria dos Numeros. Os numeros primos sdo descritos como
“elementos construtores” dos numeros naturais. O termo “elementos construtores”
pode ser visto como uma interpretacdo metaférica do Teorema Fundamental da
Aritmética. A propriedade da existéncia que esta por detras da metafora
“elementos construtores” é a que cria uma imagem dos numeros compostos como

construgdes multiplicativas de numeros primos.

A unicidade da decomposi¢cdo em fatores primos apresenta um desafio
para muitos alunos, sua existéncia € uma propriedade que desde os primeiros
anos escolares foi dada como aceita (Zazkis e Campbell, 1996 b). Nao obstante,
assinalam os autores que o fato de que os nimeros primos sendo um conceito
basico ndo significa que devem ser apresentadas e estudadas isoladamente
porque a compreensao dos conceitos matematicos apresenta uma completa rede
de relacdes e conexdes com outros conceitos. A compreensdao dos estudantes
dos numeros primos esta conectada com a compreensdao das relacbes
multiplicativas entre nimeros naturais, fatores, multiplos, nimeros compostos, e
divisibilidade. A importancia da compreensdo dos numeros primos, segundo 0s
autores, esta associada a compreensao dos numeros, os modos de representa-
los e as relagdes entre eles, sdo aspectos que tém sido identificado pelo Nacional
Council of Teachers of Mathematics-NCTM- como fundamentais no estudo de
nameros e operagoes para todos os niveis (NCTM, 2000).

Das perguntas que formularam Zazkis e Liljedahl (2004) em seu estudo,
destaco as que tiveram como objetivo estabelecer a influéncia que exerce a
representacdo do numero escrito como produto de dois ndmeros primos nas

respostas dos participantes:

2) Seja o numero F = 151 x 157. F é um numero primo? Escreva sim ou

néo e justifique a sua resposta.

3) Seja m(2k+1), com m e k numeros inteiros. Esse numero € primo? Pode

ser sempre um numero primo?
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Dos 116 estudantes que participaram na investigacdo, 74 afirmaram
corretamente a pergunta 2, indicando que F é um numero composto. Destes, 52,
justificaram sua resposta a partir da definicdo de numero primo ou composto. As
respostas incorretas corresponderam a 42 estudantes, que para dar sua resposta
utilizaram a representagcdo decimal de F e as regras de divisibilidade. As
respostas da pergunta 3 estiveram condicionadas pela notacao algébrica utilizada
para representar o niumero. Essa notagdo impediu 0 uso de qualquer método
algoritmico familiar para os participantes. Sem a op¢ao do uso do algoritmo, os

estudantes centraram sua atengao em:

a) Definicdo (ou uma interpretacdo da definicdo) de numero primo ou
composto. Os alunos que entenderam 0S numeros primos como
“aqueles que somente sdo divisiveis por 1 e ele mesmo” tiveram
dificuldade para gerar uma resposta. Essa definicdo os levou a pensar
que “0s numeros primos nao podem ser representados como um

produto” ignorando a possibilidade da fatoracéao trivial,

b) O poder da convicgdo dos exemplos.

Quando o numero primo foi entendido como “aquele que tem dois fatores”,
os alunos foram capazes de reconhecer a fatoracao trivial e a utilizaram-na como

guia para gerar exemplos que Ihes permitissem dar uma resposta.

Zazkis e Liljedahl (2004) consideram que: (a) conhecer as definicbes de
nameros primos nao significa que os alunos sejam capazes de utilizar esse
conhecimento em uma situacao problematica, (b) uma forma de construir uma
compreensao adequada do conceito de numero primo esta relacionada com a
decomposicdo em fatorial dos numeros como demonstra as limitacbes e
obstaculos que tém os estudantes para resolver tarefas quando os numeros
estejam representados como produto de fatores primos; (c) a existéncia de uma
“representacao transparente” para uma propriedade especifica dos numeros pode
ajudar a abstragcao e generalizacdo desta propriedade. A falta de “representagdes
transparentes” para a primalidade € um obstaculo na construgdo deste conceito;
(d) € necessario envolver os estudantes na consideracdo de grandes numeros.

Entendem por grandes numeros aqueles que vao mais além da capacidade de
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uma calculadora de bolso. Planejar uma possivel variacdo desta questao 2, que
impeca os estudantes a expressao decimal do numero por exemplo, 0 numero

151"%_ para estabelecer a primalidade ou ndo deste.

Machado et al (2005) apontam que uma compreensdo da estrutura
multiplicativa no conjunto dos ndameros naturais tem a necessidade de ter uma
experiéncia com a representagdo de numeros naturais como produto de primos
onde tal representacao deveria ser vista de forma espontanea, ja que tal emprego
€ util para reconhecer e justificar as mais variadas relagdes de divisibilidade.
Segundo as autoras a natureza primaria da decomposigcdo em fatores primos
pode indicar que a assimilagéo do algoritmo implique o uso dessa fatoracao como
ferramenta para a resolugédo de problemas.

Machado et al (2005) fizeram uma pesquisa onde o0s sujeitos eram

professores e alunos do ensino fundamental.

As questbes elaboradas por Machado et al (2005) foram baseadas na
pesquisa realizada por Zazkis (1996 a e 2004) e associam a divisibilidade com a
representacdo dos numeros em produto de fatores primos e a representacao de

um numero como produto de dois primos:

1- Considere o nimero M = 3% 52 x 7 e decida se M é divisivel por cada
dos numeros 7, 5, 3,2, 15,11, 9 e 23.

2- Considere o numero K = 16199 = 97 x 167 (97 e 167 sao numeros

primos) e decida se K pode ser divisivel por: 3,5, 11,13 e 17.

Na primeira questdo metade dos professores usou a decomposicdo para
decidir se era divisivel e justificar, enquanto mais de 80% dos alunos utilizou tal
recurso. Aproximadamente, 35% dos professores apelaram para algum tipo de
algoritmo para decidir e justificar. J& menos de 20% das respostas dos alunos
usou de tal artificio. Em relacdo a questdo 2, apenas 5 das 60 respostas dos
alunos usaram do algoritmo para decidir e justificar. E marcante o uso da
decomposicao na resolucao dos alunos. Os professores apresentaram um indice

de resolugdo muito proximo da questao 1.
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O trabalho desenvolvido por essas autoras apontou que existem cursos no
Brasil que enfatizam a compreensao conceitual em detrimento da valorizagdo do
algoritmo (os alunos que participaram dessa pesquisa confirmam tal afirmacao).
Os resultados mostraram que existe uma dificuldade de reverter a situagao atual
em cursos de formacgédo de professores, casos as abordagens enraizadas em
algoritmos estejam presentes na educagao basica e na graduacgao.

Bodi (2006) investigou a compreensdo de estudantes espanhdis, que
fazem um curso correspondente ao ensino medio brasileiro, sobre a divisibilidade
no conjunto dos numeros naturais e usou para a analise dos resultados a teoria
APOS. O estudo se centrou nas formas de conhecer e de construir o
conhecimento dos conceitos de divisibilidade. Analisou livros do século XX do
ensino basico e secundario sobre o tratamento dado ao assunto e os curriculos
escolares. Segundo o autor, o esquema de divisibilidade exige estabelecer
relacbes entre os elementos matematicos. Os modos de representagdo dos
nameros naturais assumem um papel muito importante, pois a construcédo
progressiva do esquema de divisibilidade esta vinculada ao uso da representacao
em produto de fatores primos e a obtencao de multiplos e divisores de um

numero.

Os alunos entrevistados manifestaram hegemonicamente a forma de
conhecer baseada na concepcao acao, pois usaram uma disposicdo de carater
operatério das idéias de “mdltiplo” e “divisor”’, associados a operagdo de
multiplicar e dividir, respectivamente. A maioria dos estudantes vinculou o
entendimento de “ser divisivel” a representacdo na base dez, realizando a
operacgao da divisdo e comprovaram se o resultado era exato, ndo estabelecendo
a relagao “b € divisivel por a & a é um fator de b”. Muitos entrevistados nao

conheciam algum dos critérios elementares de divisibilidade (2, 3, 5).

Segundo Bodi (2006), quando os estudantes conhecem como “processo”
os elementos “mdltiplo”, “divisor” e “ser divisivel”’, eles podem estabelecer as
relacdes entre “b é multiplo de a”, “a € divisor de b” e “b é divisivel por a”. Quando
um numero esta representado como produto de fatores primos, os estudantes
identificam um fator, como divisor do nimero e ao mesmo tempo visualizam esse

mesmo numero como multiplo do fator. Quando os alunos ndo conhecem como
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processo as relacbes de divisibilidade manifestam dificuldades para usar a
propriedade “Se ¢/ a e c/ b entdo c/ (a+b)”.

O mesmo autor declara que poucos alunos revelaram a forma de conhecer
“objeto” dos elementos matematicos, ou seja, foram capazes de usar diferentes
acepcoes léxicas mediante a representacdao do nimero como produto de fatores
primos e a partir desta representagéo discutir a divisibilidade em termos de divisor
e nado divisor, multiplos e ndo multiplos. Estes estudantes foram capazes de
coordenar diferentes critérios de divisibilidade e utilizar a propriedade se c/a e c/b

entdo c/ (a+b).

Bodi (2006) fez uma pesquisa abrangente baseada nos resultados obtidos
com as investigacoes feitas principalmente por Zazkis. O seu estudo engloba o
conceito de mudltiplo e divisor, a representacdo do numero como produto de
fatores primos, o minimo multiplo comum, o maximo divisor comum, as regras de
divisibilidade e as varias representa¢des que um numero pode admitir. O conjunto
de questdes sobre divisibilidade que compuseram sua pesquisa esta no anexo 2.
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CapPiTuLo il

ESCOLHA TEORICO-METODOLOGICAS

Neste capitulo apresento as escolhas tedrico-metodolégicas que

serviram de embasamento para esta pesquisa.

3.1 Teoria APOS

A teoria APOS (actions,processes,objects,schemas), desenvolvida por
Dubinsky (1991) e um grupo de investigadores da Research in Undergraduate
Mathematics Educaction Community (RUMEC), surgiu na tentativa de
compreender algumas idéias de Piaget, principalmente a ideia de “abstracao
reflexionante” com a intengdo de descrever como os individuos constroem as
estruturas légico-matematicas. Piaget difere trés tipos de abstragdes: a abstracdo
empirica (abstrair uma propriedade comum a partir da observagcdo de varios
objetos), a abstracdo pseudo-empirica (segue 0 mesmo principio que a anterior
depois de realizar agdes no objeto) e a abstracdo reflexionante (desenvolvimento
das estruturas cognitivas). A abstracao reflexionante, no sentido de um processo
que permite ao individuo, a partir das acbes sobre os objetos, inferir suas
propriedades ou relagdes entre objetos num certo nivel de pensamento, 0 que
implica, entre outras coisas, a organizacdo na tomada de consciéncia de tais
acOes e separar a forma de seu conteudo, e inserir esta informagcao em marco

intelectual reorganizado em um nivel superior (Dubinsky, 1991).
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Dos varios tipos de abstracdo reflexionante analisadas por Piaget,
considero neste trabalho as cinco abstracdes que Dubinsky (1991) admitiu como
as mais importantes para o desenvolvimento do pensamento matematico
avangado sendo uma delas ndao contemplada por Piaget, sendo elas:
interiorizacdo,coordenacéo,reversibilidade encapsulagcdo, generalizacao.

Interiorizacao: o aluno desenvolve abstragdes reflexivas para representar,
ou seja, construir processos internos como forma de fazer sentido na percepcao
dos acontecimentos a partir da capacidade de usar simbolos, imagens,
linguagens. Um exemplo de interiorizagdo acontece quando se quer saber se um
namero € divisivel por 2, inicialmente, os individuos escolhnem numeros inteiros
quaisquer, dividem por 2 e percebem que quando o numero € imparo resto € 1 e
quando o numero é par o resto é zero, posteriormente, interioriza o fato de que

todo numero par € divisivel por 2.

Coordenacao: Dubinsky (1991) explica a coordenacao convertendo os
processos, considerando o ato cognitivo de escolher dois ou mais processos e
usa-los para construir um novo processo. Como exemplo, podemos citar que
quando um numero satisfaz o critério de divisibilidade por 3 e ao mesmo tempo
obedece o critério de divisibilidade por 4, entdo o numero € divisivel por 12, ou
seja é divisivel pelo produto deles.

Reversibilidade: uma vez que o processo existe internamente, ao sujeito é
possivel pensar de maneira invertida, no sentido de desfazer as acdes diretas, é
um meio de construir um novo processo que consiste no sentido inverso do
processo original. Por exemplo, podemos solicitar a um aluno a tarefa de escrever
um numero de seis digitos que seja multiplo de 45, o estudante precisa discernir
quais sado as propriedades relevantes que esse numero tem que apresentar
(terminar em zero ou cinco, pois € divisivel por 5, critério de divisibilidade do 5, e
ter a soma dos seus digitos divisivel por nove pois 0 numero tem que esta de
acordo com o critério da divisibilidade do 9).

7

Encapsulacao — Desencapsulacao: é a transformacdo mental de um
processo em um objeto cognitivo. Este objeto pode ser visto como uma entidade
total e pode ser transformado por agdes e processos. Neste caso dizemos que um
processo foi encapsulado em um objeto. Ao processo mental de retroceder desde
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um objeto ao processo do qual foi encapsulado o objeto da-se o nome de
desencapsulacgao.

A encapsulagao da divisibilidade como um objeto pode levar a entender o
conceito de divisibilidade como uma propriedade essencial dos nimeros inteiros,
independente dos procedimentos da divisdo. O conceito de divisibilidade € visto
como uma propriedade dos numeros inteiros, em termos de dicotomia, “sim ou

nao-.

Generalizacao: Segundo Dubinsky (1991), a generalizagdo acontece
quando um sujeito “aplica um esquema existente para uma ou para uma vasta
colecdo de fendmenos, ou seja, com base nas particularidades, o individuo pode
induzir e estender caracteristicas comuns a um dominio de validade maior. Como
exemplo posso citar que um estudante que conhece as propriedades, as relagdes,
0 conceito de divisor, multiplo, maximo divisor comum, minimo multiplo comum
considerando o conjunto dos numeros naturais, percebe que tais fatos citados
anteriormente também s&o validos para o conjunto dos numeros inteiros, 0
individuo neste caso dar lugar a um novo objeto matematico: a divisibilidade dos

ndmeros inteiros”.

Dubinsky e colaboradores alicercam seu trabalho na analise teérica de um
determinado conceito matematico, o desenvolvimento de estratégias de ensino e
aprendizagem, e a analise de dados para provar e aperfeicoar a analise tedrica

inicial e a instrucéo.

Para um maior entendimento dessa teoria é oportuno apresentar a
definigdo de conhecimento matematico. Segundo Asiala et al. (1996):

O conhecimento matematico de um individuo € sua tendéncia em

responder aos problemas matematicos percebidos por meio da reflexao

dos problemas e de suas solugdes dentro de um contexto social e por

meio da construcdo ou da reconstrucdo das acdes mateméticas, de

processos e de objetos, e de organiza-los nos esquemas para usa-los na
solugéo das situagbes (p. 7).

Segundo Dubinsky (1991, 2000), Zazkis e Campbell (1996 a) e Asiala et al.
(1996) os individuos realizam construgdes mentais para obter significados dos

problemas e situa¢cdes matematicas.
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Estas construgdes mentais sdo denominadas: acéo, processo, objeto e

esquema.

Acao: E alguma transformagdo do objeto para obter outros objetos. Ela é
percebida pelo individuo como uma realizagdo externa, tem a caracteristica que
cada etapa sugere o que vai ser feito na etapa seguinte. Pode ser uma resposta
com varias etapas, mas cada uma delas encadeada com as anteriores sem que
haja um controle consciente da transformagédo. Um individuo tem uma concepc¢ao
acdo de um dado conceito se a intensidade da compreensao € limitada pela

realizacdo de agdes relativas aquele conceito.

Um exemplo de agéo € a do individuo que, para verificar se um numero é
divisivel por outro, usa o algoritmo da divisdo para obter o resto e decidir. Um
individuo pode executar uma agédo, mas nado estd limitada a ela. Quando um
sujeito mostra estar limitado a acdes sobre o objeto, dizemos que ele demonstra

uma concepcgao agao para tal conceito.

Processo: Quando uma acgao é repetida pelo individuo e é refletida por ele,
ela deve ser interiorizada para um processo mental. Ao contrario da acado, o
processo € uma construgcdo interna. Um individuo que tem uma concepgao
processo de uma transformacéo pode refletir e descrever ou igualmente reverter

as etapas da transformacgédo sem realmente efetua-las.

A acao de dividir pode ser interiorizada como um processo, em que se
pensa a acgao, mas realmente ndo a realiza. O estudante compreende a idéia de
que o préprio procedimento da divisdo, ou seja, o que determina se um numero
inteiro satisfaz ou nao o critério de divisibilidade, mas ndo tem necessidade de
realiza-la, ou seja, para constatar que um numero impar nao é divisivel por dois, o
estudante nao precisa efetuar a divisdo, pois basta verificar que o algarismo da

unidade € impar.

Objeto: Quando um individuo reflete nas operagcbes aplicadas em
processos particulares, torna-se ciente do processo como um todo, é capaz de
construir aquelas transformacdes que foram feitas nas agdes, entdo podemos
afirmar que o individuo pensa esse processo como um objeto, ou seja, 0 processo

foi encapsulado como um objeto. Um individuo tem uma concepc¢ao objeto de um
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conceito matematico quando ele se torna capaz de lidar com a idéia ou conceito
como um objeto cognitivo incluindo ser capaz de realizar acbes no objeto
justificadas pelas propriedades do objeto. Tal atitude faz com que o mesmo
individuo desencapsule tal objeto voltando para o processo colocando em ordem

para o uso de suas propriedades.

Esquema: E uma colecdo de agdes, processos, objetos e outros
esquemas que estdo relacionados consciente ou inconscientemente, em uma
estrutura coerente na mente do individuo e que pode ser evocada para tratar uma
situacao problema. Refletindo sobre um esquema, o individuo pode transforma-lo
em um objeto para executar novas agdes. Um esquema se desenvolve de forma

dindmica e renovadora.

Outra construgéo essencial da teoria APOS relacionada aos esquemas é a
descricao tedrica chamada decomposicdao genética, que descrevera as ligacoes

de um conceito e as representacbes com conceito.

Uma decomposicdo genética € wuma descricido idealizada das
representacoes, das ligacdes, dos objetos, dos processos e das acdes esperadas
matematicamente, que sao atribuidos quase sempre ao conceito. Além disso, a
decomposicao genética fornece uma passagem possivel para a formagdo de um
conceito na parte do estudante; ndo obstante, ndo pode ser representante da
trajetoria que tem todos os estudantes (Dubinsky, 1991).

Quando um tépico matematico é analisado usando a Teoria APOS, o maior
objetivo é produzir uma decomposicdo genética, que a descricao de construcdes
mentais especifica que um aprendiz pode fazer para desenvolver a compreensao
do conceito. As decomposicdes genéticas sdo usadas para informar o desenho
das instrugbes e sao sujeitas as revisdes a partir da avaliagdo eficaz destas

instrugdes.

Zazkis y Campbell (1996a) fizeram uma decomposicdo genética do
conceito de divisibilidade através de uma analise hipotética da maneira em que a
divisibilidade, entendida como uma propriedade dos numeros, poderia ser

construida por um aluno:
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1. A construcdo da divisibilidade como um objeto conceitual comega com
exemplos especificos de divisores. Os primeiros exemplos de divisores

sS40 numeros de um unico algarismo tais como 2, 3, 4 e 5.

2. Inicialmente, por exemplo, a divisibilidade por 3 € uma agdo. Um aluno
tem que realizar a divisdo e obter o0 quociente de um nuamero inteiro (sem

resto) para concluir a posteriori que o numero é divisivel por 3.

3. Posteriormente, a acdo de dividir pode ser interiorizada como um
processo, em que a acgao é pensada, mas realmente nao se realiza. O
estudante compreende a idéia de que o préprio procedimento da divisao
0 que determina se um numero inteiro satisfaz ou nao o critério de

divisibilidade, mas nao tem necessidade de realiza-la.

4. Podemos coordenar ou inverter processos de divisibilidade de numeros
particulares para criar novos processos de divisibilidade. Por exemplo,
quando a divisibilidade do 2 e 3 é usada para inferir a divisibilidade por 6
se coordenam dois processos,ou seja, sabendo que a soma dos
algarismos de um numero inteiro é divisivel por 3 implica que o préprio
namero também ¢é divisivel por 3, pode inverter-se e construir nimeros

divisiveis por 3.

5. A encapsulacédo da divisibilidade como um objeto poderia ser levar a
entender o conceito de divisibilidade como uma propriedade essencial
dos numeros inteiros, independente dos procedimentos da divisdo. O
conceito de divisibilidade € visto como uma propriedade dos numeros

inteiros, em termos de dicotomia, “sim ou nao”.

6. Quando a divisibilidade se relaciona com outras estruturas cognitivas
tais como a fatoracdo e a decomposicao em fatores primos, 0 esquema

de divisibilidade € generalizado para formar um objeto.

A andlise dos dados de uma investigacdo pode ratificar uma primeira
decomposicdo genética de um conceito ou bem levar a realizagdo da reviséao e

mudanca dessa decomposicao genética.

Abaixo apresento de forma simplificada o processo de construcdo dos

esquemas na sua versao de 2003.
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Figura 1. Versao atualizada dos esquemas e sua construgéo. (Domingos,2007)

Trigueros (2005) salienta que na teoria APOS, do mesmo modo que na
maior parte das teorias que existem no contexto da educacdo matematica, se
toma em consideracdo que o processo de aprendizagem dos conceitos
matematicos nao termina na escola. No processo de aprendizagem da
matematica, os estudantes se deparam com conceitos complexos que exigem
uma conexao com diversos ramos da matematica. Nesses casos, € viavel a
descricao de relagcées que se estabelecem entre os distintos conceitos. A nogcao
de esquema e 0os mecanismos de sua evolugdo nos permitem dar conta destes

tipos de situagdes.

Segundo Dubinsky (1991) a teoria APOS pode ser utilizada, ndo sé para
descrever a constru¢cdo de varios conceitos matematicos, mas também sugerir
explicagbes de algumas dificuldades que os alunos apresentam diante destes

conceitos ou mesmo influenciar na elaboragéo de curriculos.

Nesta teoria os simbolos tém um papel relevante na forma como os objetos
vao sendo compreendidos devido ao requinte destes objetos matematicos que

vao sendo construidos.

3.2 O Significado de Concepcao

Antes de qualquer coisa, julguei interessante expor o significado de
concepcao segundo um dos dicionarios mais respeitados da lingua portuguesa. O
dicionario “Aurelio” (2009) afirma que concepc¢do tem 5 sentidos, selecionamos
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aquele que tem relacdo com o que consideramos como concepc¢ao de um “objeto”
matematico: 2. o ato de conceber ou criar mentalmente, de formar ideias
especialmente abstragdes: a concepcdo de um principio filosofico , de uma teoria
matematica. (1989, p. 445).

Naturalmente nao poderia me contentar com esse sentido que parece
ainda vago para o que compreendo como concepg¢ao de um objeto matematico.
Assim busquei na literatura de Educagdo matematica o significado de tal palavra
chegando a concluséo de que o significado dado por Anna Sfard (1991) € o mais
adequado a minha questdo de pesquisa. Passo a apresentar as idéias que

compOem tal explicagao.

Sfard define concepcdo como todas as representacoes e associacdes
evocadas por um conceito. Ela divide concepcdo em dois tipos: estrutural e

operacional.

A concepgao estrutural apresenta diversas possibilidades no tratamento de
no¢cdes matematicas como elas se referindo a algum objeto abstrato, o que
significa ser capaz de referi-lo como se ele fosse uma coisa real. A concepgao
estrutural, segundo a autora, € estdtica, instantdnea e integrativa. Essa
concepgao pode ser caracterizada pelo fato de permitir reconhecer a ideia num

apice, de manipula-la como um todo, sem entrar nos seus pormenores.

A concepcgao operacional se baseia em tipos de descricdo, processos,
algoritmos e acbes preferivelmente sobre objetos. Esta concepcdo é dinamica
sequencial e detalhada. Assim, interpretar a nocdo como um processo implica
olha-la como um ente potencial que se manifesta por meio de uma sequéncia de
acbes. Essas duas concepcgdes sao de fato complementares e indispensaveis

para uma compreensao intensa da Matematica.

E importante salientar que Sfard (1991, p. 5) considera importante as
diversas representacdes: “A natureza dual da construcdo matematica pode ser
percebida ndo somente nas descri¢cdes verbais,mas também por meio de varios

tipos de representacdes simbolicas”.
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A pesquisadora afirma que as imagens mentais sendo compactas e
integrativas suportam a concepc¢ao estrutural. As imagens mentais podem ser
manipuladas quase como objetos reais, as figuras podem conservar sua
identidade quando observadas por diversos pontos de vista e em diferentes

contextos.

Segundo Sfard (1991) ha trés estagios no processo de formagdo de um

conceito: interiorizagdo, condensacéo e reificagao (concepgao objeto).

Um processo tem sido interiorizado se pode ser conduzido por meio de
representacées (mentais) e em seqUéncia ser considerado, analisado e
comparado e necessitando ndo muito para ser realmente realizado. O individuo
familiariza-se com o0s processos que eventualmente vao originar um novo

conceito.

A fase da condensacdao € um periodo de sequéncias prolongadas e
comprimidas de operagcées em unidades mais controlaveis. Nesse estagio, uma
pessoa adquire a habilidade de conhecer um processo como um todo, sem se
preocupar com detalhes. Um progresso na condensacdo € manifestado na
crescente facilidade de alternar diferentes representacdes de um conceito. Os
individuos mostram-se cada vez mais capazes de pensar sobre um dado

processo como um todo sem sentir a necessidade de entrar em detalhes.

A reificacdo é a capacidade, de o estudante visualizar os resultados dos
processos como objetos permanentes que sdo inseparaveis dos processos
subjacentes que surgem. O individuo consegue repentinamente ver uma nova
entidade matematica como um objeto completo e autbnomo com significado

proprio.

De acordo com Sfard e Linchevski (1994), a reificacdo é responséavel pelo
desenvolvimento dos objetos matematicos. No individuo, Sfard (1991, p. 20)
declara: “Os objetos matematicos novos podem ser construidos fora do objeto
atual”. Uma vez que um processo foi reificado, este produz um objeto em que um
processo pode agir mais de um nivel elevado, com isso o estudante obtém a
capacidade de perceber um processo, ja ndo como uma sequiéncia de atos fisicos

que formam interiorizados e condensados, mas como um objeto. A opiniao de
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Sfard é que a reificacdo é a transicdo de uma maneira do pensamento

operacional a um estrutural, representa a construcao dos conceitos matematicos.

Neste trabalho vou focar as concepcgdes, operacional e estrutural, que os
sujeitos de pesquisa podem revelar por meio das resolugcbes que eles
apresentaram nas atividades propostas.

Segundo Domingos, o modelo de Sfard, quer na utilizacdo do mesmo na
analise dos dados empiricos uni-se com o fato de estar lidando com as crencas
implicitas dos alunos sobre a natureza dos objetos matematicos. Para investigar o
problema sera necessario recorrer as caracteristicas externas manifestadas pelo
comportamento, atitude e capacidade dos alunos. O resultado desta abordagem
pode assim servir como ferramenta de diagnéstico ou mesmo de medida de
habilidade dos alunos para pensarem estruturalmente sobre um dado conceito
(Sfard, 1991).

Para ter uma visdo mais ampla e completa também encontrei no dicionario
Houaiss (2007) duas formas de entendimento do conceito de concepgéo:
faculdade ou ato de apreender uma idéia ou questdo, ou de compreender algo;
compreensao, percepcdo; modo de ver ou sentir, ponto de vista, entendimento,

Nnogao.

Admitindo que concepcao seja uma forma de compreensao, apresento trés
novos aspectos que ajudardao a dar uma visdo mais abrangente sobre concepgao.

Esses incluem marcos tais como: Os obstaculos cognitivosepistemoldgicos
(Cornu, 1991; Sierpinska, 1990); A definicdo do conceito e a imagem do conceito
(Tall, 1991; Vinner, 1991); as representagcées multiplas (Kaput, 1987, 1989).
Algumas destas definicdes tem elementos comuns, em especial devido a que a
maioria delas derivam da perspectiva construtivista de que a compreensdo do
estudante se constréi, mediante a formacao de objetos mentais e da realizagao de
conexodes entre eles.

O primeiro aspecto é a compreensdo como superacdo de obstaculos
cognitivos. Concordo com Cornu (1991) quando afirma que através dos
obstaculos cognitivos podemos mapear as dificuldades dos estudantes no
aspecto da aprendizagem e ajudar o professor a construir melhores estratégias de
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ensino. Meel (2003) cita que Bachelard foi um dos primeiros a estruturar os
obstaculos cognitivos classificando-os em: obstaculos genéticos ou psicoldgicos,

obstaculos didaticos e obstaculos epistemoldgicos.

Cornu (1991) aponta que tais obstaculos sofrem influéncia do
desenvolvimento pessoal, da pratica de ensino e da natureza dos conceitos
matematicos. Sierpinska (1990) entende a compreensdo como um ato
relacionado com um processo de interpretacdo que depende das ideologias,
predisposicdes, pré-concepcoes, conexdes e esquemas que nao sao percebidos
pelo estudante. Para superar os obstaculos que possam surgir € necessario que o
estudante entre em conflito e coloque em duvida as suas crengas anteriores. A
superacao de um obstaculo significa que o estudante deve se despojar de suas

convicgdes e analisar tais crengas a partir de um ponto de vista externo.

O segundo aspecto da compreensao é o seu entendimento via imagem que
fazemos de um conceito especifico. Segundo Vinner (1991) o estudante adquire
conceitos quando constrdi uma imagem do conceito por meio de representagcdes
mentais e das propriedades contidas nesse conceito. Meel (2003) cita que Davis e
Vinner diferem a imagem do conceito da definicdo formal do conceito, pois a
imagem do conceito exemplifica a maneira que um conceito particular pode ser
observado por um individuo. A construcao destas imagens do conceito acontece
quando o estudante encontra a informacdo nova e enfrenta a consolidacdo desta
informacao dentro das exposi¢des das estruturas cognitivas. Tal construcao esta
estruturada em dois pontos: assimilacdo e acomodacao baseada na teoria de
Piaget.

A assimilacdo é relacionada a aquisicdo de dados novos e a formagao das
ligacbes entre esta informacdo nova e a estrutura original. Na resisténcia, a
acomodacdo reorganize-se absolutamente a parte da estrutura cognitiva do
individuo. A assimilacdo subjacente e a acomodagdo sdo dois mecanismos
essenciais no desenvolvimento do cognitivo: a generalizacdo e a abstragdo. Na
matematica, a generalizagdo fala geralmente sobre o processo para aplicar um
argumento em um contexto mais amplo. Tall (1991) identificaram trés tipos de
generalizagdo: a generalizagdo expansiva, a generalizagdo construtiva e a

generalizagao disjuntiva. A abstracdo acontece quando o estudante focaliza nas
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propriedades de um objeto isolando-se do mesmo. Segundo Tall (1991), a
abstracdo requer uma reconstrucdo mental com a finalidade de construir as

propriedades do objeto abstrato.

O terceiro tépico é a compreensdao durante a operacdo com as
representacbes multiplas. Kaput (1989) declara que a facilidade destas
representacdes e de suas ligacdes permite que o estudante inclua/compreenda as
idéias complexas de maneiras novas e aplique-as no formulario eficaz. Kaput
classifica tais representacées em: cognitiva e perceptiva, computadorizada,
explanatéria, matematica e simbdlica. No geral, um sistema de representacdes
ajuda na instalagdo de um objeto, nas relacdes e nos processos matematicos. Tal
sistema consiste na interacdo do representante e do representado. Kaput
acrescenta que na matematica, o representado € a estrutura matematica e o
representante € um esquema de simbolos. Kaput (1987) estabelece que “a
premissa fundamental € que o fendmeno basico da aprendizagem e a aplicacédo
da matematica estdo relacionados a representacdo e a simbolizacao”. A
construcdo de uma representacdo e simbolizacdo afeta o crescimento do
significado matematico. Quando o estudante constréi um significado pessoal onde
aparecem as operacbes fisicas que podem ser observadas e as operacdes
mentais que s&o hipotéticas. No individuo, o desenvolvimento da compreenséo é
a mudanca da operacao no mundo das operacoes fisicas a operar-se no mundo
das operacdes mentais.

3.3 Metodologia e Procedimentos

O estudo objetivado visa a levantar a concepg¢ao de alunos do 1° ano do
Ensino Médio sobre a divisibilidade. Para tal, julguei mais adequado adotar a
metodologia qualitativa. O objetivo dos investigadores qualitativos, segundo
Bogdan e Biklen (1994):

[...] € o de melhor compreender o comportamento e experiéncia
humanos. Tentam compreender o processo mediante 0 qual as pessoas
constroem significados e descrever em que consistem estes mesmos
significados. Recorrem a observagdo empirica por considerarem que é
em funcdo de instancias concretas do comportamento humano que se
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pode refletir com maior clareza e profundidade sobre a condicao
humana. (BOGDAN, BIKLEN, 1994, p. 70)

Trata-se entdo de um estudo de caso, pois consiste na observagao
detalhada de um contexto especifico: alunos de um mesmo 12 ano do Ensino
Médio de uma Escola Técnica realizando a mesma atividade em uma sala de

aula.

Para a elaboragdo e anadlises das atividades propostas na parte empirica
da pesquisa, escolhi utilizar alguns dos pressupostos da metodologia de pesquisa
denominada de Engenharia Didatica. Tal metodologia €& empregada nas
pesquisas da Didatica da Matematica desde a década de 80. Para maiores
detalhes recorrer a Machado (2010).

O uso da engenharia didatica, enquanto abordagem metodoldgica no
ensino de matematica ou em outra area qualquer do conhecimento compreende
quatro fases: andlise preliminar, concep¢ao e analise a priori, aplicacdo de uma
sequéncia didatica e por ultimo é feita uma analise a posteriori da sequéncia

aplicada seguida de uma possivel validacao.

Em geral, estas fases ndo acontecem de forma linear, mas sim de forma
espiral, as vezes, circular, com idas e voltas, tais fases sdo apresentadas para

facilitar a compreensao.

Na fase da analise preliminar foi feito um levantamento sobre a produgéo
cientifica que envolve a concepcédo de divisibilidade. Esse estudo me auxiliou
tanto na definicdo do objetivo de pesquisa quanto na determinacdo das escolhas
tedricas e metodoldgicas para atingir esse objetivo. Para melhor compreender as
dificuldades inerentes ao conceito de divisibilidade, elaborei uma descricao sobre
o desenvolvimento histérico da divisibilidade apoiado tanto em historiadores da
Matematica quanto na tese de Resende (2007).

Na segunda parte da pesquisa estabeleci o critério para selecao dos
sujeitos de pesquisa e realizei 0s requisitos necessarios para viabilizar o
experimento. Para a elaborag&o do instrumento, me inspirei em dois trabalhos de
Zazkis (2001,1996). Apds determinar quais das atividades propostas pela

pesquisadora seriam adequadas ao meu objetivo, realizei uma andlise a priori
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levando em conta o objetivo de cada uma, as variaveis didaticas envolvidas e as

possiveis estratégias para resolucdo das mesmas.

A terceira fase correspondeu a experimentacao propriamente dita com os
sujeitos selecionados anteriormente. Essa fase ocorreu em uma Unica sessao de
50 minutos, realizada em uma aula regular. Levei em consideracao a observacao
de Pais (2002) ao se referir a aplicagdo de uma sequéncia didatica dentro de uma
Engenharia Didatica

[...] “n@0 sao aulas no sentido da rotina da sala de aula. Tal como
acontece na execucdo de todo projeto, é preciso estar atento ao maior

nimero possivel de informagbes que podem contribuir no desvelamento
do fenémeno investigatério”. (PAIS, 2002, p. 102).

A quarta fase da descricdo e analise a posteriori se apoiou sobre todos os
dados colhidos durante a experimentacao constante das observacgdes realizadas
durante a sessdo bem como da producédo de cada dupla de aluno que denominei
de protocolo da dupla.

Na engenharia didatica, a fase de validacdo da sequéncia didatica é feita
durante todo o processo de desenvolvimento da proposta em meio a uma
constante confrontacdo entre os dados da andlise a priori e da andlise a

posteriori, e & verificado se as hip6teses feitas no inicio da pesquisa foram

confirmadas.
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CariTuLo IV

PESQUISA EMPIRICA

Neste capitulo apresento a selecdo e perfil dos sujeitos da pesquisa, a
elaboracdo do instrumento de coleta de dados, a descricdo da realizagdo da
coleta e a analise dos protocolos.

4.1 Selecao dos sujeitos

Decidi colher os dados em uma Escola Técnica Estadual em que
trabalhava na época, tanto por minha conveniéncia quanto pelo fato de que tal
escola recebe alunos que realizam o Ensino Fundamental tanto na rede publica
quanto na particular, o que da um carater de generalidade aos sujeitos. Em 2009,
ano da realizacao da coleta de dados, 60% dos alunos matriculados no 12 ano
dessa escola completaram o Ensino Fundamental na rede publica.

O ingresso nessa Escola Técnica depende da classificacdo do candidato
em um “vestibulinho”, em que concorre com outros geralmente numa relacao de 1

vaga para cada 10 candidatos.

Os estudantes dessa escola moram principalmente na regido sul e oeste
da cidade de Sao Paulo, em cidades vizinhas, como Embu, Tabodo da Serra e
Osasco.

Em 2009 havia seis classes de primeiro ano do Ensino Médio, compostas

de forma aleatédria e eu lecionava em duas delas. Decidi coletar dados de alunos
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das classes em que ndo era professor, pois minha forma de perceber a
importancia do trabalho continuo com a matemética discreta e consequentemente
com as questdes relativas a divisibilidade poderia influir no resultado da coleta.
Em contato com os professores de matematica das outras classes do 12, ano, um
deles se dispds a colaborar e disponibilizou uma de suas aulas de 50 minutos
para a coleta de dados com seus alunos.

4.2 Elaboracao do Instrumento de pesquisa

Para obter os dados necessarios em relacao ao meu objetivo de levantar a
concepgcao dos sujeitos da pesquisa sobre divisibilidade, resolvi apresentar

algumas atividades a serem resolvidas sobre o assunto.

O instrumento de pesquisa foi elaborado com a intengao de aplica-lo em
uma aula de 50 minutos em que os alunos realizariam as atividades em duplas,
pois dessa forma poderia obter, via gravacdo, detalhes da conversa dos alunos

que iluminariam suas concepgoes.

Decidi propor quatro atividades, baseadas principalmente em algumas
questdes apresentadas por Rina Zazkis descritas em seus artigos.

Preparei quatro folhas de papel sulfite colorido, cada uma com uma das
quatro questdes. A cor de cada folha com a respectiva questéo foi preparada para
facilitar a troca de cada uma apés a anterior ter sido resolvida e entregue. Foi

previsto autorizar o uso de calculadora, nao de celulares.

A cada dupla corresponderia uma Unica folha com a atividade e uma Unica
caneta, para induzi-los a fazer conjuntamente a atividade e a discuti-la

possibilitando assim a gravacao dessas discussoes.

Analise a priori das atividades

12 atividade

O objetivo da primeira atividade é verificar a concepgcao dos alunos sobre

0 conceito de divisor de um numero inteiro.
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As variaveis didaticas envolvidas na situacdo sdo: problema
contextualizado ou nao contextualizado, a ordem de grandeza dos numeros
envolvidos, o tipo do numero: primo ou composto, positivo, negativo, e zero, a

apresentacao dos numeros: forma fatorada ou nao.

As variaveis didaticas escolhidas foram:
i) atividade nao contextualizada.

ii) O dividendo escolhido € um numero maior que 1000 para dificultar o

calculo mental, exigindo, assim, o registro do calculo.

iii) O divisor € um numero primo maior que 13, ou seja, um divisor que nao
se enquadra naqueles comumente trabalhados nos critérios de
divisibilidade 2, 3, 5, 7, 11.

iv) Os dividendos sdo apresentados em ambas as formas: ndo fatorada e
fatorada.

v) Os fatores do dividendo s&o maiores que 20, para forgar o registro dos

calculos, evitando o céalculo mental.

vi) Todos os numeros envolvidos séo inteiros positivos, para facilitar o

calculo.

~

12 atividade:
a) 31 é um divisor do numero 12547 Justifique sua resposta
b) Seja K = 34 x 252. K é divisivel por 177 Justifigue sua

resposta

N /

As previsdes de estratégias possiveis sdo apresentadas na ordem
decrescente da probabilidade de ocorréncia, muitas vezes embasadas em

pesquisas sobre o tema:
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Estratégias previstas na resolucao do item a:

E+. A dupla divide 1254 por 31 obtendo quociente 40 e resto 14. Justifica

que 31 ndo é um divisor de 1254 porque o resto € diferente de zero.

E,. A dupla divide 1254 por 31, usando ou ndo a calculadora, obtém
quociente igual a 40,451612... e justifica que 31 ndo € um divisor de 1254 porque
a divisdo de 1254 por 31 nao da um nuamero inteiro.

Es. A dupla decompde 1254 em seus fatores primos 2 x 3 x 11x 19 e
justifica que 31 ndo é um divisor de 1254 pois 31 ndo é um fator primo de 1254.

E4. A dupla resolve verificar se 1254 é multiplo de 31 e por tentativa verifica
que 31 x 40 = 1240, e que 31 x 41 = 1271, entdo, justifica que 31 ndo divide 1254
porque 1254 estd entre 1240 e 1271 e ndo é possivel haver uma multiplo de 31
entre 1240 e 1271.

Estratégias previstas para a resolucido do item b:

E1: A dupla multiplica 252 por 34 encontrando o numero 8568. Em seguida,
divide 8568 por 17 encontrando o quociente 504. Justifica que K é divisivel por 17
porque o resto da divisao de K por 17 é zero.

E>: A dupla multiplica 252 por 34 encontrando o numero 8568. Em seguida,
divide 8568 por 17 encontrando o quociente 504. Justifica que K é divisivel por 17

porque o quociente da divisdo € um numero inteiro.

Es: A dupla percebe que 34 é o dobro de 17. Justifica que K é divisivel por
17, porque 17 é um de seus fatores.

E4: A dupla fatora K em seus fatores primos e obtém K = 2° x 3°x 7 x 17.
Justifica que K é divisivel por 17, porque 17 € um de seus fatores primos.

Atividade 2:

O objetivo da atividade €& conhecer as concepg¢des que os alunos
apresentam sobre o conceito de mdltiplo.
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As variaveis didaticas envolvidas na situacdo sao: problema relacionado
ou nao ao cotidiano, a ordem de grandeza dos numeros envolvidos, o tipo do
namero: primo ou composto, numero positivo, negativo, e o zero e a apresentagéo

dos numeros: na forma fatorada ou nao.

As variaveis didaticas escolhidas foram:
i) Os numeros sao positivos.

i) Um dos numeros € maior que 1000, tentando evitar o calculo mental, ou

respostas de facil obtencéo.

iii) O outro numero de referéncia é de dois digitos com a intencao de nao
trabalhar com os multiplos basicos trabalhados na escola, por exemplo,
2,3,4,5,6,9,10.

iv) O numero é apresentado na forma fatorada e nao fatorada.

v) A atividade é contextualizada na matematica

Nos itens abaixo justifique a sua resposta.

a) 2401 é multiplo de 647?

b) Considere o numero M = (72 x 27) + (72 x 73). M é multiplo
de 247

N /

Estratégias previstas para item a:

E+. A dupla divide 2401 por 64, obtendo quociente 37 e resto 33. Justifica
que 2401 nao é multiplo de 64, pois o resto da divisdo nao é zero.

E>. A dupla divide 2401 por 64, usando ou nado a calculadora e obtém
aproximadamente 37,52 e verifica que o niumero obtido ndo é um namero inteiro.
Justifica que 2401 nao é multiplo de 64 porque a divisao de 2041 por 54 ndo da

um numero inteiro.

Es. A dupla constata que 2401 é um numero impar e que 64 € um numero
par. Justifica que 2401 ndo é multiplo de 64 porque todo multiplo de um numero
inteiro par é par.
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Es. A dupla decide verificar se existe um numero inteiro que multiplicado
por 64 da 2401 e por tentativa calcula 64x40 e obtém 2560, 64 x38 e obtém 2432,
calcula 64 x 37 e obtém 2360. Justifica dizendo que 2401 ndo é multiplo de 64
porque nao existe multiplo de 64 entre 2360 e 2432.

Es. A dupla decompbe os dois numeros em seus fatores primos e obtém
que 2401 = 7* e que 64 = 2°. Justifica que 2401 ndo é multiplo de 64 porque 2401

ndo tem como fator o nimero 2%

Estratégias previstas para item b:

Ei: A dupla calcula 72 x 27= 1944 e 72 x 73= 5256 e apds calcula
1944+5256 = 7200 resultado que divide por 24 obtendo quociente 300 e resto
zero. Justifica que M é multiplo de 24 pois quando dividido por 24 da 300 e o resto

é zero.

E>: A dupla calcula (72 x 27) + (72 x 73) = 72x(27+73) usando a
propriedade distributiva e obtém M = 7200, apés o que divide 7200 por 24
encontrando quociente 300 e resto zero. Justifica que M é mudltiplo de 24, pois,
quando dividido por 24 da 300 e o resto é zero.

Es: A dupla percebe que 72= 3x24 e que entdo 72 € multiplo de 24.
Justifica que como 72 aparece nas duas parcelas da adicao que definem M, este
€ multiplo de 24.

Atividade 3

Objetivo: investigar se e qual a relacao que os alunos fazem entre os
conceitos de divisor e multiplo de um numero. Verificar se os alunos conseguem
encontrar os divisores de um numero dado quando este esta representado como
produto de seus fatores primos.

As variaveis didaticas envolvidas na situacdo sado equivalentes as das

atividades 1 e 2 anteriores.

As variaveis didaticas escolhidas foram:
i) A representacdo do numero é dada na forma de produto de fatores

primos, segundo o Teorema Fundamental da Aritmética.
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i) Os numeros primos escolhidos ndo se enquadram nos primos mais
utilizados pelos alunos como 2, 3 e 5.

i) O namero de referéncia é maior que 100.
iv) Atividade ndo contextualizada.

v) Solicitacdo de exemplos para exemplificar o conceito.

) Quais sao os divisores de 539 = 7°x 11? \
) De que numero 539 é multiplo?

c) 539 é um multiplo de 147
) Dé um exemplo de um multiplo de 539.
)

Vocé consegue encontrar um numero que é mdltiplo e, ao

mesmo tempo, é divisor de 539?

N /

Estratégias previstas para o Item a

E+: A dupla efetua a divisdo de 539 por 7 e encontra quociente 77 e resto
zero, a seguir divide 539 por 11 e encontra o quociente 49 e resto zero. Justifica
dizendo que 1, 7, 11, 49, 77 e 539 sao divisores de 539 porque quando 539 é

dividido por cada um deles da um numero inteiro e o resto € zero.

E>: A dupla observa que o niumero ja esta decomposto em seus fatores
primos, multiplica 7x7 = 49, 7x 11= 77. Justifica que os divisores de 539 séo os
nameros 1 e 539, porque todo numero é divisivel por 1 e por ele préprio e por 7,
49, 11 e 77 que sao seus fatores primos e a combinagao entre eles.

Estratégias previstas para o Iltem b (na realidade este item depende da
resposta dada no item anterior).

E1. A dupla que usou a E{ no item a cita como exemplo um ou mais
divisores do nuimero 539 encontrados anteriormente. Justifica da mesma forma

que o foi na estratégia correspondente do item a.
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E>. A dupla que usou a E> do item a cita como exemplo um ou mais
divisores do nimero 539 encontrados anteriormente. Justifica da mesma forma

que o foi na estratégia correspondente do item a.

Estratégias previstas para o ltem ¢

E+. A dupla divide 539 por 14 encontra 38,5. Justifica que 539 nao é
multiplo de 14 porque na divisdo de 539 por 14 0 numero obtido ndo € um numero

inteiro.

E>. A dupla divide 539 por 14 e encontra 38 como quociente e 7 como
resto. Justifica que 539 nao é multiplo de 14 porque na divisdo de 539 por 14 o

resto ndo é zero.

E,. A dupla observa que 14 é um namero par e que 539 é impar. Justifica
explicando que como 539 é um numero impar ele ndo pode ser multiplo de um
ndamero par.

Estratégias previstas para o ltem d

E+: A dupla multiplica 539 por um numero natural a obtendo o niumero b =
ax539. Justifica que o numero b é multiplo de 539 por sua construcao.

Estratégias previstas para o ltem e

E+{: A dupla percebe ou lembra que todo numero natural a é multiplo e
divisor dele préprio. Justifica que 539 é multiplo e divisor dele proprio pois 539= 1x

539 e 539 dividido por 539 tem quociente 1 e resto zero.

Atividade 4

Objetivo: Verificar se os alunos utilizam conceitos de mudultiplos e /ou

divisores em situagdes problemas.

Variaveis didaticas envolvidas: a ordem de grandeza, problema baseado
numa situacdo do cotidiano ou ndo, o numero de solucdes; o tipo de relacao; a

escolha da representacdo do problema.
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Variaveis didaticas escolhidas:

i) Numeros pequenos tanto para o numero de cestas quanto para o

numero de ovos em cada cesta.

i) Opcao de ter uma Unica solugdo no problema.

A relagéo entre o numero de ovos de galinha e o numero de ovos de pata €
muito simples, uma quantidade € o dobro da outra.

iii) O problema é enunciado na linguagem natural.

iv) A atividade é baseada numa situacao concreta, ou seja, envolve uma

situacdo do cotidiano extraida do livro de Costa.’

/No mercado havia seis cestas com ovos, umas com 0Ovos de\
galinha, outras com ovos de pata. Cada cesta tinha uma etiqueta
com o numero de ovos que continha:

5 6 12 14 23 29

“Se vender esta cesta”, pensava a vendedora, “ficarei com duas

/

vezes mais ovos de galinha que de pata”.

A que cesta se referia a vendedora?

.

*Costa, M. (1986). O problema da semana. Lisboa: APM.

Estratégias previstas:

Ei: Aduplacalcula5 + 6 + 12 + 14 + 23 + 29 = 89 obtendo o numero total
de ovos. Em seguida calcula 89-5=84; 89-6=83, 89-12=77, 89-14=75, 89-23=66,
89-29=60. Verifica entdo, que somente nos casos da retirada das cestas com 5,
14, 23 e 29 ovos, os resultados respectivamente, 84, 75, 66 e 60, sdo multiplos de
trés. A seguir divide 84, 75, 66 e 60 por 3 obtendo respectivamente: 28, 25, 22 e
20 e multiplica esses resultados por 2 obtendo respectivamente 56, 50, 44, 40.
Observa entdo que se tirar a cesta com 5 deveria poder obter 56 ovos de galinha
e 28 de pata que sdao numeros pares, assim as duas cestas com numero impar

restantes sao 23+29= 52 e precisaria haver mais uma cesta com 4 ovos para
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inteirar 56, como nao ha , faz o mesmo tipo de raciocinio para os demais casos
chegando ao caso da venda da cesta com 29 ovos quando sobra 60 ovos
distribuidos em cinco caixas com 5,6,12,14 e 23 ovos, que propicia o resultado:
5+23+12=40 ovos de galinha e 6+14=20 ovos de pata. Justifica explicando os

tipos de raciocinio feito para obter esse resultado.

E>. A dupla usa a estratégia de tentativa e erro esgotando todas as
possibilidades e chega ao resultado de retirada da cesta com 29 ovos que dara 20
ovos de pata e 40 de galinha. Justifica que chegou ao resultado esgotando todas

as possibilidades.

4.3 Descricao da sessao

A sessao ocorreu conforme previsto, no dia 11 de novembro de 2009, as
7h. 50min, na sala de aula habitual dos alunos sujeitos da pesquisa. Os alunos
tinham acabado de participar da primeira aula daquele dia quando a pedido do

professor adentrei a sala de aula.

Estavam presentes nessa sala 38 alunos do 12 ano, o professor da classe,
e o pesquisador. O professor da classe solicitou aos alunos para sentarem em
duplas. As duplas se formaram livremente.

Apresentei-me como pesquisador da PUC-SP, embora muitos ja me
conhecessem como professor da escola. Expliquei a classe o objetivo de minha
pesquisa explicando que manteria o anonimato de cada um e da Escola e
explicitei que poderiam participar ou ndo da pesquisa. Esperei um momento,

porém nenhum aluno se retirou da sala.

Expliquei entdo, as “regras” da sessao e perguntei qual dupla gostaria de
ser gravada, coloquei assim quatro gravadores na mesa das 4 duplas que nao se

opuseram a audio-gravacao.

As regras estabelecidas foram:
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e Todo o material escolar do aluno deveria ser depositado na frente das

carteiras perto do quadro.

e Cada dupla receberia 1 Unica caneta e uma unica folha com uma
atividade.

e Estavam previstas 4 atividades

e As atividades seriam entregues cada uma de uma vez e cada dupla

somente receberia a proxima atividade apds entregar a anterior.
e Apds terminar as 4 atividades a dupla podia se retirar.

e Os alunos da dupla s6 deveriam se comunicar com o membro de sua

dupla.

N&o haveria consulta a qualquer material.

Ao receberem a primeira folha com a atividade 1 alguns alunos
questionaram o fato de colocar o nome no protocolo. Disse-lhes que serviria como
controle do pesquisador para identificacao das respostas. Reiterei que embora os
protocolos tivessem seus nomes estes seriam mantidos em sigilo e seriam
substituidos por nomes ficticios que garantiiam o anonimato. Reiterei que
utilizaria seus nomes somente para acessa-los caso necessitasse conversar com

eles para compreender melhor o que haviam feito.

O professor da sala participou ativamente da aplicacdo do experimento.
Marcou o tempo gasto pelas duplas para a execugdo das tarefas, ajudou a
recolher os protocolos conforme as duplas iam entregando. Além disso, apontou
as duplas que tinham bom rendimento nas avaliacbes e aquelas que
apresentavam dificuldade em matematica. O professor comentou durante a
sessao que estava estranhando que alunos de “bom rendimento” estavam usando
praticamente o0 mesmo tempo para resolver cada questao que aqueles de “baixo

rendimento”.

Embora o ambiente da sala tenha se mantido calmo durante praticamente
o tempo todo, houve uma ocorréncia que perturbou o ambiente: no final da
sessdo o coordenador da escola entrou na sala e deu um recado em voz alta para

um dos alunos da dupla DK. Como o aluno visado pelo coordenador deu mostras
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de néo ter entendido o recado, o coordenador pediu para acompanha-lo fora da
classe, o que interrompeu a dinamica da dupla. Em alguns momentos tive que
solicitar que escrevessem a resolugdo na folha e ndo na carteira. Os alunos

terminaram a atividade dentro do prazo estipulado de 50 minutos.

4.4 Analise dos Protocolos

Organizei os protocolos nomeando-os de DA até DS, referente as 19
duplas.

Primeiramente farei a andlise do protocolo de cada dupla que denomino de
analise vertical. Apds o que, analisarei os protocolos de forma horizontal, isto é
por questdo. Isso facilitara responder minha questao de pesquisa e realizar as
consideracgdes finais.

Analise das resolucoes da DUPLA DA

Atividade 1:

ltem a:

s
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Esta dupla apresenta uma linguagem informal na sua justificativa. Utiliza-se

da estratégia E¢ para resolver a questao.
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ltem b:

Esta dupla apresenta uma linguagem informal, além de apresentar
dificuldades na manipulacdo do algoritmo da divisdo, errando o quociente da
divisdo de 8568 por 17. Nao utiliza a operagao inversa para verificar o resultado e
perceber o erro cometido. Destaco que a resolugao da dupla, quando registra o
namero 34 deixa claro que sendo um fator da multiplicacao divisivel por 17, sem
efetuar as operacdes de multiplicacdo e divisao, K é divisivel por 17. Isso reforca
qgue os alunos apresentam a concepg¢ao agao, ou seja, efetuam operacdes para
depois discernir sobre a divisibilidade. A dupla utiliza a estratégia E; para

responder este item.

Atividade 2:
ltem a:
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A dupla responde usando a estratégia E1. Associa o conceito de multiplo
com a operacgao da divisao.
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ltem b:
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A resolucao desse item reforca que a dupla precisa efetuar operacoes de
multiplicacdo e divisdo para constatar se um numero é multiplo do outro numero.
Os alunos respondem via a estratégia E1, como acontece no item anterior ha um
predominio da divisdo para verificar a relagdo de mdultiplo. H4 a compreensao

operacional, baseada em algoritmos e na acdo de efetuar concretamente
operagdes, multiplicacdo e divisao.

Atividade 3:
ltem a:
55&‘ = HEL-FJJ.. L:-(::
534 =539 \r-{';,:
o= e
L2 4

A dupla ndo aponta nenhum divisor, pois compreende a representacdo em
produto de fatores primos como um processo, ou seja, a representacao tem como
finalidade encontrar o nimero, nesse caso o numero 539. Nao compreende que

os fatores dados sdo divisores do numero e ndo cita nenhum divisor de 539.
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ltem b:

Mesmo nao tendo o fator 3 na representacdo dada inicialmente os

estudantes efetuam a divisdo 539 por 3. A resposta € composta pelos divisores

naturais, 1 e o proprio numero, o divisor e quociente da segunda divisao efetuada.

Fica nitido que a representacdo do numero como produto de fatores primos se

apresenta como obstaculo para a determinagdo dos divisores. A dupla usa a

estratégia E1, utiliza a divisdo para verificar que o resto € zero, 539 é multiplo do

divisor e do quociente.

ltem c:

A dupla precisa efetuar a divisédo para verificar que o resto é diferente de

zero, ou seja, se vale da estratégia E4 para responder este item, ndo percebe a

imparidade dos numeros e ignora que no produto de fatores primos nao tém o

ndmero 2.

ltem d:
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A dupla associa o conceito de multiplo com a operagcédo da multiplicagéo,
escreve multiplicacbes cujo produto é 539.

Item e:
R 629,539 21 ¢ 639, 12534
] A i e f -
AEH s ) 2539 e Y.93M2534
a
53 | ! e Bh k934

O conceito de divisor fica associado com a operagdo da divisdo e o
conceito de multiplo com a multiplicagao.

Na atividade 4, a dupla relaciona a quantidade de ovos da terceira cesta
com a quantidade de ovos da segunda cesta, ou seja, doze é o dobro de seis.

A dupla apresenta a concepc¢ao acao e operacional em relagdo ao conceito
de divisor e multiplo, pois entende tais conceitos por meio das operacdes de
divisdo e multiplicacdo efetuadas concretamente e o uso de algoritmos para
manipula-las. A dupla enfatiza a divisdo em relacdo a multiplicacdo na abordagem
dos conceitos de multiplo e divisor. Revela uma compreenséao restrita e limitada,
pois ndo conseguem fazer relagbes quando o numero é representado como
produto de fatores primos. Os integrantes da dupla ndo conseguem de forma
significativa aplicar os conceitos de multiplo e divisor em uma situagéo problema.
A conexao entre os conceitos de divisor e multiplo é feita de forma confusa e
fragil. Os alunos ndo apresentam nenhum dos cinco tipos de abstragédo

reflexionante.
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Analise das resolucées da DUPLA DB

Atividade 1:
ltem a:
yasu [3%
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A dupla utiliza a estratégia E, para responder a questdo. Revela que ha
problemas na manipulagéo do algoritmo da divisdo, a dupla ndo percebe o erro na
ordem de grandeza do quociente, pois se eles tivessem feito uma estimativa,
chegariam a conclusdo que o dividendo deveria ser uma centena. A justificativa
dada pelos alunos é incompleta, pois mesmo que a divisdo fosse exata, nao

aconteceria a relacao de divisor.

ltem b:
%os
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A dupla nesse item também reforca a sua dificuldade na manipulacao do
algoritmo da divisdo, comente o mesmo erro do item anterior. Os sujeitos utilizam
a estratégia E; para responder a questdo. Os alunos tém a concepgao
operacional, pois efetuam multiplicacdo e divisdo para verificar o resto e discernir

sobre a divisibilidade.
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Atividade 2:

ltem a:

A dupla esboca a iniciativa de fatorar o numero, mas abandona tal
processo apos constatar que 2401 nao é divisivel por 2. Os alunos usam a
estratégia E4, consideram a divisdo no conjunto dos numeros inteiros, pois tendo
como universo o conjunto dos nimeros racionais a divisao seria exata. Utilizam a

divisdo para verificar a relagdo de multiplo entre os numeros.

Item b:
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A dupla utiliza a estratégia E1 para responder a questéo.

Os alunos revelam por meio das duas atividades uma concepgao
operacional, fortemente solidificada por agdes e processos sobre o objeto.
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Atividade 3:

ltem a:

A dupla sem efetuar divises cita os divisores naturais do numero, 1 e ele
proprio, e compreende que os fatores primos séo divisores conforme a estratégia
E,. Os sujeitos ndo citam o produto dos dois numeros primos como divisor, ou

seja, nao utilizam a abstracao reflexionante da coordenacéo.

ltem b:

Os alunos entendem que o numero 539 é multiplo dos seus divisores.

ltem c:

N N : _
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Para responder este item, os sujeitos utilizam a estratégia E1. Apesar de a
operacao da divisdo ser exata, a dupla afirma que 539 nao é multiplo de 14.

ltem d:

Os alunos citam como exemplo de um multiplo de 539, um de seus
divisores, ou seja, revelam uma fragilidade na conexao entre os conceitos de

divisor e multiplo.
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ltem e:
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Neste item a dupla, cita um divisor como exemplo de multiplo e ao mesmo

tempo divisor de 539. A dupla reforca a fragilidade citada acima.

Na atividade 4, a dupla aponta que a cesta referida € a terceira, pois doze
€ o dobro de seis.

A dupla ao investigar o conceito de divisor e mudltiplo utiliza
predominantemente a operacdao da divisdo. Apresenta uma concepg¢ao acao e
operacional sedimentada em calculos, algoritmos e procedimentos. Os sujeitos
entendem os fatores como divisores de um numero, mas nao fazem relacao entre
0s conceitos de multiplo e divisor quando o numero € representado como produto
de fatores primos. A conexdo entre estes conceitos € fragil e confusa. Nao
perceberam que a auséncia de um fator na decomposicao ja € suficiente para
constatar que o numero nao € divisivel por este fator. Nao aplicaram de forma
efetiva os conceitos de divisor ou multiplo na resolugado de um problema. A dupla
ndo usa principalmente a abstracao reflexionante da coordenacéao, reversibilidade

e generalizagéo.

As resolucoes da DUPLA DC

Atividade 1:

ltem a:
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A dupla utiliza a estratégia E> para responder a questdo. Apresenta
dificuldades na manipulacdo do algoritmo da divisdo, nédo percebe que o

quociente tem que ser uma dezena. A justificativa tem um carater impessoal.

ltem b:

Esta dupla relaciona os fatores com o produto, usa a estratégia E;, mas
acaba cometendo o equivoco de que para ser divisivel por 17, cada fator deve ser
divisivel por 17, como um dos fatores nao é divisivel por 17 chega a conclusao de
que K nao é divisivel por 17. Sua justificativa revela inseguranca, pela presenca
da probabilidade de acontecer certa situagao.

Atividade 2:

ltem a:

74



Os sujeitos utilizam duas estratégias, E1 e Es, para chegar na conclusao de
que 2401 nao é multiplo de 64. Uma estratégia é usada para validar a conclusao
obtida pela outra. Efetua algumas multiplicagées para inferir que o multiplo de 64
€ par destacando em cada produto o ultimo algarismo. A justificativa revela o
aspecto de inseguranga, pois todos os numeros impares nao sao divisiveis por

nenhum numero par, 0s alunos ndo generalizam.

ltem b:

M=72x27 + 72X 73

e Ay s T Ly Wl

A dupla utiliza uma estratégia que nao foi pensada pelo pesquisador. Os
sujeitos destacam o algarismo do produto em cada parcela presente e a partir
deste fato revelam mais uma vez a inseguranga que esta contida em sua
justificativa. A justificativa estda baseada na paridade entre M e 24. N&o utiliza a
operacgao da divisdo para obter o resto para tomar decisdo sobre a divisibilidade.
Apesar dos equivocos cometidos, a dupla tenta associar propriedades, relacdes
entre os numeros. Afirmo que eles estdo num processo de transicdo da

CcONCepcan acao para a concepgao processo.

Atividade 3:

ltem a:

A dupla usufrui a estratégia E1 para obter os divisores de 539. Mesmo nao
tendo o fator 3 no produto de fatores primos, os estudantes efetuam a divisdo 539
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por 21. Efetua a divisdo 539 por 7, mas ndo cita como divisor o quociente desta
divisdo, nao utiliza a propriedade comutativa para constatar que 77 também é

divisor de 539. Os alunos ndo associam que o fator € o divisor.

ltem b:

Os alunos associam que 539 € multiplo dos seus divisores citados no item
anterior, segundo a estratégia E;.

ltem c:
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A dupla utiliza a estratégia Es para responder o item, realcando a
imparidade dos numeros. Neste momento, revela determinagdo, segurangca na

justificativa apresentada.

ltem d:

Os estudantes respondem como exemplo de multiplo, um divisor de 539.
Revelam fragilidade na concepgao de multiplo, pois o multiplo de um namero tem

que ser maior ou igual ao numero dado.

ltem e:

- ,.j s |

76



A dupla apenas escreve a resposta sem apresentar nenhuma justificativa.

A resposta dada para a atividade 4 foi a cesta que tinha doze ovos,
justificando que doze € o dobro de seis.

N&o levando em consideragdo alguns equivocos cometidos pela dupla, a
mesma revela uma concepgdo estrutural tentando fazer relagbes entre os
nameros tais como paridade/imparidade, usar propriedades para discernir sobre a
divisibilidade. A conexao entre o0s conceitos de divisor e multiplo é confusa e
fragil. O significado dado a representacdo em produto de fatores primos é
praticamente inexistente na abordagem dos conceitos citados acima. O conceito
de multiplo e divisor é utilizado de forma simplista na resolugédo do problema. Os
integrantes da dupla apresentam indicios de interiorizacdo e de coordenacao

(abstracdes reflexionantes).

Analise das resolucoes da DUPLA DD

Atividade 1:

ltem a:

A dupla apresenta uma resolugdo segundo a estratégia E4. A justificativa

tem uma palavra de aspecto informal.
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ltem b:

A resolucgéo foi dada por meio da estratégia E4. A dupla revela dificuldades
na manipulacdo do algoritmo da divisdo. N&o utiliza a operagdo inversa para
validar o quociente encontrado.

As resolucbes da primeira atividade salientam que a dupla tem a

concepcgao operacional baseada nos algoritmos, na acao de multiplicar e dividir.

Atividade 2:

ltem a:

A dupla utiliza a estratégia E1 para resolver a questao.
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ltem b:
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A dupla usa a estratégia E¢ para responder a segunda parte da atividade. A
resposta foi dada considerando o conjunto dos numeros inteiros.

Os sujeitos revelaram por meio das duas primeiras atividades a concepcao

acao baseada em agdes de efetuar operacdes matematicas em detrimento da

concepcgao estrutural baseada em

propriedades e relagbes pertinentes a

divisibilidade.
Atividade 3:
ltem a:
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A dupla nao cita nenhum divisor de 539, pois a representacao dada é um

obstaculo para a compreensdao do conceito de divisor. Os alunos entendem o

produto de fatores primos como um processo, pois é feita uma mudanca de
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registro. Normalmente, a representacdo em produto de fatores primos tem como

finalidade determinar o numero ao qual esta representado. Os sujeitos revelam o

habito de representar o numero na forma decimal ignorando a representagéo de

produto de fatores primos. Os alunos ndao consideram que os fatores primos sao

divisores do numero 539.

ltem b:

;

1 PR

A dupla cita os divisores naturais, 1 e o préprio numero como exemplo de

nameros cujo multiplo é 539.

ltem c:
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A dupla utiliza como recurso de resolucao a estratégia E;.

ltem d:

&

Cita como exemplo de multiplo um divisor de 539.
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ltem e:
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A dupla ignorando a representacdo dada efetua diversas divisbes para
encontrar algum divisor do numero, ndo encontrando afirma que o ndmero em
questao € primo. Revelam dificuldades na compreensdo do conceito de numeros

primos e relacionam de forma confusa os conceitos de multiplo e divisor.

Na atividade 4, os alunos mostraram que desconsiderando a cesta com 29
ovos foi possivel com o restante dividir em dois grupos onde a quantidade de um
€ o dobro da outro, ou seja, 40 e 20 ovos, por isso destacaram que a quantidade
de ovos referida foi a de 29 ovos.

A dupla revela ter uma concepg¢ao agao e operacional no que tange os
conceitos de multiplo e divisor, com predominio da operagdo da divisdo no
tratamento desses objetos matematicos. O entendimento da representacdo do
produto em fatores primos € visto como um processo em que a finalidade é obter
0 numero que tem tal representacdo. A conexao entre os conceitos citados
anteriormente é confusa e fragil. Os sujeitos apresentam dificuldade com relagéo
ao conceito de numero primo. Nao percebo nenhum tipo de abstracao

reflexionante nas resolugdes apresentadas.
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Analise das resolucoées da DUPLA DE

Atividade 1:
ltem a:

s e

P e R T

A dupla usa a estratégia Ep, justificando por meio do quociente obtido na
divisdo, nao caracterizando como numero racional nao inteiro. Apresenta

dificuldades na manipulacéo do algoritmo da divisao.

ltem b:

Os sujeitos percebem que 34 é divisivel por 17, simplificando o dividendo
obtém o quociente corretamente, usa a estratégia E; para resolver a questao.

Atividade 2:

A dupla apela para uma estratégia nao esperada pelo pesquisador, pois 0s
sujeitos focam a unidade dos numeros. Apresentam uma linguagem informal na

sua justificativa.
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A dupla mostra pelo produto dos algarismos das unidades e pelo algarismo
da soma desses produtos que M é numero multiplo de 20. Apresenta dificuldades
na manipulacdo do algoritmo da multiplicagdo, encontra um valor errado para M.
Nao consegue perceber que 0 numero encontrado contradiz com a analise das
unidades e “confiam” na operagao para afirmar de forma errbnea que M nao é
multiplo de 24. Usando a paridade, a dupla poderia chegar a conclusdo que M é

par, por isso 0 numero impar encontrado contradiz tal afirmacao.

Atividade 3:

ltem a:

A dupla compreende a representacao do produto com fatores primos como
um processo, ou seja, a intencdo da representacao é obter o nimero que tem tal
representacdo. Nao cita nenhum divisor de 539.

ltem b:
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A dupla como item anterior escreve 539 como um produto da multiplicagao
cujos fatores sdo 49 e 11, cita um desses fatores como exemplo do qual 539 é

multiplo.

ltem c:

Os sujeitos apenas respondem objetivamente sem apresentar nenhuma
justificativa ou estratégia usada, que seria muito interessante, pois os alunos
respondem corretamente inicialmente, mas se arrependem de usar uma idéia que

estava certa, centrada no algarismo das unidades dos dois numeros.

ltem d:

A dupla cita um divisor de 539 como exemplo de multiplo. Nao usam a ideia

de que multiplos ndo nulos de um nimero sao maiores ou igual a esse numero.

ltem e:

i ¥ o
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A dupla revela também por este item que a conexao entre os conceitos de
multiplo e divisor é fragil, inconsistente e baseada em procedimentos, acoes

operacionais.

Na atividade 4, os sujeitos somente respondem que a cesta referida é a

segunda.
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A dupla tem dificuldades na manipulagdo do algoritmo da divisdo. Ha
predominio da linguagem informal nas suas justificativas. Os sujeitos utilizam
propriedades e relagbes com relacdo aos numeros e as operagdes revelando
caracteristicas de uma concepgéao estrutural, mas com dificuldades operacionais.
A representacdo em produto de fatores primos ndo foi relacionada com os
conceitos de divisor e multiplo. A conex@o entre estes conceitos é feita de forma
confusa e fragil, divisor € citado como exemplo de mudltiplo do numero. A
divisibilidade nao foi utilizada de forma eficaz na resolugcao do problema proposto.
Os integrantes da dupla revelam pelas suas resolucdes a abstracao reflexionante

da interiorizagdo e da coordenagao.

Analise das resolucoes da DUPLA DF

Atividade 1:

ltem a:
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A dupla responde a questao segundo a estratégia prevista E>. Os sujeitos
utilizam uma linguagem informal e usam como argumento a propria operagéao de
divisdo. Os alunos revelam ter dificuldades na manipulacdo das operacdes de

multiplicacéo e divisdo.

ltem b:
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A dupla encontra um valor de K diferente de 8568, pois erra na

multiplicagdo dos algarismos 5 e 3 e conseqientemente e

rra a divisao do numero

encontrado por 17. A justificativa esta sedimentada na divisdo, utiliza um termo

informal em sua argumentacéao e constréi sua resolucdo segundo a estratégia E..

Atividade 2:
ltem a:
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A estratégia usada pela dupla nao foi pensada pelo pesquisador. Ha

associacao entre os conceitos, multiplo de e divisivel
centrada no algarismo da unidade dos dois nimeros.

por. A justificativa esté

Item b:
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A dupla utiliza duas multiplicagbes para justificar que M é multiplo de 24 e

destaca a unidade do fator (64) e do produto (zero). Regi

stram de forma algébrica
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que é necessario descobrir um nimero que multiplicado por 24 termina em zero,
ou seja, 7200. Mostram que tal numero € o 300. Utilizaram uma linguagem
informal. Os alunos sé usaram a multiplicacdo para perceber que o produto é
multiplo de 64, usaram parcialmente a estratégia E4, encontrando o valor de M,
mas nao efetuaram a divisdo por 24. Neste momento ha uma associa¢ao entre o

conceito de multiplo e a operacdo da multiplicagéo.

Atividade 3:

o
-
-
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A dupla compreende que os dois fatores da multiplicacdo sédo os divisores
de 539 mais os dois divisores naturais do numero, ou seja, 1 e ele proprio.Efetua
uma divisdo, mas desconsidera tal operacdo. Utiliza a estratégia E, pela
observacgéo.

ltem b:

Os sujeitos mostram que por meio das multiplicagdes cujo produto € 539,
tal numero é multiplo dos respectivos fatores dessas multiplicagdes. Utilizam a
estratégia E..

ltem c:

87



A dupla nao apresenta justificativa neste item e consequtientemente fico
sem condicoes de identificar qual foi a estratégia utilizada.

ltem d:

L x49 - 534

Os estudantes entenderam que esse item é equivalente ao item b, néo
compreenderam que ha diferenga na relagdo - o numero p € multiplo de qual

namero q? e qual numero r € o multiplo do numero p?

ltem e:

A dupla apresenta problemas na conexdo entre multiplo e divisor, citando

os divisores do numero como exemplo também de multiplo dele.

Na atividade 4, a dupla representa as informagdes contidas no problema

numa linguagem algébrica.

A dupla justifica por meio das operacoes efetuadas. Revela dificuldades na
parte operacional. A concepcao de divisor e multiplo esta centrada principalmente
nas divisdes realizadas pela dupla, ou seja, tem uma concepg¢do operacional.
Utiliza o algarismo das unidades para verificar a relagdo entre os numeros. Os
sujeitos entendem os fatores como divisores do numero usando a propriedade
comutativa da multiplicacdo. Nao faz a coordenagcdao entre os fatores para
encontrar os outros divisores n&o citados. Associa o conceito de multiplo com a
multiplicacdo e revela ter confusées na conexdo entre os conceitos de divisor e

multiplo. Nao consegue utilizar os conceitos da divisibilidade para responder a
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situacédo problema. Destaco que os integrantes da dupla nas resolugdes revelam

momentos de abstragao reflexionante, interiorizagdo e generalizagao.

Analise das resolucoes da DUPLA DG

Atividade 1:
ltem a:
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A dupla utiliza a estratégia E, para responder a questdo. Apresenta

dificuldades na manipulacdo do algoritmo da divisdo, pois ndo percebem que o

quociente ndao pode ser um namero que dez.

ltem b:

: 34 & o dedel @487 doho oly (7

A resolucdo dada para esse item é caracteristica da estratégia Es, pois

percebem que a relacdo existente entre um dos fatores de K e o nimero 17.

Atividade 2:
ltem a:
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A dupla efetua a divisdo 2401 por 64, mas justifica segundo a estratégia Es,

a operacao valida a argumentacao dada.

ltem b:

72 (21 +43)
a{10td

C;‘};\p."r’] } LG '-L:}v'.,t.i'. :f'
A :

- 100

A LT
,Q_rdL 1 -

Pl B

Lao otchin B g jm,:-&,v'tv&fm )
. 5l € = o : 1
L-L'*-"“S*"‘ ~Aad G Wi .IF?,LU{ i ?‘J«'x,f-'__. _t "_:L‘

1'114,!.:;,Uw]-i.-k; g 27

¥ s
PUVIAAL -0

Os sujeitos se valeram da estratégia Eo,
distributiva para encontrar o valor de M.

utilizando a propriedade

Nestas duas primeiras atividades os alunos revelam que utilizam relagdes,

propriedades pertinente aos numeros ou operagdes, ou seja, revelam indicios de

ter uma concepcao estrutural.

Atividade 3:
ltem a:

Os sujeitos nao entenderam que os fatores
produto. A representacdo dada é um obstaculo para a
de divisibilidade.

primos s&do divisores do

compreensao do conceito
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ltem b:

O numero 3 ndo € um divisor de 539, pois estda ausente na representacgao.
A dupla efetua a divisdo por 3 para constatar que o resto é diferente de zero.
Mostra uma divisdo exata considerando o conjunto dos numeros inteiros para

verificar que 539 é um multiplo do divisor 7. Usa a estratégia E.

item c:

o ; : A= L .
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Como 539 é multiplo de 7 os alunos deduziram que 539 é mdultiplo de um
multiplo de 7, ndo levaram em consideracdo que 2 ndao é um fator de 539 e nem
perceberam a inconsisténcia da afirmagdo nao usando a imparidade dos

ndmeros.

ltem d:

- 1
-.r J:r{\.,l_ 1

Usando as respostas dos dois itens anteriores, os alunos fizeram
equivocadamente a relacdo de que 539 é multiplo de 7 entdo 7 é exemplo de
multiplo de 539 , revelando dificuldades na conexao entre os conceitos de multiplo
e divisor. N&o usa a propriedade de que um multiplo ndo nulo de um numero tem

que ser maior ou igual que o mesmo.
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ltem e:

A dupla cita um divisor de 539 como numero que € ao mesmo tempo

multiplo e divisor dele.

Na atividade 4, a dupla considera a relacédo entre seis e doze ovos como
fato relevante, por isso responde a cesta de doze ovos como a cesta referida.

A dupla mostra ter uma concepg¢ao estrutural e processo, pois utiliza
propriedades e relagcbes tais como propriedade distributiva, paridade, que séo
pertinentes em relagdo ao conceito de divisor e multiplo. Nao compreendem o
significado da representacdo do produto em fatores primos. A conexado entre os
conceitos citados acima sao confusas e problematicas, pois consegue citar um
namero par como divisor de um numero impar e um divisor como exemplo de
multiplo. Faz uma relagdo muito simplista para responder ao problema dado. As
resolugdes feitas pelos sujeitos apresentam caracteristicas de interiorizagédo e

coordenacao (abstracdes reflexionantes).

Analise das resoluc6es da DUPLA DH

Atividade 1
ltem a:
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A resposta da dupla esta condizente com a estratégia E; prevista, ou seja,

considera o conjunto dos numeros inteiros para efetuar a divisao.

ltem b:

$ duoinds, pods e s vwits no. duwide

Nesta questado, os sujeitos revelam dificuldade em relagdo a manipulagéao
do algoritmo da divisdo. Aqui também os alunos utilizam a estratégia Ei. As
respostas dadas pela dupla sugerem que os mesmos estdo concebendo o
conceito de divisor em fung¢ao dos procedimentos, dos algoritmos, enfim de acdes
sobre o0 objeto matematico.

Atividade 2:
ltem a:
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A dupla utiliza a estratégia E; para responder a questao. Erra o quociente
da divisao.

93



ltem b:
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Para verificar se um numero é multiplo de um outro numero, a dupla se
baseou na operacao da divisdo. Nao houve a associagdo da multiplicacdo com o
conceito de multiplo. A dupla utiliza a estratégia E¢ para responder tal atividade.

Houve o predominio da concepc¢édo acao na abordagem das duas primeiras

atividades.

Atividade 3:

ltem a:

A dupla passa a impressao de estar resolvendo a equagao 539x = 539,
pois a resolucao sinalizou que por meio das operagoes inversas, a dupla encontra
o quociente 1 como solucédo. Os sujeitos entendem a representacao de produto
em fatores primos como um processo, resolve as operacdes envolvidas para

encontrar um ndmero.
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ltem b:

EBC\UE.L

A dupla associa que 539 é multiplo de um dos dois fatores da multiplicacao
11 x 49, para isso utiliza a estratégia E+, usando a operacgao inversa, a divisao.

Item c:
5394 ‘g ¥¢
1414 33 i TS
=

A dupla usa a estratégia E1 para responder a questdo sem apresentar uma

justificativa.

ltem d:

, 534 L. 10+%

Os sujeitos resolvem o item segundo a estratégia E;, mostrando que o
produto de 539 por um numero natural € um multiplo de 539.

ltem e:

o

(/s e
A, 934,

Nesse item a dupla responde corretamente sem justificativa.
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Essa atividade reforca que os alunos exclusivamente apresentam a
concepgao acao, estruturada principalmente pela operacdo da divisdo tanto na

concepgao do conceito de divisor como na concepgao do conceito de multiplo.

Na atividade 4, a dupla relacionou a quantidade da segunda e terceira
cesta, por meio da relagdo de dobro entre essas quantidades.

A concepcgao dessa dupla em relagcdo ao conceito de divisor e multiplo é
restrita e limitada a acdo de dividir dois niumeros. Concebe a representacao do
produto em fatores primos como um processo para determinar algum numero
desconhecido (procedimento presente na resolugdo de uma equacgao). Nao
consegue utilizar os conceitos de divisibilidade na resolucdo do problema
proposto. Os sujeitos optaram por desenvolver as suas resolucées por meio de
uma unica estratégia,ou seja, a divisdo de numeros inteiros, por isso nao percebo

nenhum tipo de abstragao reflexionante.

Analise das resolucoes da DUPLA DI

Atividade 1:

ltem a:
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A dupla utiliza a estratégia E; conforme a sua justificativa, mas apresenta
quociente racional ndo inteiro na sua resolugdo, ndo fica claro qual conjunto

numérico os sujeitos consideram a divisao.
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ltem b:
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A dupla utiliza duas estratégias distintas, pela manipulacdo operacional
situada a direita, os sujeitos se valem da Estratégia Es. Observando a parte
superior a esquerda, os alunos usaram também a estratégia E; que validaria a
divisibilidade existente. Diante das duas resolugdes, a dupla fez prevalecer a
estratégia E;, segundo constato na justificativa apresentada. A dupla revela

dificuldades na manipulacao do algoritmo da multiplicacao e divisao.

Atividade 2

ltem a:

A dupla responde conforme a estratégia prevista Eq, porém a justificativa
ndo destaca a questao do resto, além disso, a justificativa apresenta um equivoco
entre a operacao efetuada e a citada.
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ltem b:

Os alunos nao utilizam a multiplicacdo para responder a questao de um
namero ser ou nao multiplo do outro, usam a estratégia E1. Revelam o predominio
da concepcao operacional por meio das operagdes matematicas e algoritmos.
Nesta questao a dupla ndo destaca a questao de o resto ser zero.

Atividade 3
ltem a:

Os alunos representam o numero 539 como um produto de dois fatores.
Efetuam a multiplicacdo 49 x 11, validam a representacdo dada, verificando se o
namero € realmente 539, com isso revelam o desconhecimento sobre o teorema
fundamental da aritmética. Identificam que os divisores primos e o fator da

multiplicacdo registrada s&o divisores do numero representado acrescido dos
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divisores naturais do numero, 1 e ele préprio. Os alunos nao utilizam a
coordenacao, tipo de abstracao reflexionante, pois ndo citam como divisor 0

produto dos divisores primos 7 e 11.

ltem b:

— “\:-’"M':"—\_'T":.- ot = L

A dupla cita os divisores primos de 539 como exemplo de numeros ao qual

539 ¢ multiplo.

ltem c:

Os alunos utilizam a estratégia Ei, mas ndo apresentam nenhuma

justificativa.

ltem d:

-i:-" LAy i

A dupla entende que citar um exemplo de multiplo de 539 é escrever uma
multiplicacdo cujo produto seja 539. Revela uma fragilidade na compreensao do

conceito de multiplo.
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ltem e:

I
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A dupla nao responde que 539 € o numero que apresenta as duas
caracteristicas citadas, os sujeitos associam o conceito de mdultiplo com a
operacao de multiplicacdo e o conceito de divisor com a diviséo.

Na atividade 4, a dupla incluiu na sua resolucdo que falta informacéo e
responde que a cesta referida foi a segunda, pois é a Unica cesta que tem o seu
dobro.

A concepcao de mudltiplo e divisor é baseada nas operagbes de
multiplicacdo e divisdo com predominio da segunda, ou seja, a concepg¢ao €
operacional baseada em algoritmos, procedimentos, a acdo de dividir é
exteriorizada. A resolugdo dos integrantes da dupla nao apresenta indicio de
nenhum tipo de abstragéo reflexionante. Nao ha uma associagao objetiva entre a
representacdo em produto de fatores primos e os conceitos de multiplo e divisor.
Os sujeitos associam o conceito de divisor com a divisdo e o conceito de multiplo
com a multiplicacdo. Os alunos nao utilizam de forma efetiva a divisibilidade na

resolucao do problema apresentado.

A analise das resolucoes da DUPLA DJ

Atividade 1:

ltem a:
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A dupla revela dificuldades na manipulacdo do algoritmo da divisdo, nao
percebe que fazendo a operacdo inversa, ou seja, multiplicando divisor e
quociente, o produto que €& o dividendo serd uma centena. Os sujeitos
apresentam uma resolugao conforme a estratégia E,. A operagao da divisao € a

justificativa.

ltem b:

Os estudantes se valeram da estratégia E¢ para responder o item. A dupla
indica que a propria operagdo é a justificativa. Revelam dificuldades na

manipulagéo do algoritmo da divis&o.

Atividade 2:
ltem a:
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A dupla recorre a divisdo para verificar se um ndmero é mdltiplo de outro.
Usa a estratégia E; para responder a questdo. Nao apresenta nenhuma

justificativa.

ltem b:

A resolucdo da dupla é a resolugdo prevista pelo pesquisador como E;.
Também neste item ndo ha justificativa para a resposta dada.

As duas atividades revelam que os sujeitos tém uma concepcao acéo

limitada pelas acdes de multiplicar e dividir.

Atividade 3:
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A dupla chega numa identidade falsa, pois erra a multiplicacdo, entende
que a representacdo em produtos de fatores primos tem como finalidade
determinar o numero na representacao do sistema numérico decimal. Cita como
divisores numeros primos que nao fazem parte da representacao, 2 e 5, além de
citarem fatores pares. Nao relacionam que os fatores primos sao divisores do

ndmero.
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ltem b:

538!

Responde o préprio nimero como exemplo de numero que é mdltiplo dele,

sem justificativa.

ltem c:

A dupla utiliza a estratégia E1 para responder a questdao. Nao apresenta
justificativa para a resposta dada.

ltem d:

Apenas escreve o préprio numero como exemplo de maltiplo

ltem e:

529 Y

A dupla apenas responde de forma objetiva e correta a questdo sem

apresentar nenhuma justificativa.
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Na atividade 4 obtiveram o total de ovos, 89 e, depois, dividiram por 3,
obtendo quociente 29 e resto 3 e apresentaram como resposta a cesta que tinha

29 ovos sem justificativa.

A dupla revela uma concepc¢ao operacional solidificada pela divisdo em
relacdo ao conceito de multiplo e divisor. O ato de dividir € a acao explicitada
pelos sujeitos diante das diversas representacées de um numero. As operagoes
sao as justificativas dadas pelos alunos. H& uma supervalorizagdo do processo,
do algoritmo. A idéia, o conceito, o significado ndo sdo explicitados. A dupla
mostra certo desconhecimento da representagéo do produto em fatores primos. A
concepgcao do conceito de divisor e multiplo é restrita e limitada. Nao ha uma
clareza na abordagem destes conceitos diante de uma situacdo problema. As
resolucdes dos integrantes dessa dupla nao revelam nenhum tipo de abstracao
reflexionante. Ha o predominio da estratégia de utilizar de forma concreta, a

divisdo no que tange o conceito de divisor e multiplo.

Analise das resolucoes da DUPLA DK

Atividade 1:

ltem a:
Yoo : tv_.f-fé----. o Anwneine A 259 dundude g LN
5 PR Sl L

A dupla nao explicita a operacao da divisdo e a justificativa dada é vaga

pelos estudantes, pois deixa em duvida se a estratégia utilizada foi a E1 ou a E».

ltem b:
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Os alunos erraram o produto de 34 com 252 obtendo um numero 100
unidades a mais e consequentemente ndo encontram o quociente correto quando

divide o mesmo por 17. Nao justificam a resposta dada.

Atividade 2:

ltem a:

A dupla apresenta uma resolugédo segundo a estratégia E1. Usa a divisao

para verificar a relacao de mdultiplo entre os dois numeros.

ltem b:

A dupla utiliza a estratégia E; para responder a questao. Efetua a divisao
sem usar o algoritmo da divisdo. A compreensao do conceito de multiplo esta
associada a operacgao da divisdo, pois fazem a equivaléncia entre ser multiplo e

divisivel por.

Atividade 3:

ltem a:
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A dupla cita como divisores de 539, os divisores naturais e os fatores
primos da representacdo dada, ou seja, associam o conceito de fator com o
conceito de divisor. Os alunos nao fazem a coordenagéo entre os fatores, ou seja,
o produto deles também é um divisor.

ltem b:

17 44

Os sujeitos fazem a conexao entre divisor e multiplo.

ltem c:

A dupla apenas responde sem justificativa e ndo apresenta de forma

explicita como chegaram nesta conclusao.

ltem d:

1 PP

A dupla aponta o dobro do numero como exemplo de multiplo.

ltem e:

A dupla responde corretamente sem justificativa.

Na atividade 4, a dupla responde corretamente que a cesta referida foi a
de 29 ovos mas justifica erroneamente que 50 é o dobro de 20.
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A caracterizagdo da concepgao desta dupla em relagdo ao conceito de
divisor e multiplo € operacional com predominio da divisdo, revela a concepgao
acao restrita as operagoes. Concebe os fatores como divisores do numero. As
resolugbes dos integrantes dessa dupla nao revelam nenhum tipo de abstragéao
reflexionante. A concepcao da divisibilidade € restrita ao ato concreto de dividir
dois numeros naturais. Os sujeitos percebem que os fatores de um produto sao

divisores do mesmo.

Analise das resolucées da DUPLA DL

Atividade 1:

ltem a:
oy T . A
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A dupla utiliza a estratégia E> na sua resolucao. Apresenta dificuldade na
manipulagdo do algoritmo da divisdo. N&o validam o quociente encontrado por

meio da operacao inversa ou estimativa.

ltem b:

......

Neste caso, os alunos também revelam dificuldade na manipulacdo do

algoritmo da divisdo. A dupla se vale da estratégia E¢ para resolver a questao.
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Nesta atividade os estudantes apresentam ter a concepg¢ao operacional

sedimentada em operacgdes e algoritmos.

Atividade 2:

ltem a:

A dupla efetua a divisdo considerando o conjunto dos numeros racionais,
por isso a estratégia presente na resolucdo € a E,. Associam o conceito de

multiplo com a operacéo da divisao.

ltem b:

A dupla usou a estratégia E, para resolver o item, o foco foi o quociente ser

OU nao um ndmero inteiro.

As duas primeiras atividades revelam que os alunos tém a concepcao
operacional, baseada nas operagbes matematicas e em algoritmos. As agbes
principalmente de efetuar divisbes foram pertinentes tanto para o conceito de

divisor como para o conceito de multiplo.
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Atividade 3:

ltem a:

A dupla compreende o produto de fatores primos como um processo, ou
seja, usa-se a representacdo para determina o numero. Ha uma confirmacao de
que o numero da representacdo dada é o numero 539. Escreve apenas o fator 7
como divisor. Nao associam que fatores e o produto deles séo divisores.

ltem b:

o R e : .

Associa que o divisor do item anterior é exemplo de numero ao qual 539 é

multiplo.

ltem c:

Apenas responde objetivamente sem justificativa.

ltem d:

Cita como exemplo de multiplo, o divisor do numero, esquecendo que o

multiplo ndo nulo s6 pode se igual 0 maior que o0 numero em questao.
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ltem e:
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Os sujeitos revelam ter muita confusdo na conexao entre os conceitos de

divisor e multiplo.

Na atividade 4, os alunos responderam que a cesta referida € a que tinha
6 ovos, pois a quantidade da terceira cesta era o dobro da segunda cesta.

A concepcao desta dupla em relagdo aos conceitos de divisor e multiplo
esta centrada na operacdo da divisdo, operacional com acgdes regidas pelos
algoritmos, processos, calculos. Ha dificuldades na manipulacao do algoritmo da
divisdo. Compreende a representacdo do produto em fatores primos como um
processo para a obten¢do do numero representado. A conexao entre os conceitos
de divisor e multiplo é fragil e confusa A divisibilidade ndo é usada de forma
consistente na resolucao do problema proposto. Os integrantes dessa dupla nao

revelam por meio de suas resolugées nenhum tipo de abstracao reflexionante.

Analise das resolucoes da DUPLA DM

Atividade 1:

ltem a:
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A dupla utiliza a estratégia E1 para responder a questao.
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ltem b:

A dupla usa a relagdo de que para ser divisivel por 17, 17 tem que dividir
os dois fatores de K, como um deles nao é divisivel por 17 entdo conclui

erroneamente que K nao € divisivel por 17. A dupla utiliza o equivalente a

estratégia Es, ou seja, divide um fator por 17.

Atividade 2:

ltem a:
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A resolucdo dessa dupla segue o raciocinio contido na estratégia Es,
observa a imparidade existente entre os dois numeros. Os sujeitos ndo utilizam a

divisao para verificar a relacao de multiplo e sim apela para a propriedade de que

um numero impar ndo pode ser multiplo de um numero par.

ltem b:

47
7
50
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1
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194y
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Neste item os sujeitos ndo apresentam nenhuma justificativa para M ser
multiplo de 24. Nao efetuaram explicitamente a operacdo da divisdo, ou seja,
percebem que M €& multiplo de 24, essa estratégia nao foi pensada pelo

pesquisador.

Essa dupla revela uma concepcao estrutural baseada em propriedades e
apresentando uma concepgdo processo, pois se internaliza alguns
procedimentos, no caso a divisao.

Atividade 3:

ltem a:

A dupla utiliza a estratégia E,, entendendo que os fatores primos sao

divisores do numero além dos divisores naturais dele, 1 e ele préprio.

ltem b:

Os alunos citam um divisor de 539 como exemplo do qual 539 é multiplo

dele.

ltem c:

A dupla apenas responde objetivamente e infelizmente como nédo tem
justicativa e nem o raciocinio explicito ndo podemos analisar o porqué do erro

cometido.
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ltem d:

Os sujeitos optam pelo dobro do niumero como exemplificacdo de um
multiplo de 539.

ltem e:

‘E‘J Ry

A dupla responde corretamente, mas néo justifica a resposta dada.

Na atividade 4, a dupla obtém o total de ovos e afirma que a Unica cesta
que nao poderia ser a referida € a que contém 6 ovos pois reduzindo 6 de um
total de 89, a diferenca ndo poderia ser divisivel por 3.

A dupla revela uma concepgao estrutural baseada em propriedades e
relagbes entre 0s numeros mesmo cometendo algum equivoco, internaliza a
operacao da divisdo mostrando uma concepcéo processo. Entende que os fatores
sao divisores de um numero. Nao coordena os fatores na obten¢do de um outro
divisor que é o produto deles. Ha uma tentativa de utilizar a divisibilidade como
estratégia para a resolu¢cdo do problema. Faz uma conexado coerente entre os
conceitos de divisor e multiplo. Os sujeitos revelam por meio de suas resolucdes

indicios de interiorizacao (abstracao reflexionante).
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Andlise das resoluc6es da DUPLA DN

Atividade 1:
ltem a:
1 .
N7 k4 34—~ Wm@;; chse) 1299 pow
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A dupla revela dificuldades na manipulagdo do algoritmo da divis&o.

Utilizam a estratégia E,, pois admitem a operacdo da divisdao no conjunto dos
ndmeros racionais.

ltem b:

5L
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A dupla responde segundo a estratégia E;, pois justifica que o resultado da
divisdo é um numero inteiro.

Atividade 2:
ltem a:
2807 (44

] o o ML ] s 64
4 39 SN0R | o
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A dupla apresenta dificuldades no algoritmo da divisdo, pois ndo encontra o

valor correto do quociente. Pela sua justificativa vaga s6 posso inferir que, como o

quociente tem uma virgula, esses sujeitos se valeram da estratégia E.. Faz uma

associagao correta entre os termos divisivel e multiplo.

Item b:
? 7 St
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v, 0 (! e _
ANV —_ : = Mon sz;]quLCLﬂ thi 14 —ag L

& P B A

?jﬂiﬁi.r::: 129
P

?}# !

A dupla revela dificuldades de ordem operacional na manipulacdo das

operagdes. Os sujeitos usam
resolucao tem caracteristicas da

Atividade 3:

ltem a:

uma linguagem informal na justificativa e a

estratégia E;.

Myt

A dupla responde parcialmente segundo a estratégia E,, pois ndo cita os

divisores naturais e sim os fatores primos de 539. N&o utiliza abstragao

reflexionante da coordenacao, pois 7 x 11 também sera um divisor de 539.
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ltem b:

Neste item, a dupla cita os quatros divisores que nao precisam de uma
coordenacdo como exemplo do qual 539 € multiplo deles.

ltem c:

Responde sem apresentar o raciocinio utilizado e sem justificativa.

ltem d:

14,4

Os sujeitos associam o conceito de multiplo como uma multiplicacéo cujo
produto € 539.

ltem e:

A4

Mostraram confusdao em relacdo ao conceito de multiplo e divisor, pois cita

um divisor como exemplo de multiplo e divisor simultaneo de 539.

Na atividade 4, a dupla obteve o total de ovos e escreveu uma sentenca
algébrica para representar o numero de ovos (29 = 2g) e somente destacou que a
cesta referida era a de 23 ovos.
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A dupla apresenta dificuldades na manipulacdo operacional
comprometendo a resolucdo das questbes propostas. Revela uma concepcéao
operacional baseada na operagcdo da divisao e multiplicagdo em relagdo ao
conceito de divisor e multiplo. Mostra uma linguagem informal nas suas
justificativas. Ha predominio da divisdo no discernimento da divisibilidade. Ha
problemas na conexao entre os conceitos de multiplo e divisor. Nao consegue
utilizar os conceitos da divisibilidade na resolucao de um problema. Os sujeitos
nao revelam pelas suas resolugdes nenhum tipo de abstracdo reflexionante. O
que caracteriza as respostas dadas por essa dupla € a acao concreta de dividir

dois nUmeros naturais.

Analise das resolucées da DUPLA DO

Atividade 1:
ltem a:
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A dupla utiliza a estratégia Eg3, fatora 1254, mas ao dividir 627 por 3 erra a
divisdo e encontra 309 ao invés de 209. Pelas divisdes efetuadas com divisor 103
nao chega a conclusdao de que 103 €& primo. Ndo responde a questdo e
consequentemente nao apresenta nenhuma justificativa. Normalmente os alunos
nao estao acostumados a trabalhar com nimeros primos “basicos” tais como 2, 3,
5 7e11.
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ltem b:
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Os sujeitos respondem segundo a estratégia Ez, percebem que um dos

fatores de K é divisivel por 17 e justificam que o produto desse fator por qualquer

outro numero natural também sera divisivel por 17. Os alunos também
determinam o valor de K, errado, e divide por 17, validando a sua resposta.
Destacam que K pode ser escrito da forma 2 x 17 x 252. A dupla apresenta neste

momento uma concepgao de divisor baseada em propriedades, relagdes, ou seja,

estrutural
Atividade 2:
ltem a:
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A dupla usa E+, como estratégia de resolucdo. Utiliza a operacao inversa,
a multiplicagdo, para verificar se o quociente encontrado esta certo. Registra

diversas multiplicagbes cujo fator € 64. Erra a operagéo 64 x 37, pois considera 6

X 7 como 35.
Item b:
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A dupla revela dificuldades operacionais, pois erra pela terceira vez uma
multiplicacdo, determina de forma errébnea o valor de M e justifica sem dividir M
por 24, que existem fortes indicios de M ser divisivel por 24 porque os dois
nameros tém a mesma paridade.

Atividade 3:
ltem a:
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A dupla utiliza a estratégia E1 para responder a questado. Divide 539 por 7 e
depois o0 quociente encontrado por 7. Responde como divisores o préprio numero
e 0s quocientes encontrados nessas divisdes, nao cita o 7 como divisor, nem 1 e
0 quadrado de 7.
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ltem b:

Os cllliho d 639 2, oo 211 3] 1

Ignorando a representagcao dada, a dupla fatora 539 e cita os divisores que
usou para citar como exemplo do qual 539 € mdltiplo.

ltem c:

VoA
NA LD

Responde sem apresentar a estratégia usada e sem justificativa.

ltem d:

—

Aponta um divisor como exemplo de mudltiplo de 539, mostrando

dificuldades na compreensdo do conceito de divisor e multiplo.

ltem e:

B

Responde um divisor neste caso também revelando fragilidade na
compreensao do conceito de multiplo e divisor.
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Na atividade 4, escreve-se a equacao x +2x = 3x e mostra que x igual a 4
satisfaz a equacéao e destaca que 12 é a cesta referida.

A dupla revela pelas suas respostas que a fatoracdo é uma estratégia
importante na abordagem dos conceitos de divisor e multiplo. A concepcao dos
sujeitos € estrutural baseada em propriedades (paridade, fatoracdo) e relacoes
entre os numeros. Associa os fatores como divisores de um numero, despreza a
representacdo do produto em fatores primos e utiliza o processo da fatoracao
para encontrar os divisores. O Teorema Fundamental da Aritmética ndo é visto
como status de teorema. Apresenta alguma dificuldade operacional com
dificuldade na manipulacdo das operagcbes da multiplicacdo e divisdao. Faz uma
conexao confusa entre os conceitos de divisor e multiplo. Os integrantes dessa
dupla revelam por meio das suas resolucdes abstracdes reflexionantes, como

interiorizacao, coordenacao e generalizagao.

Analise das resolucoes da DUPLA DP

Atividade 1:
ltem a:
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A dupla revela dificuldades na manipulacdo do algoritmo da divisdo, em
desconfia que o quociente encontrado tem que ser uma dezena.A justificativa tem

uma linguagem informal. Utiliza a estratégia E,, mas argumenta de forma
equivocada a imparidade dos numeros 1254 e 31.
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A resolugcdo apresentada segue conforme a estratégia E;.

Neste item
reforca a dificuldade que a dupla tem na manipulacdo do algoritmo da divisao.

Justificativa com linguagem informal

Atividade 2:
ltem a:
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A dupla utiliza a estratégia E4 para responder a questdo, concebendo o

conceito de multiplo associado a operacdo de multiplicacdo. Nao apresenta

justificativa para a resposta dada.

ltem b:

A dupla ndo usa a operacao da divisdo para verificar que M é multiplo de

24. Determina o valor de M e percebe que o0 mesmo é mdltiplo de 24. Nao

apresenta justificativa e utiliza uma estratégia nao pensada pelo pesquisador.

Nas duas primeiras atividades, os sujeitos apresentaram uma concepgcao

acao, fazendo explicitamente inUmeras operacdes de multiplicacédo e divisoes.

Atividade 3:

ltem a:

A dupla entende a representacdo dada como um processo, ou seja, tem

como finalidade encontrar o niumero que tem tal representacdo. Os sujeitos
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efetuaram as multiplicacées, “constatam” que o nimero é realmente 539. Citam

dois divisores, omitindo os divisores naturais, 1 e ele proprio.

ltem b:

&L.; --IJ-.‘.-»\J\..;\.}E-'IJI:.A?'-FI‘";:.: ""o';" % __?_

Citam um dos divisores do item anterior como exemplo do qual 539 é

multiplo.
Item c:
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A dupla utiliza uma estratégia que nao foi citada nas estratégias previstas,
ou seja, a dupla encontra multiplos de 14 proximos de 539 e verifica que nenhum
deles € 539. A dupla ndo apresenta justificativa e representa 539 e 14 como
produto de duas multiplicagdes que tem 7 como fator.

ltem d:

.-% x "

A dupla associa o conceito de multiplo com a operacdo de multiplicacao
cujo resultado é 539.
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ltem e:

A conexao do conceito de multiplo e divisor ndo acontece de forma
consistente, tal situacdo € perceptiva nos dois itens anteriores, pois no ultimo

item, os sujeitos citam um divisor como divisor e multiplo simultaneo de 539

Na atividade 4, a dupla simplesmente fez a relagdo entre a quantidade de
ovos da segunda e terceira cestas, pois a quantidade da terceira cesta é o dobro

da quantidade da segunda cesta.

A dupla apresenta dificuldades na manipulagcao do algoritmo da divisdo. Os
sujeitos associam o conceito de divisor com a divisdo e o conceito de mdultiplo
com a multiplicacdo, ou seja, hd o equilibrio entre 0 uso das operagcbes de
multiplicacéo e divisdo. Os sujeitos ndo justificam a resposta e quando justificam
usam uma linguagem informal. A concepcao é operacional baseada em acdes
limitadas pelos algoritmos da multiplicagdo e divisdo. Os alunos n&o relacionam a
representagcdo em fatores primos com os conceitos de divisor e multiplo. Nao
utilizam de forma adequada a divisibilidade para resolver o problema proposto. Os
integrantes dessa dupla revelam por meio das resolucbes efetuadas
principalmente as abstragbes da interiorizagdo e coordenacao.

Analise das resolucoes da DUPLA DQ

Atividade 1:

ltem a:

Lo
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A dupla revela dificuldade na manipulagéo do algoritmo da divisdo. Ha4 uma
dissonancia entre a resolucao dada que segue a estratégia E, e a justificativa que
se apresenta conforme a estratégia E¢, ou seja, os alunos néo tém clareza de
como é operacao da divisdo considerando o conjunto dos inteiros e o conjunto

dos numeros racionais.

ltem b:
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Os sujeitos utilizam a estratégia E4 para responder a questao. O conceito

de divisao esta associada a operacao da divisao.

Atividade 2:

ltem a:
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A dupla percebe a imparidade entre os numeros e responde segundo a

estratégia Es.
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ltem b:

A dupla também associa o conceito de multiplo com a operacao da divisao.

Usa a estratégia E para responder o item.

Atividade 3:

ltem a:

L Y

A resposta dos estudantes segue os procedimentos citados na estratégia

Ei. Os alunos citam como divisor os niumeros que foram divisores das cinco

divisdes efetuadas com resto zero ndo computaram a divisdo 539 por 1, por isso,

1 n&o fez parte da solugdo dada, apesar de ser um divisor natural.

ltem b:

Segue a estratégia E+, ou seja, cita os divisores de 539 como exemplo do

qual 539 é multiplo.
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ltem c:

A dupla se vale da imparidade dos numeros para responder o item ,
conforme a estratégia Es.

ltem d:

A dupla multiplica 539 por um numero natural, no caso 2, citando o seu

dobro como exemplo de multiplo conforme previsto na estratégia E;.

ltem e:
] T
A Lrdrl o " . ot a i
T P e, (,[ P i -c-'.'.x.-’.a",a,.,?"w " 'Ell’ £ 24 0 7
o b her L 'x|::'-|'-".x'
- AR { | L]
A . i -
Wa Nniple) dr 539

A dupla revela fragilidade na conexao entre os conceitos de mdultiplo e
divisor. Se a dupla entendesse que os divisores de 539 sdo menores ou iguais a
539 e que os multiplos ndo nulos sdo maiores ou igual a 539 nao cometeria essa

confusdo que eles apresentaram na sua resposta.
Na atividade 4, a dupla obteve o total de ovos e em seguida subtraiu 29

desse total, a diferenca dividiu por 2 encontrando quociente 30, logo mostra que a
cesta referida € a que contém 29 ovos.
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A concepcgao desta dupla em relagdo aos conceitos de divisor e multiplo €

restrita a acado delimitada pela divisao, é operacional com o uso da
paridade/imparidade na abordagem do conceito de multiplo. A representagédo em
produto de fatores primos ndo é usada de forma significativa na questao
envolvendo os conceitos de divisor e multiplo. A conexdo entre os conceitos
citados anteriormente € feita de forma confus&o. A dupla consegue utilizar os
conceitos pertinentes da divisibilidade para resolver a situagdo problema. A

abstragao reflexionante da interiorizagéo € visivel nas resolu¢des dessa dupla.

Analise das resolucoes da DUPLA DR

Atividade 1:

ltem a:
; e Il‘z‘-f' fiae, e VR s b ClEh, et Mo
JE 4 : ST ;
T Y gl AR F1A i oF i’!-::’\_.f'.-f.-i-{..-r.’&)':_ ;

A dupla utiliza a estratégia E,, pois considera a divisdao no conjunto dos
nuameros racionais. Revela dificuldades na manipulagao do algoritmo da divisao.

Item b:
- ] A L _
N LT DR S R At e 44
: M K ,: “p
. Q;‘g?"'f .::u_.' a j"_‘_‘: =
fl l i
.-,I' i 3 j t =
1 - e -1
! '{.r.f, rf s o
A £
R

A dupla percebe que um dos fatores de K é divisivel por 17 conforme a
estratégia Es;. A dupla verifica se o outro fator € divisivel por 17, mas usa
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corretamente a relagdo de que se p natural € divisivel por m e que gq ndo é
divisivel por m, o produto deles, p.q é divisivel por m.

Atividade 2:
ltem a:
o
_.l':
o . . i .{...‘- i,
L ! Cloake, ol 9 pagi, . b oo Ak CHOCA
"II.IIA”:- i..lllg".l" ]ll\-':l: II"'\-'I'\-''\...--llll."ll. l.l' L I"--IlV“lr' Iih- hd 4 -i T T

A dupla usa uma estratégia nao prevista pelo pesquisador. Por meio do
algarismo da unidade do numero 2401, justifica-se que tal unidade ndo esta
presente em nenhum multiplo de 64.

ltem b:

t J FE ] 1 '|.':.||. I ,I?J‘
I'\-r". ! '11\'- I-'-il..--‘w.'l. '-Il EAE ] f,-"l_...‘.lll"'lll""l" [.I'\-- = L'.

A dupla utiliza a estratégia E3 para responder a questao.

Os sujeitos dessa dupla revelam por meio das resolucbes das duas
primeiras atividades que tém a concepc¢ao estrutural baseada em propriedades e
relagdes entre os numeros envolvidos, mostram uma consisténcia na abordagem

em relagdo aos conceitos de divisor e multiplo.

Atividade 3:

ltem a:
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A dupla entende que a representacado dada, o produto em fatores primos
tem como finalidade determinar o niumero que tem tal representacdo. Chegando
numa identidade verdadeira, que serve como verificagdo nao cita nenhum divisor
de 539.

ltem b:

A dupla se vale da estratégia E+, ou seja, encontra quatro divisores de 539
por meio da divisdo e cita tais numeros como exemplo do qual 539 € multiplo.

ltem c:

A dupla responde de forma lacénica o item sem apresentar a estratégia

utiliza e nenhuma justificativa,

ltem d:

Cita o dobro de 539 como um exemplo de multiplo. Implicitamente usa a
estratégia E;.
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ltem e:

A dupla responde segundo a estratégia prevista pelo pesquisador, pois
mostra que 539 € o Uunico numero que pode ser multiplo e divisor

simultaneamente dele mesmo.

Utilizaram a estratégia E1 para responder a atividade 4, mostra por meio
da reparticdo da quantidade total de ovos em dois grupos , dos quais a soma de
um grupo é o dobro da soma do outro grupo, quando exclui-se a cesta com 29

ovos, nesse caso 40 e 20 respectivamente.

A dupla revela de forma objetiva e consistente que a concepg¢ao em relagao
aos conceitos de divisor e multiplo é estruturada usando propriedades, relagbes
entre os numeros, além de internalizar as ag¢des envolvendo divisdo e/ou
multiplicacédo, ou seja, tem a concepgao processo. A representacdo em produtos
de fatores primos ndo tem significado na abordagem dos conceitos de divisor e
multiplo. Conseguem utilizar a divisibilidade dos numeros naturais na resolucao
de um problema contextualizado. Os integrantes dessa dupla revelam por meio
das suas resolugbes as abstracées de interiorizacdo e principlamente

coordenacéo.

Analise das resolucoes da DUPLA DS

Atividade 1:

Item a:
L 6N %@ N miviboe e 2
1QWo Tl A
Y
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A dupla responde segundo a estratégia Ei, considerando a divisdo no

conjunto dos numeros naturais.

ltem b:

2
= D1U,m’v-l£, - R M

3%
6 9} Diui 0% 1T, | o @il e T
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A dupla utiliza a estratégia E;, percebendo que um dos fatores de K é
divisivel por 17. A justificativa dos alunos € muito clara e precisa conforme a
propriedade de que se p natural € divisivel por m, entdo p.q, sendo q natural

também é divisivel por m.

Atividade 2:
ltem a:
- -
N , bY
4@y LY 33
23L& 373 T
0033 )
236K
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= eudd e

A dupla se vale da estratégia E; para responder a questao. Associa o
conceito de multiplo com a operacao da divisao
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ltem b:
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A dupla utiliza a estratégia E1 para responder o item.

Tanto no conceito de divisor como no de mdultiplo, os sujeitos usaram como

recurso explicito a operagéo da divisdao, sedimentada na acao.

Atividade 3:
ltem a:
—_ A T ’f{‘g—:r "y
-3 T 535 L} 49 |53 L—'“‘\
!:. “:1 6 q ‘:E | 1 ‘] .. MS’ |
- 45 S 4 9 B
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Os sujeitos usam a estratégia Ei para encontrar os divisores de 539.
Consideram os divisores naturais 1 e o proprio niumero, e efetua divisbes para
encontrar os outros divisores, ndo efetuam a divisdo permutando o divisor e o

quociente, por isso, ndo cita 77 como um dos divisores do numero.

ltem b:

LAl aeiGs & B
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A dupla entende que os divisores do item anterior sdo os numeros dos

quais 539 é multiplo. Usa a estratégia E;.

ltem c:
539 M Yoo | pon o Disitog n-fwo 9
— SXONe. | O b - V=T S |
] \. 3 g 1 }FO' 1 i P-u
3

A resolugao deste item segue os passos citados na estratégia prevista E;.

ltem d:

Y. s Udx Ll = 539

Cita um divisor como exemplo de multiplo de 539. Justifica que a
multiplicacdo cujo produto é 539 tem como fator o nimero 49, faz a associacgao

entre multiplo e a operagédo da multiplicacéo.

ltem e:

A dupla responde sem citar o nimero que tem essas caracteristicas

apresentadas no item, sem justifica.

Na atividade 4, apenas calcula o total de ovos, 89 e ndo respondem a

questao.

A concepcéao de divisor e multiplo é operacional baseada em algoritmos, da
divisdo e multiplicagdo. Ha o predominio do uso da divisdo na abordagem desses
objetos matematicos. Os sujeitos associam o conceito de mdltiplo com a
representacdo de uma multiplicacdo. A coordenacdo é usada nas resolucoes
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dessa dupla. N&o faz nenhuma relagdo entre a representacdo em produto de
fatores primos com o conceito de divisor e multiplo. Apresenta dificuldades na
conexdo entre multiplo e divisor. N&o utiliza a divisibilidade na resolugdo do
problema proposto.

Passo agora as analises todas as resolucdes relativas a uma mesma

atividade.

No item a da primeira atividade seis duplas usam a estratégia E+, ou seja,
afirmam que o numero 31 ndo é um divisor de 1254, pois o resto € diferente de
zero considerando a divisdo no conjunto dos numeros inteiros. A maioria das
duplas (11) efetua a divisdo e encontra como quociente um ndmero racional nao
inteiro segundo a estratégia E,. justificativa comumente é dada usando uma
linguagem informal. As duplas predominantemente fizeram a operagéo de divisdo

considerando o conjunto dos niumeros racionais.

A experiéncia desses estudantes com os numeros inteiros possivelmente
foi restrita ao 6° e 7% ano, e consequentemente nos dois anos seguintes houve
uma “supervalorizacdo” do conjunto dos numeros reais, abandonando atividades

que envolvessem numeros inteiros.

Apenas uma dupla usou a imparidade para justificar que 1254 nao é

multiplo de 31, pois segundo essa dupla um nimero par nao tem divisor impar.

Um aspecto muito relevante dessa questdo € que 12 duplas das 19
erraram a operacdo dando como quociente 4,5... em vez de 40,451612... Os
estudantes mostram dificuldades na manipulacdo do algoritmo da divisdo. A
concepgdo do conceito de divisor é operacional, baseada em algoritmos,
esquemas, agdes, nesse caso a operacao da divisdo. Ha uma falta de validagéo
dos resultados encontrados, ou seja, 0 uso da operacao inversa, a multiplicacao
seria suficiente para os alunos perceberem o erro cometido. A falta de uma
estimativa do resultado contribui para que os alunos ndo percebam o equivoco
cometido. Essa abordagem nao foi feita de propdsito, os numeros escolhidos para

a questao nao visava verificar tal procedimento.

No item b dessa atividade oito duplas usam a estratégia E1 para responder
se K =34 x 252 era divisivel por 17, ou seja, determinam o valor de K e efetuam a
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divisdo por 17 encontrando um numero inteiro e afirmam que ndo ha resto. Sete
duplas adotaram como estratégia o fato de que um dos fatores é multiplo de 17.
Umas duplas utilizam relagées equivocadas chegando a conclusédo de que K nao
é divisivel por 17.

Os sujeitos dessa pesquisa revelam pelas suas respostas que,
aproximadamente, metade do grupo apresenta dominio da concepc¢ao
operacional baseada no processo, no algoritmo da divisdo. A outra parcela da
turma apresenta uma concepgéao estrutural baseada em propriedades pertinentes
as representacdes dadas.

Na atividade 2 item a, 9 duplas utilizam a primeira estratégia que efetua a
divisdo, 2 duplas recorrem aestratégia E,, argumentam por meio do quociente ser
um numero racional nédo inteiro, 5 duplas usam a imparidade entre os numeros
para justificar que um numero par s6 tem multiplos pares. Apenas uma dupla
apresenta multiplos de 64 estimando encontrar um multiplo préximo de 2401; 3
duplas argumentam usando a unidade do dividendo e do divisor. Essa estratégia
nao foi prevista pelo pesquisador. Do grupo de alunos predominantemente, 11 de
19 associam o conceito de multiplo com a operagéo da diviséo.

Na atividade 2 item b, 10 das 19 duplas apelaram para a estratégia Ej,
onde usaram a divisdo para discernir se o M é multiplo de 24. Duas duplas usam
a estratégia E, e uma dupla utiliza a estratégia Es, uma dupla recorreu a unidade
dos fatores e 3 duplas percebem que M igual a 7200 € um multiplo de 24 sem
efetuar explicitamente nenhuma operacdo, duas duplas encontram um valor

errado para M por erro de calculo.

Nessa atividade os alunos recorrem ao algoritmo da divisdo para discernir
sobre a questdo da multiplicidade, associam o conceito de multiplo em relagao a
divisdo e ndo a multiplicacdo, conforme resultado obtido por Zazkis (2001). Essa
atividade revela que, aproximadamente, um terco do total de duplas apresenta
algum tipo de concepcéo estrutural baseada em propriedades e nao no ato de
dividir.

Observo na terceira atividade que a representacao na forma de produto em
fatores primos é um obstaculo para a resolucdo do primeiro item da atividade,
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pois, 6 duplas ndo escrevem nenhum divisor de 539, fazem a operacdo da
potenciacdo e multiplicacdo para chegar ao resultado 539, ou seja , compreende
a representagdo como processo, ou seja, entendem que a finalidade da
representacao é determinar o numero que tem tal representacao. Os estudantes
recorrem as divisbes para encontrar os divisores do numero em questdo. Nao
percebi coordenacao nas suas agdes, pois apresentando 7 e 11 como divisores
eles ndo acrescentam o 77 como divisor. Apenas duas duplas escrevem 5
divisores dos 6 existentes, ou seja, nenhuma dupla acerta completamente o
exercicio. Nem metade das duplas escreve os divisores naturais de 539 que é o0 1
e ele mesmo. O conceito de numero primo e o conceito de divisor apresentam

fragilidade e inconsisténcia.

Nenhuma dupla utiliza a representacédo do 539 para responder o item ¢ que
pergunta se 539 é um multiplo de 14. Aproximadamente 31% das duplas
respondem como exemplo de multiplo de 539 um produto e quase metade dos
estudantes cita um divisor como exemplo de multiplo. Os resultados dessa
atividade apontam para uma falta de conexao entre o termo divisor e multiplo,
pois aproximadamente um terco das duplas deu como exemplo de mdultiplo um
divisor, e respondem como numero que € ao mesmo tempo multiplo e divisor de
539, um divisor dele. Um terco das duplas associa multiplo com multiplicagcao, ou
seja, citam como exemplo de multiplo um exemplo de multiplicacao cujo produto é
539.

Apenas 4 das 19 duplas conseguem acertar o problema do ndmero de
ovos de galinhas e pata. A maioria associa 0 numero de ovos da segunda e
terceira cesta, onde o numero de ovos é o dobro do outra (12 e 6). Os sujeitos
mostram que o conceito de divisor e multiplo ndo € relacionado com a resolug¢éo

de problemas.
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CONSIDERACOES FINAIS

Os resultados desta pesquisa trazem a tona algumas reflexdes que

acredito ser oportuno salientar neste momento.

O Ensino da Matematica comumente esta estruturado na sala de aula num
modelo enrijecido por formulas, regras, algoritmos, normalmente sem significado
(“cai do céu” sem explicacdo). O exemplo presente neste trabalho na dificuldade
de manipular o algoritmo da divisdo, na falta de percep¢ao de diversas duplas na
estimativa do quociente, na falta de validacdo que poderia ser feita pela operacao
inversa ou o0 uso da calculadora na verificacdo dos resultados chama muita a
atencao. O conceito de divisor e multiplo também exemplifica tal situacao, pois os
conceitos sdo normalmente reduzidos a um processo de utilizar a operacado da
divisdo na abordagem de tais objetos matematicos. Consequentemente, a
concepcao revelada pelos sujeitos é baseada quase que exclusivamente na acao

concreta.

Os resultados também revelam o descaso com a Teoria Elementar dos
Numeros, sendo estudada pelos alunos basicamente no primeiro ano do ensino
fundamental I, sem aplicacdo em resolucdo de problemas, ndo explorando as
vantagens destacadas inicialmente por Zazkis (1996) e Resende (2007) na
problematica dessa pesquisa.

Os sujeitos desta pesquisa revelam na sua maioria que a manipulacao dos
nameros acontece quase exclusivamente quando o numero é representado na
forma decimal. Quando os numeros foram representados por meio de uma
multiplicacdo, uma adicdo ou como produto de fatores primos, os estudantes
obrigatoriamente determinaram o0 numero representado e sé a partir desse

instante, eles agiram concretamente sobre o0 objeto matematico.
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Nenhuma dupla utilizou simplesmente a representagcdo de produto em
fatores primos para determinar divisores ou verificar se certo numero era divisor
ou se o0 numero dado era multiplo de outro numero. As duplas compreendem o
produto de fatores primos de forma procedimental, ou seja, efetuam as
poténcias,os produtos com a finalidade Unica de determinar o0 numero, nao foram
capazes de observar a representacdo dada e tirar conclusées, propriedades,
verificar, deduzir relagées. A auséncia da manipulacdo diante do produto de
fatores primos, ja investigada principalmente por Zazkis (1996) , mostraram que a
concepcao desses alunos é fragil, inconsistente e limitada por acoes.

A maioria das duplas revelou ter uma concepc¢éo-acao, sedimentada em
algoritmos, procedimentos e principalmente nao conseguiram desvincular a
divisibilidade da acao de dividir. Tanto na abordagem do conceito de divisor e
multiplo, 13 das 19 duplas efetuaram divisbes para verificar se um numero é
divisor ou multiplo de outro numero. Estes alunos sdo exemplos de uma educacao
voltada para o saber fazer, com regras, algoritmos, métodos que ndo visam o
trabalho importante com as propriedades, as relagdes, a aplicagcao em situacdes
problemas. Somente 4 duplas conseguiram acertar o problema que nao era uma
aplicagdo automatica de uma férmula, ou idéia ja trabalhada. As duplas ignorando
totalmente a situagdo apresentada no problema fizeram simplesmente a relagao
simples entre as quantidades de duas cestas dadas.

Seis duplas utilizaram algum tipo de propriedade tais como principalmente
a imparidade dos numeros envolvidos, um fator ser multiplo, fatoragcdo, a unidade
dos numeros, propriedade distributiva, ou seja, essas duplas mostraram que além

da concepgao-acgdo eles podem ter uma concepgao-processo.

Os estudantes nao conseguiram utilizar a constru¢do da coordenagao, pois
se dois numeros séo divisores entdo o produto deles também sera, 6 duplas que
responderam 7 e 11 como divisores nao incluiram o 77 em suas respostas. A
reversibilidade também poderia ser usada principalmente na terceira atividade,
pois se a é multiplo de b, b € divisor de a.

Os sujeitos da pesquisa encontraram muita dificuldade na conexao que
poderia ocorrer entre 0os conceitos de divisor e multiplo. Quando solicitados a dar

exemplo de multiplo muitos responderam um divisor como exemplo. Uma boa

141



parcela de duplas nao conseguiu relacionar que o fator de um numero é um
divisor dele.

Concordo plenamente com Rina Zazkis que € importante para a Educacao
Matematica e o Ensino da Matematica dar maior énfase a Teoria Elementar dos
Numeros, e particularmente na Educacdo Basica dar maior atengdo a
divisibilidade dos numeros inteiros no trabalho com a Aritmética, a Algebra e
principalmente na resolugao de problemas.

A pesquisa com enfoque no inicio do Ensino Médio vem alertar para que os
conceitos béasicos da Teoria Elementar dos Numeros tais como divisor, multiplo,
nameros primos, Teorema Fundamental da Aritmética, critérios de divisibilidade,
minimo multiplo comum, maximo divisor comum nao se restrinjam a concepcao
operacional, baseada na acdo, no algoritmo e sim ter um desenvolvimento que
também tenha uma concepcao estrutural baseada nas propriedades, relacoes, na

interagdo com outros objetos matematicos.
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ANEXOS

Anexo 1
Problemas exemplares das OBM
A OBM se desenvolve em 3 fases sendo que as duas primeiras sao
eliminatérias. A seguir exemplifico com trés problemas propostos para o Ensino

bésico na 22 fase das Olimpiadas.

Problema da OBM 2003 - para 52 serie/ 6° ano_e 62 serie/7° ano:

Considere o produto de todos os divisores positivos de um numero inteiro
positivo, diferentes desse numero. Dizemos que o numero é poderoso se o
produto desses divisores for igual ao quadrado do numero. Por exemplo, 12 é um
numero poderoso, pois seus divisores positivos menores do que ele sdo 1, 2, 3, 4,
6 e 1.2.3.4.6 = 144 = 12°. Apresente todos os nimeros poderosos até 100.

Problema da OBM2003 - para 72 serie/ 8% ano e 82 serie/92 ano:

Dados os numeros inteiros de 1 a 26, escolha 13 dentre eles de forma que:
1) O numero 4 esta entre os numeros escolhidos.

2) Nenhum numero escolhido € divisor de outro numero escolhido.

Problema 3: OBM2005 - para Ensino Médio

Seja a um numero inteiro positivo tal que a é multiplo de 5, a+1 é muiltiplo

de 7, a +2 é multiplo de 9 e a + 3 é multiplo de 11. Determine o menor valor que a
pode assumir.
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Anexo 2

O conjunto de questdes sobre divisibilidade que nortearam a pesquisa de
Bodi (2006):

Questao 1:
a) Complete com as palavras: divisor ou multiplo.
8é_ de2;4é__ de16;21¢é de7;25é__ de625.

b) Dados os numeros: 0, 2, 4, 6, 8, 10 e 16, determine se 64 é multiplo de

alguns deles. Justifique a sua resposta.

c) Considere a seguinte colecao de numeros: 1, 3, 6, 8, 15, 24, 39, 42, 48,
69, 2400 e 2412.
I. Os numeros listados que sdo multiplos de 24 sao:
II. Os numeros listados que séo divisores de 24 sao:
II1. Os numeros listados pelos quais 24 é divisivel sao:

Justifique a sua resposta.

Questao 2:

Os multiplos de um nimero compreendidos entre 460 e 560 sdo: 464, 493,

522 e 551. De que numero se trata? Explique a tua resposta.

Questao 3:

Indique, justificando a sua resposta, o valor de b para que o numero 2b45

seja: |. divisivel por 2 II. divisivel por 3 Il divisivel por 6

Questao 4:

Considere o nimero: M = 3°x 52x 7 .

a) M é divisivel por 7? Explique a tua resposta.

b) M é divisivel por 5? Por 2? Por 97 Por 117 Por 15? Explique tua
resposta.

c) 3* x 5 x 7% é um multiplo de M? Justifique.

d) 3* x 5% x 7° x 13'® & um multiplo de M? Explique a tua resposta.
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Questao 5:

Decompor o numero 100. (Justifique a sua resposta).
a) em dois fatores b) em trés fatores ¢) no maximo numero de fatores d)
em fatores primos.

Questao 6:

Sabendo que: 1001 =7 x 11 x 13 e 91 =7 x 13 . S0 corretas as
seguintes afirmacdes?

a) 91 nao é divisor de 1001 b) 77 é divisor de 1001

c) 2002 nao é multiplo de 13. Justifique a sua resposta.

Questao 7:

Indique se as seguintes afirmacdes sao verdadeiras ou falsas, justificando
tua resposta: O nimero K =22x3x5x 11 + 3 é:

a) divisivel por 5.  b) divisivel por 2 e por 4. c) divisivel por 3

d) divisivel por 6. e) divisivel por 15.

152





