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INTRODUGAC

Esta dissertacic tem como objetivo estabelecer uma
relagio entre as somas de Gauss de um corpe finito Fq e de

ume sus extenszo ?qm;

Para desenveolvé-la fol precise a partir do corpe -
priec FP. construir corpos finitos com ¢ = pr elementos. Em
seguida passou~se aoc estudo do grupo de automorfismo das exten-
sées de grau finite do corpo F,_ e da decompusigio de um poli-

q
némio.

n—
X 1 ..+ A,

" 11
£ X +3} n

unitaric ¢ irredutivel sobre Fq numa extensac qu. Este estu
do € importante, pois através dele podemes tirar concliusdes so-
bre as extensdes slg€bricas de F_  formadas pelas adjungdes de

g

cada uma das rafzes de £ 3 Fq & & qu.

Houve necessidade de definir e verificar as proprie-
dades do Tragc e da Norma de um elemento pertencente a uma extep
sdc de um corpo finito. A utilizagao da Norma e do Trago em nos
$0 trabaiho liga a soma de Gauss de um Corpe com z de suaz exten-

sdo de grau finite.

Foi preciso desenvelver também oS caracteres de gru-

pos finitos, Para os de um grupo aditivo sle foi estudado deta-

ihadamente.




vi.

Seguindo a orientagio de André Weil gque demonstrou
esse teorema multo consisamente de modo eiementar, chegamos en
tac ao objetive estabelecide: o Teoremas de Davenport ¢ Hasse -

"Seja g'{x'} a soma de Gauss do corpo qu, entio
gt x" o= P g0 M,

oende g(x) € a soma de Gauss de corpo Fq“.




CAPITULD I
CCGRPOS FINITOS

E nosso objetive neste capitulo relembrar algumas
propriedades dos corpes finitos e de suas exteonsGes aligébrie

cas de grau finite.

1. Seja K um corpo finito. Pele teorema de

Wedderburn K &€ um corpo comutativo.

0 corpo primo de XK & o corpo ¥?, pois este €
¢ mencr subcorpe contido num corpe finito, e pertanto a carac

teristica de X € p. Iste significs que
px = &, ¥ x g K

Pa defini¢do de caracteristica, segue imedistamen~

te as seguintes propriedades:

(2} Para tode x,y & K,
| -
{x + Y}F a® xP + y? + I (g} an;} It
rel

. P "
3¢ lgngprl, o ceeficiente binomial () € multiplo inteire

n
de p, donde todos o3 termos do somatorio sac nulos e



{x-}}r)}}nxp.}},p
b) Para tode x,v s K, {x.y}P e xp.yP

0 corpe K & espago vetorial sobre FF de dimensac
£inita r. Esse nimero r €, por definpigio, o grau de K

sobre F_.
© p

TEOREMA 1. X tem q = p° elementos.

Sejs Byy Boeer, B, UM pase de K sobre ?P. En
th0 todo elemente X ¢ K pode ser escrito de uma dalca mansei-
rz como combinacdo linear dos elementos da base.

{8y By E FP (2 < i 5 r}
H

Cada a, pode tomar todos os p wvalores de F_.

P
y
Como a combinagio linear | a,0, tem 1 coeficientes a,
i=l

teTeRos pr combinacées lineares ¢ portanto existe g = gt ew

lementos em X,

2. Fagamos algumas consideragdes sobre ¢ grupo mul-

tiplicative K* = X - {8} 4o corpo finito K,

Antes vamos recordar a definigio de ¢(n): & fﬁn—
gac de Euler-Gauss, e demonstraremos uzm iema gue nos sera itil
em seguida,

Seja a um inteiro positivo maior ou dgual a 3. In

diquemos por 4{n} a fun¢io de Buler-Gauss, ou seia, a fungio



aritmética que 4& para cada n o namere de inteires m  meno-

res ou iguais 2 n e que s&o primos com n.

to

ros de A

133

mo diviser

1

S

LEMA 1. Se n » 3, entdo n - ; ¢{d}.
d4/n
Sejs 4 um divisor de n e consideremos o conjun-

A {1,2.%,..., nt},
Seja Gé o subconjunto de A formado pelos nime-
que tém com n o miximo divisor comum d.
Cd # f5 ¢ A tal que (j,n} = d}.

Como cads j de ﬂj & divisivel por d, existe

3= omd.

-

No eatants, nem todo nimero md tem Com o o maxi

e

comum 4. Velamos em que condig¢io isto acontece.Se

d={j,n}= (ad, B . &) = g(n, B
d i

(m, %) =1

Por cutro iado 3 = md < n, donde =m <

o i

Ertac cada j de Ej & da forma mdé com

"< 3 e {m, %} = 1. O nimero deles &, pois, s (2},
d

portanto o card(cd}-u ¢{§) {nlimere de inteiros =

{1 <mx %} primoes com 'ﬁ}.




Sejam dy.d,,...,d

r todos os dividores de n, an

tao temos _
' card(Cq 3 = ¢(§1}
i A

n

card(C; ) = ¢ (—)
2 dz

card{(€y ) = § {ote)
T dr

Sendo di # ﬂk' come © maximoe diviscr comum de -
dois nimercs € Unico,

C. N C, =4.
dgt Tdy

Como todo nimero de Cg. pertence a A, e todo nii-
i

mere de A tem com 1 o maximo divisor comum di‘ & ciavo -

que
k
¥
A= Mooc, .
j=3 di
T
B A = Y C e os C sae dois a dois disiup
j=] di di —
tos,entan
r
card(A) = 7} card(Cy )
ir] i
donde
’fn
n = (=) = ; (n).
ja] d. d/n ¢

1

C lema 1 nos permitirz sgora demonstrar o seguinte

teayama.,



5.,

TEOREMA 2. K* @& ciclico e de ordem {g-1).
Sendo X* um grupo finito, & ordem 4 de cadas ele
mento de X* divide g-i. Mas, se dlg-l, seri gue existe -

um elementoe X ¢ K* de ordem g-17
Supondo gue sim, o subgrupo

5 = {1, %, xz, fres xd-1y

gerade por x & ciciico e de ordem d.

h
Procuremos em 5 05 elementos x qite tenham or-

dem 4.
Seja y a ordem de «*, Entioc y & o menor alime-
T0 naturél tal que
B w1, (1)

Mas a ordem de x € d. Donde, de {l) segue

hy

6{mod 4).
Dividindo a congruencia por h,
y £ 0{mod E}
&
onde 8 = {d.,k). Como y & o menoy nimero natural da classe

¢ {mod 5E), segue
&

'}'I“H

LI [ =P

B - - .
Para que x  tenha ordem d e necessario e sufi-

ciente que & = 1,
Entdo o nimero de elementos de 5 gque tem ordem 4

¢ igual ao nimero de expoentes das poténcias de x em S que

s&o primos com &, ou séja+ $(d}.



Consideremos a equagao

xd -1 (1)

Como xd « 1 & um pelinomic do corpe K, sabemos

que ela tem nc maximo d solugdes. Ora, os elementos de S
que sio todos distintos, sdo rafzes da eguagdo (2). Como -
card[8] = d, essas sioc todas as solucles de {2},

Resumindo o que foi dite de XK* até€ agora: dado -
;1;:11} djq-1, ou nio existe nenhum elemento de K* com ordem d.0u existe

Vamos introduzir uma nova fungide +{d}, definida

ne cenjunate dos divisores de n  do seguinte modo:

¢, se nizc existir nenhum elemento de X*
fld} = com ordem d

$(d}, se existir um elemento com ordem d.

Supophamos que ${d} = 0 para sigum d. Como ¢{d)

¢ sempre diferente de zero,

(q-1) = ) $€d} < 7§ $(d) = (gq~1},
di{g~1) dl{g-1)
o gue & absurdo. {onsequentemente, para todo divisor 4 de

{g-1}, w¢(d) = ¢{d), Logo, existe sempre um elemento de orden
d, isto €, dado d){g~1}) em X* hi um elemento de¢ ordem d.
Como {gq-1)|fg-1}, e ¢{a-1) > &, existe pelo me-

nos um e¢lemento de ordem {g-i} em K*. Logo, K* & ciclico.

3, Seja f um fecho algébrice de Fp‘



7.

TEQOREMA 3. Dado o nimero natural r > 1, existe

um sub-corpo FQ de @ e somente um, que fem g * Fr gle-

MENLOS .
Consideremos ¢ conjunto das rafzes do polindmio
£ = X% . X,
Para todo X,y ¢ & € X,y ralzes de f, temos

a} (x+ 7% = x" 4 yq, iste porgue o5 co2ficien-

tes binomiais (§) = 0 para 1 gk < q-1,
Come x,y sdo raizes de § temos que {x*y}th*y.
5} {x.y)% = x%y9 = .y,

¢} Dade x raiz de £, x ¥ 0, entidc temos gue
x = x3, Como X & Q.

q
}'niu{}'}

[l frivn

X Xq X

d} Be a carscteristica de # & p g 2, q=p &

{mpar. Portanto, se x ¢ 2 & raiz de £,
{-x}q u {*1}qxq = -X.
e p = 2,
#+ x ={I+]jx = Ix = §, ¥ X e 1.
Logo, sempre existe o oposte de um elemento X ¢ .
0 conjunto das rafzes de £, & um subcorpo de @.

Como a derivada de f & diferente de zero, as rai-

zes de £ = X3 - X s@o todas distintas. Portanto o ¢conjunte



8.

das rafzes como vimos, € um corpo, ¢om q elementos, o qual se

ra indicado por Fq.

Qualguer outro corpo finite X com q = §r elemen

e

tos & isomorfo a Fq. Como, K* & ciciice, segue que, X* ¢

isomorfo a Fa‘ Colocandoe zero em zmbos, temos, K & Fq.

4. Considevemos F _ a extensio finita de Fq de
grau m. Seja ¢: F_>F_ uma aplicacio definida por
4 -
${x}) = xq, ¥x e F n Mostremos gue ¢ € um automorfismo de
q
F _.
qﬂl
bBe fatg,

B ¥x, y e F o, ¢x+y) = (x+ )%=ty
q
= ¢{x} + ¢{y}.
B} ¥x, y e F_, ¢(x.y) = (x.y)% = xy% «

= ¢(x) . #{y)., A
¢} Suponbamos que dade x,y ¢ F m tenhamos
$(x) = $(y). Entda, 4
¢{x -y} =9,
isto &,
(x - )P = o,

como F _ € um corpo,
k | X =y = UQumy x =y,
donde ¢ & inijetors.
d} € uma aplicagio injetoraz de um coniunte finito
em si prdpric. logo, ¢ & scbrejetora.

¢ € um automorfismo de "F _  sobre F " que

q q




deixn fixo F porque

q"
6{x} » x93 = x, ¥xs¢ Fq.
Portantc # pertence ac grupo de Galols de qu sobre Fq,
A aplicacdio ¢ & denominada Tautomorfismo de Frobe-
nius",
Para todo xe F e para 0 2i,j 2 med
q
o el =il
donde
ot el = o) v @)at w @ d
segue que

i, AR 8
$7 . i x}) o= oxt w g {x}.

Laogo, @1 S = ¢1+3,

2

Oz automorfismos 1, 4, ¢ ,.v., ¢m»1

, sap distin-

tos, porque se

¢t = ed 04,5 em
entao,
i i
¢7{x} = ¢ {x} V¥xePF
4
3 3
x3 e xq ¥z F 0
q
i b
Dai x4 ¥ = 5 gx e ¥ -
' ]

Suponhkamos que 1 > i. Neste caso, o polinomio

3 3 C )
3 - 3% e F o 1X]  de grau a*(at > q7) tem como ralzes os

" elementos do corpe F n+ © que & absurde, pois, em F .

4 q
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- i y . j -,y i -~ =
o polinomic X% L x8 pode ter ne maximo q1 raizes distin-

tas. Logoe, 1 = j.

Se os automorfismos ¢1{$ < i < m} sBo distintos ,
eles formam um grupe cicliico. Como a ordem do grupe de Galols

de F sobre Fq § m, entio & (8 < i <m} sSAD 0OS W™ AU
q

tomorfismos de F . enm relacdo a Fq*

q

5. Sejam F_ e F duss extensces finitas do cor-
r, ¥ L¥: T
1

po FF com gy = p & 4, = p ? elementos, vespectiva

mente.,

TEOREMA 4., F 2 -1 R
qlc a, , © somente se riirz

"S%e F ¢ F

deande
T = «iF_ 1 F .
2 "R l: 9z "li]

- Ty
se rlErz, entio p "1

Portanto, rilrz.

r, .
P -~1. Dai segue que

T T
i 2
P 1-1 x? 1*1

T
2
1} .
X ~%. Consequentemente F F .
q qic 95

T
donde P -x

e
F, A ¥ 5 s o
a3 a, ¢ um COYPO Com (. p eiemegtna.



il.

TEOREMA 5., F M F & uma extensdo de F_  com
Q4 9 p

gras rg = {rl,rzl.
F_ n E o3 Tyl T
44 a5 C’Fqi SN |

E F E ==
a," Fa, C a, g7y
Qualquer corpo F_:t S pr eiementos conti~
T

do em F e F val estar contido em ¥F_ N F_ . Portanto
q}. {12 ql qZ

rirs, Logo 1ty = {ry.T,}.
Dadas as extenspes F e F. de F_, consideremos
43 LY 4
$ = 7,.¥,. Portanto o corpo Fq COm ps elementos contém
$
Fq1 ¢ qu pois ?135 e rzts.

Definicio: Sejam F_ e F_  extensces de FP contidas

L LY
num mesmo Corpo ¥, . Denotaremos entao, por F_ . F_ ¢ menor sub
9 4 9 -
de ¥ ue contém F_ e F_ , ¢ denominaremos F_ .F_ compos
corpo q, ¢ q;° “a g, qy
¢ F_ em F_ .
1o de Fql a, 4,
F . F
///” i@ 4
F K\KF
& h“&\ ff//fv &
F?
- Ta
F . F € um COTpO COM g = D elementos.
49 b
TEOREMA 6, F, . F € uma extensdo de F de
G 4y P

grav r,, onde 1, & ¢ minimo miitiplo comum entre



12,

B, ir
Fay © Fay" T, 1774
| &3
¥ F, « F, =% T,iT
Seia F um subcorpo de F de graz 1 sobre
%y 9
F. . Logo TLiT @ Y,iT.
FP' que contenha Fql e 4 ogo, IE 1
fome F,_ . F & ¢ menor subcorpo de F que -
@ 93 s
contém F_ e F_ , entiio
S PR P
rikr. {4}

De {3} e (4) temos que r, & o minimo miltiplo co-

mum de Ty e Ty,

TEQREMA 7. 5Seia FF{: Fq, entdo existe um elemento

de ¥ , tal F.=F .
g de ¥, tal que F, = F,(g)
Como & vimes o grupe multiplicativo F%_ do corpo

finito Fq ¢ ciclico ¢ de ordem {g-1}.
Seja g um gerador de F%. Entéo

Fr o= 1, g, gt 23,0, g%,

Estes elementos formam um subconjunto de F_  com {q-1} elemen

q
tos. Acrescentando ¢ 2ero a FE temos © corpo Fq.
Logo,
F = F .
q " Fpl&

6. Decomposigédc de um polincmio irredutivel scbre

F a .
q Ruma extensao qu
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Seia £ = X"+ alx““l Yo ta, Um polinomio uni~

tirio e irredutivel de Fq[x}. Tomando a extensdo ¥ _ de
q

Fq. ssse polindmic pode se decompor no anel F m{K}. De fato,

G
vale o seguinte teorema:

TEOREMA 8, EBm F _{X], £ se decompbe em d=(m,n)

, - It
fatores irredutiveis de grau = .

Seja u uma raiz de um polipdmic irredutivel de
F m{X] gque divide £ o qual chamaremes de g. Como u € tam
beém raiz de f ¢ Fq{XI, & adjuncio de u @ Fq dard o corpe

Fq{u), axtensdo de Fq de grau 1.

Fagamos a adjungdc de u o0 coypo F _. O corpo

» " - 4 -
F ,{u} sera entaoc o menor corpo extemsao de F . que contem

g

- q
3 n € U Desse modo ele € o composto de F n € de Fq{u}.

Portante, se d = (m,n), o grau de F _{u} sobre Fq & o mini

mo miltipio comum de w e B, ou seja, m.n/d.

Temos, entdo, o seguinte diagrama




1&#

de onde, o grau do polindmio irredutivel g € . Ora, como

=" |-~

m, n e d sac constantes, qualquer gue sejs a ralz u de £ qgue
tomarmos, como cada raiz de f serd tawbém a raiz de um poli~

nomio g de F _{X] irredutivel e de grau . 0 polindmio

1]

-f dh

£ terd em F m{I} a seguinte decomposigic
g

f“flt fz- LR qf&g

cada um deles de grau

£ B



CAPTTULG I
TRACO £ NORMA SOBRE UM CORPO FINITO

Seja F _ uma extensdo de Fq, entdo o grupo de

4 .
Galois G de F " sohre Fq & giclico ¢ de ordem m, gera-

do pelo avtomorfismo ¢{x} = x4,

Definicao. Chamamos de trago de um elemento x ¢ F B Soma

3 q
dos ¢7(x) para 0 ¢ 3 < m-l, isto 8,

Py 3 . 2 el
Tr{x} = 'Eu s28x) = x + x% s X% o+ L+
3#

Parz todo ¢7 & G com 0 < i< m-],

. R 2 m-]
$2{Te(x)) = ¢7{x + x% + x% + ...+ % Ty,

d¢ onde segue

L . . Z - mei
$LTr(x)) = ¢3(x) + 43 (xY) v 67 (x% Jear ¢TI Ty,

. ; ; 2 ql -1 g
I (Tr(x)) = x T L (xqm }q

N 1 ] 2 x m=1 .
I Trixy) = T x8:@ @t L ad"

- F R
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i+ (m-1)
+iti+ xq ¢¥XEFm*
g

, . vl 32
od {Tr(x)) = 7+ X e M

Portanto,

¢j{Tr(x)J u ¢j{x} + ¢j+1[x}+,.*+ ¢j+{m“1}(x), ¥V xe qu,(i}

Sende £ um grupe ciclico de ordem m,

s Py = x, VX e qu.

Entac em (1) teremos gue

$3 Py = x

$37 I+ 1) oy =y

¢j+{m-—j+m-1){x} - ¢mmi{x}

-

Portante #7{Tr{x}) = Tr{x}. Assim concluimos que

o Tr{x} & invariante sobre Fq. Loge, eie pertence a Fq.

indicaremos por

¥

G
Tre (%3
q
quande houver divida em relagsoc & quais corpos estad definide o

trago.
O traco de um elemente x de Fq tem as seguintes
propriedades:

a} Se x e ¥_, entio Tri{x} = mx,

1
2 m-1
Tr{x} = x » e x% 4 L, ¢ x8 .



i7.

fome X & Fq isto implica que % = x, Portanto,
yA

mw
Trix) = x + x + X094+ .+ (xB% =

= X+ Xy X+ L. X omN,

b) O trage & uma apiicacdo linear de E, em Fq.

Parg todo x,¥y ¢ F "
q

Tr{x+y) = {xry) + ¢{xty) *+ ¢2(x+y)e. ot ™ Pxey),

Como os ¢, 1 < i'i m~1 sa0 automorfismos de F o
g

Trixey) = x+ ¢(x} + ¢7(x) +...0 ¢™1(x) 4

+

y+ y) + %0y} s 7 i (y) =
Trix) + Triy}.

Para todo x ¢ qu ¢ para tode ) ¢ Fq,

é 12
Trixax) = xx + (x)% + 0% +. .0+ )% .

2 2 m~1 m-3
Tri{ax) = Ax ¢+ 2159 3 ¥ xq +, .04 24 P .

Comao h & F
4

Z m-1 2 m~1
Triix} = ax + axd + a9 +, .+ axd 1 1{x+xq*xq kL bxS J=

= 3Tr(x).

¢} A aplicagic trage tr: F _ =+ Fq é sobrejeto-
G
ra,

B . € um espago vetorial de dimensio m sobre Fq.

. 4 . -
Como ja vimos, o trage € uma aplicacfo linear de ¥ n & Fq‘
Esta aplicagdo linear & ndc nuls, pois se ela fos-

o




134

1

se nule o polinomic de grau " " definido pela aplicacio tra-

S0, 5 s
m-—
erfx) = x + x3+ x4+ e x%

teriz como raizes o5 ¢ elementos de F o+ Mas isto nge &
possivel, porque num corpe um polindmio dz grau qmnl tem no -
maximo qm"l raizes distintas.

Portanto existe Xx pertencente a F _  tal que -
trix) # 0, | :

Seja B o ntcleo da aplicagic trago de F o O Fq.

0 conjunte B & sub-grupc de F o Goﬂseguante-
mente, F e a1rﬁuniﬁa de <lasses latersis relativamente ag

]
q »
sub-grupe B, sendo gue estas c¢lasses s&o duas a duas disjun-

tas,
qu = By {al*B} U‘{az*B} Uoas L!{ar+B}

com a, & F para 1 < j <vr e &y = ¢.

mi
g .
Dade x pertencente a F g ©Xiste j tal que x
) 4 '
seiz um elemento da classe lateral aj+3, Por conseguinte, e-
xiste b £ B de modo que

~

¥ = a, + B.
J
Portanto
tr(x) = tr{aj+b] = tr{aj} + tr{b} = tr(aj},
pois sendo b pertencente aoc nlcleo da aplicacie trago, e}
tr{b} = 0,

Sejam a§+3 e ak+B duas classes laterais de F



ig.

{1 <3j,k=r). Tomemes X ¢ aj+§ ey« a, +B.
Suponhamos que

trix) = tri{y].
Como vimos anteriormente,

tr{aj} = tr(ak)‘
Como o trago & linear,

tr{aj} - tr(ak) u tr{aj-&k] w

e portanto, a3 = &y ¢ 8. Logo,

aj £ ak+B.
Fsto significa gque x e y fazem parte dz mesma classe Iateral.

Consequentemente, elementos de classes distintas -

tém tragos distintes.

n

Se o sub-coniunte B de F m Tem qJ elementos

{0 < § ¢ m}y, entac o conjunto das imagens de F _ através da
N i . G v
aplicagao trago, que indicaremos por Im(F ), tem q"/q’ ele
' " g
mentos., Lomo Im(F m} c Fq, EnLa0
q
™7 < q.

Sabemos gue existe x pertencente a F s Tl que

g
tr{x}#0. Forgosamente un-j = 1, de onde

j=m ~ 1.

Assim sendo, o Indice do sub~grupe B c F n Yelati

. . a
vamente ao grupe F _ & g, o que significa que

q
qu = Bw {az+ﬁ} Vo u(a{ﬁ}
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com  ay ¢ qu pare 1 2 j <q e 8y = Q.
F, possul q classes laterais distintas em rels-

¢dc ao sub-grupe 8.

Como elementos de uma mesma clisse lateral a}+B de

F . tem o mesmo tYago em Fq ¢, se aons elementos de cliasses -
laterais de ¥ . relativamente s B distintss, correspondem -
tragos diferentes en Fq, entao, In(F ) tem 4 elementos -
' q
distintos.
Logo,
CIm(E ) = B .
m
a 4
qu
4} Se FqcF rcFm. entao T?F {x) =
4 q 4
F T F m
= Tr,3 (Tr g {x)Y)pare todo x & F _.
Fq F " qm

q

Seja G o grupo de Galeis de F . FObTE Fq.

g
6= {ed, 0 <3 <m1).

0 grupo de Galeois de F sobre F

oF g' due indicare

mos por H  tem ordem r.
PJeterminemos 2 condigdc para que um elemento de 6

seja gerador de H.

Dado ¢ ¢ G (0 < j < m3) a condicio para gue ¢

pertenga a H & que

T
(o) = &, :
* ; BNIVER e
' <S>
o) T
Qi 1 B A PAAD
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Como ¢ tem ordem w, entio

j.r # 0(mod m)

;2 0(mod By
'y

pois 1 = (m,r}.

Logo,
i}
3IE T
ES
e consequentenents
He {68 ™7 0 i < rel).

0 grupe de Galois de F = sobre F & 6/H, que

It q g
tem ordem =

Y

m
2 ¥l
G!H = {H-| ¢H$ ¢ Hglri-| ¢ H} -

Descreveremos asgora oS elementos pertencentes & ca-

da classe lateral ¢°H(D <k <& - 1},

T
b1
= m i
Hoe 1, o, ¢2 S ¢(r iy
m i
E +1 2 — I"*'1 {!""‘l}" IQ':l\
¢Hﬂ {@, .¢r + ¢ T [ I I ¢ ¥ }
Bz 2R 4 (r-13% +2
2 2
¢ = Ly, ¢r y & ¥ sreng @ ¥ y
B 2oy B sZag mel

oT K = 4r A e 3
A intersecgio das classes iagterais € vazia, e

m
Eml
ZHZ

G = HU @ U ¢"H U ... U7 H,
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Portanto, dade x & F m
g

F & m (r-i}%

n T o
Tt ) = xe g ) 2 F T e e (x) *
9 b33
i (r-1)%+1

£X} #...% ¢ {x} +

+3

il

v alx) + 5 (X)) ¢ ¢

m
¥+2 (r-l]%¢2

242
EXJ PR - (x} +

R ¢ CRPUI 'S SESPL

I R A N L I R R A B N N I O S NN N R R N SN A R B B B B BN B R R

x),

Efetuande a soma de cada coluna do Trqu(x}, temnos:
q
%MI qu
(x) = Frg® {X3
qr

12 coluna: xX+g{x} + ¢2(1)+...+ &

il ) n, L ¥
2% coluna: ¢ (x+e(x)*e“(X)*..t ¢7 (X)) = 47 (Trpd"(x))
qr
H H

i __,+1 E-l-z ﬂ_l
3% coluna: ¢2r{x} + ¢2r (x) + ¢2¥ (XJjt.,.+ ¢

ZE 3 ﬂu1 n F m
= o T (xrelx) » 20 4T T00) = P (Y ()
T

A R R N N I N N N N I N e R T E R R R E R E R R E T Y T T

. {r*l}g {r-1}$+1 {r-1)B2
m-8sima coluna: ¢ {(X) + 4 {x} + ¢ L £ TP
M-l (r-1)5 LI |

s e (X)) v Texes (X)+ 62(X)+.0ahsT  (x))=
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F
(r-132 m
=6 T Ot ).
q!‘
Lego,
m
F n F T F o 2% F o
Trod {x) = Trog (x) + ¢ {Trgq™(x)} +3 (Trod (x))+. . .0
Fy Fr Fr, F
q q q
(r-138  F
b T (Tree" (X))
q‘[‘
F
m -
fomo TrFq {x) pertence a F g+ €0tac
¥ q
q
F 1) ¥ r F m
Tred %} = Troa® (Teod (x)).
F . F F
4 4 gt

NORMA

Definiglo: Chamamos de norma de um elemento x ¢ F a0 prody

. - g
to dos 4E{x} para 0 < i < m-}, isto e,

m-1 . 2 m=1
N{x} = 7 ¢3(x) = x,x3,x% ... x% .
jed

Para todo ¢° ¢ G com O = 3 <« m-1 temos

. r 2 Fﬁ-i
eI N(x)) = o7 (x.x0x% Lo <%y,

de onde segue , .
i ; i : : Ll :
RCTESFILIREECYITERC U L ERCLID PIEL EL B B
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2§

33
xd

{fm-13+3

]
™= xq ‘-xq L I | xq

Podemos concluir que:
S0y = F0 Pt ST Yy,

para tode xEF m Come 3a fol visto para o case do trage, pode
q

mos concluir gue ¢;(N{x}} = N{x}, © gue moStra que a norma &

invariante sobre Fq. Logo, ela pertence z Fq.

3
Indicdaremes por MFq(x) guande houver divida em -
q

relacic a quais corpos estd definida 3 norma.

A norma de um elemento x de F w TEMm as seguintes

q
propriedades:

m

a) Se x & F entidc N(x) = x".

ql
2 m~1
N{x) = x.x%.x% .., 8 s

come X e Fq isto implica que x% = x. Portanto

m-2
N(x) = x.x.(xﬂ}q - {xq}q T ReKeKes X B AT

b) Para todo x.,y & F w € Parz tode 1 e Fq’ tew
&
mos gue

N(x.y) = N{x} . N(y)
N(ax) = ™, N(x).

i i

2 i 2 T
N{x.y} = (x.x%.% ., x% ).{y.yﬁ,yq ves ¥3 JuN{x} N{y}).
Sendae x e F_oF € x e B,
q qm qm
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N{xx} = N{X}.N{x).

Portanto, N(ix) = hm.ﬁ{x}‘

¢} A aplicagac N : F*_ ~ Fa & sobrejetora.
q

n
q

Indiquemos por B ¢ nicleo de N. 5e x e B

A aplicagie N @ F¥ = F% € um homomorfismo,

%

=3
N(x) = AT 1,

BF# pois N(I) = 1.

0 grupe multiplicative ¥F* e ciciico ¢ de ordem

q -
{qm*l}. Seja g um gerador de £, Entac,
q

™
gro= 11, g, g2,§.., g4 -2

q

1.

Estudemos a condigdo para que um elemento de F*

q
sejg gerador do nicleo de N

Bado gh E F*m, gh pertence 8 B se
q
g1
qm
(e™ = 1.

Lome gh tem ordem (qm-l},

n
ho, 4ot 0{mod(g™~1},
g1

donds

el
EE]

¢ {mod (g-13}.
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pois
m M
g1 (qm-;1 ﬂmxl}_
g-1 G-i

Logo, h =g -1,

£ consequentemente,

H

«1
{gm—; - 1}.(g~1}
5‘ e {}-1 g{q_}'}‘ gz{q‘“l‘},ftt. g q- q }

Consideremos agora o grupo guociente F;%/%n Eie

serd formado pelas classes Iaterals.

i

. ' -7
F* op = (B, gB, g“B,..., gl 2lyy.

4

Sende N um homomorfismoe do grupo F*m ne grupe
F% e B o niclec de N, entao pelo teorema do homomorfismo
temos que F¥. g € isomorfo ac conjunto das imagens de P

. 4
airaves de N, ou seja,

B S Im{F* 1.
B
Q?/K q"

Portanto o coniunto Im{F*m}g;Fa tem exatamente
- q
{q-1) elementos donde concluimes que

Im{F* 3 = F*,
m
4 G
d4) Se FqcFrc:F entao

a q°



E* F* _  F*
New@ (X)) = Npaq® (Npaq” (X))
q G qr

para todo 2 ¢ F*m.
q

A demonstracgic desta propriedade € feita de maneira

andloga & propriedade d do trago. Convém frisar que no trago
. - . *

levemos em consideragao o grupoe aditive F € AgOTH N0 caso -

n

4
da norma temes o grupo multiplicative F* ..
q




CAPTTULD 11X
CARACTERES & SOMA DE GAUSS

1. Antes de estudarmos os caracteres de F%; Conw
vém relembrar siguns Tesultados da teoris das rafzes (gq-1)-€si

mas da unidade no corpo complexo.

As rvaizes {q-i}-€simas da unidade formsm um grupo
multiplicvative €, c¢fclico, ¢ de ordem {g-1). Se p & uma

raiz primitiva (g~1}-ésima da unidade, o grupo U & dado por

G = (1.0, 62,..0., o978

-

Sende ¢ de ordem ({q-1} e p o gerador, temos os

dois resultados seguintes de ficil demonstragfoe:

&) ph = 1, gquandoc & somente guande h 2 ¢ {mod q-1j;

b} o = gh, guando ¢ somente guando & = b (mod g-1).

Pare representar G podemes, entac, tOmar cComo ex-
poentes de p um gualquer sistema complete de restos (mod g+1).
Lembremos também gue tods poténcia de p, o por exemplo, po-
de ser substituida por 0>, sendo § o resto minime positive

de h {mod g-1).
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2. pefini¢io: Chama-se cardcter do grupo multiplii-

cative F%, um homomorfismo

x : Fy o C*

no grupe (* do corpe dos nimercs compiexos,
Da definigac decorrem os seguintes resultados ime-
diatos.

a} x(i} = 1,

Para qualquer x de F%, temos  x(x) = x{x.1} e

como x & homomorfisme, x{x.I} =x{x).x{1}. Portante,

x{x} = x(x).x{1}, de onde x({1) = 1.

b) Se x & um qualquer elemento de F*, como & -

q
ordem de Fa & q~1,
Ay
dai,
x(x¥1) = 1
&

thlfx) = 1.

Concluinde, x{x} & sempre uma raiz {q~1}-Esima da unidade.
E facil, entdo, determinar todas as imagens de um
carictier.

De fato, sendo Fa um grupe ciclico, seja g o

seu gerador,

Fi= (1, g, g0uhee. 8700,

Per cutro lado, o grupo G das raTzes (g-1)-€sima da unidade
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serd:

G = {1, py 92,y 8572

onde o €& uma raiz {q-1}-€sima primitiva da unidade.

se fizermos x(g) = pj; o caracter fica complieta-
mente determinade, peis,
x(g*) = o3,
¢) Podemos itambém determinar todos oS caracteres -

d Fr.
o grupo Fg

Reaimente, cada caracter fica compietamente conheci
do se firzermos yx{g} = pj. Chamemos de Xj- o caricter determi
nade Fdr

xj{g} - oJ,
com 3 = $,1,2,...,6-2. Teremos -1 caracteres diferentes e
$30 esses o5 Unices possiveis. |

. .
2., Seja Fq £Xgs Xpeoens Xgugle

-3

Vamos definir em Fa uma multiplicacio de caracte-

res. Para isso facamos

XpeXg(x) = 3 (x).x {x}.

Xp-Xg € um cardcter pols, x x (g} = x.{g).x (8} .

de onde,

r -3 s
XpeXg{B) =07 - 07 =09 .

Substituinde r+s por seu resto minime pesitive (mod g~1), di-



31.
gamos k, temos:
xooxg(g) = pF = %, (2)
e podemes entdo definir & multipliicagiio de caracteres por
r " Xg T Xx-
£ ciaro que o produtc € associativo e comutative.
0 caracter Xy dado por xﬂ(g) w % = 1, tem para

qualquer x de Fg, %, (x) = 1. Esse cardcter, que & sempre

igual & 1 chama~se caricter principal ou trivial, e temos

Xp » Xo (X} = x,(x} . xr{x} = xr(x)-

Portanto

ou seja. x, £ a unidade de Fa.

Para demonstrar a existéncia do inverso de um dado

caracter, Xpr PYOCUrTaTEmos unm aldmero inteiro vy tal que ,

O gue € O mMesSme que!
xplxd -y 3 = %, 0ed | (33
Ora, de (1) segue:

xe (83 « %, (8] = x, (8},

Portanto,

¢ que resuits em
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T+ s
p T =

r+ vy 0 (mod q-1}

y & -r {mod g~1).

Logo, o cardcter inverso & x, _. Como -r s (mod g-1), sendo

s resto minimo pesitive (mod g-13,

a2l e g 0<s < q-l

Conciuindo, vimos que o produte de dois caracteres
& um caracter, que esse produto & assoclative e comutativo, gue

sxiste a unidade, que & o cardcter principal

Xor € QU tode -
caricter Xy v tem um inversc x;} ® Ag Assim sendo F* & um
grupo, chamado grupo dual de Fa§

4. E imediato mostrar que F& 2] Fﬁ sao isonorfos,

De fate, o cardcter x,. fica completamente determi

nado se& colocarmos xr(g} = ﬁr* Ora, como xlfg} = o & Sendo

- p # 1 ¢ uma raiz {q-1)-8sima dz unidade, pela multiplicagio de
caracteres,
Xo © %y
1
Xy 7 X
2

Xz = X

B e ¥
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sio todos distintes. Entao,

o
Fq u {IO, Xlsn"‘; xq_z}
& um grupo ciclico com gerador %y ® COM O mesmo nlimerc de ele

mentos que tem o grupo F*m. 0 isomorfismo desejado sera:
q

. .T
$ 1 g Xy

5. RelacDes de Ortogonalidade

a} Se x & um caracter de F;’

q-31 se x = y
I xtx)= . °

&
xan g se yx ¥ Xq

1% caso: yx = Xg entao para todo xeFfr*, x{x)} = 1,

q

Portanto,

¥ x{x} = gcard (F*) = g « 1

e FE q 4

G
2?'casﬁ: x F Xy entdo existe ysF& tal que x(y}#i,

Logo,

Ioxlxy = §  xixoy) = x(x) . x{y},

xaF& xEFa xEFa

de onde chegamos a

- x(y)) .} x(x) =6,
xeFa

Como  x{v} # 1, entie T x(x) = 8.

»
xqu
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b) 8¢ x € um elemento de Fé,

{q ~ 1) se x =3
x(x) =
xcE* 0 s X # 1
q
1? gaso: x = 1, entac para todo xeFa, temos que
{1} = 1.,
Portanto,
i- 1} = card (F*) = g - 1
E* x {
xeFg g
2% caso: x # 1, Seja g um gerador de F&4 Entio

x= gt (1<r<(q-1)).

Consideremos ¢ uma raiz {g-1)-8sima primitiva da

unidade, Existe xlaF% tal que xl{g) w g,

{onseguentemente,

x1(x) = x;(g") = o £ 1.
Lege, '

Peoox(xy m Faoxgx(x) o= Fo x (x} . x(x) = xy (). #6.
1 i
F* & L F*
XE q xan xan XE i
Temos, a Seguir:

(1 - x;{x2) Eh* x{x) = B.
xﬁFq

Como XI{X} # 1, entdo Z§* ¥ (xX) = 0.
xeF o

Convenientemente, podemos definir os valores dos ca!
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racteres no ponte zero de Fﬁ da seguinte forma:

i se yx = X, ' 1 se rw @
x(0) = o 2 xp (83 =

se X = X, 0 se r # 0

6, Defipnigdo: Chama-se cardcter do grupo aditivo F;, Um

homomorfismo

no grupe multiplicative C* do corpo dos nimeros complexos.

Da definicio decorrem oS5 seguintes resultados:
a) ¥(8) = 1

Para qualquer ch;, temos ¥Y(x} = ¥{x+&} & como
¥ & um homomorfismeo, w{x+0) = ¥{x} . ¥(0) e, portante

¥} = 2(x) . ¥{0}, donde ¥(0) = %

+

B} ¥(x) € uma raiz p-ésima da unidade.

Seja x um elemento gualguer de F;. Come & carac

teristica de Fq é um nimero primo p,

px = 0,
Dai vem,

¥lpx) = w(0) = 1,

Sendo ¥ um homomorfismo,

¥lpx} = ¥(x+xX+. . .ex) = ¥{x} ., ¥{x) .... ¥{x}

¢, portanto,
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vP(x) = ¥{px) = 1

Loge ¥{(x) & uma raiz p-8sima da unidade.
¢} Caracter Principal

Se ¥(x) = 1, gqualguer que seja x de F;. ¥ &
um caradcter.

Reaimente, ¥{x+y)} = 1 = 1 ., 1 = ¥(x) . ¥{y)

Este cavdcter denomina-se principal ¢ indiceremos

sempre por ¥ .

7. Valores de um Caricter v{x}

" Inicialmente, lembremo$ que 0 COTPO FF & isomorfo
ac anel I/pl das classes de restos (mod p) e qﬁe podenos ,por
tanto, tomar come siementos de Fp um guaiguer sistems camFZeta
de testos {mod p). Por exemplo, o sistema completo de restos -
minimos positives

0, 1, 2, +ov 4 {p-1). (1)

+ .
O grupo aditive FF € sub-grupoc de F;. Consequen
temente, F; & a unido de swas classes laterais relativamente

ac subegrupo F;, sendo estas classes duas a duas disjuntas.

+ * + + +
B, = By U{a, + ?p} U{a, ?PJU... U(sp‘r*i + r*?} .
com a, ¢ F; pata 1 < j < pT o a; = 0.

Um gualquer elesmento x  de F; pertence sJ a uma
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das classes aj + F; e, portasnte, existe k pertenceate 0

sistema {1), tal que
X = a. + kK,
J

Come 34 vimos, os valores de um cariicter ¥ para

X pertencente ac corpo Fﬁ sfo raizes p-€simas da unidade.

Consideremos ¥(1) = py., onde o, £ uma gualguer

raiz p-€sima da unidade, Sendo ¥ um homemorfismo,

¥(2) = v(101) = o}

¥(3) = ¥(2+1) = o]

¥R FEENFEEFTFRLEE AN R o E

¥(p-1) = y(p-2+¢1)= of7
¥{p} = v(p~1+1} = o¥ =1

Fagamos agora ?{&j} " py Para 23 =< pr"}. onde

7y é uma qualquer raiz p-&sima da unidade. Pelo fate de ¥
ser um homomorfismo, entac para x percorrendo 2 classe Iasteral

+
a., + F_, temos:
3 p

T{ﬂ}*l) = 9}?1

Fi
HE2Y oo,
?{a} } 6307

LIRS R N R R R B N

?(aj¢?-l)“ ﬂjﬂ?ﬁl

¥{ﬂj*P} *'#jpg * Py

Vimos que dado arbitrariamente ¢ valor de ?{aj} 0%

vaiores de todos os eismentos da classe & *F; estazoe determing

3
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dos.. BntHo, para obtermos um caricter, basta darmos arbitraria
mente o5 vaiores de ?(aj}, que o caracter seri determinado.Co
wmo existe p. 5 classes laterais, entdo temos ?.?rwi caracte

. + '
res aditivos de Fq.
8, Podemos dar uma forma comoda aos caracteres adi

tivos., De fato, seia ¥{x} um caricter qualguer. Vamos mos-

trar que ele pode ser escriteo

y(x) = p TR (2)

onde p € uma qualquer raiz p-ésima da unidade.

Parg ¢ noesso objetivoe basta mostrar que {2} & um

- +
caracter de Fq.

Como o tr(x) & um elemento do sistema (1), Conse-

ﬂt‘r{x}

guentemente, ¢ uma raiz p-&sima da unidade. A aplica-

¢do definida em {2} & um homomorfismo do grupo aditive F; RO
grupo multiplicative €* do corpe dos nimeros complexos, pois,

para todo x, ¥ de F;

Y{xey) = g T (XtYd

Come $r & linear,

ptr{x-*y} o ptr[x) + triy} _ ﬂtr{x} . ptr(y}*
Daf,

¥ix+y} » ¥{x} ., ¥{y)



39‘-

L]

§. Grupo Dual de Fq.

Consideremos o conjunto dos caracteres aditives de

F;, que indicaremos por F;. Podemos tomar como multiplicagao

de caracteres, a multiplicacéc hsbitusl de aplicacio, iste €&,

" )
se ¥ e ¥' pertencem a Fq. definiremos

Yoo ovt{xy o= w(x) . ¥ {x}

E claro gue ¥ . ¥' & um caridcter. De fato, gqual-

quer gue seja x de Fr temos, V¥{x) = ptr[x) trix)

qi‘
¢ como ¢ ¢ oy s&o ralzes p-&simas da unidade o . ey também

¥ =
e ?'{x}=p,

Ser3 e vem,

¥o.owtx) = ¥(x) . vi{x) = ptT(¥) p;r{x}

de onde,

ptr{x} . p;r(x} tr[x}'

# {pepq)
Fazendo p . plﬂ Pas

g t(x) = p;rtxj.

Como By

uma raiz p-ésima da unidade, ¥¥' € um cardcter adi

tive de F

-

¥+ I 19

A multiplicagio que definimos €, portante, estivel
" . - - . s
em Fq* Como & multiplicagao em €Y ¢ associative e comutati-
va, segue as propriedades associativa e comutativa dos caracte-

res.

Também se verifica faciimente que a unidade de F.

€ ¢ caracter principal.
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Finalmente, dado o carater V¥{x) = gtT{X}, observe

wmos que Fix] = ptrix} ﬁﬁtr{x}‘ onde p & também raiz présima

da unidade, ¥(X) & um cardcter, pois

¥(x) . Fx) = o P | XY (5

2]
|
=
=
S
a

3

. E{x) = 1, para todo X ¢ F;

¥ & o cardcter inverso de V.

Concluinde, vimos que o produto de dois caracteres
aditivos € um cardcter aditivo; gque esse produto € associative
e comutative, gue existe 2 unidade, gue € o cardcter principal

- el e
¥ e gue tode caracter ¥ ¢ Fq tem um inverso ¥ = v Ase

o

sim sendo F; & um grupo que se chama grupo dual de F

-

A1+ i

10. Outra notagde pars um carater do grupo aditive
+

F_ .
4

Seia ¥ um cardcter nio principal do grupe aditivoe

-

Observemos que a aplicacic x » ax, sendo a ¥ 0, &
W
q"
tituirmes em (2} X por ax, teremos:

um automorfismo do grupo aditivo F For conseguinte, se subs

triax)

v{ax} = p B UM

&
S

_q-_ .
CATG o8 b Ko P g™
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- - H +
gque também € um caracter de F,.

4
- *
Mostramos em cada elemento g pertencenie a Fq .
-+ g + i
define up e 55 um caracter de Fq, que indicamos por V¥ .

Dades & € b pertencentes & F_, suponhamos

v{ax} = ¥(bx), ¥V x ¢ F

S+ o+

Consequentemente,

ﬂtr{ax} " ptr[bx)'

Ral,

i::_*,;r{ax}_ ;tr{bx} « i,
Como o trage € iinear

#tr{ax} - tr{bx} ptr{ﬁ“b}X} = 1, ¥ x e F;

Portanto para todo x pertencente 4 B, vesm Gue:

q!
tr{a-bix} = 0.

Como ¢ trago & uma aplicagdo nio nula de F;,
(a-b)x = 0, ¥ x¢F
de onde,

a=5h

+ r
FQ tem p elementos ¢ cads um desses elementos

define um Unico elemento no grupo dual F;, gque também tem Fr

slementos. Entdo, dado um cardcter ¥ do grupe aditivoe F+,

G
i -, : +
existe um unico & pertencente a Fq de modo que,

’f*?’a
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11 - Relacdo de Ortogonalidade

- - . . +
Seta ¥ um caracter nic principal de Fq ¢ X um

gqualquer elemento de F;.

' G 5¢ X = {
i . ¥iax} = {ﬂ

aqu se x # 0

1¥ caso: x = 0, como para todo a ¢ F;, ¥Y{ax)=¥({0)}=1,

I ov{ax} = EF 1= g
&qu ag g

2% caso: x # 0O

¥ L ¥ i
EEF; (ax) aEF; x () azu{gjﬁ;}

v (al

{3}

¥ & um car&cter nio principal. Come x # §,
v (a) = ¥(ax) # 1

o - - o .
para algum a de F e, portants, v, & um cavdcter nfic prip

cipal.

Enguanto g percorre uma das classes laterais
aj+F; o valor de ¥_(a) percorre o conjunto das rafzes p-ési-
mas da upidade. Como 2 soma das p ralzes p-&simas dz unidade
£ zero, entic a scma indicada em (3) serz o resultado da adigio
de pr-l parceias iguais a zers, onde cada uma delas represen-

ta a Soma dos Yx{a} guando a percorre uma determinada clas-
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+
S8 lateral a, * Fp.

12, Soma de Gauss,

Por definicao, chamamos de soma de Gauss do corpo

Fq a0 numero:

glx) =} x(x) . ¥(x)
: HEFq

onde ¥ @ um caricter aditive de¢ grupe Fq fixo, e diferente

de ¥ .6 x & gualquer um dos caracteres mulitipijcativos de

F; diferente de Xpe




CAPITHLO IV
TEOREMA DE DAVENPGRT E HASSE

0 ohietivo deste trabalho & demonstrar o teorema de
Davenport e Hasse que permite relacionar a soma de Gauss num -

corpe finito & em suas extensces finitas,

Sejam F_cF oF g COTPOS finitos, onde F &

PTG i
uyma extenszo finita de grau n de Fq, & Fq ¢ uma extensio fini

ta de grau r de FP.

i- Para v = P - seja T(y) e Tm{y}, respectiva-

mente, o trage de y em relagdo a F_ e Fq ¢ ainda selam -

N{y} e N_{y}, respectivamente, a norma de y em relagHo a

FP e Fq. Para x ¢ F% indiquemos por t{x) e n(x}, respecti-

vamente, ¢ trage e & norma de x em yelagdo a0 corpo F?.

Lema 1 ~ S¢ g € um gerador do grupe multiplicati-
Vo F*m, entdo, existe um gerador w do grupo multiplicativo
g
Ft
q tal gque,

No(g) = w . (1)




*

O grupe mulriplicative F " do corpo finito F -
& ciclice ¢ de ordem o -1. k 4
'l'
Seje g wm gerador de ¥ . entio
q
m
Fro = {i.g,gz,..., gq 2}

q
0 grupe multiplicative F; do cerpo finite ¥ &

subw-grupoc de F;m‘

Determinemos a condigdc para que um elemento

gh{ﬂ < h < qm»ZE de F*m seja um gerador do sub~grupo F;.
q

Sendo F; ult grupo cfelico de orden fg-1), entdo
a condigiiec para que um elemento gh de F* pertenga a Fa
£ que: 4
@ -1,
de¢ onde temos

gh({%“l}w 1

Como g & um gerador do grupo multiplicative ¥* ,

m g
¢ qual tem ordem g ~l.

i
h s 0 (mod ﬁﬁ?é}

onde & = {¢"~1, g~1). Sendo & = g~1, entZo segue

h:.‘l_:i
g =1

Portanto, se g & um gerador de F¥or entio exis-
q

&y (2)

te




46,

gerador do suh-grupo F%.

Calculemos & norma do gerador g de F* em rela-

. q
cav a F;.

i
w3
nt
w] E”:T
N(g) =g » g% .. g? ™ egt

Logo, dade um gerador g de F*_, existe um gera~

dor w do grupo multiplicative F;, tal  que

N_(g) = w (1

Consideremos »* # 1 uma raiz {q-1)-ésima de unida

de, p* & também uma vaiz (q"~1)~&sima da unidade. EntHo:

x'.(g) = p*" para 0 <71 < g1,

determina um cardcter multiplicative do grupe F*.+ onde g 2

um geradoy de F*. .
q

TEOREMA 1 ~ Dado y pertencente a F* , entio
q

L) e N (9)),

onde X, © um caracter multipiicative de F* definido per

o L4

OIS

Fara um ¥y qualquer de F*m calicuiemos o valor de

4
x' v},

Sendg g gerador de ¥B*
q"
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y o= gs para 0 <5 <« q-2

Fortanto,
- S
x' ) = x7 L (g7)

Sendo ﬁ*? um carfcter,

' (8% = OGN = (prN)F - TS (%)
Agora, calculemos xr{Nm(y)}.
. $
x, (N, (1) = x (N, (%))
Yele propriedade da norma

X, (N (g%)) = x, (N (g)3° .

Pelo lema 1, sabemos que existe w gerador de F%. tal que

N{g) = w. Entio
Xy (N (y)) = x (65} = (p*T)% = oo7° (4)

Be (3) e {4},
W) = x N (D)

Seja p* uma raiz p~&sima primitiva da unidade.

Dade y pertencente & F;m

ey) = et

. - ‘s + .
que define um caracter aditivo de F e Assim como, dade x

9
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+

pertencente a Fq

¥{x} = p't{X}

N - . +*
define um caracter aditive de Fq.

Para y periencente a #

"

gy = T L (TG

¥h(yy = ¥(T,{y)). (33

2 - Beja x wm cardcter multiplicative de Fq 8 ¥
um cardcter aditive de Fq ambos nac principais e consideremos
o5 polindmios unitirios de Fqﬂx}. iste €, os polindmios

T i

f=x" 4+ t.x ...t
1 T

com coeficientes 1, Cy .\ cz..;.. C. de Fq*

Chamemos de

A{f} = x{c, J¥(cy) (6)
g de n(f) o grau r do polindmio ¥£.

n(f) = r | {7)

Esses dois nimeres i{f} e a(f) sstisfazem as se-~
guintes propriedades: i(fl.fzj = 1(f1]¢1{fz} e n[fi.fz}*{flj*n{fz)

{8
A segunds propriedade € conhecida.Quanto 4 pri-

meira, basta fazer os caiculos. De fato, se
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fl w xr + clxr*
£, 2 x5+ a, x5t
Lemos

A(E) = x(e)¥ley)

A(£,) = x(d)¥(d)

Multiplicando f1 por f,,

T+5 r+e-1
fl.f2 = % + (cl*dl}x .t crds

&, portanto,

Ay E,) x{cr.ds) v ¥{c )

donde

MEp ) = xledx(d,) .+ ¥ey) ¥(d).
Logo,

A{f,.f,) = l{fl} » a(£,),

e (8) segue imedistamente que

A {FY) = A% ()
(%2
n{f%} = gn{f)

No anel Fq[x}, gomo sabemos todo polinomio se de-
compde ¢ de um $5 medo num produto de fatores irredutiveis. Ea-

tac, se f ¢ Fq{i}, chamandc de Pp+Pys-vesPy  ©5 Sens fatores
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jrredutiveis diferentes, temos:

a Q 1
1 2 k
f'ﬂ pl » pz Fa— pk ﬂi P ﬂ

e, portanto,

@ o a &% a E+
l{f} - l{i}l i N pz 2 - Fi{ I(} =X 1{F1}~?’~ 2{}}2}--11 k(i}k}

a(f) = “ln{P;} * ﬂzn{sz toa.. ¥ ﬂkﬂ{pk) (10}

Conveénr notar gue pela decomposigio inica de f em
seus fatores irredutiveis e como estames trabalhando com poling
mios unitarios, dado f, os polinomios irredutiveis
Pyv Pye +v0 v Py € O5 EXPOSRTES Gy, Uy,ves, o) estio univoca-
mente determinados e, reciprocamente, dados os polinﬁmiw& irre~
dutfveis Pp: Poarery Py € 08 nimeros naturais BgaBgsenny Ay,
o polinomic § = ?131 ces Py % também estd univocamente deter

minado.

3 - Consideremos o snel das sé€ries formais de poten
cias Fo[ [x] ]. A série 1 - yp1® P | onde p & um polind
mio irredutivel de Fq{x}, tem o primeiro termo diferente  de

zero, portante tem inverso, Donde,

1 1 e n{pl Zeoyxinip)
1 - A{p)x"'P) S 2 A lpix "
{11}
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Consideremos o produto formal extendido a todos po-

linomios irredutiveis e unitarios de Fq[x].

I 1

P 1.- A(p)anPT -

I
1+ p(l+l(p)xn(p)+lz(p)x2n(p) v ..0)  (12)

0 produto do 2° membro de (12) tem o primeiro termo
igual a 1. Um outro termo qualquer correspondente aos fatores

primos p;, p,...., Py, sera da forma

(¢4 o n(P ) o
1 1 1 N 2(

a,n(p,) a a, n(p,)
" (Pl)x % 2 2 k- k

P, i%E A k(pk)x
isto €,

o o o & nipy) * ess * 2 n(p,)
Ny ) R AR s Wy, T YT e

donde, de acordo com (10)

XEE)Y = xn(f)

onde

| *2 *k 2
ou seja, P; ~ . Py «ee Py € a decomposigao Unica de 3

em seus fatores primos.
Pelo que ja foi dito, como f esta univocamente de
terminado pelos primos P1s» Pyseees Py © OS expoentes

n(f)

@1105,000, a O termo A(£) X ocorre uma a uma SO vez

no segundo membro de (12) e ainda mais cada polinomio unitario




o2

f aparecera uma e uma sO vez nesse desenvolvimento . Portanto,

I 1 n(f)
= A ()
P - A(p)xn(p) % )

donde o seguinte teorema:

TEOREMA 2 - Seja x e ¥ dois caracteres nao princi
pais de Fq, respectivamente, multiplicativo e aditivo. Se

considerarmos , para qualquer polinomio unitario irredutivel p

d F ,
e F[x]
p = x' + clxr—l toot oo
A(p) = x(c) v(c,)
o
n(p) = r
teremos a identidade formal
L 1 n(f) |
Y A(f) x + 1 (13)

p 1 - }L(p) xn(P) B

onde, no 2% membro, f percorre todos os polinomios unitarios de
F_ [x] .
L[

Chamemos de
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a soma estendida a todos os polinomios f pertencentes a Fq[x],

unitarios e de grau n.
Calculemos os valores de e , para n > l.

Para n =1,

e; = ZF x(c) ¥(c) = g(x)

Para n > 2,

n-2 -
e, =q CEEF e Czsp ¥(cy) = 0.
n-q 17 q
porque tanto ) x(c.) = 0 como J  ¥(c,) = 0.
c_eF R c,eF 1
nq 17°q

Substituindo em (13) esses resultados,
m n(p)q "t
1 * glde= o [ alp) &) (14)

5 - Seja F q uma extensao finita de Fq de grau
m. Como foi feito inicialmente, consideremos x' um carater -

multiplicativo de F e ¥' um caracter aditivo de F am-

m m’
q

- L - q
bos nao principais, e tomemos os polinomios unitarios de F m[Y],
q

ou seja,

£' = YS 4 dlYS‘l foout dg (15)
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com coeficientes 1, d ; ds de F _.

m

: q

Chamemos de

AEY) = x'(dg) v'(dq) (16)
e de n'(f') o grau do polinomio f'
n'(f') = s

Repetindo os estudos feitos nos itens 2,3 e 4 des-

te capitulo, chegaremos ao seguinte resultado:

n [ [ —1
1 + g'(x")Y = |[1 N A'[p')Yn (p )} " (17)
P
onde, no segundo membro o produto € tomado sobre todos os poli-
nomios unitarios e irredutiveis no anel F m[Y].
q
7 - Recordemos o resultado obtido no capitulo I -
item 6.
Seja p um polinomio irredutivel unitario em Fq[x]

e de grau n. Numa extensao F _ de F p se decompoe em -

ql
d = (m,n) polinomios irredutiveis de grau % em F m[x].
q

P =P « Py ++e PG p{qum[x] para: i = 1,2,...,d

Consideremos um fator irredutivel de p em F
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Indiquemos este fator por p' e seja u uma raiz de p'. A raiz
u gera sobre F_ uma extensao Fq(u) de grau n = n(p) e sobre

F _ uma extensao F m(u) de grau n'(p') = % .

q q

A extensao qu(u) de qu obtida pela adjuncgao

da raiz u do polinomio p' pertencente a qu[x] a qu € o
menor sub-corpo que contém u e qu. Como Fq € sub-corpo -
de qu, qu(u) € o menor'sub-corpo que contém Fq(u) e qu, o
que significa que qu(u) € o composto de Fq(u) e qu.

Sendo (m, %) =1,

d
| F : B = : : = .32
[ qm(u) q] [qu Fq] [qu(u) qu] m 3

Podemos dai formar o seguinte diagrama:

L
d

T v o s s s s
=
[=%

o0
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8 - Consideremos a e b, respectivamente, norma e

trago de u tomados em Fq(u) relativamente a Fq'

Sendo,
i F &
+ + a e q [}(]

0 numero

alp) = x(a) ¥(b). (18)

Do mesmo modo, sejam a' e b', respectivamente

norma e trago de u tomados em qu(u) relativamente a qu.

Sendo
n no_
p' = Ya + b'Ya ¥, il @Y 8 qu[Y].
o numero
A'P)=x'(a") ¥'(b'"). (19)
Por (5) e pelo Teorema 1, temos que
') = x(N_(a")) ¥(T (b")), (20)
onde
Fm Fm F _m(u)
N (a') = N3 (a) = N3 NS () = NEQR(W (u)
m Fq Fq qu Fq
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F m Fm F _m(u) F_m(u)
T (b') = TFq (b') = TFq (TFq (w)) = TFq (u).
q q q q

Considerando o diagrama podemos calcular Nm(a') e

Tm(b') da seguinte forma:

F (u) F m(u) F (u) 2 F_(u) L.
Np(ah) = N0 Oopd T = N @) = ot @) o
q q q q
e
F (u) F _m(u) F_(u) F (u)
Lo B TFq (TFq(u) (u)) = TFq (% u) = g TFq (u) = g'b
q q q q

Portanto, em (19)
m

ApY) = x@h) v@ )

de onde vem

m

e = [xa) y]T .

Utilizando (18),

=

V) = p]?
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9 - Agora, consideremos o lado esquerdo da igualda-

de (17). A ela juntemos os d fatores irredutiveis pji do po

linomio p em qu[x] os quais tem grau n'(pj) = % e tem o

mesmo valor para A'(pi). Também troquemos a indeterminada Y

por X™,  Assim procedendo obtemos a seguinte expressao.
m n
g Bgq*
[1 =.XLPp) X _ ] .

m
O numero l(p)H € um numero complexo, porque

r(p) = x(a) ¥(b)

onde x(a) & uma raiz (q"-1)-ésima da unidade e ¥(b) & uma -

raiz p-ésima da unidade.

TEOREMA 3 - Mostremos que para um numero complexo

o # 0 vale a seguinte identidade:

m n-Td
-1 "
[1 - aa ! 3 ] mn [1 - a(wa)n ] , (21)
j=0

onde w € uma raiz m-€sima primitiva da unidade.

Para mostrarmos esta identidade vamos colocar o se-

gundo membro de (21) numa forma mais conveniente.
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11 -aw0™ = (- ax™A - a™™) (1-aw?™D).. . 1 D00

(22)

Sendo w uma raiz m-ésima primitiva da unidade, va
mos verificar quais sao os fatores distintos do produto (22).
Para isto vamos verificar quando
in

wl? = 1

Usando a hipotese de que w & uma raiz m-ésima pri

mitiva da unidade, entao
jn = 0 (mod )

donde segue imediatamente,

g m
J:O (mOd 3) %
sendo d = (m,n).
Logo,
m m m
; n 2 n (d-1) n
1,wa , W d o s w W d

- . . n i T e i g
sao todos iguais a um e w vem ser uma raiz g-ésima primitiva
da unidade.

0 grupo das rafizes %-ésimas da unidade gerado por
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Os fatores distintos de (22) serao:

n n_n 2n_n (% - Un g
1-0ox), 1 -awx), (1 =aw x), ee. , (1 - aw X
(23)
Como
(1 Z.» jin
d jn 5 o m
W = W para i = 0,1,2,444,(d=1) e §=0,1,2,..., aﬂl),
i(Pn 2
pois w .= 1, para i = 0,1,2,..., (d-1), entao, o produto

(22) pode ser agrupado da seguinte maneira:

£ = 1)
(1 - uxn)(l - uwnxn) co(1 - aw d nxn)
(% - 1n
(1 - axn)( awnxn) (1 - aw d x?
( - 1)n
(1 - ax™ (1 - aw™™)...(1 - aw 9 xM)
Portanto,
m
m-1 . 3! d
I's . J.xn] o i k_\n
NEREC L ] L [1 a (w¥x) J (24)

Vamos agora, escrever o primeiro membro de (21) na
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forma do segundo membro de (24).
30310
Para isto, calculemos as raizes de [} - % X ] .
agnde d = (m,n).
As ralzes do polinomio acima tem muitiplicidade 4.

Chamemos ,

n
a4x = v

e determinemos as ralzes da equacdo:

isto €,
vo o=} £253

Come j& foi visto, se w & uma raiz m-8sima primi-

tiva da unidade, entdo W

& uma raiz g -8sima primitiva da u-
nidade, sends & = [m n}.

As solugoes de (25) seriao:

{3« Uin
1, wn. wZn gren, W d

+
cu seja,

v = KR parg X = 0,1,2,..., E%- 1.

Substituinde v por seu valor,

n - :
ax® oy kn ’
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iste €,

toge de {24) e {26)

m d

m-1 n &

it [1 - a{wjx)n]w [1 - aa- x I{]

=t
' "

Sabendo que k{p}a- & um nimero complexo nao nuloe,

m n-+ ~d wl
FLE; m=1 .
[i -9 x 3} - [1 . R(?}{wjx}ﬁ}
. j: " *

10 - Teorema de Davenport ¢ Hasse.

Seja g'{x') =a soma de Gauss do corpo qu,

gty =} x 'y} #'(y3.
yanm

entao,

-g'{x) = -10F gl

onde glx)} € a soma de Gzuss do corpo Fq.
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fonsideremos o resultade obtido em (17),

1+ g DY = (1 -atpnyt P 17T

p (373

Lembremos que os ¢ polindmios irredutiveis p! de

p enm- qu{x} téf 0 MeSmo grau g e todos eles tém para

1'{p{} o mesmo valor, isto &, A'{p') = lmfd {p}. Levandc em
consideragdo estes fatos e substituinde Y por ™, teremos em
{17) m I

d ~d
e g en 1 oam¥ ]
P

Pele resultade obtido em (27},

m-1 R wl]
1+ gt (x‘}xm = ¥ 1 [1 - l{p}{WJI}n] .
i=G p

Agora, pela igualdade {14}

m m*l ..;
1+ g!(xs) X = q [1 + g{x} w x]_
j=0
A soma das raizes m-ésimos da unidade & zero, assim
como & zero a soma dos produtos de duas a duas raizes m-&simos
da unidade, a2té a soma dos produtos de {m-1} a (m-1} rafzes -

m-ésimps da unidade, femos entio:

' w(m-1)
P+ gt =1+ (g(a))®w mn

X
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donde

g (™ = (-13 1 g ()™

~g (x ") = (DB
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