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RESUMO

Apresentamos uma analise de trés colecdes de livros de matematica do
ensino fundamental. Tomamos como referéncia para a escolha dos livros as
sinteses constantes no guia do Plano Nacional do Livro Didatico. O objetivo
dessa analise € verificar a forma como os autores abordam os numeros inteiros,
em particular o conceito de divisibilidade. Damos maior atencdo para dois
aspectos: as estratégias adotadas para demonstracdes referentes ao assunto, e o
uso de situacOes-problema desafiadoras. Também consideramos dois outros
aspectos: articulacbes entre niumeros inteiros e as demais areas da matematica,
em particular a algebra e a geometria; articulacbes entre conteddos novos e ja
conhecidos, e as consequentes retomadas de temas, nas quais espera-se que 0

suposto amadurecimento dos estudantes seja considerado.

Constatamos que uma das colecdes apresenta boas provas informais,
adequadas para esse estagio de aprendizagem, usando métodos variados;
também explora de modo conveniente o potencial de problemas envolvendo
nameros inteiros. A segunda colecdo apresenta algumas demonstracfes
convincentes, e outras inadequadas; a terceira enuncia diversas propriedades
sem preocupacao com justificativas. Nessas duas ultimas, poucos problemas
exigem maior sofisticacdo de raciocinio. Nas trés colecdes o assunto € enfocado
quase exclusivamente na 5° e na 6° série, no ambito dos niameros naturais, nao

sendo retomado no contexto dos inteiros, apos a introducao dos negativos.



A segunda parte do trabalho € dedicada ao ensino médio. Consultamos
as onze colecdes recomendas pelo guia do Plano Nacional do Livro do Ensino
Médio. Analisamos a revisdo dos inteiros feita no inicio dos primeiros livros
dessas colecdes. De modo geral, essa retomada é superficial; o conceito de
divisibilidade entre inteiros, incluindo os negativos, pode ser apreciado somente

€em uns poucos exercicios. Poucos problemas mais elaborados sao propostos.

Finalizamos com sugestdes de atividades para o ensino médio
envolvendo nUumeros inteiros, em conexao com assuntos variados, tais como:

geometria, nimeros complexos, polinémios, analise combinatoria.

Palavras-chave: Numeros inteiros, divisibilidade, provas e conjecturas,

situacdes-problema, ensino basico.



ABSTRACT

We present an analysis of three collections of mathematics text books for
primary school. The choice of the collections is oriented by the synthesis
presented in the guidebook of the Plano Nacional do Livro Didatico. The goal of
the analysis is to investigate the way the authors approach the integers, mainly the
concept of divisibility. Our main focus concerns proof strategies and the use of
challenging problem situations. Two other aspects are considered: relations
between integers and other mathematical subjects, particularly algebra and
geometry; articulations between old and new contents, and the resulting review of
subjects, during which it is expectec that the learners’ growing maturity is taken

into consideration.

We verify that one of the collections presents good informal proofs,
suitable for this learning level, using a variety of methods; it also properly explores
the potencial of problems related to integers. The second collection presents some
convincing proofs together with unsuitable ones, while the third one states several
properties without exibiting explanation concerns. The last ones provide few
problems demanding a greater sophistication of reasoning. The three collections
present the subject in 5™ and 6™ grades, in the context of natural numbers, and no

overview is provided after the introduction of negative numbers.

The second part of the work is dedicated to middle school. We examine
the eleven collections recomended by the guidebook of the Plano Nacional do

Livro do Ensino Médio. We analyse the review of the integers at the beggining of



the first books of the collections. Generally speaking, the review is superficial;
divisibility concepts including negatives is explored only in the context of

exercises. Few more elaborated problems are proposed

Finally, we suggest actitities for middle scholl relating integers to a variety

of themes, as geometry, complex number, polynomials, combinatorial analysis.

Key-words: integers, divisibility, proofs and conjectures, problem

situations, basic school.
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APRESENTACAO

O objetivo deste trabalho € investigar a abordagem conferida aos
nameros inteiros nos ensinos fundamental e médio. Interessa-nos particularmente
a forma como é enfocado o conceito da divisibilidade. Para tal, analisamos o
tratamento dado ao tema em livros didaticos referendados por guias oficiais,
elaborados por iniciativa do MEC. No capitulo 1 fazemos uma breve descricdo

desses documentos.

O capitulo 3 €& uma andlise sobre algumas colecdes do ensino
fundamental. A nossa escolha dos livros foi feita com base em critérios que

esclarecemos no capitulo 2.

Os trés ultimos capitulos sdo dedicados ao ensino meédio. Iniciamos com
algumas consideracdes sobre os livros dessa fase de escolarizacdo. Em seguida
tecemos alguns comentarios sobre a abordagem aos conjuntos numericos nos
livros selecionados pelos especialistas que redigiram o guia do ensino médio.
Finalmente, acrescentamos algumas sugestdes de atividades referentes aos

ndmeros inteiros.

Esta investigacdo visa a contribuir com o projeto de pesquisa: “Qual a
algebra a ser ensinada em cursos de formacéo de professores de matemaética?”,
desenvolvido pelo Grupo G5: Educacdo Algébrica, do Programa de Estudo de
PoOs-Graduacdo em Educacdo Matematica da PUC-SP. O projeto parte do

principio de que, para ensinar, € preciso que tenhamos “entendimento sobre



como o estudante constroi o conhecimento e como o professor pode favorecer

esse processo” (COELHO et al, 2003 B, p. 1).

O projeto busca obter informacdes dessa natureza para sugerir quais
mudancas sdo adequadas para tornar a algebra acessivel a mais estudantes.

Inclui consideracdes referentes a formacao dos futuros professores,

O projeto ressalta que o desempenho de alunos em algebra nas
avaliacdes oficiais deixa muito a desejar, 0 que é confirmado pelos porcentuais de
acerto do SAEB (Sistema de Avaliagcdo da Educacdo Basica). Ainda que tais
avaliacdes sejam discutiveis, presumivelmente indicam a existéncia de um certo
descompasso entre 0 que se espera que estudantes do ensino basico saibam e o

gue eles realmente conhecem de matematica.

Uma preocupacdo explicita dos Parametros Curriculares Nacionais
(PCN), citada no Projeto, é a dimensdo pragmatica dos conhecimentos a serem
ensinados; estes devem constituir um conjunto de referéncias capaz de orientar o
aluno a tomar decisdes em sua vida pratica e como membro consciente de uma
coletividade. Muito se tem feito com relacdo a esta Ultima recomendacao, e seus
reflexos estdo presentes nas salas de aula de matematica. Em contrapartida,
vem-se dando menos atencéo a contextos formais concernentes a propriedades e
estruturas de numeros propriamente ditos. No entanto, o entendimento
matematico ndo é apenas uma questdo de fundar conceitos em experiéncias
familiares do dia-a-dia, ele também exige desenvolver fundamentos conceituais
para fazer distingdes abstratas gerais e claras. Este trabalho explora o potencial

dos numeros inteiros para desenvolver essas habilidades junto aos alunos, em



especial as capacidades de generalizar, conjeturar e argumentar. Paralelamente,
explora-se a rica variedade de situacOes-problema que o assunto propicia,
explicitando suas potencialidades didaticas para a educacdo basica (ou: 0s
ensinos fundamental e médio) conforme o texto do Projeto. Uma leitura dos titulos
das dissertacOes e teses em Educacdo Matematica produzidas no Brasil, de 1998

a 2001, mostra que a producéo cientifica que segue essa orientacao €é incipiente.



CAPITULO |

PLANOS NACIONAIS DO LIVRO DIDATICO

1.1 - GUIAS OFICIAIS.

Nosso objetivo maior é compreender o papel especifico do estudo dos
inteiros na formagdo dos nossos alunos nos ensinos fundamental e médio,
através de uma analise desse conteudo em alguns livros didaticos. Para realizar
essa analise, iniciamos por consultar duas referéncias: o Guia Nacional de Livros
Didaticos de 5% a 82 série: Matematica, editado pelo Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD), e o Catalogo do Programa Nacional do Livro para o Ensino
Médio (PNLEM): Matematica, ambos nas versdes de 2005. No que segue, iremos

nos referir aos textos acima, respectivamente, como GNLD e CNLEM.

Este capitulo é dedicado a tais documentos, que usamos como referéncia
para a nossa selegao de livros analisados. Entre os parametros usados pelos
elaboradores do GNLD e do CNLEM estdo alguns que nos interessam
particularmente. Estdo relacionados, na nossa visédo, com as possiveis vantagens,
nos ensinos fundamental e médio, do uso de situagdes-problema envolvendo

propriedades de numeros inteiros.

Facamos uma breve descricdo do histérico dessas Guias. O MEC passou

a distribuir livros didaticos para alunos do ensino fundamental de escolas publicas



a partir de 1985. Nessa época, foi criado o PNLD, que inicialmente previa
somente a distribuigcao de livros conforme as escolhas feitas pelo professores. O
projeto teve um grande impulso em 1995, quando foi publicado o primeiro GNLD.
Trata-se de um texto elaborado por especialistas das diversas areas referentes ao
ensino fundamental, cujo objetivo € auxiliar os professores na escolha do material
a ser adotado. Encontramos nesse guia resenhas criticas das coleg¢des
escolhidas, além dos critérios que nortearam a selecdo. As sinteses sao
suficientemente minuciosas para orientar os educadores na escolha dos livros em
suas escolas, conforme o plano pedagdgico que estes julgarem adequado para as
especificidades de seu trabalho. Para nosso trabalho, consultamos a terceira

versdo do GNLD, editada em 2005.

No ano de 2005, o MEC, por intermédio da Secretaria da Educacdo Média
e Tecnolégica (SEMTEC), comegou a implantacdo do PNLEM; trata-se de uma
parceria entre a SEMTEC e o Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacéao
(FNDE). Nesse primeiro estagio, estdo sendo distribuidos livros de matematica e
lingua portuguesa para alunos de escolas publicas das regides norte e nordeste.
Espera-se que em mais alguns anos o movimento alcance todo o territorio
nacional, e inclua as demais disciplinas. Simultaneamente a implantacdo do
projeto, foi elaborado um guia similar ao do ensino fundamental, que também

usamos como referencial; trata-se do CNLEM, texto mencionado acima.

1.2 — ALGUMAS DISTINCOES ENTRE O ENSINO FUNDAMENTAL E O MEDIO.

Os critérios utilizados pelos pareceristas do GNLD e os do CNLEM foram

basicamente os mesmos, respeitando os objetivos distintos do ensino de



matematica nos dois niveis de escolaridade. Como exemplo, citamos a atencao
dada a forma pela qual se da a sistematizacdo dos conhecimentos. O assunto nos
€ particularmente caro, pois procuramos, em nosso trabalho, enfatizar o papel dos

numeros inteiros nesse processo.

No entender dos redatores do GNLD, no ensino fundamental o excesso
de formalizagdo pode ser um obstaculo para o entendimento das idéias. Para os
autores do CNLEM ocorre 0 mesmo no ensino médio, mas com uma variacao de
intensidade. Nessa fase espera-se que os alunos tenham um contato mais
explicito com conceitos sistematizados, e assim compreender a importancia do
carater generalizador da matematica. Mas este tipo de estratégia ndo pode ser
utilizado de forma abusiva. Deve também ser, preferencialmente, antecedido por
situagdes-problema que estimulem a investigagdo do conceito, que sera
formalizado somente apds esta etapa. A esse respeito, transcrevemos aqui um

paragrafo do GNLD que consta na descri¢ao dos critérios considerados:

‘O periodo de escolaridade da 5% a 82 séries
caracteriza-se pela solidificacdo e ampliacdo dos
conhecimentos adquiridos nos quatro primeiros anos de
escolaridade, pela apresentacdo de novos conceitos, pelo
inicio da sistematizagdo dos conhecimentos matematicos do
aluno e pela aplicacdo da Matematica a situagdes-problema
mais complexas. Pode-se dizer que € nesse periodo que
comega, para o aluno, a explicitacdo da estruturacdo da
Matematica. Nao com a apresentagdo sistematica e

excessiva de demonstragdes rigorosas, mas pela



organizagcdo do assunto de maneira a respeitar uma loégica
interna, suas grandes linhas de desenvolvimento, a
interdependéncia entre suas diversas partes, o
relacionamento entre a teoria e a pratica e entre a intuicdo e

os raciocinios abstratos”. (PNLD, 2005, p. 199).

Esse trecho foi parcialmente reaproveitado no CNLEM, mas observacgoes
anteriores e posteriores reforcam as diferentes expectativas em relagdo ao

aprendizado no ensino médio:

“Invocam-se, especialmente, a ampliacdo e o
aprofundamento da explicitagdo da estruturagao légica da
Matematica, para o aluno, nesse periodo da escolarizagao.
O livro-texto deve valorizar os varios recursos do
pensamento matematico, como a imaginacao, a intuicdo, o
raciocinio indutivo e o raciocinio l6gico-dedutivo, a distingao
entre validacdo matematica e validagao empirica e favorecer
a construgdo progressiva do método dedutivo em

Matematica”. (PNLEM, 2005, p.80).

Nota-se que a sistematizacido dos conceitos nos livros didaticos foi
avaliada pelas duas equipes sob diferentes pontos de vista; foram devidamente
consideradas as caracteristicas préprias de cada série. Etapas distintas do
aprendizado e da maturidade dos estudantes requerem estratégias distintas. Vale
0 mesmo para outros aspectos considerados na analise dos livros. Assim, quando

mencionamos que os critérios usados no GLND e no CNLEM foram os mesmos, o



leitor deve ter em mente que nao estamos afirmando que as avaliacbes se

basearam nas mesmas exigéncias.

llustramos essas diferencas com mais um dos critérios utilizados pelas
equipes de pareceristas: a contextualizacdo. O GNLD enfatiza certas
interpretacbes errbneas a esse respeito, que podem levar a formulagdo de
problemas artificiais, na tentativa de vincular cada conceito com situacées do dia-
a-dia dos estudantes. Evidentemente trata-se de um recurso muito forte, mas néo
€ aplicavel para todos os temas matematicos, qualquer que seja o nivel de ensino
considerado. Contudo, a contextualizacdo no ensino basico permite outras

correlagdes, além das cotidianas. Recorremos novamente ao GNLD:

“‘Nao se deve esquecer que, em muitos casos, para
apresentar alguns conceitos € possivel recorrer a situagdes
significativas para o aluno no ambito da propria Matematica.
Um exemplo é a ampliagdo dos conjuntos numéricos, que
pode ser justificada matematicamente pela necessidade de
se poder resolver, sem restricobes, certas equacdes

algébricas”. (PNLD, 2005, p. 205).

Esse nos parece um dos eixos apropriados para justificar a utilizagcado de
problemas que reforcem as diferengas da natureza dos numeros inteiros com a de
outros conjuntos numéricos. No ambito do ensino fundamental, o texto acima
sugere uma atencdo maior ao conceito de divisibilidade, pois uma equagédo do
tipo ax = b, com a e b inteiros, a # 0, pode nao ter solugcao se o contexto impde x

também inteiro. A mesma equagao sempre tera uma raiz entre os racionas,



indicagao de que, no novo conjunto, ndo ha sentido em se falar em multiplos de a.
Ja no ensino médio, € recomendavel uma releitura das ampliacbes de todos os

conjuntos numéricos, justificadas matematicamente.

1.3 - CRITERIOS ESPECIFICOS DE MATEMATICA

Certamente existem fatores que sao comuns para uma boa formacgao
escolar, independentemente da fase em que se encontra o aluno e sequer da
ciéncia que é o objeto de estudo. Nao surpreende, portanto, que os critérios
eliminatdérios sejam os mesmos nos dois guias, ndo apenas para as coleg¢des de
matematica, mas de todas as disciplinas que integram a grade curricular. Para os
elaboradores desses documentos, um livro ndo pode ser recomendado para uso

em sala de aula se:

A. Contém erros conceituais ou colocacdes que possam induzir o estudante ao

erro.

B. Desfavorece a construgao da cidadania, veiculando preconceitos que levem a
discriminagdes de qualquer tipo, ou funcionando como instrumento de
propagandas de doutrinas religiosas, ou violando preceitos legais dos

estatutos da crianca e do adolescente.

C. Encontramos nele algum tipo de inadequagado metodoldgica. O livro didatico
deve permitir o desenvolvimento equilibrado de varias habilidades e
competéncias, e deve ser coerente com a proposta pedagdgica a que se

propoe.
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As colecbes de matematica que passaram por esse crivo foram
resenhadas com base em critérios especificos, estabelecidos pelos pareceristas,

que os dividiram em quatro grandes grupos:

A. Aspectos tedrico-metodoldgicos.
B. Manual do professor.
C. Construcao da cidadania.

D. Estrutura editorial.

Demos maior atengao ao primeiro grupo, pois os critérios que o compdéem
estdo diretamente relacionados com as vantagens provenientes de situagdes-
problema envolvendo numeros inteiros. Os redatores dos guias subdividiram o

grupo dos aspectos tedrico-metodoldgicos da seguinte forma:

1. Conteudo matematico.
2. Formacao de conceitos, habilidades e atitudes.

3. Linguagem.

Os pareceristas também estabeleceram critérios pertinentes a cada uma

dessas trés subdivisdes. Especificamos abaixo tais critérios:

1. Critérios referentes ao conteudo matematico. O livro didatico deve:

1.1. Apresentar adequadamente os conhecimentos relativos aos campos de
conteudos (aritmética, algebra, geometria, estatistica, probabilidades e
combinatodria) no que se refere a selegao apropriada de tépicos; distribuicdo
adequada dos conteudos, tanto internamente (em cada volume) como ao
longo da colegao; articulagdo entre os campos; articulagao entre conteudos

novos e ja abordados; diversidade e articulagdo de enfoques; diversidade e
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articulacdo de representagdes; equilibrio e articulacdo entre conceitos,
algoritmos e procedimentos.

1.2. Conter também referéncias aos processos historicos de produgdo do
conhecimento matematico que contribuam para a aprendizagem, favorecer
a compreensdo das relacdes da matematica com outras praticas e
necessidades sociais, e apresentar articulagdes da matematica com outras

areas do conhecimento.

2. Critérios especificos da formacéo de conceitos, habilidades e atitudes. O

livro didatico deve:

2.1. Contribuir para a compreensdo dos conceitos e procedimentos
matematicos, favorecendo a atribui¢ao de significados aos conteudos.

2.2. Estimular a utilizagdo dos varios processos envolvidos no pensamento
matematico, tais como: intuicdo, visualizagdo, inducdo, deducdo e a
distincao entre validagao matematica e validagao empirica.

2.3. Valorizar o papel do aluno na construgdao do conhecimento matematico
levando em conta, inclusive, seus conhecimentos prévios e extra-escolares.

2.4. Apresentar situacbes que envolvem desafios, problemas com nenhuma
solugdo ou com varias solugdes, calculo mental e por estimativa, utilizagao
e comparagado de diferentes estratégias na resolugdo de problemas,
verificagao de processos e resultados pelo aluno, formulacédo de problemas
pelo aluno.

2.5. Favorecer o desenvolvimento de competéncias complexas, tais como:
explorar, estabelecer relagdes e generalizar, conjecturar, argumentar,
provar, tomar decisdes e criticar, utilizar a imaginagdo e a criatividade,

expressar e registrar idéias e procedimentos.
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2.6. Incentivar a interagao entre alunos.
2.7. Estimular a utilizacdo de outros recursos didaticos (recursos tecnoldgicos
ou materiais concretos).

2.8. Apresentar sugestdes de leituras complementares para o aluno.

3. Critérios referentes a linguagem. O livro didatico deve:

3.1. Utilizar linguagem adequada ao aluno a que se destina no que se refere ao
vocabulario, a clareza na apresentagcao dos conteudos e na formulagao das
instrucoes.

3.2. Adotar o emprego de varios tipos de texto e representacoes.

O papel dos numeros inteiros na formacdo matematica dos alunos dos
ensinos fundamental e médio sera, em nosso trabalho, enfocado com base no
potencial dessa area para favorecer o aprendizado no que se refere aos critérios
descritos acima. Alguns terdo um peso maior para nés, conforme esclareceremos

na proxima secao.

1.4 — PRELIMINARES DA ANALISE.

Existe um repertorio consideravel de problemas envolvendo os inteiros, e
em particular o conceito de divisibilidade, que podem enriquecer o0s
conhecimentos e a desenvoltura em matematica de nossos estudantes. Um dos
objetivos de nossa analise € verificar se esse campo € explorado adequadamente

em livros didaticos.
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Deve-se reconhecer que o uso de situagdes-problema em sala de aula
parece ganhar mais adeptos entre tedricos da educacgédo, o que €, sem duvida,
extremamente salutar. Defender essa estratégia é algo que pode ser apoiado em
varias justificativas. Uma delas é que trabalhar com problemas que exijam
métodos nao convencionais consiste num poderoso instrumento para desenvolver
autonomia intelectual no estudante. Recordamos também que os Parametros
Curriculares Nacionais indicam a resolugao de problemas como ponto de partida
para a introdugdo de conceitos, um ponto de vista defendido por Alciléa Augusto.
Ela define um disparador como “um problema que pode ser enunciado e resolvido
com elementos ja conhecidos pelo estudante e que propicie a introdugao de um

novo tema”. (AUGUSTO, 1991, p. 45).

A utilizacdo de situacdes-problema no ensino da matematica € um tema
também explorado Aline Robert, ao abordar o carater ferramenta / objeto para
analisar conteudos a ensinar. Resumimos aqui, de forma extremamente sucinta,
essa nogao, introduzida por (DOUADY, 1986), e retomada por (ROBERT, 1998).
A idéia permite distinguir, do ponto de vista didatico, dois aspectos de um
conceito: a sua natureza tedrica propriamente dita (objeto) e suas ocorréncias
contextualizadas, isto €, em situagdes-problema (ferramenta). A compreensao do
conceito ndo pode ser considerada satisfatoria sem que o estudante o tenha
aplicado na resolugao de problemas, nos quais ndo € necessariamente explicitado
no enunciado o seu papel de ferramenta. Robert também classifica as atividades
propostas aos alunos em trés niveis: técnico, mobilizavel e disponivel; faremos
aqui uma breve descrigao de tais definicdes. Uma atividade no nivel técnico exige
somente a aplicacao pura e simples do conceito introduzido. No nivel mobilizavel

o aluno deve manipular o conceito de forma pouco mais elaborada; um caso tipico
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€ o da inversao de papéis entre incognita e informagédo, numa comparagao com a
atividade do nivel técnico. Um exemplo seria utilizar o teorema de Pitagoras para
determinar a hipotenusa de um tridngulo retangulo de catetos conhecidos
(técnico) ou para obter um dos catetos, se o outro é dado, bem como a
hipotenusa (mobilizavel). Problemas mais sofisticados, em que a aplicagdo do
conceito nao é explicita na leitura do enunciado, caracterizam o terceiro nivel,
portanto nesse estagio o estudante consegue resolver os problemas sem outras
indicacbes, além das presentes nos enunciados; isto €, a ferramenta esta
disponivel para ele. Robert sugere que nenhum dos trés seja negligenciado no

ensino da matematica.

Da mesma forma, nao acreditamos que todo problema deve oferecer um
alto grau de dificuldade para que possa ser aplicado; em muitas ocasides, uma
questao relativamente facil pode permitir exploragcbes profundas, ou funcionar
para a elucidacao de aspectos delicados da teoria. Mas também n&o nos parece
que seja boa idéia evitar determinados problemas apenas pela sua suposta
complexidade. A esse respeito, citamos aqui um trecho extraido do CNLEM,

parcialmente transcrito no item 2.4 dos critérios descritos acima:

“Tem sido indicado, como um dos instrumentos para
uma formagdo mais interativa do aluno, que o livro didatico
proponha questdes instigantes, desafiadoras ou questbes
abertas, estas ultimas opondo-se as questdes em que o
enunciado dé margem apenas a uma interpretagcdo ou soO
haja uma maneira de resolver o problema. O livro didatico

deve, igualmente, propor questbes em que haja mais de
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uma solucdo correta, ou nao exista nenhuma solucido que
atenda ao que se pede no enunciado”. (PNLEM, 2005, p.

82).

E evidente que existem questdes que cabem na descricdo acima em
todas as areas da matematica, e um livro de boa qualidade pode propor varias,
sem recorrer as propriedades especificas dos inteiros. Mas desta forma estaria
sendo criada uma lacuna desnecessaria, em face da variedade disponivel de

problemas dessa natureza.

Além disso, ha uma grande quantidade de situagdes em que devemos
lidar com numeros inteiros e que estdo de acordo com a segunda parte da citagao
acima: problemas que nado tenham solucdo, ou que apresentem mais de uma.
Exercicios com essa caracteristica podem evitar uma visdo demasiado simplista

da matematica.

Gostariamos de ressaltar também a existéncia de diversos problemas
com numeros inteiros que merecem atengao por outra caracteristica: a
necessidade de argumentagdes. Muitas vezes elas podem, e devem, ser
expressas por intermédio de linguagens mais proximas do coloquial, oralmente
inclusive, sem o uso carregado de simbolismos. Atividades com esse carater
podem ajudar na formag¢ao do pensamento matematico, e auxiliar a compreensao
do aluno no que tange a importancia das demonstragdes nessa ciéncia. Estamos
nos referindo, pois, a problemas que podem estimular o desenvolvimento das

competéncias complexas mencionadas em 2.5 (provar, argumentar, conjecturar),
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e que envolvem diferentes processos descritos em 2.2 (intuicdo, deducéo,

distingao entre validagao empirica e matematica).

A partir dos anos 90, tem se intensificado a pesquisa sobre as
possibilidades do trabalho na Educacdo Basica com o que caracteriza o
pensamento matematico. A presenca desse tipo de pesquisa em Educacao
Matematica pode ser constatada consultando-se manuais da area, como
(BISHOP, 1996), em que figuram artigos sobre argumentag¢des rigorosas e
mesmo demonstragdes, e, de modo mais abrangente, sobre o desenvolvimento
do raciocinio dedutivo. Outra evidéncia dessa preocupacgao pode ser constatada
com as discussdes sobre o tema ocorridas em dois grupos de trabalho do 10°
International Congress of Mathematical Education, realizado em Copenhague,

em 2004.

Nossa investigagao priorizou o potencial da, assim chamada, teoria dos
numeros, para a criacdo de uma atitude critica nos alunos. Assim, nossa analise
se direcionou para as argumentagdes utilizadas pelos autores na abordagem dos
numeros inteiros. Estamos aqui nos referindo ndo somente a justificativas
apresentadas na resolucido de problemas, mas também no desenvolvimento

tedrico do conteudo.
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CAPITULO Il

CRITERIOS PARA ESCOLHA DOS LIVROS DO
ENSINO FUNDAMENTAL

Apresentamos, inicialmente, nossos critérios para escolher algumas
colecbes de 52 a 82 série, dentre as vinte e trés recomendadas pelo GNLD. Cada
uma delas € descrita a partir de seus pontos positivos e negativos, e assim a
leitura das resenhas orientou nossa escolha. As obras aqui selecionadas serao

objeto de analise no préximo capitulo.

A forma como o estudo dos inteiros é distribuido nos quatro livros de uma
colecdo é um aspecto que ndo pode ser ignorado. Efetivamente, houve uma
preocupacao consideravel, por parte dos pareceristas, sobre a distribuicdo de um
tema em cada colecdo avaliada. A esse respeito, observamos o seguinte

guestionamento, descrito no GNLD:

“Muitos dos conteiudos de cada um dos campos
tematicos estdo concentrados em blocos, com a intencao de
se esgotar o assunto huma mesma série. Essa distribuicdo
caracteriza uma concepc¢do de curriculo linear, questionada
nos estudos e nas pesquisas mais recentes”. (PNLD, 2005,

p. 204).



18

Em particular, foram tecidas criticas as cole¢cdes que concentraram a abordagem
aos numeros naturais e inteiros na 5° e 6° séries. Concordamos com esse ponto
de vista, pois acreditamos que uma distribuicdo equilibrada nos quatro volumes
de uma mesma colecao favorece articulacbes do tema com outros conteudos.
Além disso, como o0 assunto ndo € usualmente incluido entre os componentes
curriculares posteriores a 62 série, as retomadas seriam bem-vindas, em estagios
nos quais, supostamente, houve um amadurecimento intelectual dos estudantes.
Uma distribuicdo com esse carater esta de acordo com a definicdo de curriculo
em espiral, conforme Bruner estabelece. Ndo temos a pretensdo de descrever
com precisdo o trabalho desse pesquisador; a profundidade do tema tem
merecido inimeros estudos, e ndo temos razdes para duvidar que os redatores
do GNLD estavam se referindo a tais pesquisas na citacdo acima. Mencionamos
brevemente a teoria de Bruner porque concordamos que “o curriculo em espiral
permite que o aluno veja 0 mesmo tépico em diferentes niveis de profundidade e

modos de representacdo”. (SANTOS, 1997)

Em nossos comentarios do final do capitulo anterior, listamos certas
caracteristicas que despertam nosso interesse, destacando a resolucdo de
problemas e o desenvolvimento do habito de tecer argumentacfes. Outros
aspectos que julgamos relevantes sdo as articulagbes entre nimeros inteiros e
outros conteuados, bem como as relagbes entre conhecimentos anteriores e
topicos novos. Assim, detivemo-nos nos comentarios dos resenhistas sobre tais

aspectos.

Afirmamos no capitulo anterior que muitos teoéricos defendem a utilizacdo de

situagBes-problema, mencionando brevemente os nomes de Alciléa Augusto e
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Aline Robert. Vimos também que a mesma situacdo ocorre no caso particular das
provas e argumentacdes; varios pesquisadores em Educacdo Matematica
apontam a importancia de justificar conclusbes adequadamente, e criar nos
estudantes os habitos de formular e testar conjecturas. Entre os argumentos a
favor do trabalho com provas na educacéo basica destacamos os formulados por
Ball, Dreyfus e Parsysz (o ultimo atua basicamente no dominio da geometria).
Reproduzimos abaixo traducdes nossas de trechos de artigos dos dois primeiros

pesquisadores, que explicitam seu ponto de vista:

"Prova € central em matematica, e como tal deveria ser uma componente

essencial da educacao matematica". (Ball et al, 2000),

“Provas estdo no coracdo da matematica, e sdo consideradas centrais em

muitos curriculos". (Dreyfus, 2000).

Para o leitor interessado em pesquisas de educacdo matematicas
referentes as articulagdes entre as areas da matematica, recomendamos a leitura
de (DOUADY, 1986). Sugerimos também a leitura de (CHEVALLARD, 1991)
como um interessante referencial sobre articulagdes entre conhecimentos novos e

antigos.

No que se refere ao tema, uma ressalva feita pelos pareceristas do GNLD
para varios livros foi a utilizagdo desse recurso quase exclusivamente na
abordagem da geometria. Destacamos um trecho na descricdo dos critérios
especificos de matematica do CNLEM que comenta tal situagdo muito

apropriadamente:
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“Possivelmente por sua histéria, a geometria tem
sido vista, em muitas das atuais propostas de ensino, como
0 Unico campo em que séo pertinentes as demonstracdes do
meétodo logico-dedutivo. Esse ndo € um ponto de vista
correto, pois o0 método dedutivo é fundamental nos demais

campos da Matematica”. (PNLEM, 2005, p. 78)

N&o encontramos, no GNLD, mencdes especificas de um bom uso das
demonstracdes na abordagem dos inteiros por parte de algum autor. Procuramos,
entdo, evitar as cole¢cdes em que esse método, no entender dos resenhistas, era
delineado de forma mais eficaz, ou quase exclusiva, em geometria. Desta forma
acreditamos ser maior a possibilidade de nos depararmos com boas

argumentacdes no campo de nosso interesse.

Também evitamos as colecbes em que as articulacbes elogiadas
restringiam-se aquelas efetuadas entre algebra e geometria. Tal comentario foi
feito a respeito de varios livros. Nossa opcao deve-se a auséncia de comentarios
explicitos, por parte dos resenhistas, sobre boas inter-relagdes entre aritmética e

algebra ou entre aritmética e geometria.

Baseando-se nas explanacdes acima, procuramos escolher cole¢des que

contemplassem as seguintes caracteristicas:

1. O uso frequente e adequado de situacdes-problema, inclusive para introduzir
um assunto. Para nés, essa caracteristica deve ser uma constante na colecéo,

e ndo especificamente com relacdo a numeros naturais e inteiros. Uma boa
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variacdo no grau de dificuldade dos problemas propostos também é

recomendavel.

2. O habito de se trabalhar com demonstracdes, respeitando os conhecimentos e

a experiéncia dos alunos, e, portanto, sem o uso carregado de formalizacdes.

3. Boa articulagcéao entre os campos da matematica.

4. Boa articulagcéo entre conteudos novos e outros ja abordados.

5. Retomadas de um mesmo assunto em momentos distintos.

Quer nos parecer que os trés ultimos critérios indicam uma chance
respeitavel de observar aplicacdes do conceito de numero inteiro em situacdes
diversas. Existe uma aparente ambiguidade no fato de uma colecédo ter, como
ponto positivo, boa articulacdo entre os campos, ou entre conteudos novos e ja
conhecidos, e, no entanto, concentrar o estudo dos inteiros nas duas primeiras
séries. Nao evitamos livros que apresentassem esta suposta dicotomia, pois ela
poderia ser util em nosso trabalho. Poderia sugerir, por exemplo, que mesmo o
habito do autor de aprofundar sua visédo de certos temas ja estudados, por alguma

razdo, nao foi suficiente para fazé-lo retomar propriedades dos inteiros.

Convém esclarecer que ndo procuramos selecionar livios que
apresentassem todas essas qualidades, na opinido dos especialistas que
redigiram o documento. Assim teriamos uma possibilidade maior de obter uma
certa diversidade entre os textos, e desta forma nos confrontarmos com uma

variedade maior de enfoques e opc¢des pedagdgicas.
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Com esses referenciais, a leitura do guia nos levou as trés seguintes

colecoes:

A. GIOVANNI, José Ruy; GIOVANNI JUNIOR, José Ruy; CASTRUCCI, Benedito.
A conquista da matematica, a + nova.
B. LOPES BIGODE, Ant6nio José. Matemética hoje é feita assim.

C. DANTE, Luiz Roberto. Tudo é mateméatica.

Doravante iremos nos referir a estas cole¢cdes simplesmente por FA, FB e

FC.

Na colecdo FA, foi destacado como principal ponto positivo o tratamento
dispensado as demonstracdes, de uso frequiente e bem conduzido. Também se
ressaltou a boa articulagdo entre o conhecimento novo e o ja adquirido, mas foi
criticada a falta de uma maior articulacdo entre os campos. E também um
exemplo do caso ja descrito em que o0s inteiros sdo estudados quase

exclusivamente nos dois primeiros volumes.

O mesmo tipo de ambiglidade nos chamou a atencéo para a colecao FB,
particularmente notavel, segundo os avaliadores, exatamente pela boa

articulacéo, tanto entre campos, quanto entre o novo e o ja conhecido.

Finalmente, a colegdo FC é indicada como um exemplo feliz de boas
articulacdes, das duas naturezas descritas acima. Também se menciona a
distribuicdo equilibrada dos contetdos, sem casos gritantes de concentracdo de

um determinado assunto em umas poucas séries. O parecer dos redatores do
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GNLD nos deixou a impressao de ser esta, entre as colecbes recomendadas,
uma das que mais se aproxima do curriculo em espiral de Bruner; convém
mencionar que dedica um capitulo aos numeros inteiros no livro da 72 série. Mas
destaca-se, sobretudo, “pelo emprego bem-sucedido da metodologia de resolucao
de problemas e pelo estimulo a participacdo dos alunos na construcdo de seus

conhecimentos”. (PNLD, 2005, p. 188).
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CAPITULO 1lI

ANALISE DE LIVROS DO ENSINO FUNDAMENTAL

3.1 - NUMEROS NATURAIS.

3.1.1 — Abordagens iniciais.

As trés colecbes apresentam as idéias fundamentais relacionadas aos
numeros naturais na 52 série. Entre elas, a questdo da divisibilidade, que

contemplaremos com uma sec¢ao propria, mais adiante.

Os inteiros ndo negativos sdo introduzidos como uma solugédo para o
problema da contagem de objetos. Dessa forma, também sao apresentados os
numeros ordinais. Cédigos como numeros de telefone, documentos e enderegos

sdo mencionados como exemplos de aplicagdes.

Os trés livros da 52 série iniciam o enfoque sobre os numeros com relatos
histéricos, nos quais sdo descritos antigos sistemas de numeracdo. Uma das
vantagens desse processo é esclarecer a superioridade do sistema indo-arabico
sobre os demais; ele prevaleceu exatamente pela maior facilidade oferecida ao se
efetuarem calculos com as quatro operacdes fundamentais. A notacido posicional
€, entdo, explorada, com exemplos e exercicios envolvendo a decomposi¢cio

decimal.
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As trés colecgdes, também na 52 série, dedicam um capitulo a resolugao
de problemas. O obijetivo principal é estudar, de forma contextualizada, as idéias
associadas as quatro operagdes fundamentais, dando énfase no conceito de
operacao inversa. As situagdes-problema trabalhadas sdo, em geral, muito
simples, mesmo para este estagio; a maior parte envolve somente um tipo de
operagao. Em FB encontramos alguns exercicios nos quais pede-se ao aluno que
crie um problema a partir de alguma instrugdo, como por exemplo “deve ser

resolvido com uma subtracao”.

Os autores de FA e FC incluem nessa abordagem inicial sobre problemas
uma discussdo sobre as etapas envolvidas no processo de resolucao
(compreender, planejar, executar, verificar, responder), o que sera feito por FB na
72 série. Todos mencionam explicitamente algumas sugestdes de George Polya,

apresentadas em A arte de resolver problemas.

Em FC, na introdugdo desse capitulo, ha outra particularidade digna de
nota: sdo exibidas e comentadas duas resolugdes de um mesmo problema,
utilizando estratégias diferentes. Trata-se de descobrir a quantidade de figurinhas
de duas criancas, Beto e Carla, a partir de duas informacdes: elas possuem,
juntas, 36 figurinhas; Beto possui 6 a mais do que Carla. Na primeira solugéo,
usando o meéetodo de tentativa e erro, construiu-se uma tabela com numeros
naturais cuja soma seja igual a 36, anotando as diferengas entre ambos. Na
segunda, observa-se que 36 — 6 = 30 forneceria o total das figurinhas, se Beto
tivesse a mesma quantidade que Carla; fazendo 30 + 2 = 15 obtemos tal

quantidade, e finalmente 15 + 6 = 21 é o total de figurinhas de Beto.
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Os trés autores abordam, ainda na se¢ao sobre problemas, a questao do
calculo mental. Para tal, FB e FC exploram informalmente, mas de modo eficaz,
propriedades operatérias dos naturais: distributiva, associativa, lei do
cancelamento da soma e sua reciproca. Vejamos alguns exemplos resolvidos e

comentados em FC:

57 +32=(57 +30)+2=87+2=89.

564 — 99 = (564 + 1) — (99 + 1) = 565 — 100 = 465.

3x24=3x%x(20+4)=3x20+3%x4=60+12=72.

Em FB e FC, a distributiva é vista, também, sob o ponto de vista
geométrico, com atividades resolvidas e propostas nas quais deve ser usado
papel quadriculado. Apresenta-se uma justificativa geométrica para essa

propriedade, que faz uso da nogdo de area de retangulos.

Em FC encontramos ainda boas justificativas para os algoritmos usuais
da multiplicacdo e da divisdo, que recorrem a representacdo decimal. As
propriedades operatdrias sdo enunciadas de modo mais formal pelos autores de
FA. As atividades propostas no livro do aluno dessa colecéo, referentes ao calculo
mental, ndo apresentam grandes desafios. Mais interessantes sdo as sugeridas

no manual do professor.
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3.1.2 — Sequéncias: numeros figurados.

As colegdes FB e FC, ainda na 5?2 série, incluem se¢des em que sao
estudadas sequéncias. Essas secdes podem ser descritas como uma forma de

iniciar os alunos em habilidades de generalizagao.

De inicio, € examinada a propria sequéncia dos numeros naturais. O autor
de FC opta por apresentar informalmente os axiomas de Peano, exceto o que
introduz a idéia de inducdo. Os demais compdéem um exercicio no qual o aluno
deve decidir se algumas afirmacdes sado verdadeiras ou falsas. Dessa forma

tornam-se motivos de reflexao as seguintes propriedades:

a) Todo natural tem um sucessor.

b) Todo natural diferente do zero é sucessor de outro natural.

c) Numeros diferentes tém sucessores diferentes.

Em FB, esse mesmo tema € tratado de uma forma mais convencional,
com exemplos especificos de sucessores e antecessores. Nao é conferido
nenhum destaque ao fato de o zero ser o uUnico natural que ndo é sucessor de
outro. Uma vez que o assunto foi posto em evidéncia, espera-se que o aluno
reflita sobre a posicdo peculiar do primeiro termo da sequéncia. Ainda que
tenhamos a preocupagao de evitar simbolismos carregados nesse estagio de
aprendizado, a precisado da linguagem ndo pode ser negligenciada, e na frase “o

antecessor de um numero natural” deve ficar claro que esta subentendido que tal
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numero nao pode ser zero. Preferencialmente, isso deve ser deduzido pelo aluno,
uma possibilidade que em FC é mais concreta, pela metodologia de sua

exposicao.

Nas colegdes FB e FC, os capitulos da 52 série em que sao enfocadas as
sequéncias destacam particularmente os numeros quadrados e triangulares, com
explanacdes similares e de 6tima qualidade. Nesta secdo daremos destaque a
tais abordagens, pois nelas encontramos as primeiras leis de formagao

envolvendo numeros inteiros.

Convém salientar que na colegdto FA as sequéncias nado sao
contempladas com uma sec¢ao propria, € as nogcdes de sucessor e antecessor sdo
apresentadas na introdugao dos numeros naturais. A afirmacao de que zero é o
unico numero natural que nao é sucessor de outro é feita ao leitor. Nessa colecéo,
somente na 82 série encontramos uma mencgao rapida a relagdo entre os

guadrados perfeitos e a soma dos impares, mas sem qualquer tipo de justificativa.

Em FB e FC, a légica que rege as séries de numeros figurados é
justificada, principalmente, por meio de desenhos. Os numeros quadrados, por
exemplo, sao introduzidos com figuras de quadrados formados por pontos. Sua lei
de formacado, Q, = n? é explicitada sem a necessidade da linguagem algébrica.
Além disso, explora-se também, com pouco formalismo, o fato de que o enésimo
termo, Q,, € igual a soma dos n primeiros impares. Isto é deduzido a partir de
observagbes sobre a regularidade no acréscimo de pontos de uma figura para
outra. Assim, Q1 é representado por um ponto; para se obter Q, sdo desenhados

trés novos pontos e para Q3 mais cinco. Trata-se de um recurso interessante, que
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pode ser convincente para um estudante da faixa etaria a que se destina o livro. O
professor pode refor¢gar a argumentagcao com desenhos de quadrados formados
por uma quantidade maior de pontos, destacando a repeticdo dos dois padrdes:
Qrn=nne Qp1 = Q, +(2n + 1). S&0 os primeiros indicios de esbogos de uma
demonstracido nessas duas colecbes, e, portanto, constituem um momento de

fundamental importancia.

E também justificado informalmente o fato de o enésimo numero
triangular ser a soma dos n primeiros naturais positivos, novamente com o auxilio
de figuras. Cada triangulo é representado por pontos dispostos em fileiras
horizontais, cada uma com um ponto a menos do que a fileira imediatamente
abaixo. Por exemplo: T3 tem seis pontos, dispostos em trés fileiras, a de baixo
com trés pontos, a do meio com dois e a de cima com um. O desenho deve
indicar, em sua simplicidade, que T, € obtido com quatro novos pontos em uma
nova fileira, que sera a inferior. A conclusdo de que T, = T3 + 4 € um passo na
diregdo da desejada generalizagédo T,+s = T, + (n + 1). Como no caso dos
numeros quadrados, utiliza-se uma indugao informal, adequadamente reforgcada

pelas figuras.

Evita-se a relagdo T, =n. (n + 1) /2 nesta primeira abordagem; ela nao é
mencionada sequer em linguagem coloquial. Mas, em FC, um recurso bem
aproveitado, e que aproxima o aluno dessa lei, € a observacido de casos
particulares do somatério1+2 + 3+ ... + (n— 1) + n, em que a soma da primeira
e da ultima parcela é igual a soma da segunda e da penultima, da terceira e da
antepenultima, e assim sucessivamente. Nos exemplos estudados enfatiza-se a

diferencga entre os casos n par e n impar. Assim, o autor mostra que:
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Ti=1+2+3+4=(1+4)+(2+3)=52=10

Ts=T4,+5=10+5=15

T5=1+2+3+4+5=(1+5)+(2+4)+3=62+3=15

Pede-se, entdo, ao aluno que calcule os dois termos seguintes. O livro do
professor recomenda que sejam aceitas respostas obtidas com a soma, termo a

termo, para T e T7. Cabe ao professor, se necessario, chamar a atengao para:

Te=Ts+6=15+6=21

T;=Te+7=21+7=28

QOu, ainda, para:

Te=1+2+3+4+5+6=7x3

T/=1+2+3+4+5+6+7=8x3+4

Os autores de FB e FC irao retomar o assunto ao longo das colecgodes. FC
volta aos numeros quadrados ainda na 5° série, para introduzir o conceito de
potenciacdo. No capitulo que trata desse tema, em que a notagdo usual é
introduzida, também sao revistos o0os numeros cubicos, outra sequéncia

mencionada anteriormente nesse livro.
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A colecado FC é a unica que dedica um capitulo no livro da 62 série aos
naturais. Trata-se ndao somente de uma revisao, mas em certos casos de um
aprofundamento. Um exemplo digno de atengdo € a retomada dos numeros
figurados. A lei de formagcdo dos numeros triangulares é mais detalhada,
novamente com uma indugao bastante primaria, com poucos exemplos, porém
bem descritos. A conclusao € que, se n € par, T, pode ser obtido com o produto
da metade de n pelo sucessor do préprio n. A argumentagédo € alicergada nas
observagdes sobre o somatoério dos n primeiros naturais positivos. Como n é par,
podemos separar as parcelas em pares cuja soma € n + 1, tomando a primeira e
a ultima, a segunda e a penultima e assim sucessivamente. Um dos exercicios
propostos pede que se calcule T,;, e espera-se que o aluno, baseado em
exercicio similar resolvido anteriormente, faga T, + 21 = 10 x 21 + 21 = 231. O
simples fato de calcular um termo desta série sem ter que recorrer aos anteriores

ja significa um avancgo consideravel.

O uso de letras para representar numeros € incomum, em FB e FC, antes
da 72 série. Quando a nova linguagem se torna mais frequente, ambos os autores
recorrem a situagdes estudadas anteriormente para procurar exemplos, e entéao
os numeros figurados reaparecem. A colegdo FB explora mais insistentemente o
assunto. Destacamos um capitulo sobre variaveis, na 7° série, que pode ser
interpretado como uma (boa) preparagao para o estudo das fungbes. Os numeros
quadrados fornecem um exemplo do poder de sintese da simbologia algébrica,
com a igualdade Q, =1+ 3 + ... (2n — 1). Até esse momento, essa relagédo era
enunciada de forma coloquial para casos particulares. A demonstracdo nao

apresenta grandes novidades em relagao ao que foi observado na 52 série: é feita
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uma indugao incompleta, até o sétimo termo, acompanhada de um desenho, no
qual um quadrado formado por 49 quadrados menores € decomposto em sete

figuras, formadas por 1, 3, 5, 7, 9, 11 e 13 quadradinhos.

Nessa sec¢ao de FB, os numeros triangulares também sao retomados, e é
demonstrada a formula do termo geral para a soma dos primeiros n inteiros
positivos, T,=n. (n + 1) /2. A prova é reforgada pelo relato da classica histéria de
como Gauss teria, quando crianga, surpreendido seu professor ao calcular correta
e rapidamente a soma dos primeiros 100 inteiros positivos, T190 = 50 x 101 =
5050. A demonstragao do caso geral € precedida por exemplos em que é adotada

a mesma estratégia. No primeiro, T4 € calculado da seguinte forma:

Ti10=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10
T1o=10+9+8+7+6+5+4+3+2+1

2T1p=11+11+11+11+11+11+11+11+11+11=10.110 T10=55

Em seguida, T1go € calculado de forma analoga, com o uso de reticéncias.
Esse processo é usado em outros exemplos, em que as parcelas ndo sao
numeros consecutivos, mas a diferenca entre os termos é constante. Num deles,
pede-se as soma S dos primeiros trinta numeros pares positivos, e o

procedimento se repete:

S=2+4+6+..+58+60
S=60+58+..+6+4+2

2S=62+62+ ...+ 62+ 62, com trinta parcelas, logo S =62.30/ 2 = 930.

Na lista de exercicios subsequente, pede-se a soma dos primeiros 60

inteiros positivos, dos primeiros 20 pares positivos, dos 10 primeiros multiplos de
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10 positivos e dos 10 primeiros impares positivos. SO entdo € demonstrado o caso
geral:

Th=1+2+..+(N=1)+n

Th=n+nh-1)+..+2+1

2Th=(n+1)+(n+1)+..+(n+1)=n.(n+2)0 Tpo=n.(n+1)/2.

Nota-se a preocupagdao com o estudo de casos particulares, o que
constitui uma preparagdo adequada para a prova, sem a qual o entendimento do

caso geral poderia ser comprometido.

Voltando ao capitulo sobre sequéncias, 5° série em FB, o manual do
professor sugere uma atividade em que o aluno deva contar o total de
cumprimentos dados em um grupo de n pessoas, sendo que cada uma
cumprimenta todas as demais. Nesse estagio, o autor pondera que é
recomendavel trabalhar somente com exemplos especificos nos quais n € um
numero razoavelmente “pequeno”. Mas a sugestéo é suficiente para levar o aluno
a constatar que, em todos os casos considerados, esse total coincide com T,.
Além disso, o autor observa que é possivel argumentar, sem recorrer a notagdes
explicitamente algébricas, que o mesmo vale para qualquer quantidade de
pessoas. Sugere também que seja feito um paralelo entre este caso e o da
quantidade de diagonais de um poligono convexo de n lados, que € dado por n. (n
— 3) / 2. Trata-se, efetivamente, de casos similares, pois 0 mesmo método de
contagem pode ser aplicado. Cada uma das n pessoas cumprimenta outras n — 1,
mas o produto de n e seu antecessor fornece o dobro da resposta correta, pois
estariamos assim contando cada saudagédo duas vezes (A cumprimenta B é o

mesmo que B cumprimenta A); de forma analoga, cada um dos n vértices do
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poligono & extremidade de (n — 3) diagonais, e se AB é uma diagonal, BA é a

mesma.

A conexao entre esses dois problemas é feita no livro da 8° série, pouco
depois de ter sido estudada a resolugéo geral da equagao de segundo grau; os
estudantes, de posse da formula adequada, podem determinar a quantidade de
pessoas quando o numero de apertos de mao € conhecido, ou entdo o niumero de

lados do poligono a partir do total de diagonais.

Nas colecbdes FB e FC, o capitulo sobre seqliéncias da 5° série também
enfoca a conhecida relagédo T, + Tp+1 = Qu+1. A prova informal é feita de forma
simples e elegante, usando desenhos. Tomando, por exemplo, um quadrado
formado por 100 pontos dispostos em 10 fileiras, separamos por meio de uma
linha, tragcada ao longo de uma diagonal, todos os pontos em dois grupos: o
primeiro formado pelos que estdo abaixo do trago, e 0 segundo pelos de cima,
mais os da diagonal. O primeiro grupo corresponde ao nono numero triangular, e
0 segundo ao décimo. Desta forma, temos que Tg + T19o = Qqo. A colegédo FB
aborda novamente esta relagdo no ja mencionado capitulo sobre variaveis da 7°
série, com atividades que visam, segundo o préprio autor, torna-la aceitavel. Na
primeira, devem-se calcular as somas de dois numeros triangulares consecutivos,
e constatar que em todos os casos foi obtido um quadrado perfeito. Na segunda,
quadrados perfeitos devem ser decompostos na soma de dois numeros
triangulares consecutivos. Finalmente deve-se usar papel quadriculado, para se
desenhar um quadrado, e recorta-lo de modo a formar as representacdes de dois

numeros triangulares consecutivos. A demonstracéo geral € feita nesse mesmo
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livro, porém em outro capitulo. Comentaremos isso mais detalhadamente na

secao sobre demonstragoes.

Os numeros quadrados e triangulares ocupam boa parte das secdes
sobre seqUéncias nos livros da 5% série das duas colegcbes, mas outras também
sdo abordadas, como a sequéncia de Fibonacci ou progressdes aritméticas. FC
da maior atencao as sequéncias formadas pelos multiplos de um determinado
numero. Antecipa o uso da simbologia algébrica ao generalizar como 2n e 3n os

multiplos de 2 e 3. FB fara o mesmo no capitulo sobre divisibilidade.

No espaco dedicado as sequéncias dos pares e dos impares em FC, ha
um exercicio em que os alunos devem decidir se sdo verdadeiras ou falsas
afirmacdes feitas sobre a paridade de um numero natural obtido como soma ou
produto, de outros dois naturais; todos os casos possiveis sao considerados: par
com par, impar com impar, e par com impar. Se a proposic¢ao for falsa, deve ser
feita a justificativa da resposta. Trata-se do primeiro caso em que contra-
exemplos devem ser mencionados pelo aluno. Para as afirmacdes verdadeiras, o
autor fara demonstragdes convincentes noutra série. Também reservamos nossos

comentarios relativos a esse momento para a secédo sobre demonstracdes.

3.1.3 — Brincando com numeros.

O titulo desta secédo € o mesmo de um capitulo do livro da 52 série de FB,
que sera analisado aqui. Pode ser dividido em duas partes, sendo que na primeira

sdo apresentados os quadrados magicos e outras formagdes semelhantes.
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Problemas desse tipo sdo propostos ao longo das trés colegbes, alguns

abrangendo numeros nao inteiros.

Para nés, a segunda parte de “Brincando com numeros” apresenta maior
interesse. Ela € composta por cinco atividades, numeradas por nés de 1 a 5, em
que se notam certas regularidades numéricas. A formulagao das trés primeiras é
basicamente a mesma: o estudante deve efetuar alguns calculos, com papel e
lapis ou calculadora, e pela observacdo de padrbes, pede-se que responda uma

ultima pergunta “sem fazer contas”.

Atividade 1 - Pede-se ao aluno que multiplique 37 por 3, 6, 9, 12 e 15. Os
resultados obtidos serdo respectivamente: 111, 222, 333, 444 e 555. Em seguida,
pede-se o numero cujo produto por 37 resulta 777. O aluno é levado a suspeitar

da resposta 21, e de fato 37 x (3 x7) =37 x 21 =777.

Atividade 2 — Calcular 11 x 11, 111 x 111, 1.111 x 1.111, 11.111 x 11.111,
e escrever o resultado de 111.111 x 111.111. Como as quatro primeiras

operacoes resultam, respectivamente, em 121, 12.321, 1.234.321 e 123.454.321,

o aluno é induzido a responder corretamente 12.345.654.321.

Atividade 3 — O aluno deve efetuar os calculos abaixo, nos quais ja

indicamos as respostas:

9x1+2=11
9x12+3 =111

9x123+4=1.111
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9x1.234+5=11.111
9x12.345+6=111.111

9x123.456 +7 =1.111.111
Em seguida, pede-se o resultado de 9 x 1.234.567 + 8, que € 11.111.111.

Atividade 4 — Pensar num numero de trés algarismos, com a unidade
diferente da centena; inverter a ordem dos algarismos do numero pensado e
subtrair o menor do maior; somar o resultado da subtracdo com o numero que se
obtém invertendo a ordem dos seus algarismos. O autor observa, entdo, que “néo
importa 0 numero que vocé pensou: o resultado é 1089” (LOPES BIGODE,
2005)E|. Fornece a seguir um exemplo: numero pensado = 734; invertido = 437;
resultado da subtragcdo = 297; invertido = 792; resultado da adicdo = 1089.
Finalmente, propde uma pesquisa: o que acontece se o numero inicial tiver dois

ou quatro algarismos diferentes e os mesmos passos forem seguidos?

Atividade 5 — Escolher um numero ABC de trés algarismos; escrever o
numero ABCABC de seis algarismos e dividi-lo por 13; em seguida dividir o
resultado por 11; dividir o novo resultado por 7. O aluno deve observar que as trés
divisbes efetuadas sao exatas e que o resultado final sera ABC. O exemplo dado

pelo autor se inicia com o numero 147, e de fato:

147.147 <13 = 11.319

11.319 + 11 =1.029

! Neste capitul o incluiremos diversas citacdes dos autores das trés col egdes analisadas, explicitando tal fato
no texto. Em func¢ao disso, mencionaremos a referéncia somente na primeira citacéo de cada autor.
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1.029 + 7 =147

Trata-se da unica atividade em que o aluno ndo deve somente observar
um padrao, mas também explicar “porque a brincadeira funciona”. O autor espera
que o estudante perceba que o resultado da ultima conta, que chamaremos de X,
foi obtido a partir do numero de seis algarismos, que chamaremos de Y, por meio
de trés divisdes sucessivas; portanto, com a operacgao inversa obtém-se Y a partir
de X,istoé: X=((Y+13)+11)+70 Y=(13x11 x7). X=1001. X. Como Y é
da forma ABCABC, devemos ter X = ABC, pois 1001.ABC = ABCABC. Embora
isto ndo seja explicitado na resolugéao descrita no livro, gostariamos de observar

que o algoritmo da multiplicagdo pode ser util nesta conclusao final:

ABC

ABCABC

O livro do professor sugere que seja aplicada uma sexta atividade, similar
a essa ultima, com um numero de seis algarismos da forma ABABAB, e divisdes
sucessivas por 3, 7, 13 e 37. O resultado final sera AB, pois o produto deste
quatro numeros € 10.101. Novamente o algoritmo da multiplicagdo € um recurso a

ser considerado:

BOBOB
AOAOA+

ABABAB
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O aspecto ludico desses problemas €, certamente, um recurso didatico
muito forte. Pode servir de estimulo, e também despertar a curiosidade dos
alunos para as justificativas das regularidades observadas. O professor, ao aplicar
atividades dessa natureza, deve estar atento para perceber se manifestagdes de
curiosidade efetivamente ocorrem, e, se necessario, deve enriquecer o problema
com a solicitacdo de uma explicacdo convincente. Pode, assim, contribuir para a
formacado do espirito critico de seus alunos. Se a tarefa se revelar complexa
demais, sugestdes podem ser dadas, mas preferencialmente deve-se evitar
explicitar as respostas sem que acontegcam tentativas de provas por parte dos
alunos. Nao se pode ignorar também o significado que tais “brincadeiras” podem
acrescentar a certas propriedades. No caso da atividade 5, observamos uma
aplicagao da expressao decimal dos naturais, e também do conceito de operacao
inversa. Por essas razbes, julgamos inadequado que nas quatro primeiras

atividades néo tenham sido solicitadas justificativas.

Uma critica deve ser feita a atividade 4. Para esclarecé-la, usaremos as
seguintes notagdes: sejam X o numero pensado inicialmente, Y o numero que se
obtém com a inversao dos algarismos de X, Z=| X - Y |, e W o numero que se
obtém com a inversao dos algarismos de Z. Recordemos que X deve ser um
numero de trés algarismos, com a restricdo adicional de que o primeiro e o

terceiro devem ser diferentes. Por exemplo:

Se X =153, entdo Y = 351, logo Z = 351 — 153 = 198, portanto W = 891, e

assim Z + W = 1089, conforme o esperado.
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Entretanto, observamos que a sequéncia de passos nao fornece
necessariamente Z + W = 1089. O autor parece ter desconsiderado o caso em

que a diferencga entre o primeiro e o ultimo algarismo em X €& igual a um. De fato:

X=2530 Y=3520 Z=352-253=99.

Se as instrugdes forem seguidas literalmente, a inversdo dos algarismos
agora nos da W = 99 também, portanto Z + W = 198, ao contrario do que afirma o
enunciado. O padrao somente sera mantido se escrevermos Z =099 0 W = 990,
e, portanto, temos novamente Z + W = 1089. Mas aqui foi tomada uma certa
liberdade que ndo nos parece adequada. O ideal seria que esta situagao fosse
excluida no enunciado, ou entdo que o aluno fosse instruido, nesse caso, para
escrever o resultado da subtracdo usando sempre trés algarismos, com a

colocacgao do zero a esquerda, se necessario.

Reiteramos que neste problema a justificativa ndo foi pedida. Cabe ao
professor estimular os alunos a procurar uma causa para a obtencdo do mesmo
numero apods varias operagdes, bastando que X satisfaga poucas condi¢des, que
devem ser devidamente esclarecidas. A prova de que Z + W = 1089,
consideravelmente mais elaborada, permite o entendimento do caso em que a
diferengca dos algarismos da centena e da unidade é igual a um. Vejamos

inicialmente uma demonstragao redigida com os recursos da linguagem algébrica.

Sejam a, b e c os algarismos de X, de modo que X = 100a + 10b + ¢, logo
Y = 100c + 10b + a. Podemos supor a > ¢, portanto X > Y, e dessa forma temos

que Z=X-Y=99.(a—c), com 1< (a-_c)<9. Mas note que se a—c = 1, entdo
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temos Z = 99, acarretando no problema descrito acima; do contrario, Z € um

numero natural de trés algarismos. Agora repare que podemos escrever:

X=100. (a-1)+100+10. (b—1)+10+c¢
Z=X-Y=(100.(a-1)+10.(10+b—-1)+ (10 + ¢)) — (100c + 10 b + a).
Z=100.(a-1-¢)+10.9+b—-b)+ (10 +c—a)

Se chamarmos n=a—-c <9, temos:

Z=100.(n-1)+ 109+ (10 -n)

Supondo n > 1, estdo determinados os trés algarismos de Z. Invertendo-os temos:
W=100.(10-n)+ 109+ (n—-1)

Por fim Z + W= (100n-100 + 90 + 10 — n) + (1000 — 100n + 90 + n — 1), e entao

Z+ W=1089.

Agora vejamos uma justificativa, que pode ser aceitavel para alunos de 52
série. Ela sera aplicada em dois casos particulares aqui apresentados: numeros
pensados iguais a 734 e 153. Usaremos mais uma vez os algoritmos usuais,
nesse caso o da adicdo e o da subtragdo. Antes, fagamos algumas observagdes
gerais: como o numero pensado deve ter trés algarismos, com a centena diferente
da unidade, ao inverté-lo obteremos um numero com mesmo algarismo das
dezenas, e o maior dos dois numeros (0 pensado e o obtido com a invers&o) tera
algarismo das unidades menor. Essas caracteristicas asseguram algumas

consequéncias na subtracéo.
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Sempre sera preciso que, no numero maior, ocorra o0 “empréstimo” das
dezenas para a unidade, o que garante que, no resultado, o algarismo das
dezenas seja 9. Na conta acima, 7 — 4 = 3 ndo é o algarismo das centenas no
resultado, pois o “empréstimo” também foi necessario da casa das centenas para
as dezenas; isto também acontecera sempre. Em suma, o algarismo das
centenas sera sempre uma unidade inferior em relacdo a diferenca entre os
algarismos da centena e da unidade no numero pensado. Portanto, esta diferenca
deve ser maior do que 1, se quisermos que o resultado da subtracao tenha trés

digitos. Observe novamente essas caracteristicas no outro exemplo:

351

Note que nos dois casos a soma dos algarismos da centena e da
unidade, no resultado, é igual a 9. Comparando os calculos, as operagdes

efetuadas foram:

(7-4)-1=2e(10+4)-7=10—-(7-4)=7

3-1)-1=1e(10+1)-3=10-(3-1)=8

O valor do qual se subtrai 1 para que tenhamos o algarismo das
centenas, deve ser subtraido de 10 para que resulte a unidade. A traducéo
algébrica dessa frase pode ser observada na demonstracdo mais formal que

fizemos acima. Verifique que Z tem (n — 1) centenas e (710 — n) unidades. Assim o
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numero obtido € da forma A9B, sendo A + B = 9. No ultimo passo, efetuamos a

seguinte adigao:

Sendo C = (A + B) + 1, pois a soma das dezenas é 18. Portanto C = 10, e

o0 numero obtido foi 1089.

As atividades descritas caracterizam um interessante uso dos trés niveis
propostos por Robert, no que se refere aos algoritmos usuais das operacoes. Eles
sdo diretamente aplicados quando se solicita ao aluno que efetue contas (nivel
técnico). Também sao exigidos com operagdes envolvendo numeros que devem
ser obtidos com inversdo de algarismos ou resultados anteriores (nivel
mobilizavel). Nao é evidente que, usando os algoritmos, podem-se justificar as
afirmacgdes envolvidas nos problemas. Quando procedemos dessa forma, os
algoritmos tornam-se ferramentas disponiveis, que auxiliam a resolugdo de um

problema mais complexo, envolvendo provas; estamos, portanto, no terceiro nivel.

O manual do professor ndo fornece nenhuma orientacdo sobre as quatro
primeiras atividades; isto é particularmente frustrante no quarto problema, pois as
mudancgas de hipoteses sugeridas pelo autor permitem inumeras observagdes. O
que se pede é somente a verificacdo de exemplos; talvez o aluno faga, entao,
algumas conjecturas. Se X tem dois algarismos distintos, entdo W + Z = 99, desde

que a diferenca entre estes algarismos seja superior a um. Exemplo:
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Se X =25, entdo Y = 52, donde Z = 52 — 25 = 27, logo W = 72, e,

portanto, W + Z = 99.

Mas se a diferenga entre estes algarismos for novamente um, temos uma

incoeréncia semelhante a que verificamos acima. Vejamos outro exemplo:

X=320 Y=230 Z2=32-23=09.

Algumas duvidas podem ser colocadas neste momento. Ha sentido na
frase “inverter os algarismos” para em numero que tenha somente um? Este
inverso seria ele proprio? (e neste caso, W + Z =9 + 9 = 18). E permitido escrever

Z =09, e entdo concluir que W =907 (assim, novamente W + Z = 99).

Se X tem quatro algarismos, existe um numero ainda maior de variagoes.
Talvez fosse melhor idéia colocar a sugestdo apenas no manual, acompanhada
de uma discussao detalhada, para que o professor decida se € valido ou nao

explorar todo, ou parte do potencial deste problema.

A aplicagdo de atividades dessa natureza requer certos cuidados por
parte do professor. Elas apresentam resultados curiosos, sem duvida, e nao
estamos questionando a importancia do aspecto recreativo desses problemas,
além da sua importancia na observagao de regularidades. Mas € também um bom
momento para, informalmente, destacar a importancia das demonstracdes na
matematica. Parece-nos natural, entdo, que o professor retome os trés exercicios
anteriores para proceder da mesma forma que nos dois ultimos, caso ainda nao o

tenha feito. No livro isso ndo é solicitado, assim, sdo necessarias certas
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precaugdes, da parte do professor para evitar que o estudante seja levado a

acreditar que, eventualmente, as explicagdes simplesmente ndo existem.

Voltando, por exemplo, para a atividade 1, observamos que se n é natural
e menor do que 10, entdo (3n) x 37 = n. (3 x 37). Obtemos assim 111.n, um

numero natural de trés digitos, todos iguais a n.

O segundo e o terceiro problemas também podem ser interpretados com
o auxilio do algoritmo da multiplicacdo e da decomposigdo decimal. Constituem
novos exemplos de esbogos de provas matematicas para alunos deste nivel de

escolaridade, ainda que com problemas pouco mais complexos.

3.2 — DIVISIBILIDADE.

3.2.1 — Componentes curriculares.

3.2.1.1 — Primeiras defini¢des.

Reservamos o termo “componentes curriculares” para temas comuns as
trés colecdes no livro da 52 série, quando conceitos referentes a divisibilidade sao
introduzidos. Nas subsecbes 3.2.1.1 a 3.2.1.7, se ndao houver mengdo em
contrario, estaremos nos referindo aos livros dessa série. Convém salientar que o

contato inicial dos alunos com a divisdo entre inteiros (com resto) & anterior,

portanto pertencente a um periodo que néao foi considerado em nossa analise.



46

A divisao foi enfocada de forma adequada pelos trés autores no capitulo
sobre resolugdo de problemas e calculo mental. Em FB encontramos algumas
aplicacbes interessantes, como solicitar ao aluno que escreva todos os restos
possiveis com um divisor conhecido, ou obter o resto da divisao de 72.893 por 7,
sabendo que a divisdo de 72.896 por 7 fornece resto 5. Em FA encontramos,
novamente, uma linguagem mais formal, ao mencionar a existéncia de valores

unicos de q e r, dados a e b # 0, satisfazendo a = b.q +r, com r<b.

Nas trés colegcbes, o resto de uma divisdo € pouco aplicado,
principalmente a partir da 62 série. Na 52 ela reaparece na abordagem sobre
numeros mistos nas trés cole¢des, mas essa forma de representacdo quase nao
€ explorada nos livros seguintes. Em FB e FC encontramos atividades no capitulo
sobre poténcias, no livro da 5% série, em que o aluno deve escrever certos
numeros naturais como soma de poténcias de base 2. Trata-se, portanto, de uma
apresentacao informal da base binaria. Representar numeros naturais em outras
bases, que ndo a decimal, € um exemplo de aplicacdo dos restos de uma divisao
entre inteiros. Mas o0 assunto nao € retomado nos outros livros, quando poderiam

ser solicitadas decomposi¢cdes mais complexas.

Todos os autores introduzem o conceito de divisor d de um natural n
fazendo a relacdo com o caso em que o resto da divisdo de n por d é 0. Todas
dao o devido destaque ao zero como multiplo de todo natural, e ao fato de nao ser
divisor de nenhum (diferente de 0). Um aspecto positivo em FC que n&o ocorre
nas outras colecdes é reforcar o uso de varias formas equivalentes de enunciar a
mesma propriedade: A € multiplo de B; B divide A; a divisdo de A por B é exata; a

divisdo de A por B tem resto zero; exibir o produto A = B.Q.
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Nas trés cole¢cdes o tema da divisibilidade é introduzido por meio de
situagdes-problema, principalmente em FB e FC. Todos exploram a regularidade
dos anos bissextos, e nas duas cole¢des mencionadas acima encontramos
explicacdes convenientes sobre o fato de os anos multiplos de 100, mas nao de
400, nao serem bissextos. Em FC ha uma interessante comparacao entre os anos
em que sao disputados os jogos olimpicos (bissextos), e aqueles em que ocorre a
copa do mundo de futebol (que s&o da forma 4.q + 2). O autor aproveita o fato
como ponto de partida para uma discussdo sobre afirmacado e reciproca: todo

multiplo de quatro € par, mas nem todo par € multiplo de quatro.

3.2.1.2 — Multiplos e divisores.

Merece destaque, por fugir as formas usuais, a apresentagéo, observada
nas colecbes FB e FC, de todos os divisores de um numero n utilizando um
recurso geométrico. Os alunos sdo orientados a fazer atividades em papel
quadriculado, desenhando todos os retdngulos com lados medindo valores
inteiros, e cujas areas sejam iguais a n. E importante notar que, em capitulos
anteriores, os estudantes ja tiveram contato com o conceito de area; também ja
foram definidos os quadrilateros notaveis, e os textos recordam ao estudante que
0 quadrado é um caso particular de retangulo. O caso n primo é bem explorado,
com a observagao de que, nestas condigdes, somente uma figura pode ser feita.
Isto foi aproveitado por FB para introduzir o tema “numeros primos”. Veremos
mais adiante que essa representacdo geomeétrica dos divisores pode produzir
argumentos para varias propriedades de numeros inteiros, e pode também ser

utilizada para resolver problemas.
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Outro ponto comum as colecbes FB e FC é o bom uso de certas
decomposicdes para decidir se um numero é multiplo de outro. Citamos um
exemplo extraido de FB: para determinar se 847 é multiplo de 9, ele é
decomposto como 810 + 37; a primeira parcela €, claramente, divisivel por 9, mas
a segunda nao, donde 847 também nao é. Em seguida, sdo propostos problemas
analogos que o aluno deve resolver mentalmente, para em seguida fazer a

conferéncia com papel e lapis ou calculadora.

No exemplo acima foi usada a seguinte propriedade: se a, b, c e m sao
numeros naturais tais que a e ¢ sdo multiplos de m, e a + b = ¢, entdo b € multiplo
de m. Assim como outras propriedades dos inteiros, ela foi apresentada em FB e
FC sem a necessidade de enunciados mais rigorosos. Foram feitas justificativas
informais com boas argumentagdes, e ilustradas com varios exemplos. Vejamos

outros fatos importantes da divisibilidade discutidos nessas duas colegdes:

Se a e b s&o multiplos de m, entdo (a + b) € multiplo de m.

Se a divide b, e b divide ¢, entao a divide c.

Destacamos a apresentacdo em FC de duas outras estratégias para a
determinacdo dos divisores de um numero natural n. Mostra que se os divisores
sao escritos em ordem crescente, o produto do primeiro pelo ultimo, que é 1.n, é
igual ao produto do segundo pelo penultimo, do terceiro pelo antepenultimo, e
assim sucessivamente. Essa propriedade pode ser constatada informalmente na

atividade descrita acima, com desenhos de retangulos. Pede-se ao aluno, entéo,
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que resolva este problema: a sequéncia crescente abaixo é formada por todos os

divisores de um numero natural; preencha as lacunas, e descubra este numero.

A outra estratégia foi chamada pelo autor de “rede de divisores”. Trata-se
de um recurso pictorico muito interessante. Iremos descrevé-lo na seg¢ao sobre o
Teorema Fundamental da Aritmética, por estar conectado com a decomposicio

em primos.

3.2.1.3 — Critérios de divisibilidade.

A colecdo FC é a que dedica menor espaco para critérios de
divisibilidade, mas aproveita-o muito bem. Faz explanagdes simples sobre as
observacdes necessarias para decidir se um numero € multiplo de 2, 5 e 10. As
justificativa dos critérios de divisibilidade por 2 e por 5 utilizam a expressao
decimal do numero e sido de facil compreensao, mesmo para alunos do ensino
fundamental. O método da soma dos algarismos para verificar se um numero é
divisivel por 3 é justificado de forma convincente. O numero 126 é decomposto
em varias etapas, até que se obtenha 3 x (1 x 33 +2 x 3)+ (1 +2 + 6). Em
seguida, pede-se ao aluno que use esse processo para mostrar que 3 divide 237.
No manual, insiste-se sobre a importancia de o professor, na conclusao final do
problema, reforgar que, como a primeira parcela é um multiplo de trés, a segunda
também devera ser para que o mesmo ocorra com a soma. Recomenda-se que
se proponha um exercicio similar para um numero natural de quatro algarismos,

se o professor julgar relevante.
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No manual de FB encontramos esse mesmo tipo de demonstragdo, mas o
livro do aluno limita-se a enunciar o critério. O método da soma dos algarismos
para decidir a divisibilidade por 9 foi mencionado superficialmente pelo autor, com
o carater de curiosidade, ndo sendo solicitado em exercicios. Nessa cole¢ao sao
descritos processos para determinar se um numero € multiplo de 2, 3,4, 5,6, 9 e
10. As argumentagdes sobre os multiplos de 4 foram particularmente felizes, pelo
bom uso de decomposicdes; para afirmar, por exemplo, que 236 € divisivel por 4,
escreve 236 = 100 + 100 + 36. A concluséo final € bem justificada com as

propriedades envolvidas.

Em FA sao descritos os critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8 e 9.
No entanto nenhuma justificativa é apresentada. Para decidir se um numero com
trés ou mais algarismos é multiplo de 4 o aluno recebe a informagao de que os
dois ultimos algarismos devem ser ambos iguais a zero ou entdo formar um
multiplo de 4; o mesmo ocorre com o processo analogo para verificar se um
numero divide 8, verificando os trés ultimos algarismos. De modo geral, os
autores de FA pouco se ocupam com justificativas envolvendo numeros inteiros,
nao somente na 52 série. A leitura das resenhas constantes no GNLD parece

indicar que essa lacuna € comum a varios livros didaticos.

Acrescentamos um comentario sobre a profusdo de critérios
apresentados pelos autores de FA. Julgamos discutivel a apresentacdo de uma
quantidade elevada de critérios de divisibilidade. Para decidir se um numero é
divisivel por 8, por exemplo, o processo sugerido, em muitos casos, tem pouca
serventia. Exige-se tdo somente a memorizagdo de um método, sem dar atengéo

a sua justificativa. Pensamos que um critério deve ser apresentado se for de
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simples aplicagdo, e principalmente, se for passivel de uma demonstracio
compreensivel para o aluno. A relevancia do assunto esta menos relacionada
com sua aplicagcdo do que com a possibilidade de exercitar a pratica da

argumentagao matematica.

Adiantamos que uma boa demonstracio do critério de divisibilidade por 9
pode ser apreciada em FA, mas n&o no livro da 52 série; comentaremos o fato
com maiores detalhes na segdo sobre provas e conjecturas. Trata-se de uma
excecao; retomadas desse tema parecem ser incomuns. Como os critérios de
divisibilidade nao s&o abordados novamente, perde-se uma excelente
oportunidade de apresentar argumentos completos, compreensiveis para
estudantes do ensino fundamental. Um curriculo em espiral, como o proposto por

Bruner, visa exatamente sanar essas deficiéncias.

3.2.1.4 - MMC e MDC.

As situacbes-problema sao novamente bem aproveitadas pelos trés
autores para introduzir os conceitos de minimo multiplo comum e maximo divisor
comum, mais uma vez com destaque para FB e FC. Sdo problemas simples, que
caracterizam a idéia dos disparadores de Augusto. Em FC, o calculo mental é
privilegiado, principalmente para a obtengdo do mmc de dois numeros, fazendo a

pesquisa entre os multiplos do maior.

Os casos particulares de mmc(a,b) e mdc(a,b), quando a divide b, sao
pouco explicitados nas trés colecdes, mas podem ser vistos em varios exercicios.

O mesmo ocorre com 0 caso em que a € b sao primos entre si. A definicao de
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numeros relativamente primos € dada por FA e FB ja na 5° série, e € usada para
definir fragdes irredutiveis. Em FC a formalizacdo dos numeros relativamente
primos € introduzida somente na 7°, mas sem que isto acarrete nenhum tipo de
prejuizo. Quando necessario, o autor chama a atengao para o fato de que dois

numeros naturais podem nao ter divisores comuns além da unidade.

Os autores utilizam, ao longo das trés colegbes, o mdc e o mmc,
respectivamente, para efetuar a simplificacdo e a adicao de fragdes. A nao ser
nesses casos e em situagdes-problema propostas na introducdo dos dois
conceitos, ndo encontramos exemplos de aplicagdo que fossem dignos de nota.
Usando a terminologia proposta por Robert, apds a etapa em que o mmc e o mdc

tiveram o papel de objetos, eles foram pouco aproveitados como ferramentas.

Existem ainda diferencas consideraveis nas trés colecoes sobre a forma e
0 momento em que s&o introduzidos os algoritmos para a obtengdo do mmc e do

mdc, que serdo discutidas aqui em uma segéo propria.

3.2.1.5 - Numeros primos.

Nas trés colegcbes, encontramos algumas diferencas na definicdo de
numeros primos e compostos, embora as formulagdes sejam equivalentes. A
introducao dos dois conceitos se da na 52 série, mas em momentos distintos. Em
FA ela ocorre ante das definigdes de mmc e mdc, e em FC posteriormente. Em
FB, apds a apresentacdo do mmc, encontramos as atividades em que se pede a
relacdo dos divisores de um numero natural conhecido. Com base nesses

problemas, os numeros primos sdo introduzidos, e o mdc encerra o capitulo sobre
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divisibilidade. As razbes para tais diferencas estdo conectadas com as opgoes de

cada autor referentes ao uso dos algoritmos, e serdo esclarecidas mais adiante.

O leitor de FC ¢é informado que “numero primo é todo numero natural
maior do que 1, cujos divisores sdo apenas 1 e o proprio numero” (DANTE, 2005
A), e posteriormente que “todo numero natural maior que 1 que nao é primo é
chamado de composto”. Embora essas definicbes excluam a unidade, o autor

procura reforgar esse fato com uma pergunta.

Em FA e FB foi adotado outro modelo; para seus autores, um numero
natural € primo caso tenha exatamente dois divisores, e composto se tem mais do
que dois. A mesma reflexdo sobre o caso particular do 1 &, entdo, colocada em
FB, também na forma de uma pergunta, ao passo que FA o faz com uma simples
observacao. Outra questao trabalhada em problemas em FB e FC, e mencionada
em FA, é a inexisténcia de outros primos pares além do dois. A esse respeito, eis
um bom problema de argumentagdo encontrado em FB: porque nao existem

primos maiores do que dois cuja diferenca seja igual a trés?

Os autores de FB e FC pedem, na forma de atividade, a relagcao dos
primos menores do que 100, depois de explicagdes convenientes sobre o crivo de
Eratostenes. Este método é citado em FA, que afirma que para se obter todos os
primos menores do que 1.000, é suficiente eliminar os multiplos de 2, 3, 5, .... 31;

mas néo justifica a afirmativa.

Mencionamos em 3.2.1.2 que o autor de FB introduz os numeros primos

com retangulos de lados inteiros. Se a area da figura deve ser equivalente a um
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numero primo, s6 ha uma representacdo possivel. Existe uma interessante idéia
similar, descrita por Bruner, e envolvendo material concreto. Vejamos sua

descricao:

"O conceito de numeros primos parece ser mais
prontamente compreendido quando a crianga, através da
construgcédo, descobre que certos punhados de feijdes néo
podem ser espalhados em linhas e colunas completas. Tais
quantidades tém que ser colocadas em uma fila Unica ou em
um modelo incompleto de linha-coluna no qual existe
sempre um a mais, ou alguns a menos, para preencher o
padrdo. Estes padrdes, que as criancas aprendem, sao
chamados de primos. E facil para a crianca ir desta etapa
para o reconhecimento de que uma denominada tabela
multipla € uma folha-registro das quantidades em varias
colunas e linhas completadas. Aqui esta a fatoracao,
multiplicacdo e primos, em uma construgcdo que pode ser
visualizada”. (BRUNER, apud PLANETA EDUCACAO,

2005).

3.2.1.6 — Teorema Fundamental da Aritmética.

O teorema fundamental da aritmética € um tema que nos parece
particularmente caro na formagdo matematica dos alunos. A unicidade da
decomposicdo em fatores primos é apresentada, nos trés livros, por meio de

varios exemplos discutidos. Inicialmente, as fatoragcdes sao feitas, quando
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possivel, de varias formas distintas, destacando o fato de que,
independentemente dos passos escolhidos, a decomposicao final, exclusivamente

com fatores primos, € sempre a mesma. Por exemplo:

36=2x18=2%x(2%x9)=2%x2x%x(3x3)=2%x2%x3x%x3

36=2x18=2x(3x6)=2x3x(2x3)=2x2x3x3

36=3x12=3%x(3%x4)=3x3%x(2%x2)=2%x2%x3x%x3

36=3x12=3x(2x6)=3x2x(2x3)=2x2x3x3

36=6x6=(2x3)x(2%x3)=2x2x3x3

Esquemas semelhantes ao da arvore das possibilidades s&o usados
pelos autores para indicar o caminho usado na decomposigao; apos ser escolhido
um produto inicial de dois naturais que resulte no numero a ser decomposto,
fazemos o mesmo para cada fator composto, e repete-se o processo até se obter

a fatoragao desejada.

Ja mencionamos rapidamente, em 3.2.1.2, a “rede de divisores”, um
método descrito em FC para a determinagcdo de todos os divisores de um
determinado numero natural. A figura 1, na pagina seguinte, € uma reprodugéo
extraida do livro do professor, volume referente a 5 série dessa colegéo. Trata-se
da atividade em que o processo € descrito. Chamamos ateng¢ao para uma opc¢ao

bastante apropriada do autor, que é exibir alguns exemplos, depois propor
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exercicios nos quais a representacdo € fornecida, mas nao os divisores, para
somente entao solicitar a construgao completa de uma rede. No manual do livro, é
chamada a atencéo do professor para os seguintes fatos: se 0 numero tem um sé
fator primo, sua rede sera linear; caso tenha exatamente dois fatores primos, o
numero tem uma rede plana; trés fatores primos acarretam numa rede espacial.
Sugere ainda uma atividade em que os alunos devam construir com bolas de

isopor e espetos de churrasco as redes dos numeros 216 e 180.

Figura 1
@- Redes de divisores
A seta — indica: "é divisor de”. Examine os trés diagramas abaixo com os divisores de 27,
14 & 30.
iy Fan o o |
(D)—)—)—@ Rede de
Hode de didsoras do 77 divitnrey da Wl
Heds da driursy de 14
Em seu caderno, copie e coloque os divisores de 32, 50, &0.
st ] 1. G

Desafio r
! :i Construa a rede dos divisores do ndmemn 72

A decomposicao é revista posteriormente em FB e FC, ainda nos livros da
5° série, nos estudos sobre potenciacdo. Com a nova notagao, o aluno passa a

escrever 36 = 22 x 32. Convém notar que FA introduz a potenciacdo antes do
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conceito de divisibilidade, e assim seus primeiros exemplos de formas fatoradas

ja sao escritos dessa forma.

3.2.1.7 — Algoritmos para decomposicdao em primos e calculo do MMC e

MDC.

Logo apds os exemplos iniciais sobre a fatoragdo em primos, FA e FB
apresentam o algoritmo usual da decomposi¢cao. Esse método é imediatamente
adotado por estes autores, e sera usado até o final da cole¢ao na resolugao de

exercicios. A maior parte, conforme haviamos adiantado, envolve fragdes.

Antes de prosseguir, € necessaria uma adverténcia sobre o uso do termo
“fracao”. Em FC o significado da palavra nao é definido em termos rigorosos, e o
autor utiliza-a livremente para expressar a razao entre dois numeros, quer estes
sejam inteiros ou ndo. Os autores de FA e FB consideram o vocabulo de uso
restrito ao caso em que numerador e denominador sao inteiros, mas
apresentaram certas incoeréncias em determinados momentos, principalmente na
72 e 82 série, ao usar a expressao para descrever numeros que fogem desse
padrao. Em nosso texto usaremos a palavra exclusivamente para nos referirmos a
razao entre dois inteiros. Esta linguagem nos parece aceitavel, pois nao

enfocamos casos em que tal definicdo acarrete contradi¢des.

Convém observar que o Teorema Fundamental da Aritmética, apds ser o
objeto de estudo, conforme a caracterizacdo de Robert, &€ pouco utilizado como
ferramenta. As situagdes que fogem a regra ocorrem, sobretudo, nos algoritmos

para calculo do mmc e mdc, e em simplificagbes que resultam de igualdades do
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tipo Jn =b x Ja , sendo a, b e n inteiros. A aplicacdo da decomposicdo em
primos nos algoritmos a que se refere esta seg¢do €, sem duvida, de grande
relevancia. Mas lamentamos que a decomposi¢cao nao seja mais explorada em
outras diregcdes. Existem diversos problemas sobre numeros inteiros que se
encaixam na definicdo de Robert do nivel chamado disponivel, que exige maior
sofisticacdo de raciocinio. Dentre tais problemas, varios se valem do Teorema

Fundamental da Aritmética.

Apresentamos a seguir um resumo do tratamento dado as fragdes,
destacando o uso que é feito por cada cole¢ao dos algoritmos para calculo do

mdc e do mmc dentro desse tema.

As fragdes sao introduzidas na 52 série nas trés colegdes, e somente em
FB 0 mesmo n&o ocorre com as operagdes entre elas. O autor apresenta algumas
comparacgoes, quando os denominadores ou 0s numeradores sao iguais, ou nos
casos muito evidentes, quando uma é maior do que 1 e a outra € menor, ou ainda
quando uma é claramente menor do que 1/2, e a outra € claramente maior, como,
por exemplo, 5/12 e 9/17. O método mais abrangente, em que as fragées sdo
reescritas de modo que os novos denominadores sejam iguais, nao é abordado
nesse momento. As primeiras simplificacdes sao feitas com divisdes sucessivas,
e fracdes irredutiveis sdo inicialmente definidas como aquelas que ndo podem ser
simplificadas. Antes dos exercicios propostos, simplificacdes usando o mdc sao
exemplificadas, e observa-se que uma fracao a/b é irredutivel se a e b sdo primos

entre si. As operacdes sdo introduzidas somente na 62 série. Para efetuar a
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adicdo e a subtracdo quando os denominadores sao diferentes, ja nos primeiros

exemplos sdo dadas orientagdes sobre o uso do mmc.

Somente depois dessas explanagbes sao introduzidos algoritmos para
calcular o mmc e o mdc. No livro da 62 série de FB ha um capitulo denominado
‘conexdes matematicas”, cujo conteudo sintetizamos neste paragrafo. As
conexdes a que o autor se refere sao entre a fatoragcdo em primos, mmc, mdc,
simplificacdo e operacdes com fragdes. Inicialmente encontramos a descricdo do
algoritmo para a determinagdo do mmc de dois ou mais numeros, primeiro com as
fatoracdes feitas separadamente, e logo apdés com o dispositivo pratico da
fatoracdo simultdnea, ambos com boas explicacbes baseadas em poucos
exemplos. A adigdao de fracbes €, entdo, retomada, e o dispositivo pratico é
recomendado. Em seguida temos o algoritmo para a obtengdo do mdc de dois ou
mais numeros, através das decomposicdées em primos, observando os fatores
comuns. A argumentagao sobre a validade do método é adequada, embora
limitada a um exemplo, e ele passa a ser aplicado na simplificacao de fragdes em

exercicios resolvidos.

Em FA a exposicdo destes conhecimentos é integralmente feita na 5°
série. Outras diferengcas podem ser apreciadas. A decomposi¢ao em primos € o
seu dispositivo pratico foram introduzidos antes dos conceitos de mmc e mdc.
Ambos sdo apresentados com um s6 exemplo que acompanha a definigédo, e logo
a seguir os algoritmos sao descritos. Nos dois casos, o autor utiliza somente as
fatoragbes simultaneas, ao contrario do que verificamos em FB. As razbes

apresentadas para justificar a validade dos processos nos parecem insuficientes.
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As fragdes sdo introduzidas em capitulo posterior, e 0 uso desses recursos para

simplificacido e adicdo de fracdes € adotado desde os primeiros exemplos.

Na cole¢cao FC, o algoritmo da fatoragdo em primos faz sua primeira
aparicdo na 7° série. Uma das possiveis vantagens dessa opgado € que o0s
estudantes, ndo conhecendo um dispositivo pratico, sdo levados a refletir sobre
maneiras mais econdmicas para determinar os fatores primos de um determinado
numero natural. Quando o dispositivo €, finalmente, apresentado, o autor faz uma
observacao que nao encontramos em FA e FB: ndo é necessario dividir o nimero
pelos seus fatores primos na ordem crescente. Isto pode ser vantajoso por

questdes de organizagao, mas nao deve ser tomado como uma regra.

O algoritmo para obtengdo do mmc também é apresentado na 72 série,
em um capitulo que revisa e aprofunda conceitos sobre divisibilidade e fragdes.
As justificativas para a validade do processo sao bem fundamentadas. Varios
exemplos sdo analisados, e em cada um deles os numeros sao decompostos das

duas formas possiveis: separada e simultaneamente.

Embora a adicdo de fragbes seja introduzida na 52 série, o aluno,
inicialmente, é instruido somente a procurar diferentes representagdes das
fragbes recorrendo aos multiplos do numerador e do denominador. A conexao
entre o mmc(b,d) e o calculo de a/b + ¢/d, com b e d ndo nulos, sé é explicitada na
7° série. Novamente, os estudantes sé tomam conhecimento da existéncia de um
algoritmo depois que se acostumaram a resolver o problema, o que implica menor
necessidade de memorizar uma cadeia de etapas. Uma atividade na 62 série, no

capitulo em que fragdes e numeros decimais sao revistos e aprofundados,
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descreve o seguinte método: para determinar 2/3 + 4/5 obtém-se o numerador
calculando 2 x 5 + 3 x 4 e 0 denominador calculando 3 x 5; o aluno deve verificar
a exatidao do resultado e justificar o processo. Espera-se que o aluno recorra aqui

as varias representacdes de uma mesma fragao.

FC também menciona na 5° série que a forma irredutivel de a/b pode ser
obtida com divisdes sucessivas ou com o mdc(a,b). O autor ndo descreve o
algoritmo para o calculo do mdc via decomposi¢ao em fatores primos. Entretanto,
numa sec¢ao do livro da 72 série de FC encontramos comentarios sobre o
algoritmo de Euclides. Reservamos uma se¢ao exclusivamente para abordar esse

fato.

De modo geral, o autor de FC parece menos preocupado com algoritmos,
mas n&o os evita, e ao descrevé-los salienta a importancia de tentar justifica-los.
Julgamos essa postura extremamente saudavel, e nos agradaria que ela fosse
adotada com maior frequéncia em livros didaticos. Antecipar o aprendizado de
dispositivos praticos pode gerar maior rapidez ao efetuar calculos, mas os alunos
podem, dessa forma, perder de vista os conceitos envolvidos, que constituem a
parte realmente relevante do aprendizado. Ao indicar o caminho mais econémico
para resolver um problema somente depois que as idéias principais foram
assimiladas, acreditamos que as justificativas de tais algoritmos tornam-se mais
aceitaveis. E ao explicitar processos passiveis de entendimento claro, temos uma
chance maior de que nossos alunos percebam com maior clareza a importancia

de uma argumentagado bem fundamentada para o estudo da matematica.
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3.2.2 — Assuntos nao curriculares.

3.2.2.1 — Numeros perfeitos, deficientes, abundantes e amigos.

Nas trés colecgdes, ao final de cada capitulo encontramos uma secéo com
curiosidades, desafios, enigmas e trechos de histéria da matematica, quase
sempre referentes ao assunto estudado no capitulo: “Troque idéias com os
colegas” em FA, “Revistinha” em FB e “Para ler, pensar e divertir-se” em FC. O
professor pode optar por desenvolver ou ndao as atividades contidas nessas
secdes. Pela sua natureza informal, assumem um papel recreativo que pode
motivar os estudantes, e em geral, permitem um aprofundamento de temas

curriculares.

Em FB e FC, nos capitulos sobre divisibilidade, essas secbes trazem
textos sobre numeros perfeitos e amigos. Um numero natural se diz perfeito se for
igual a soma de seus divisores proprios (segundo os autores, o unico divisor
improprio de um numero natural é ele proprio). Dois numeros naturais sdo amigos

se cada um deles é igual a soma dos divisores proprios do outro.

Em FC, o autor mostra que 6 é o primeiro numero perfeito, pergunta qual
€ o0 segundo (afirmando que ele esta entre 20 e 30), e pede também que se prove
que 496 ¢ perfeito. O leitor é informado que este € o terceiro numero da
sequéncia dos perfeitos, e que o vigésimo, descoberto em 1961, tem 2663

algarismos. Em seguida, mostra que 220 e 284 s&o amigos.
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Em FB encontramos outras definicbes. Um numero € abundante se a
soma de seus divisores proprios € maior do que ele proprio, e deficiente se a
mesma soma € menor do ele. O autor mostra que 6 e 28 sao perfeitos, 12 é
abundante e 15 é deficiente. Sugere uma pesquisa com os 100 primeiros naturais,
para saber em qual das trés definicbes cada um deles se encaixa. Também usa

220 e 284 para exemplificar nuUmeros amigos, deixando a verificagao para o leitor.

Certas consequéncias das propriedades dos inteiros costumam
surpreender leigos e até mesmo professores de matematica. Tal caracteristica
pode ter seu valor como recurso didatico, no minimo como uma forma de tornar
essa disciplina mais atraente para algumas pessoas. A existéncia de uma
quantidade pequena de numeros perfeitos conhecidos € suficientemente peculiar
para se encaixar nessa categoria. A pesquisa proposta em FB exige uma grande
quantidade de calculos, que pode, entretanto, ser minimizada pelo professor. Se
cada aluno for incumbido de uma parte da atividade, a classe, trabalhando como
um so grupo, pode constatar o quao incomuns sdo os numeros que satisfazem
uma definicdo tdo simples. Tal trabalho pode ser aproveitado para outras
finalidades; podem ser observados padrdes gerais na quantidade de divisores de
um numero natural, ou casos especificos, relacionados, por exemplo, aos

quadrados perfeitos ou aos primos.

Ainda em FB, no capitulo sobre variaveis, na 72 série, um exercicio
proposto comenta uma interessante conjectura: todo numero perfeito € triangular.
Pede-se ao aluno que verifique a veracidade da afirmagao para 6, 28 e 496. O
autor foi muito feliz na escolha da atividade, entretanto criticamos um detalhe na

sua exposigcao. Nao fica claro que se trata de uma propriedade que ainda nao
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sabemos se é verdadeira, devido a uma frase no enunciado: “Alguém afirmou

que os numeros perfeitos também s&o numeros triangulares”.

3.2.2.2 — Critérios para determinar se um numero natural € primo.

Iniciamos esta secdo com uma adverténcia. Em sua pratica, os
professores devem esclarecer que casos particulares ndo sao suficientes para
demonstrar um caso geral. No entanto, provas efetivas dependem, em geral, da
utilizagdo de uma linguagem que alunos da 5?2 série dificilmente estarao aptos
para compreender. O importante, entdo, ndo € somente exibir exemplos, mas
comentar apropriadamente a abrangéncia dos processos envolvidos para tornar
as generalizagbes aceitaveis. Voltaremos a esse assunto na segao sobre

demonstracdes.

Dito isso, chamamos atencdo para um teorema simples, comentado nos
trés livros da 52 série, fundamentado no estudo de casos particulares: se a, be ¢
sao numeros naturais tais que a divide b e b divide ¢, entdo a divide ¢. Um bom
exemplo de observacao dessa propriedade esta na atividade de FC comentada
anteriormente, a rede de divisores. Reproduzimos em 3.2.1 a descricdo
encontrada no livro do professor, e repare que ali uma adverténcia é feita sobre a

transitividade.

Recordamos que a construcao da rede de divisores de um numero natural
tem como objetivo a determinagdo de todos os seus divisores atraves dos fatores
primos desse natural. Permite observar que, se um fator primo ndo aparece na

decomposicdo, entdo multiplos desse fator ndo podem estar na lista de divisores.



65

Dessa forma pode-se constatar outro teorema de grande importancia, que foi
implicitamente aceito nas trés colegdes: se n e p sdo numeros naturais, p € primo,
e n n&o tem divisores primos menores ou iguais a p, entdo n também nao tem
divisores compostos menores do que p. Talvez os autores tenham julgado o fato
evidente, pois aplicaram-no em varios momentos, como na obtengdo do mdc por
meio da decomposicdo em fatores primos. Acreditamos que seja possivel para
um aluno concluir por si proprio a afirmacédo, mas colocamos em duvida que ela
seja Obvia para todos. No minimo, uma observagdo a esse respeito seria
prudente. Pensamos que a prova seja acessivel para alunos de 52 série, ainda
que nessa fase ela também deva ser baseada no estudo de alguns exemplos. A
demonstracao geral também nao envolve grande complexidade. De fato, supondo
por absurdo que n tem um divisor composto m menor do que p, entdo m tem um
fator primo g menor do que ele, portanto g € um primo menor do que p, além de
ser divisor de n, e isso contradiz a hipétese. A argumentagao usada aqui pode ser
expressa em termos coloquiais; se for adequadamente reforcada por exemplos,

pode haver a compreensao da sua validade, mesmo para essa faixa etaria.

Ja mencionamos que em FA, quando foi descrito o crivo de Eratdstenes,
afirmou-se que se um numero natural n € menor do que 1000, e nio tem fatores
primos até 31, isto €, menores do que 33, entdo ele é primo. Lembramos também
que nenhuma tentativa de demonstracdo desse fato foi esbogada. Trata-se de
uma consequéncia do teorema enunciado no paragrafo anterior. De fato, ja
sabemos que n também nao tem divisores compostos menores do que 33. Agora
suponhamos por absurdo que n € composto; logo € divisivel por algum primo p, e

nas condi¢des do problema p = 33; segue que existe algum natural x satisfazendo
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n = x.p, mas entdo devemos ter x = 33, logo n = x.p = 33% > 1000, o que é uma
contradigéo, pois n > 1000. Portanto n é primo. A justificativa aqui exposta é
consideravelmente elaborada. Porém pode ser expressa de forma mais proxima
da linguagem cotidiana; se for ilustrada com outros exemplos, seu entendimento

pode ser viavel para alunos do ensino fundamental.

O enunciado geral do resultado que acabamos de obter é o seguinte:

Teorema 1. Se n e p sdo numeros naturais tais que p é primo, n ndo é
divisivel por nenhum primo menor ou igual a p, e n < p2, entdo n é primo. A prova

geral repete os argumentos usados no caso particular acima.

Em FA, ainda no livro da 5 série, encontramos “uma regra que permitira
dizer se um numero natural € ou ndo um numero primo” (GIOVANNI, 2005).
Segue a seguinte descri¢cao: “Dividimos o numero dado pelos primos menores do
que ele, até obter um quociente menor ou igual ao divisor. Se nenhuma das
divisbes for exata, o numero € primo”. O autor complementa a explicagdo com
dois exemplos. No primeiro, 173 n&o € divisivel por 2, 3, 5, 7, 11 e 13; a ultima
divisdo tem quociente 13, igual ao divisor, portanto 173 € primo. No segundo, 401
nao € divisivel por nenhum primo até 23, sendo que nessa divisdo o quociente é
17; como 17 < 23, entdo 401 é primo. Finalmente, o aluno deve aplicar esse
método para verificar quais niumeros dentre 131, 253, 211 e 391 sao primos.

Novamente, nenhuma tentativa de prova foi feita.

A simples memorizagédo desse processo nao tem significado algum para a

formacdo matematica do estudante. Em nossa opinido, o que torna valida a
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abordagem desse método, é, sobretudo, a possibilidade de apresentar um
resultado que exige um certo refinamento de argumentacdes, pois raramente o
aluno se defrontard com a necessidade de verificar se um numero de mais de

dois algarismos é primo ou composto, mesmo no contexto escolar.

No livro de FB da 52 série encontramos uma boa justificativa para esse
mesmo processo. A discussao é feita com base no numero 127. Inicialmente, o
autor observa que sua divisdo nao é exata por nenhum primo menor ou igual a
13. Mostra que a divisao de 127 por 13 tem quociente 9, portanto menor do que o
divisor, ao contrario dos casos anteriores. Conclui que 127 é primo, pois “se o
divisor aumentar, o quociente vai diminuir, portanto se houvesse algum fator
primo ele ja teria sido descoberto nos passos anteriores”. Faltou a observagao
sobre a auséncia de divisores compostos menores do que 77, o proximo primo.
Mas a concluséo, colocada em termos simples, esta correta, e nos parece de facil
entendimento. Se 127 fosse divisivel por 17 ou algum primo maior, o quociente,
também um divisor de 127, teria que ser ainda menor do que 9, o que é
impossivel. Em seguida faz a pesquisa com 353; efetua as divisdes por 2, 3, 5, 7,
11, 13 e 19 (a ultima com o auxilio da calculadora), e pede ao aluno que responda
porque podemos concluir que 353 € primo; segundo o livro do professor, espera-
se que ele responda que a razao reside em dois fatos: nenhuma dessas divisdes

€ exata, e na ultima delas o quociente obtido € menor do que 19, o divisor.

A regra geral pode ser assim descrita:

Teorema 2. Sejam p um primo e n um inteiro nao divisivel por nenhum

primo menor ou igual a p; se na divisdo de n por p o quociente € menor ou igual
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ao divisor, entdo n é primo. Para demonstrar tal fato, chamemos de g e r o
quociente e o resto dessa diviséo, isto &, n = p.q + r, satisfazendor<pe p =>q.
Agora suponha por absurdo que n tenha um divisor primo p;. Entdo existe q; tal
que n = ps.qs = p.q + 1, logo p1.qs <p.q + p =p.(q + 1) 0o que obriga qs <q + 1,
uma vez que ps > p por hipétese; mas entdo g+ < g < p, 0 que € uma contradicao,
pois n nao tem divisores primos nem compostos menores do que p. Nao estamos
propondo uma prova com tal rigor para alunos de 5% série, mas algumas das
idéias contidas no seu desenvolvimento podem ser apreciadas na justificativa do

caso particular analisado em FB.

Apenas um exercicio proposto em FB exige a aplicagdo desse algoritmo:
para determinar se 197 é primo, a atividade foi dividida em etapas. Primeiro
devem ser feitas todas as divisdes pelos primos até 13; depois se deve verificar
se 197 é maior ou menor do que 772 para que finalmente possamos responder a
pergunta inicial. A conclusdo poderia ser obtida sem a comparagdo 197 < 172,
bastando observar que na divisdo nao exata de 197 por 17 o quociente é 11,
portanto 797 é primo. Aparentemente o autor quis estabelecer uma relagéo entre

os dois critérios, mas nao o fez de forma clara.

Provemos agora que tal conexao efetivamente existe. Para tal, partiremos
do segundo critério. Suponha que as hipéteses do teorema 2 se verificam, isto é:
n € um numero natural, p’ € primo, n nao é divisivel por nenhum primo menor ou
iguala p’,en=p’.q +r, satisfazendo r<p’e p’= q. Seja entdo p o sucessor de p’

na sequéncia dos primos; n =p’.q + r< p2 + r, pois p > p’, portanto p > g, e assim
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concluimos que o primeiro critério também se verifica: p € primo, n nao € divisivel

por nenhum primo menor do que p e n < p?; essas sdo as hipdteses do teorema 1.

Estabelecer a conexdo entre os dois critérios parece-nos demasiado
profundo para alunos de 52 série. Trata-se de um tema que exige diversas
consideragdes e uma preparacdo adequada. A retomada do assunto em outras
séries talvez fosse recomendavel, o que também nao ocorre em FB. Trata-se de
mais um caso em que o principio do curriculo em espiral de Bruner caberia
perfeitamente. Outra opg¢ao interessante seria introduzir o critério noutra época,
que poderia ser ainda no ensino fundamental, mas quando houver maior

amadurecimento intelectual dos educandos.

3.2.2.3 - Uma proposta de apresentacdo do algoritmo de Euclides.

No capitulo sobre divisibilidade da 7° série de FC, ha uma descrigdo do
algoritmo de Euclides para a obtengdo do mdc(a,b): sendo a > b, se a € divisivel
por b, é evidente que o préprio b € o0 numero procurado; do contrario, tomamos ry,
resto de a ~ b, e se r; € divisor de b, entdo mdc(a,b) = ry; se r; ndo divide b,
tomamos r,, resto de b + ry, e se ry divide ry, entdo mdc(a,b) = r,; do contrario,
tomamos o resto de ry - rp,. O processo se repete até que tenhamos uma divisao

exata. O mdc(a,b) sera o ultimo resto ndo nulo.

E importante notar que o método é descrito na secdo “Para ler, pensar e
divertir-se”. Portanto assume o carater de curiosidade historica. Fica aberta a
possibilidade para o professor trabalhar este conteudo com mais detalhes, desde

que ele julgue tal atividade relevante. Isso pode ter levado o autor a né&o
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apresentar nenhuma prova, o que nado € usual nessa colegdao, mas devemos
considerar o carater de curiosidade dos textos dessa secdo; os conteudos nela
abordados n&o fazem parte da grade curricular. Talvez o método seja ignorado
nas outras colegbes devido ao recurso da decomposicdo em primos, ja que

ambos sdo igualmente eficazes.

A demonstragdo da validade desse algoritmo exige, em geral,
argumentagdes mais elaboradas. Apresentaremos uma que nos parece viavel
para o ensino fundamental, utilizando um recurso geométrico. O essencial do
argumento esta apresentado no artigo “Uma interpretagdo geométrica do MDC”,
de Zelci Classem de Oliveira, publicado na RPM. Uma observacao inicial é
necessaria: se d = mdc(a,b), entdo existem x e y naturais tais que a = dx e b = dy,
e além disso x e y sdo primos entre si. Do contrario, x e y teriam pelo menos um
fator comum p, de modo que a e b seriam divisiveis por dp, que é maior do que d,
e assim temos uma contradicdo. Essa propriedade esta implicita nas trés
colecdes, quando uma fracdo €& simplificada com numerador e denominador

divididos pelo mdc de ambos, 0 que resulta numa fragao irredutivel.

Também nas trés colegdes encontramos um tipo de situacdo-problema
que faz uma articulagdo com a geometria. Um retangulo com lados medindo a e
b, a > b, pode ser subdividido em quadrados de mesmo tamanho, se o lado de
cada quadrado € um divisor de a e b. Sempre sera possivel fazer a subdiviséo,
pois 1 € divisor de a e b, e se queremos que estes tenham a maior dimensao
possivel, entdo devemos usar d = mdc(a,b). E justamente essa interpretagdo

geométrica que nos permite verificar o algoritmo de Euclides.



71

Se a é multiplo de b, é evidente que o retangulo pode ser dividido em
quadrados de lado b, o que pode ser tomado como justificativa adequada para o
ensino fundamental do fato: se b divide a, mdc(a,b) = b. Do contrario, sabemos
que a = bq + r, com r < b, e a figura pode ser decomposta em g quadrados de

lado b, e um retangulo de lados b e r.

Se r é um divisor de b, esse novo retangulo pode ser subdividido em
quadrados de lado r, e cada quadrado de lado b também. Sejam, entdo, x e y tais
que a = xre b = yr, e, portanto, temos xy quadrados de lado r. Resta verificar que
mdc(x,y) = 1 para que possamos concluir que mdc(a,b) = r. Isto realmente sera
verdadeiro, e geometricamente corresponde a afirmar que nao é possivel
decompor o retdngulo em quadrados maiores. Pode-se recorrer a analise da
alguns casos particulares, para elaborar uma justificativa que é reforgada pelos
desenhos. Isto sera consequéncia de duas impossibilidades: subdividir o
retdngulo de lados b e r em quadrados de lados maiores do que r, e subdividir o

retdngulo de lados b e b.q em quadrados de lados maiores do que b.

Vejamos um exemplo: na figura 2, na pagina seguinte, um retangulo de
lados 15 e 12 é dividido em um quadrado de lado 12 e um reténgulo de lados 12 e
3. Como esse pode ser decomposto em quadrados de lado 3, o mesmo acontece
com o retangulo maior. Como 15=3 x5 e 12 =3 x 4, temos 5 x 4 = 20 quadrados
de lado 3. Finalmente, 5 e 4 sdo primos entre si, o que confirma que

mdc(15,12) = 3.
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Figura 2
A B
E+ T * T 1
| ; .
D F G H c
AB =12
AD =15

DE=DF=FG=GH=HC=3

Note que se as dimensdes do retangulo fossem 27 e 12, teriamos dois
quadrados de lado 12 na primeira decomposigédo, mas o retdngulo de lados 12 e 3
seria mantido, e teriamos, na sequéncia, a mesma subdivisdo da figura. Portanto

foi o resto, e ndo o quociente que permitiu a resolugcédo do problema.

Continuemos com mais um passo da argumentacgéo geral. Se r ndo divide
b, entdo b = rqs + rs, € 0 retédngulo de lados b e r pode ser decomposto em q;

quadrados de lado r e um retangulo de lados r; e r; se ry é divisivel por r entdo o
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retdngulo menor pode ser subdividido em quadrados de lado r; € mesmo

acontece com os retdngulos maiores, isto é:
ry = mdc(r,r1) = mdc(b,r) = mdc(a,b).

Exemplo: mdc(50,42) = mdc(42,8) = mdc(8,2) = 2

Figura 3
A B
Ef = |N
L
tL
K
D E G H | J c
AB =42
AD = 50

ED=DF =FG=GH=HImLim§
JC=CH=KL=LM=MN=2
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Repare que como a primeira divisdo, 50 + 42, ndo é exata, usamos o
mesmo método do primeiro exemplo, mas 42 + 8 tem resto diferente de zero

também

Entdo o método foi aplicado com sucesso ao retangulo de lados 42 e 8,
pois 8 é multiplo de 2. Pode-se perceber que o processo € finito, pois na pior das

hipéteses a figura original pode ser subdividida em quadrados de lado unitario.

3.2.2.4 — Relacéao entre o MMC e o MDC.

E digno de nota um exercicio em FC, no livro da 52 série, no qual se deve
verificar a seguinte propriedade: se a e b sdo numeros naturais, d e m séo,
respectivamente, mdc(a,b) e mmc(a,b), entdo ab = dm. Inicialmente deve ser
analisado o caso particular a = 8 e b = 12. Depois o aluno deve investigar se a
relacdo é valida para outros pares, que ele deve escolher aleatoriamente.
Encerrando a atividade, deve dizer se ele acha que a igualdade & sempre

verdadeira, ou seja, fazer uma conjectura.

No livro da 7° série, logo ap6s a descricao do algoritmo de Euclides, a
propriedade € mencionada novamente, e agora o estudante € informado que ela é
efetivamente verdadeira; o autor usa-a para calcular o mmc de numeros cujo mdc
foi obtido pelo método introduzido. Novamente, nenhuma justificativa é
apresentada; provavelmente pelas mesmas razées expostas quando comentamos
o algoritmo de Euclides, na subsecéo anterior, isto é: a inclusdo do tépico numa

secao destinada a comentar curiosidades. Mas as provas para 0S casos
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particulares em que a e b s&o primos entre si, ou em que um € multiplo do outro,

poderiam ter sido solicitadas ja na 5° série.

Apresentamos aqui uma forma de constatar a veracidade da relacéo, que
€ outra interessante articulagcédo entre geometria e propriedades de inteiros.
Inicialmente, vamos nos valer de um resultado apresentado na nossa prova para
o algoritmo de Euclides: se d = mdc(a,b), a = dx e b = dy, entdo mdc(x,y) = 1.
Portanto podemos escrever ab = xyd”. Recorde que a tradugdo geométrica dessa
proposicdo € que um retédngulo de lados a e b pode ser subdividido em xy
quadrados de area d?. Em exemplo citado anteriormente, vimos que um retangulo

de lados 15 e 12 foi decomposto em 4 x 5 = 20 quadrados de area 3%, uma vez

que 15 x 12 =4 x 5 x 32, sendo mdc(15,12) = 3

O problema de se obter o menor multiplo comum de dois numeros
naturais u e v é equivalente a seguinte formulagcdo geométrica: dados dois
segmentos de reta medindo u e v, encontrar o menor segmento que pode ser
subdividido em uma quantidade inteira de segmentos de comprimento u, e outra
quantidade inteira de segmentos de comprimento v. Se aumentarmos p vezes
cada um desses segmentos, com p inteiro, a preservagao das proporgdes nos
mostra que mmc(pu,pv) = p.mmc(u,v). Por exemplo, mmc(4,6) = 12, e pode-se

verificar que mmc(20,30) = mmc(5 x 4,5 x6) =5 x 12 = 60.

Agora vamos aplicar essa propriedade na nossa demonstragdo. Observe
inicialmente que, como x e y sédo primos entre si, mmc(x,y) = xy. Portanto
podemos escrever m = mmc(a,b) = mmc(dx,dy) = xyd, e como ab = xyd? = (xyd).d,

temos ab = md. No exemplo acima, mmc(15,12) x mdc(15,12) = 15 x 12. De fato,
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mmc(5,4) = 5 x 4, logo mmc(15,12) = 3 x (5 x 4); como 15 x 12 = 5 x 4 x 32, temos
que 15 x 12 = (5 x 4 x 3) x 3; a multiplicagdo entre parénteses corresponde ao

mmc, e o valor fora do parénteses € o mdc.

3.2.2.5 - Problemas interessantes em FC.

Quando assuntos vistos em anos anteriores sdo retomados, € preciso
levar em conta a suposta evolugcao dos estudantes no tempo decorrido. Além de
maior profundidade de enfoque, problemas mais sofisticados devem ser
aproveitados. E exatamente esta postura que notamos em FC, coerente com a
idéia do curriculo em espiral de Bruner. Selecionamos alguns problemas que
envolvem conteudos vistos em anos anteriores, mas que foram aplicados em
momentos mais apropriados por este autor, seguindo o ponto-de-vista acima

expresso.

No capitulo sobre numeros naturais, na 6° série:

« Determinar a quantidade de divisores de p? com p primo.

» Obter o algarismo a para que 1aa5 seja multiplo de 45.

No capitulo sobre fracdes e divisibilidade, na 7° série:

» Encontre o menor inteiro positivo da forma 9.q + 3 que seja multiplo de 6

e 8, com q inteiro.
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» Escreva os dois proximos termos da sequéncia:

a1=1/‘3
a,=(1+3)/(5+7)
az=(1+3+5)/(5+7+9)

as=(1+3+5+7)/(9+11+13+15)

Em seguida mostre que a, = 1/3 sempre. Trata-se de uma retomada dos

numeros quadrados; observe que a seqiiéncia é a, = Q, /(Qzn — Qn).

* Um teste de multipla escolha que faz uma boa conexdo com a
geometria: a quantidade de arestas de um prisma é sempre um multiplo de trés?

E sempre um multiplo de quatro? E sempre par? Pode ser menor do que nove?

Outro aspecto positivo a ser ressaltado em FC é a “revisao cumulativa”,
penultima sec¢ao de cada capitulo. Nela encontramos exercicios sobre conteudos
abordados anteriormente (incluindo os que se encontram em livros das outras
séries) em meio a outros sobre o tema recém-trabalhado. Eis um caso em que o
autor nos pareceu extremamente feliz na selegdo de problemas: logo apds a
introducdo dos numeros decimais, ha uma série de exercicios em que o aluno
deve fazer uma divisdo de inteiros e obter um decimal; mas também ha uma
pergunta sobre a duragdo em horas e minutos correspondente a um periodo de
tempo dado apenas em minutos, e, portanto o resto da divisdo faz parte da
resposta. Na revisdo cumulativa do capitulo seguinte, tem-se outro desafio em
que o resto de uma divisdo é a chave: obter o 35° termo da sequéncia (A, B, C, D,

A B,...).
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Anotamos abaixo outros bons problemas sobre inteiros que FC inclui nas

revisdes cumulativas do livro da 8° série:

* Dentre os numeros 25, 50, 64, 75 e 250, somente um nao é divisor de

10"°. Determine qual deles. (proposto na Fuvest).

» Obter dois numeros naturais cuja soma dos quadrados € 520, sabendo

que na divisdo do maior pelo menor o quociente é 3 e o resto ¢é 4.

* Se x é o maior inteiro de quatro algarismos divisivel por 13, ey é o
menor inteiro de quatro algarismos divisivel por 717, entao (x — y) € primo, multiplo

de 6, divisivel por 5 ou quadrado perfeito?

Em um capitulo sobre algebra na 7° série em FC, na secdo “Para ler,
pensar e divertir-se”, € descrito um método obtido por Gauss para determinar a
data do domingo de Pascoa de cada ano, de seus dias (século XIX) até 2.020.
Nenhum esboco de demonstracdo foi apresentado, pois a complexidade da
demonstracdo nao permite. Trata-se de uma atividade tipica da secdo que a
contém, com o carater de curiosidade. Optamos por descrevé-la aqui, por tratar-
se de um caso em que sao aplicados restos de divisbes de inteiros. Se A € um

ano do periodo mencionado acima, tomamos:

x=restode A+ 19
y=restode A+4
z=restode A+7

u = resto de (19x + 25) + 30
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v=restode 2y +4z+6u+5)+7

A data da Pascoa em A sera (u + v + 22) de margo, ou (u + v —9) de abril.
Depois de fazer os calculos para A = 2.004, o autor sugere que o aluno tente fazer

0 mesmo para A = 2.020.

Outros problemas de bom nivel na colecdo FC serdo descritos na secao

sobre demonstragodes.

3.2.2.6 — Quantidade de divisores de um numero natural.

Nos livros analisados, em poucas ocasides o aluno deve determinar a
quantidade de divisores de um numero natural A, e na maioria das vezes em que
isso ocorre A é suficientemente pequeno para que eles sejam encontrados um a
um. A formula que fornece esse total ndo é explorada em nenhuma colegdo. Nao
nos parece que seja tarefa facil apresenta-la no ensino fundamental, com uma
demonstracdo conveniente. No capitulo dedicado ao ensino médio veremos que
nesse estagio de aprendizado uma prova viavel pode ser apresentada em

conexao com o estudo da analise combinatoria.

Se os fatores primos de A sdo ps, p2... pn , cCOM expoente iguais,
respectivamente, a e; ,e,...e, , entdo A tem (e; + 1) . (e2 + 1). ... .(en + 1)
divisores. Alguns casos particulares podem ser constatados. Se A tem somente
um fator primo p, seus divisores sdo os termos da seqiiéncia 1, p, p> ..., p° = A,

que tem (e + 1) elementos.
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Acrescentamos aqui uma sugestdo nossa, aproveitando um recurso
utilizado em FC, e ja mencionado aqui: a rede de divisores. Com ela, podemos
observar que a quantidade de divisores de um ntimero da forma p°.q", com p e q
primos, € igual a (e + 1).(f + 1). A representacéo (plana) da rede é equivalente a
um retangulo cujos lados medem (e + 1) e (f + 1), e a sua area corresponde ao
total procurado. Repare que, como 216 = 23 x 33 logo tem (3 + 1) x (3 + 1) = 16
divisores, que estdo abaixo representados na figura 4, ilustracdo reproduzida do

manual do professor no livro da 52 série.

Figura 4
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Analogamente, o total de divisores de um numero natural que tenha
exatamente trés fatores primos corresponde ao volume do paralelepipedo que se
obtém com a sua rede. Na pagina seguinte, figura 5, reproduzimos outro exemplo,

extraido do mesmo manual; temos os divisores de 180 = 22 x 32 x 5", num total de

(2+1)x(2+1)x(1+1)=18 numeros.
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Numero 180: ___ i =
[ ’ﬂ-- } § “‘I .'I‘- "x‘
{x _5 i ';\f_of . f&ﬁ
A TR A
(&)1 (18)—p(%)
i ‘.“h ™ i r"- ;
& (15) 1‘;.{\ f_};rf i »{ 80 )
LAy LA Ly
{3 rﬁik.g,) 'p(‘l}‘j !
P, g, b b,
‘ L 3 }JI ---}Ib'l. ‘]'D)----l---b-!. Alr\l |
R » .~ :2““:_ e If’_r"‘“n 4
t T g 2 4 Rede espacial

De modo geral, nas se¢des sobre assuntos nao curriculares, procuramos
privilegiar atividades que exigem maiores sutilezas de analise. Sdo problemas que
se situam no nivel que Robert definiu como disponivel. Os temas por nos
descritos na secado sobre assuntos curriculares, apés sua introdugdo, quando

tinham o carater de objeto, passam a ser as ferramentas necessarias.

No manual do professor do livro da 52 série em FB, encontramos algumas
ricas sugestdes para atividades com numeros naturais. Destacamos uma que,
além de ser compativel com a definicao do terceiro nivel de Robert, € também um
belo exemplo de um disparador, conforme a concep¢do de Augusto. No6s a
incluimos nesta secao por permitir observar uma interessante propriedade relativa

a quantidade de divisores:

“Um canibal prop6s a seu prisioneiro um jogo de par ou impar: * Diga um

numero entre 901 e 1.000. Se ele tiver uma quantidade impar de divisores, vocé
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esta livre. Caso contrario vocé sera servido no jantar. Em seguida o prisioneiro
respondeu: ‘Entre 0 e 20 eu teria quatro chances de acertar; entre 901 e 1.000 s6

tenho uma’. Mesmo assim o prisioneiro acertou o niumero. Que numero é esse?”

Eis um exemplo de um problema que exige consideragdes profundas, e
que deve ser resolvido com argumentagdes convincentes. Parece-nos desafiador
também para alunos de ensino médio. Da forma como foi enunciado, ha uma
conjectura sugerida. A pesquisa com os inteiros entre 0 e 20 revela que os quatro
numeros que satisfazem as condigdes exigidas sao 1, 4, 9 e 16, os quadrados
perfeitos. De fato, o Unico quadrado perfeito entre 901 e 1.000 é 312 = 961, que
tem trés divisores naturais. O problema seria consideravelmente mais complexo
sem a informacdo de que existe somente um numero com as hipoteses
consideradas, e sem a sugestdo da pesquisa entre numeros menores. Uma
resolucdo possivel seria recorrer aos retangulos com lados inteiros e area n,
sendo n inteiro. Vimos que FB e FC usaram este recurso para obter os divisores
de n. Cada retangulo fornece dois divisores, a n&o ser que n seja um quadrado
perfeito, pois entdo um dos quadrilateros sera um quadrado, e entdo o total de
divisores sera impar. Reciprocamente, se n tem uma quantidade impar de
divisores, um dos retangulos deve ser um quadrado, logo n € um quadrado
perfeito. Note a caracteristica de um disparador. O problema do canibal nos
conduz a um belo teorema: um numero natural tem uma quantidade impar de

divisores se, e somente se, ele for um quadrado perfeito.

A formula mencionada acima possibilita outra argumentagdo para esse
teorema. Suponha que A seja um numero natural com uma quantidade impar de

divisores; sabemos que tal quantia € dada por (es + 1).(e2 + 1). ... .(e, + 1), sendo
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€1, €..., €5 0s expoentes dos divisores primos de A na sua decomposicado em
primos. Como o resultado da multiplicacdo € impar, todos os fatores também sao,
logo os expoentes na decomposi¢do de A sdo pares, donde A € um quadrado
perfeito. Reciprocamente, se A € um quadrado perfeito, todos os expoentes na
sua decomposicdo em primos sao pares, € quando adicionamos 1 a cada um
deles, teremos somente impares, e segue que A tem um numero impar de

divisores.

3.3 - NUMEROS NEGATIVOS.

3.3.1 — Introducéao do conceito.

O conceito de numero negativo € introduzido pelos trés autores na 6°
série, com base em situagdes concretas (temperaturas, saldo bancario, saldo de
gols, calendario). Os exemplos escolhidos permitem a elaboragdo de situagdes
que dao significado a adigdo e a subtracao de inteiros. Novamente FA adota uma
linguagem mais formal para apresentar as propriedades operatérias, enquanto em
FB e FC elas sdo aproveitadas como suporte para o calculo mental. As trés
colecbes enfatizam adequadamente a nova caracteristica, a existéncia do oposto,

€ a sua consequéncia, o fechamento da subtragao.

A comutativa também ganha maior relevancia em relagdo ao ano anterior.
Operagdes como (b — a) entre os naturais auxiliam a compreensdao de casos
como (—a) + (+b). A notagdo — a + b é apresentada nas trés colegdes pouco

depois dos primeiros exemplos e exercicios.
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Outro ponto comum aos trés livros € o uso da reta graduada para
representar os inteiros. O modulo de um numero é, entdo, definido
geometricamente. Somente FC nao utiliza a notagdo convencional, adotando as
expressdes “modulo de a” ou "valor absoluto de a“. O simbolo Uale introduzido
por ele somente na série seguinte. Outra distingdo digna de nota no tratamento
desse autor sdo consideragdes sobre a sequéncia dos inteiros; agora ndo ha o

menor elemento, e todos tém sucessor e antecessor.

Com a representagdo na reta, ganha sentido o conceito de numeros
simétricos, como sindbnimo de opostos. A comparacdo da distancia entre dois
pontos com a subtragao de inteiros propicia as primeiras interpretagcdes sobre o
caso a — (— b), com a e b positivos. Nesse caso particular, os trés fazem
observagdes sobre um aumento de temperatura, de um valor negativo para um

positivo.

3.3.2 — Multiplicagcdo com numeros negativos.

Um momento delicado na formagdo matematica do aluno é o primeiro
contato com multiplicagbes envolvendo numeros negativos. A memorizagdo das
regras de sinais, embora seja util, tem que ser antecedida por argumentagdes que
as tornem minimamente plausiveis. Mas nao é tarefa facil conferir significado para

expressdes como (— 3) x (- 2) = + 6.

Existem mais semelhangas do que divergéncias entre os autores na
exposicao inicial dos negativos, porém para a multiplicagdo os enfoques

escolhidos s&do bastante diversos. Ja mencionamos, por exemplo, que FB optou
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por abordar o tema no ultimo capitulo do livro, 0 que gerou uma certa limitagdo no
primeiro estudo das equacgdes de primeiro grau, ainda na 62 série. A determinagao
da incognita em a.x = b s6 pode ser considerada se a e b sdo positivos. Este
problema foi sanado no inicio da 7° série, com ponderacdes sobre as variagdes

de sinal nesses coeficientes.

Mas parece-nos que a localizagao do assunto do livro nao é tao relevante
quanto a metodologia empregada. Vejamos como cada uma das colegdes

introduziu o conceito da multiplicacao.

Os trés autores estabelecem desde o principio uma correlagao entre os
inteiros positivos e os naturais, mas FA adota uma postura pouco mais formal; isto

pode ser notado no primeiro exemplo de sua abordagem sobre multiplicag&o:

(+6)x(+4)=6x4=24=+24.

Enuncia a seguir: “A multiplicacdo de dois numeros inteiros positivos da

um numero inteiro positivo”.

Anteriormente ja havia afirmado, apoiado em situagdes concretas
(variacbes de temperatura, em particular), que “subtrair dois inteiros € o mesmo
que adicionar o primeiro com o oposto do segundo”. A seguir, através de
exemplos e exercicios do tipo 0 — (— 17) ou 0 — (+ 18), conclui, implicitamente, que
— (- a) = + a, e também que — (+ a) = — a. Propbe exercicios em que a € um

inteiro conhecido.
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Logo apds sua consideragédo sobre o produto de dois positivos, analisa o

Caso.

(+6)x(-4)=6x(-4).

Fica subentendida uma analogia com a multiplicagdo definida entre os

naturais, ao calcular:

(A ENFEN A (A (-4) =24,

Na sequéncia, escreve:

(- 6) x (+4) = = (+6) x (4) = — (+ 24) = - 24.

Conclui que “a multiplicagdo de um numero inteiro positivo por um inteiro

negativo, em qualquer ordem, resulta em um inteiro negativo”.

Para analisar o produto entre dois negativos, recorre a tabela abaixo:

O autor observa que, na linha inferior, quando adicionamos 6 a um dos
dois ultimos valores, obtém-se o anterior. Com essa relagdo, as lacunas sao
preenchidas. Segue a conclusdo: “a multiplicagdo de dois numeros inteiros

negativos resulta em numero inteiro positivo”.
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Acrescenta uma observagdo: usando o oposto chega-se ao mesmo

resultado, pois:

(-6) x (-4) == (+6) x (- 4) =— (- 24) = + 24.

Resume as conclusdes estabelecendo a regra: calculamos o produto de
dois inteiros (diferentes de zero) calculando o produto do modulo dos fatores; se

ambos tém o mesmo sinal o resultado é positivo, e do contrario & negativo.

Ha uma certa semelhanga entre os argumentos do autor, com excegao do
recurso da tabela, e as demonstracbes formais desses resultados, encontradas
em livros-texto de algebra abstrata. Justificativas com tal carater talvez aparentem
uma certa artificialidade para alunos da 62 série. Além disso, usar inducé&o sobre
um s6 caso parece-nos bastante temerario. Pode acostumar o aluno com a falsa
idéia de que um exemplo é suficiente para aprovar uma conjectura. Entretanto
uma analise cuidadosa do exemplo escolhido, no ensino fundamental, pode sanar
o problema. O professor que optar pela metodologia adotada pelos autores de FA
pode ter bons resultados, desde que reforce o carater geral das caracteristicas

estudadas no caso particular apresentado.

A colecdo FB recorre ao “método chinés”, ou método “das barras
coloridas”, duas denominagdes empregadas pelo autor. Os alunos s&o informados
que se trata de um processo que era usado por esse povo oriental ha muitos
séculos para calcular ganhos e perdas. Barras pretas eram usadas para indicar
créditos, e vermelhas para os débitos. Para efetuar célculos, aplica-se a seguinte

regra: uma barra preta e uma vermelha se anulam. Assim, cada conjunto de
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barras equivale a um numero inteiro. Se n e m sao naturais quaisquer, (n + m)
pretas e m vermelhas representam (+n), enquanto m pretas e (n + m) vermelhas

representam (— n). Quantidades iguais sdo equivalentes ao zero.

A adicdo e a subtracdo de inteiros, introduzidas anteriormente, séo
revisadas com as barras. Na subtracdo, sao supostas situacdes iniciais em que
todas as barras sejam da mesma cor. Para fazer (+2) — (+3), como é impossivel
tirar 3 barras de um conjunto com 2, sdo acrescidas ao conjunto inicial 3 de cada
cor. Em seguida eliminamos as 3 pretas, e agora restam 2 pretas e 3 vermelhas,

0 que nos permite concluir que o resultado é (— 1).

Desconsiderando a hipotese de que um fator seja zero, existem quatro
casos possiveis de multiplicacdo quando fazemos variar os sinais dos fatores.
Cada um é apresentado com um exemplo, com numeros iguais em valor absoluto.
Para calcular primeiro (+2) x (+3), e depois (+2) x (- 3), a interpretagcao dada é
que devemos formar dois grupos de 3 barras pretas no primeiro caso, e dois
grupos de vermelhas no segundo; obtém-se dessa forma (+6) e (- 6),
respectivamente. Quando as contas solicitadas s&o (— 2) x (+3) e (- 2) x (- 3), 0
autor afirma que devemos retirar dois grupos, o segundo termo indicando
novamente qual a cor desses grupos; mas como € impossivel retirar barras de um
conjunto vazio, o zero é representado, nos dois casos, por um conjunto de doze

barras, metade de cada cor. Agora, as retiradas fornecem, é claro, (- 6) e (+6).

Como a atividade envolve material concreto, pode haver menor
dificuldade de entendimento. Imediatamente depois dos quatro exemplos, as

regras dos sinais s&o apresentadas, com a adverténcia de que é “conveniente
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memoriza-las”. Novamente a indu¢do de um so termo foi usada, o que pode ser
compensado pela boa analise dos casos estudados. Evidentemente o professor
pode aplicar outras atividades similares, preferencialmente antes da
memorizag¢ao. No livro do aluno ndo encontramos sugestdes explicitas de tarefas
em que se devam resolver outros calculos com o auxilio desse método. O texto,
tal como estad no livro, reforcado por desenhos, permite a compreensao do
processo. Ao sugerir fichas coloridas no lugar das barras para acompanhar as
operacdes descritas, o autor indica ao professor a possibilidade de novas

atividades.

Apesar da sua explanacgao ter sido mais tedrica do que a observada em
FB, o autor de FA, no manual, também recomenda o uso de um jogo similar, com
uso de fichas coloridas. A leitura dos manuais, a respeito da multiplicacdo e
divisdo de inteiros, revelou-se particularmente recomendavel. No manual de FA,
por exemplo, foi citado um trecho de O fracasso da matematica moderna de
Morris Kline, em que é feita uma sugestdo para se dar significado ao tépico em

questao. Nos o transcrevemos abaixo:

“Uma apresentacdo bem conhecida, baseada em
perdas e danos, pode convencer o0s estudantes.
Concordamos que, se um homem lida com dinheiro, um
ganho sera representado por um numero positivo e a perda
por um numero negativo. Ilgualmente, o tempo no futuro sera
representado por um numero positivo e no passado por um
numero negativo. Podemos agora usar numeros negativos

para calcular o aumento ou a diminui¢do na riqueza de um
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homem. Assim, se ele ganha cinco ddlares por dia, dai a trés
dias estara com quinze ddblares. Em simbolos
(+5) x (+3) = 15. Se perde cinco dolares, entdo dai a trés
dias estara com uma perda de quinze ddlares. Em simbolos
(-5) x (+3) = —15. Se ganha cinco ddlares por dia, entdo trés
dias atras estava quinze ddlares mais pobre. Em simbolos
(+5) x (= 3) = —15. Finalmente, se perde cinco ddlares por
dia, entdo trés dias atras estava quinze dolares mais rico.
Em simbolos (-5) x (-3) = +15”. (KLINE, apud Giovanni,

2005).

113

No manual de FB l|é-se, “... tais operacdes sao de dificil compreensao
pelos alunos nessa faixa etaria. Nao se trata de operacdes nas quais podemos
fazer o uso da intuicdo”. Mais adiante: “As escolhas aqui feitas ndo dao conta de
uma incorporacdo definitiva dos algoritmos e regras. E possivel que os alunos

ainda carreguem alguma dificuldade para o ano seguinte. Trata-se de uma

dificuldade natural e foi detectada em estudos realizados em varios paises”.

Finalmente, vejamos a metodologia empregada por FC. Com a operagao
3 x (— 50) é resolvido um problema, no qual se pede o total retirado por uma
pessoa que fez trés retiradas sucessivas de R$ 50,00 em um banco. Outro
problema andlogo é proposto, com duas retiradas de R$ 100,00. Em seguida
utiliza retas graduadas para atividades (propostas e resolvidas), sempre com
calculos do tipo (+a) x (—b) e (+a) x(+b), em que devem ser realizados, a partir da

origem, “a@” percursos de “b” unidades cada, para a direta ou para a esquerda,
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conforme o sinal de b seja positivo ou negativo. Nota-se que a introdugéo foi feita
com uma situagdo-problema simples, e em seguida criou-se um modelo
geométrico associado a operagado. Parece-nos que o mérito maior reside na

utilizacao de duas estratégias, e do estudo de varios exemplos.

Em seguida, o autor toma a comutatividade da multiplicagdo de inteiros
como axioma (sem mencionar a palavra), lembrando ao aluno que esta
propriedade ¢é evidente entre os positivos. Depois de solicitar algumas
multiplicagdes nas quais um numero positivo é o primeiro fator e um negativo é o

segundo, propde uma série de atividades, que sintetizamos abaixo.

1) Deve-se completar a tabela abaixo, e em seguida responder se ha
algum tipo de simetria em relacdo a diagonal, do canto superior esquerdo para o
inferior direito. Convém destacar que o assunto simetria foi introduzido na série
anterior, e os exemplos ndo se limitaram as figuras geométricas. Tabelas

simétricas ja foram vistas pelos estudantes.

x +1 +2 +3 +4 +5
-1 -1 -2 -3

-2 -2 -4

-3 -3 -6

-4

-5
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2) A tabela reproduzida abaixo deve ser completada a partir de algumas

informacoes.
X +3 +2 +1 -1 -2 -3
+3 +9 +6 +3
+2 +6 +4 +2
+1 +3 +2 +1
0 0 0 0
-1
-2
-3

O autor chama a

atencdo do aluno para certas regularidades. Observa

que na primeira linha os numeros decrescem de 3 em 3, da esquerda para a

direita; em seguida, completa-a.

+9

+6

+3

Faz uma observagdo analoga sobre a terceira coluna, reproduzida na

pagina seguinte, em os numeros decrescem de 1 em 1, de cima para baixo.
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+3

+2

+1

Os comentarios poderiam ser omitidos para o preenchimento dessas
fileiras, pois a multiplicacdo entre inteiros com sinais opostos ja foi introduzida.
Mas reforgam a questdo da regularidade, e o autor espera que o aluno utilize esta
idéia para completar o quadro nos casos em que dois numeros negativos sao
multiplicados. O método aplicado é semelhante ao da tabela de FA, mas sem

limitar-se a um caso.

Na terceira atividade pede-se aos estudantes que escrevam as regras de
sinal, explicitadas em seguida. Segue-se uma série de exercicios propostos,
quase sempre pedindo um produto de inteiros (em FA e FB também encontramos
exercicios dessa natureza logo apos as regras serem enunciadas). Finalmente,
propde um trabalho a ser realizado em dupla: tentar descobrir algumas
propriedades mais na tabela completa; o livro do professor indica que as
respostas de cada grupo estdo em aberto, mas se espera que seja observada a

simetria em relacdo a mesma diagonal da tabela da atividade 1.
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No manual de FC, é feita uma recomendacédo. Se o professor julgar
conveniente, pode “apresentar aos alunos um enfoque matematico”, assim

exemplificado:

(= 3) x 0 =0 (o produto é zero, quando um dos fatores é zero)
(=3)%x((+4)+ (—4)) =0 (zero é a soma de dois numeros opostos)
(—3) x (+4) + (— 3) x (— 4) = 0 (distributiva)

(-12)+?=0

E a frase s6 pode ser completada corretamente com (+12).

Reforcamos que o autor apresenta essa demonstragdo somente no
manual, deixando o professor com a liberdade para usar, ou ndo, mais este
recurso. Chamamos atencdo para o fato de que, se no lugar de 3 e 4
escrevermos a e b, teremos a prova formal de textos de ensino superior.
Deixamos mais alguns comentarios a esse respeito para a segdo sobre

demonstragoes.

3.3.3 — Divisibilidade de inteiros.

As trés colecbes usaram o conceito de operacado inversa para concluir
que na divisdo valem as mesmas regras de sinais da multiplicagdo. FC aproveitou
a ocasidao para reforcar a inexisténcia da divisdo por zero. Detiveram-se
exclusivamente nas divisbes exatas, e usaram o fato de nem toda diviséo entre

inteiros ser possivel para dar significado aos racionais.
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Nao ha nenhum tipo de comentario nas cole¢des sobre a possibilidade de
estender a divisdo ndo exata, usualmente introduzida antes da 52 série, aos
inteiros, € ndo somente aos naturais. Nenhuma explanagado € fornecida que
possibilite ao estudante reconhecer que, na divisao entre inteiros, ainda é possivel
obter quociente e resto unicos. Para que isso seja possivel, basta impor
condicdes adicionais sobre o resto, que deve ser menor do que o modulo do

divisor, e nao pode ser negativo.

Este fato permite observacdes profundas sobre a preservagao de uma
propriedade com a ampliacdo da estrutura. Nao estamos criticando os autores por
nao mencionarem a existéncia e unicidade do quociente e do resto na divisao de
inteiros. Porém, atividades interessantes poderiam ser propostas para alunos de
6° ou 7° série, tendo a divisio como pano de fundo. Na 5° encontramos
exercicios em que se pedem, com o emprego de diferentes tipos de linguagem,
naturais q e r satisfazendo 13 = 5.9 + r, com r < 5. Ndo nos parece inviavel que
agora sejam pedidos inteiros g e rtaisque (—13)=5.g+r,13=(-5).g +r, e (-
13) = (- 5).q + r, sempre exigindo 0 < r < [5[1 N&o se trata de definir a divisdo
entre inteiros; problemas dessa natureza podem ser uteis na compreensao dos

numeros negativos.

Ha& um outro aspecto que nos parece grave. Nas trés coleg¢des, ndo ha
uma discussao sobre o conceito de divisibilidade na nova estrutura algébrica.
Conceitos como mmc, mdc, ou numeros primos nao foram retomados apds a
introducdo dos inteiros. O estudante simplesmente ndo tem como saber, por
exemplo, que (— 2) &€ primo, ou que (- 1) ndo é. Nao se trata somente de transmitir

ao aluno uma informacao; entre outras consequéncias, certos enunciados perdem
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clareza ou precisao. Citamos um exemplo: no capitulo sobre equagdes de FC, na
6° série, pede-se, em exercicio resolvido, a soma dos “dez primeiros impares”.
Mas os negativos ja foram introduzidos, e a pergunta pode induzir o aluno a
acreditar que numeros negativos ndo podem ser classificados como pares ou
impares. O autor de FB comete o mesmo equivoco na 7° série. Os autores de FA,
na 8°, mostram maior cuidado ao falar nos “primeiros impares naturais”, mas a
expressao “impares positivos” teria a vantagem de induzir possiveis reflexdes
sobre a existéncia dessa propriedade também entre negativos. Destacamos um
caso raro, em que fica subentendido que a definicdo de multiplo entre naturais
também vale para inteiros: em exercicio resolvido, no livro da 72 série de FC,
afirma-se que (— 21) é multiplo de 3, pois pode ser escrito na forma 3 x (-7). Mas
pensamos que teria sido melhor explicitar, em algum momento, que a definicdo &

conservada.

Enunciados imprecisos que sugerem a inexisténcia da divisibilidade entre
inteiros, com a introdugdo dos negativos, representam uma desatencdo. Mas
nossa critica maior refere-se a outro aspecto: uma lacuna foi criada no edificio
tedrico. Quando uma estrutura algébrica é ampliada, é necessario que se

verifiquem se antigas propriedades e definigdes continuam validas.

A colecao FC é a unica a abordar novamente a divisibilidade na 7° série,
mas continua atendo-se somente aos naturais. Uma retomada no assunto que
inclua os negativos pode apresentar algumas vantagens. Esta releitura pode ser
acompanhada de novos problemas, que exijam um grau de maturidade intelectual
compativel com o estagio dos educandos. As novas definigdbes de mmc, mdc e

numeros primos sao consistentes com a nova estrutura algébrica, apenas com
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pequenas alteracdes. Redefinir um conceito em um novo contexto, preservando
propriedades antigas, € um processo comum, porém fundamental, na matematica.
Situagdes em que tal fato ocorre podem permitir ao aluno uma percepcao mais

nitida dessa ciéncia, como um corpo organizado de conhecimentos.

3.4 — DEMONSTRACOES E CONJECTURAS.

3.4.1 — Observacdes gerais.

Uma boa formacdo matematica nao pode ser concretizada sem que os
estudantes tenham contato com processos que envolvam conjecturas e provas.
Esperamos que nossos alunos tenham discernimento para perceber a diferenca
entre conclusdes apenas aparentemente plausiveis e afirmagdes ja comprovadas.
Também se espera que eles sejam capazes de tecer suas proprias conjecturas,
testa-las e até mesmo, quando possivel, comprova-las. Esperamos, finalmente,
que tenham senso critico para perceber que uma explanagao matematica nao
pode estar completa sem que sejam apresentadas razbes que tornem os
resultados minimamente aceitaveis, ou, preferencialmente, que tais resultados
sejam efetivamente demonstrados, quando eles proprios néo tiverem condigoes

de cumprir tal tarefa.

Criar nos alunos, sendo o prazer, ao menos o habito de argumentar, € um
dos frutos que a matematica pode ajudar a colher. E as propriedades basicas dos
numeros inteiros tém, ou deveriam ter um papel destacado nessa formacao de

atitude. Inumeras afirmacdes e problemas relacionados com o tema permitem



98

justificativas razoavelmente simples, que podem fortalecer nos estudantes a

percepcao da necessidade das demonstragdes no desenvolvimento matematico.

No ensino fundamental sdo abordados certos teoremas sobre numeros
inteiros cujas demonstragdes podem ser feitas sem o uso de uma linguagem
especificamente matematica, o que é uma vantagem adicional; uma simbologia
excessivamente carregada pode ser um entrave desnecessario nessa fase.
Vimos, por exemplo, que FC recomenda o calculo mental para a determinagao do
mmc de dois naturais a e b, com a > b, relacionando em ordem crescente os
multiplos positivos de a até encontrar um que também seja multiplo de b. A
justificativa deste processo pode ser feita com termos coloquiais. Voltamos a
insistir na importancia de estender sempre as consideragbes aos inteiros
negativos, e chamamos a aten¢do para um simples corolario obtido desse método
para determinacdo do mmc, que pode ser assim enunciado: se a e b sio inteiros
taisque |a|>]|b |, e b divide a, entdo mmc (a, b) =| a |. Parece-nos que um aluno
do ensino fundamental pode descrever esse resultado, e, mais importante,

justifica-lo, sem recorrer a linguagem algébrica.

Uma demonstracdo matematica pode ser apresentada de varias formas.
Um julgamento sobre a validacdo do resultado obtido, em fungdo da forma
escolhida, ndo pode desconsiderar a maturidade do publico que se espera
convencer. Acreditamos que provas apresentadas nos ensinos fundamental e
médio ndo carecem do rigor formal que caracteriza a matematica em estagios
mais avangados. Isto n&o significa que estejamos dispensados de cuidados com a

l6gica empregada. Vejamos um exemplo.
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Conforme relatamos em 3.3.2, para mostrar que (- 3) x (— 4) = (+12), o
autor de FC sugere, no manual do livro da 6° serie, 0s mesmos passos da prova
encontrada em textos de algebra para ensino superior para (- a).(— b) = (+ab).
Nesse ultimo caso, a generalidade do resultado € obtida com fatos anteriormente
demonstrados, ou inicialmente tomados como axiomas: se um dos fatores é zero
o produto também ¢é zero; a soma de dois opostos € zero; a lei distributiva. Para
um aluno do ensino fundamental as mesmas trés propriedades podem ser
plausiveis, por razdes diferentes. Vimos que os trés autores usam recursos
variados para conferir credibilidade a elas, tais como atividades com papel
quadriculado, no caso da distributiva, ou estudo de situagbes concretas para a
soma de opostos. Mas tanto para o aluno da 6° série, como para o estudante de
algebra do ensino superior, a questao essencial € que os argumentos usados na

demonstracéo sejam previamente aceitos como verdadeiros.

Também ndo podemos perder de vista que em FC é demonstrado um
caso particular, estratégia utilizada pelos trés autores em diversos momentos ao
longo das colegbes. Trata-se de uma metodologia valida para esse estagio de
ensino, mas também requer certos cuidados; néo se pode criar nos alunos a falsa
impressao de que exemplos sdo suficientes para que aceitemos uma conjectura.
Criticamos FA e FB em secado anterior por terem analisado poucos casos,
eventualmente apenas um, para deduzir cada uma das regras de sinais na
multiplicacdo de dois inteiros. Tal inconveniente pode ser percebido em outras
ocasides, principalmente em FA. Esclarecemos que, em nossa opinido, um
numero reduzido de exemplos utilizados para sustentar uma afirmacdo nao

implica necessariamente numa argumentagdo incompleta. Qualquer que seja a
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quantidade de casos estudados, é preciso salientar o carater geral do processo

adotado.

Como exemplo, recordamos que na situacado especifica da multiplicacao
de dois negativos, o ideal seria, talvez, que os proprios alunos efetuassem
algumas multiplicagdes usando um método que lhes parega aceitavel. Caberia,
entdo, ao professor, ndo somente incentiva-los a expressar suas suspeitas em
relacdo a regra dos sinais, antes que ela seja explicitada, como também estimula-

los a encontrar razdes suficientemente fortes para apoiar a tese.

Para estagios mais avangados de aprendizagem, a linguagem algébrica
pode fornecer essas razbes. A compreensdo da generalidade obtida quando
usamos uma letra para representar um inteiro qualquer depende de um nivel de
maturidade que ndo pode ser esperada de estudantes das séries iniciais do
ensino fundamental. O que nao significa que estejamos desobrigados de

apresentar motivos convincentes para as afirmacoes.

3.4.2 — Propriedades operatdrias da potenciacéo.

Para exemplificar certas diferencas de postura de cada autor em relacao
as demonstracdes, descreveremos as sequéncias adotadas por eles para
justificar propriedades operatorias da potenciagdo. O tema oferece bom material
para discussdo por mais de um aspecto. As propriedades podem ser facilmente
verificadas em casos particulares, que auxiliam a dedugéo das generalizagdes. As
definigbes para os expoentes 0 e (— 1) foram estabelecidas para que as

propriedades fossem preservadas, o que, nos parece, deve ser explicitado para
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os alunos. Nao somente por ser o correto, mas porque permite uma visdo mais

profunda do desenvolvimento matematico.

Em FA a potenciacao ¢ introduzida na 52 série, e as propriedades na 62,
inicialmente para expoentes naturais. Cada caso € apresentado com dois
exemplos, sem justificativas. O aluno é apenas informado que 5°. 5° = 53*¢ = 5°,
sem que a contagem dos fatores seja exibida. Também na 62 série, introduz os
expoentes inteiros negativos. Inicialmente, aplica a ja estudada propriedade da
divisdo de poténcias de mesma base para escrever 10° = 10° = 102 = 10™"; em
seguida considera a fracdo 10% / 10° , e como (10 x 10) / (10 x 10 x 10) = 1/10;
conclui que 107" = 1/10; finalmente, afirma que para todo racional a # 0, a’ = 1/a.
A generalizagao é feita a partir de um sé caso, e note que uma propriedade
apresentada em um contexto (expoentes naturais) foi tomada livremente em
outro. O aluno também nao € informado que se trata de uma definicdo, como ja
havia ocorrido na 52 série, com a afirmagdo que, para todo a # 0, vale a° = 1. Na
82 série, considera um caso particular, calculando 2° + 2° =32 = 32 = 1, e em
seguida escreve 2°° = 2°, concluindo que a afirmacéo geral enunciada na 5° série
€, de fato, valida. Parece-nos discutivel a op¢do de tornar conhecido um fato, e
somente apos um longo periodo de tempo propiciar aos estudantes uma
discussdo sobre sua veracidade. As propriedades operatdrias com expoentes
inteiros sdo apresentadas na 82 série; o aluno € inicialmente informado que sdo
preservadas as propriedades conhecidas para expoentes positivos; a quantidade
de exemplos aumenta em decorréncia das possiveis variagdes de sinais da base

e do expoente, e novamente ndo ha justificativas.
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Em FB a potenciagdo com os naturais e suas propriedades séao
introduzidas na 5° série. Cada caso é apresentado com trés exemplos, sendo que
os dois primeiros casos particulares sdo demonstrados, e no ultimo a regra é
aplicada diretamente. A abordagem sobre expoentes nulos é anterior, e se inicia
com a frase “os matematicos inventaram uma regra especial para a°. Decidiram
estabelecer que @’ = 1”. A colocagao esta correta, mas para o aluno poderia haver
nela uma certa artificialidade. O problema é sanado pelo autor com a afirmacao:
“‘deste modo, as regras sobre poténcias, que vocés vao estudar neste capitulo,
continuam validas”. A frase ndo é esclarecida logo a seguir, porém sua releitura
sera util apds alguns exercicios propostos mais adiante; o aluno deve resolver
operagdes como 7+ 7 depois que as propriedades operatérias foram
apresentadas. Ja foi afirmado que a” + a" = @”", mas somente quando m > n;
mas a resposta obtida pela definicao de poténcia é 1, o que esta de acordo com a
definicdo feita no caso do expoente zero. Temos entdo um exemplo de
preservacao de uma propriedade em decorréncia da regra imposta. A colegao
aborda a questdo sob este ponto de vista novamente, na 72 série. Ocorre entao
uma discussdo detalhada sobre a importdncia de se atribuir as poténcias de
expoente zero um valor que seja coerente com as propriedades conhecidas. A
conclus3o final é que “para qualquer racional a, a° = 1”, Ndo é mencionado que
devemos ter a # 0, ao contrario do que foi feito na 52 série. Expoentes inteiros
negativos sao introduzidos posteriormente, ainda na 72 série. Os alunos sédo
alertados previamente que a definicdo sera, mais uma vez, criada de tal modo
que as propriedades ja conhecidas sejam preservadas. Dessa forma, quando

admite 22 + 2° = 27" o0 autor ndo estd simplesmente utilizando um fato que

sabiamos verdadeiro no contexto anterior, quando todos os expoentes eram
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naturais. Parece-nos que o carater estrutural da matematica fica mais evidente

com tal sequéncia.

Um dos méritos da sequéncia adotada pelo autor de FC é possibilitar ao
estudante fazer inferéncias antes que as conclusdes sejam explicitadas no livro. A
potenciacdo € introduzida na 5% série, e suas propriedades operatorias sao
inicialmente sugeridas em exercicios propostos, o que ira se repetir na 62 série.
Somente na 72 é feita a introdugdo formal. Exemplos das propriedades com
expoentes naturais sdo apresentados, e em seguida alguns exercicios similares
sao propostos. As regras gerais nao sdo apresentadas antes dos casos
particulares, nem imediatamente depois. Pede-se ao aluno que faca uma
conjectura sobre qual o processo “mais rapido e pratico”, e s6 entdo a
generalizagao é feita. Tal metodologia € de uso corrente na cole¢cao FC, e pode
estimular uma atitude menos passiva no que se refere as demonstracdes, que
muitas vezes podem ser feitas pelos proprios estudantes. Outra estratégia usual
do autor € encerrar as listas de exercicios com generalizagées usando a notagéo
algébrica. Nesse caso, os estudantes devem completar frases como a". a" = ?,
em que a é racional e m,n sdo naturais. Ndo ha mencéao as poténcias de expoente
zero antes da 72 série. O assunto € introduzido com uma atividade em que sao
calculados 5% 5%, 52, 5" e 5°. Os quatros primeiros s&o obtidos pela definicéo, e o
ultimo pela observagdo de um padrao: cada termo da sequéncia, a partir do
segundo, € igual ao quociente do anterior por 5. Em seguida, pede-se ao aluno
que faca as mesmas operagdes em outros trés casos, com alteragdes somente na
base, inclusive de sinal. Uma adverténcia é feita a seguir: sequéncias desse tipo
podem ser construidas com qualquer numero na base, exceto o zero. Antes de

fazer mais alguns exercicios, agora somente com expoente zero, o aluno é
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incitado a escrever sua conjectura, e s6 entdo o autor afirma que x° =1, para todo
x # 0. Essas atividades séo anteriores ao estudo das propriedades. Depois que
elas s3o introduzidas, é dada uma nova justificativa para a° =1, a # 0. Se n é um
natural qualquer, entdo a” ~a" = 1, mas a” = a" = a"" = a’. Os expoentes inteiros
negativos sdo enfocados logo a seguir. A introducdo é feita com atividades
similares a que foi utilizada no caso do expoente zero, observando o padrao de
seqiiéncias como 23, 22, 2", 2° para obter 277, 22, 2. Novamente o aluno é
solicitado a escrever sua conjectura depois de exercicios propostos e antes da
definicdo. A preservagao das propriedades € afirmada com a analise de casos
nos quais a base nao nula é genérica, mas os expoentes s&o conhecidos. Por
-2)3

exemplo, a° ~a*=a?e (@)’ = a®. E importante salientar que é feita a distingdo

entre definigdes (expoentes 0 e — 1) e consequéncias.

Muitos recursos que julgamos essenciais nos ensinos fundamental e
médio podem ser verificados nessa metodologia: estimular os alunos a
conjecturar, e em certos casos, demonstrar; evitar a limitagdo de um sé exemplo
para enunciar uma generalizagdo; bom estudo de casos particulares; estender
definigdes anteriores apresentando justificativas compreensiveis ao aluno; uso de
mais de uma estratégia na abordagem; introduzir progressivamente a linguagem

simbdlica.

3.4.3 — Rever e aprofundar.

Demonstragdes no ensino fundamental ndo devem, em geral, obedecer
ao rigor estabelecido na matematica. Isso pode ser compensado com o

aproveitamento de recursos como argumentagdes adequadas sobre casos
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particulares, desenhos, observacao de regularidades, tabelas. Quando possivel, o
ideal é que se recorra a mais de uma estratégia. A linguagem algébrica €, em
geral, uma ferramenta indispensavel para provas irrefutaveis, e deve ser
introduzida de forma bem dosada. Pensamos que numa formacao ideal, os
alunos, ao concluirem o ensino médio, ndo deveriam sentir maiores embaragos

com as notacdes usuais da matematica.

No que diz respeito aos comentarios do paragrafo anterior, uma situagao
de grande potencial € a retomada de conceitos das séries anteriores. Além do
aprofundamento do tema e do estudo de problemas mais sofisticados, outra
vantagem €& a possibilidade de apresentar formas mais elaboradas de
demonstracbes de teoremas conhecidos, com a adogdo de uma linguagem
propicia para generalizagdes. Defendemos a importancia de um curriculo em
espiral, de acordo com o estabelecido por Bruner, por propiciar abordagens dessa

natureza. Vejamos alguns exemplos:

Em FC, a sequéncia dos pares que ndo sao multiplos de 4 recebe
atencao na 5° série, e na 7° estes numeros sao descritos na forma 4n + 2. Em FB,
na 5° série discute-se a paridade da soma e do produto de dois naturais cuja
paridade é conhecida, e as demonstracdes formais sao feitas na 72 no mesmo
capitulo em que encontra-se a prova para a propriedade envolvendo numeros
triangulares e quadrados, T, + T,+s = Q,. Algumas dessas provas poderiam ser
propostas para os alunos; entretanto, as listas de exercicios desse capitulo séo
mais voltadas para a fixagdo. Destacamos, no entanto, um bom problema em que
€ aplicado um produto notavel: mostre que o sucessor do produto de dois pares

(ou impares) consecutivos é um quadrado perfeito.
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O conteudo que recebeu maior atencdo em nossa analise € o da
divisibilidade. A abordagem das colegbes sobre o assunto foi comentada na
secao 3.2. Gostariamos de reforgar algumas consideragdes sobre o papel das
demonstracdes no enfoque dado em FA. Criticamos a auséncia de qualquer tipo
de justificativa para alguns critérios de divisibilidade, dos algoritmos para
determinacdo do mmc e do mdc, do método para decidir se um numero € primo.
No manual, o autor faz boas sugestdes de atividades que podem compensar essa
falha, mas no nosso entendimento elas deveriam constar no livro do aluno. De
modo geral, um livro didatico deve permitir um certo grau de liberdade ao
professor, para que ele enfatize ou releve certos fatos conforme as
especificidades de seu trabalho e as dificuldades apresentadas pelos educandos.
Mas o livro ndo pode deixar lacunas em excesso, esperando que o professor
preencha a maioria. Os manuais de FA, nos quatro volumes, sdo de muito boa
qualidade, mas o ideal seria que boa parte do material neles contido estivesse no
exemplar do aluno. Ja comentamos também que foi feita uma boa prova para o
critério de divisibilidade por 9 no livro da 7° série. Isto foi feito na seg¢ao “troque
idéias com os colegas”. Inicialmente, o numero 4725 é decomposto em varias
passagens até que se obtenha 9 x (4 x 111 +7 x11+2)+ (4 +7+2+5), e 0s
autores afirmam:“ a primeira parcela € um multiplo de 9; entdo, dizer que 4725 é
divisivel por 9 equivale a dizer que a segunda parcela também o é”. Em seguida
faz-se a prova para um numero qualquer de quatro algarismos, da forma abcd;
como sua decomposicao resulta em 9 x(111a+ 11b + ¢) + (a + b + ¢ + d), conclui-
se que todo numero inteiro de quatro algarismos é divisivel por 9 se a soma de
seus algarismos for divisivel por 9. Finalmente, solicita-se ao aluno que

demonstre que se x + y € divisivel por 9, o numero de dois algarismos xy também
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€. A atividade é enriquecedora, e nossa critica ndo se refere ao fato de que o
aluno tome contato tardiamente com a justificativa. Criticamos que na
apresentacao do critério ndo tenha sido sequer comentado que tal justificativa

existe.

A exposicao do assunto divisibilidade nos naturais, por parte de FB e,
principalmente, FC, nos pareceu adequada no que se refere as demonstracgdes,
conforme relatamos em 3.2. Entretanto, voltamos a insistir na relevancia do
curriculo em espiral e de uma abordagem do tema no contexto dos inteiros. Ela
permitiria, inclusive, a releitura de alguns teoremas, utilizando provas compativeis
com a evolugao dos estudantes desde a 5% série, quando fizeram seus primeiros

estudos sobre a divisibilidade. Citamos alguns casos abaixo:

* a é divisivel por 3 se, e somente se, a soma de seus algarismos é

divisivel por 3.

* Se a divide b, e b divide ¢, entdo a divide c.

» Se c divide a, e c divide b, entédo c divide (a + b).

» Se c divide a e c divide (a + b), entdo c divide b.

» Se p € primo e a n&o tem fatores primos positivos menores do que | p |,

entdo a nao tem divisores positivos compostos menores do que | a |.
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« Se p é um primo tal que p? > | a |, e a ndo tem fatores primos positivos

menores do que | p |, entdo a é primo.

» Se d =mdc(a,b), a=d.xe b =d.y, entdo mdc(x,y) = 1.

» Se d =mdc(a,b) e m = mmc(a,b) entdo d.m = Hall.0b[l

Acreditamos que essas afirmacdes poderiam ser novamente estudadas,
nao apenas para verificar a sua preservagao apos a estrutura algébrica ter sido
ampliada com a introdugéo dos negativos. Provas mais consistentes poderiam ser
acrescentadas, nao com o rigor formal exigido de um estudante de algebra, mas
com um carater mais geral. Além disso, a retomada do assunto também
possibilitaria o estudo de novos teoremas sobre inteiros, que ndo sado sequer

mencionados.

3.4.4 — Observacdes dos autores sobre demonstracdes.

As trés colegdes dedicam algumas palavras a importancia das
conjecturas e das demonstragdes em uma abordagem matematica. Em FA isto é
feito em conexdo com a geometria. Em FB lemos: “A teoria dos numeros € um
dos campos mais férteis para explorar regularidades e fazer conjecturas”. A frase
foi extraida do manual do professor, 5° série; vejamos algumas consideracoes
sobre provas e conjeturas feitas pelo mesmo autor diretamente aos alunos, e

suas relagdes com os inteiros.
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No livro da 72 série da colegao FB encontramos um capitulo denominado
“A arte de argumentar”. Trata-se do unico capitulo dedicado especificamente ao
assunto nas trés colegdes. Apresenta varios problemas de légica, e pode ser
interpretado como uma preparacao para o capitulo imediatamente posterior:
‘Demonstragcdes em geometria”. Em "A arte de argumentar" ndo encontramos
problemas diretamente relacionados a numeros inteiros. Entretanto, ao final do
capitulo sobre demonstragdes em geometria, sdo descritos dois problemas
classicos da teoria dos numeros, para exemplificar casos de conjecturas ainda
nao demonstradas e teoremas de enorme complexidade, apesar da simplicidade
aparente em seu enunciado. Descreve a conjectura de Goldbach, um dos mais
célebres problemas em aberto da matematica: todo numero par maior do que 2
pode ser escrito como a soma de dois primos. Em seguida, enuncia o chamado
Teorema de Fermat, que garante que n&o existem inteiros n&o nulos a, b, c tais
que a" = b" + ¢", com n inteiro maior do que 2; menciona o inglés Andrew Willes,
que demonstrou o teorema em 1994, mais de trés séculos depois da conjectura
ser explicitada. No livro da 5° série, no capitulo sobre numeros primos, FB ja havia
citado a conjectura de Goldbach; propds, entdo, que os alunos verificassem se a
proposi¢ao € verdadeira para os pares até 100. Parece-nos uma boa forma de

discutir a limitacdo do estudo de casos particulares.

No livro da 7° série, FB também faz comentarios apropriados sobre
conjecturas e provas, relacionando-as com inteiros. No capitulo sobre variaveis,
faz boas conexdes com geometria, e salienta a importancia de testar certas
férmulas obtidas com o auxilio de desenhos. Vejamos um exemplo. Um quadrado

€ construido com 4 palitos; outro quadrado é formado usando um lado do
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primeiro; em seguida acrescentamos um novo quadrado adjacente ao segundo,

conforme a figura 6, que reproduz a ilustragéo do livro.

Figura 6
_— i 3‘-.'.-."....--.-4.—-62!.%.;.....“11? _'ﬁ | _ﬁ: i .E“ Ia‘j
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Deve-se determinar a quantidade p, de palitos em funcido da quantidade n
de quadrados; da expressao pp+1 = pp + 3, para n > 1, com p; = 4, usando indugéo
informal sobre alguns termos, obtém p, =4 + (n— 1). 3. A indugao, usada de uma
forma primaria, € outro recurso que pode ser aproveitado para tornar certas
proposicdes aceitaveis no ensino fundamental e no médio. Mas o autor chama
corretamente atencdo para o risco de uma inferéncia falsa com tal método.
Reflexdes dessa natureza motivam, em seu texto, a demonstracdo algumas
propriedades sobre numeros figurados vistas na 5° série, e obtidas por indugao

sobre alguns termos.

Ainda no livro da 7° série de FB, em um capitulo sobre algebra, o autor
discorre sobre o uso da linguagem algébrica para obter generalizagcbes. A
conseqléncia é a ja mencionada série de demonstragdes sobre a paridade da
soma e do produto de inteiros, e, novamente, numeros figurados. Também nesse
capitulo, o aluno é desafiado a encontrar o erro na seguinte “prova” para 1 = 2.

Considere x = y = 1; como 1?2 = 1 x1 = 12— 1% temos que x* — xy = X* — ¥, portanto
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X. (x —y) = (x +y).(x — y), e dividindo os dois lados da equagao por (x — y)

obtemos x=x+y,logo1=1+1,eassim1=2.

As principais discussdes promovidas em FC sobre demonstracdes e sua
relacdo com os inteiros também podem ser encontradas no livro da 7° série, no

capitulo sobre divisibilidade e também nas abordagens sobre algebra.

Na parte dedicada a divisibilidade, um exercicio proposto pede uma
investigacdo: se n é primo, 2n + 1 também €7 Se o aluno fizer n assumir os
valores dos primos na sequéncia crescente, observara que a afirmagdo é
verdadeira para n = 2, 3 e 5, mas é falsa para n = 7. O livro do professor
recomenda que se chame a atencédo dos alunos para o “perigo de verificar a
veracidade para alguns casos e concluir a partir disso que a afirmagéo é
verdadeira”. Outro problema de investigagdo foi dividido em dois itens. No
primeiro, deve-se verificar se entre um natural maior do 1 e seu dobro ha pelo
menos um primo, fazendo alguns testes com numeros escolhidos aleatoriamente.
O exercicio é ilustrado com um exemplo, em que se constata que a validade para
23, pois entre este e 46 existem cinco primos. O livro do professor traz a mesma
adverténcia do problema anterior, porém com maior veeméncia: “Deixe claro para
os alunos que verificar que da certo para alguns casos n&o é provar. Isso permite
apenas conjecturar que pode ser sempre verdadeiro. Veremos o que é provar
posteriormente”. A Uultima frase € uma referéncia a discussdo encontrada
posteriormente nos capitulos sobre algebra. O segundo item desse exercicio pede
que se verifique se os pares até 30 podem ser decompostos na soma de dois
primos. Logo abaixo lemos que essa é a conjectura de Goldbach, formulada em

1742, e que ainda ndao sabemos se € verdadeira para todos os pares. Na
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atividade seguinte solicita-se, apenas, que um dicionario seja consultado para
descobrir o significado da palavra “conjecturar’. Investiga¢cdes dessa natureza séo

outra constante na colecéo FC.

A mesma razao motivou os autores de FB e FC a redigirem comentarios a
respeito das demonstragbes nos capitulos sobre algebra: o poder de
generalizagdo da nova linguagem. Ambos explicitam o fato para o leitor. Logo
apods a observagao, o autor de FC volta a chamar atencdo para o risco de
conclusdes precipitadas devido a analise de casos particulares. Recorre
novamente a um exemplo, usando uma expressdao bem conhecida da histéria da
matematica. Supondo p = n? + n + 41, a questdo é saber se p é primo para todo n
natural. O aluno deve fazer os calculos paran=0, 1, 2,3, 4 e 5. Em seguida é
informado que p € primo sempre que n < 39. Finalmente, mostra que se n = 40,

entdo p = 1681 = 412,

Ja vimos que em FC podem ser encontrados bons problemas com
inteiros, nos quais argumentagdes consistentes sdo necessarias. Atividades em
que os estudantes devem decidir se uma afirmacao € verdadeira ou falsa devem
ser respondidas, em geral, com justificativas. Em alguns casos, um exemplo, ou
um contra-exemplo, é suficiente. Por exemplo, no livro da 6° série, ha um
exercicio proposto em que a, b, ¢, d sao naturais ndo nulos distintos tais que a + b
+ ¢ < d. O aluno deve responder se é possivel d = 10 ou 6, e apresentar
justificativas. No primeiro caso, basta exibir uma solugao para mostrar que a frase
€ verdadeira. No segundo, espera-se que o aluno esclaregca os motivos pelos

quais ela é falsa. Exercicios com esse carater evidenciam as diferencas entre
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situacbes nas quais um exemplo é suficiente para que se estabeleca uma

conclusédo, e aqueles em que € necessaria uma justificativa mais refinada.

Destacamos ainda alguns exercicios em FC, nos capitulos sobre algebra

da 7° série. Sao eles:

* Provar que a soma de trés inteiros consecutivos é um multiplo de 3 (é

feita uma sugestéo: representar esses numeros porn—1,nen+1).

* Provar que a soma de cinco inteiros consecutivos € um multiplo de 5

(mais uma vez, com a sugestdo:usarn—2,n—1,n,n+ 1, n+ 2).

* Provar que a soma de dois inteiros consecutivos € igual a diferenga de

seus quadrados.

* Provar que a soma de dois pares € par (resolvido) e que a soma de dois

impares é par (proposto).

* Provar que o produto de dois impares € impar (resolvido) e que o

produto de dois pares € par (proposto).
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3.5 — OUTRAS ARTICULACOES COM ALGEBRA.

3.5.1 — Equacgoes.

3.5.1.1 — Equacdes de 1° grau.

Os trés autores destacaram adequadamente o fechamento da subtracao
entre os inteiros, 0 que nao acontecia entre os naturais. Analogamente, todos
chamaram atencdo para a mesma propriedade na divisdo, inexistente entre os
inteiros, mas valida para os racionais, salientando a excecdo do caso em que o

divisor é zero.

Sao0 consequéncias desses fatos que nem toda equacgéao do tipo x + a = b,
com a e b naturais, tem solugéo natural, e que nem toda equacéao do tipo a.x = b,
com a e b inteiros, tem solugdo inteira. O ultimo caso nos interessa

particularmente, por sua conexdo com a divisibilidade.

A abordagem inicial dos trés autores sobre as equagbes acontece na 62
série. Em FA e FC ela é posterior a introdugcdo dos negativos com suas
operacoes. O autor de FB optou por fazer uma primeira exposicao sobre o tema
equacodes antes de enfocar a multiplicacdo e a divisdo. No inicio da 72 série
retomou-o0, em um capitulo denominado “a linguagem da matematica”. Nas trés
colecdes enfatizou-se a impossibilidade de resolver certas equagdes de primeiro
grau se restricbes sdo impostas sobre a incégnita, em particular se o valor

procurado deve ser natural ou inteiro. Mas notamos uma caréncia de exemplos
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nos quais possamos verificar efetivamente a auséncia de solugdo como

decorréncia de alguma restricdo do género.

Em FA o aspecto tedrico é privilegiado, e o autor usa o conceito de
conjunto-universo. Nos exemplos e exercicios em que se recai no caso a.x = b,
com a # 0, o universo considerado é o dos racionais até a 72 série, e o dos reais a
partir da 8%, e assim chega-se sempre a uma solugédo. Nessa colegdo, mesmo nas
situagdes-problema em que o contexto exige que a solugdo seja um numero
inteiro, ndo observamos casos sem solugcdo por obtermos a.x = b, com b nao

divisivel por a.

Situagdes-problema nos parecem mais indicadas para se evitar uma dose
de artificialidade. Se o aluno deve resolver, por exemplo, 3.x = 10, e o conjunto-
universo € o dos inteiros, pode ficar com a impressdo que nao existe solugido por
um capricho do livro ou do professor. Mas se deve descobrir uma quantidade de
pessoas ou objetos, a mesma equagao exige interpretacéo; talvez a resposta
procurada necessite de uma adaptacao, como um arredondamento, por exemplo,

ou talvez ela simplesmente n&o exista.

Nas colegdes FB e FC, as situacdes-problema sdo mais frequientes. Em
FB o ja mencionado capitulo sobre linguagem matematica, 7° série, € ilustrado
com dois interessantes exemplos resolvidos. Em ambos, o processo utilizado é€,
aparentemente, correto. Mas a analise do resultado encontrado mostra
discrepancias, consideradas as informagdes do enunciado. No primeiro, devemos
encontrar trés numeros pares consecutivos cuja soma seja 57. Do enunciado,

conclui-se que 3x + 6 = 57, sendo x o primeiro par da sequéncia, e assim obtemos
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17, 19 e 21. Obviamente essa nao pode ser a solucdo, pois 0s numeros obtidos
sao impares. O autor faz a releitura do problema, e constata que, de fato, ele nao

pode ser resolvido, pois a soma de trés pares nao resulta em um impar.

No segundo, pede-se um natural cujo triplo, adicionado ao seu
antecessor, resulta no seu dobro. A equagao correspondente € 3x + (x — 1) = 2x,
logo x = 1/2. E feita uma verificacdo, com x sendo substituido pelo valor
encontrado nos dois membros da equagado, o que produz uma igualdade, mas
evidentemente o problema nao tem solucdo. Uma observacao feliz conclui o caso:
nao poderiamos apenas trocar a palavra “natural” do enunciado por “racional”,

pois numeros dessa classe nao tém antecessores.

Esta implicita a questdo da divisibilidade nos dois problemas. A
argumentagao usada no primeiro caso deixa o fato mais evidente; o problema
poderia ser explorado em outra diregdo da seguinte forma: trés pares
consecutivos podem ser escritos como 2a, 2a + 2 e 2a + 4; a soma dos trés deve

ser 57, logo 6a + 6 = 57 [ 6a =51, mas a é inteiro e 51 ndo € multiplo de 6.

Entretanto, ndo encontramos, em FB, problemas propostos ao aluno com
o0 mesmo tipo de conclusédo. Situagdo semelhante ocorre em FC, embora essa
colecdo se destaque pela variedade de problemas, em outros campos, com

nenhuma, ou varias solugoes.

O autor de FC também é particularmente feliz nas conexbes com a
geometria. No livro da 8° série, por exemplo, propde, como desafio, que sejam

encontradas ternas pitagéricas a partir de alguns exemplos. Mas problemas de
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geometria também nao foram aproveitados para se rejeitar solugdes devido a
auséncia da divisibilidade. No livro da 7° série, introduz a formula para calcular a
medida a do angulo interno de um poligono regular de n lados, a = 180.(n - 2) / n.
Propde exercicios em que a é dado e n é a incdgnita; como na = 180n — 360,
temos que n =360 /(180 — a), logo se a é inteiro, mas (180 — a) n&o divide 360, a
conclus&o € que nao existe um poligono regular cuja medida do angulo interno é

a. Nenhum dos exercicios tem esse desfecho.

3.5.1.2 — Sistemas lineares.

Sistemas de equacgdes sao introduzidos na 7° série pelos trés autores.
Novamente nos defrontamos com varias situagdes-problema cujo contexto exige

raizes inteiras, mas nenhuma insoluvel em face dessa limitagao.

Também n&o notamos casos com mais de uma resposta, mas numa
quantidade finita, como consequéncia do contexto impor solugdes inteiras, dentro
de determinados intervalos. Problemas assim se caracterizam, em geral, por uma
quantidade de equagbes menor do que a de incognitas. As trés colecdes
enfatizaram sistemas lineares de duas equacdes e duas incdgnitas, mas existe
um repertorio consideravel de problemas que fogem desta categoria e podem ser

aproveitados em sala de aula.

Citamos aqui um exemplo extraido de O livro dos desafios de Charles
Barry Townsead, que contém problemas, charadas, enigmas. Pertence a um

género de literatura que se destina ao lazer, mas que pode fornecer um rico
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material para uso em sala de aula. No caso em apreco, até a infelicidade do

julgamento do autor pode motivar reflexdes necessarias.

Um zooldgico tem gorilas, chimpanzés e |émures, num total de cem
macacos, que devem ser alimentados com cem bananas. Cada gorila come trés
bananas, cada chimpanzé come duas e cada |Iémure come meia banana. Quantos

macacos de cada tipo ha nesse zooldgico?

Sejam G, C e L as quantidades de gorilas, chimpanzés e [émures,
respectivamente. As equacgdes do sistema correspondente séo: G + C + L = 100,
e 6G +4C + L =200. Mas, além disso, devemos ter G <34, C <50 e L <100. Das
duas equagdes acima obtemos 5G + 3C = 100, logo 3C = 5. (20 — G), e agora as
restricbes sdo maiores: G < 20 e (20 — G) é multiplo de 3. Tais hip6teses obrigam
G=2,5, 8,11, 14 e 17; para cada uma dessas op¢des, os valores obtidos para L
e M satisfazem as exigéncias do problema, que tem, portanto, seis solug¢des
distintas. Infelizmente, o livro fornece somente uma, sem justificativas. O leitor
pode encontrar uma resposta diferente, por tentativa e erro; mas podera encontrar
a mesma, e talvez ndo perceba a negligéncia do autor. Gostariamos de apreciar
mais problemas com esse carater em nossos livros didaticos, mas,
evidentemente, com as respostas corretas. O método da tentativa e erro é
adequado em varias circunstancias, e pode até ser encorajado; mas problemas
com mais de uma solucao tém um papel importante: sdo fundamentais para se

discutir o alcance da estratégia.
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3.5.1.3 — Equacdes de 2° grau.

O estudo das equacgdes de segundo grau € feito na 82 série, nas trés
colecbes. Novamente temos diversas situacdes-problema entre os exercicios
propostos; ocorrem alguns poucos casos sem solugao porque o contexto exige
raizes reais, e o discriminante A é negativo. Em alguns problemas um dos valores
obtidos é descartado por ser negativo, mas nenhum em que o descarte ocorra por
serem as solugdes racionais nao inteiros. Poderiamos ter verificado tal situacao,
por exemplo, quando se pede a quantidade de lados de um poligono cujo numero
de diagonais é conhecido. Mas todas as equagdes correspondentes aos casos

dessa natureza fornecem uma raiz positiva inteira e outra negativa.

Mais interessante € o caso da pesquisa de solugdes inteiras em equagoes
cujos coeficientes também sio inteiros, usando a soma e o produto das raizes. A
colegdo que faz uma analise mais completa desse recurso € FC. Em sua
resolugcdo, o autor utiliza, sem mencionar explicitamente, a decomposi¢cado em
fatores primos de p, quando xX° - sx + p = 0, priorizando numeros que podem ser
decompostos mentalmente com facilidade; consideracdes sobre o sinal de s e p
sao utilizadas. Vejamos um exemplo resolvido: na equagao x> - 2x — 8 =0,
observa-se que as raizes tém sinais diferentes, pois seu produto (—8) € negativo,
e a de maior valor absoluto € a positiva, pois a soma (+2) das duas é positiva; as
possibilidades sédo (+8) e (— 1), ou entédo (+ 4) e (- 2), que é a correta. Foi a néo
mencionada fatoracdo em primos que permitiu concluir que as unicas
multiplicacbes de dois naturais que resultam em 8 sdo 2 x 4 e 1 x 8; assim
obtivemos as unicas multiplicagdes de inteiros que resultam em (— 8). Faltaram,

talvez, casos em que a fatoragao explicitada de p traz vantagens, devido a uma
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maior quantidade de possibilidades. Também nao encontramos contra-exemplos,

isto €, pesquisas que revelem a inexisténcia de raizes inteiras.

Em FA e FB nédo encontramos esse tipo de estratégia. A soma e o
produto das raizes sao relacionados com os coeficientes apenas em exercicios
em que se pede ao aluno que escreva a equacgao, conhecidas suas solugdes, ou
para determinar dois numeros cuja soma e cujo produto sdo dados, através da
equacdo. Nesse ultimo caso, mencionamos dois exercicios propostos em FB que
poderiam ser resolvidos pelo método da pesquisa das raizes inteiras. No primeiro,
a soma € 60 e o produto 611, cuja fatoragdo em primos fornece 13 x 47; e como
13 + 47 = 60, o problema esta resolvido. No segundo, o produto é (- 25) e a soma
€ 0, e como 25 é o quadrado do primo 5, € imediato que os numeros procurados
sao (+ 5) e (- 5). Em suma, néo foi convenientemente aproveitada a ocasido para
explicitar o carater de ferramenta, segundo a concepgdo de Robert, para o

Teorema Fundamental da Algebra.

3.5.2 — Conjuntos numéricos.

3.5.2.1 — Primeiras definicGes de numeros racionais.

Comentamos em secdo anterior que a ampliacdo de uma estrutura
algébrica, como ocorre na introdugéo dos negativos, exige aten¢éo redobrada por
parte do professor, especialmente na verificagdo das propriedades que sé&o
preservadas e das que deixam de ser validas. Processos semelhantes sao
necessarios com a apresentacdo dos numeros racionais e reais. Evidentemente

0s numeros inteiros tém um papel essencial no estudo desses conceitos, que
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estdo entre os mais importantes na formacdo matematica dos ensinos

fundamental e médio.

O primeiro capitulo da 72 série de FA introduz os numeros irracionais e os
reais, a partir de uma revisao dos racionais. O livro de FB da 82 série se inicia com
uma revisdo dos naturais, inteiros e racionais, para entdo introduzir os reais. Em
FC encontramos o mesmo desenvolvimento, também no inicio da 82, com pelo
menos uma diferenca marcante: os irracionais sdo definidos na 72. Nota-se que os
trés optaram por um modelo similar, enfatizando a formacédo de novas estruturas
algébricas com base em outras conhecidas. Nosso objetivo principal nesta secgéo
€ a analise dos trés capitulos mencionados acima, que chamaremos de
“conjuntos numéricos”, embora ndo tenha sido exatamente essa a nomenclatura
adotada pelos autores. Antes de nos dedicarmos a comparagao entre os textos,
destacamos algumas diferengas observadas nos livros que antecedem tais

capitulos, em cada colecgao.

As primeiras definicdes de numero racional podem ser encontradas na 52
série, em FA, e na 62 em FB. As duas colegdes ndo mencionam os irracionais
antes do capitulo sobre conjuntos numéricos. O autor de FC definiu os racionais
somente na 7% mas logo em seguida introduz os irracionais; duas escolhas que
nos parecem adequadas. Ja mencionamos que em FC foram evitadas certas
inconsisténcias entre os conceitos de “fracdo” e “numero racional”. Acreditamos
que isso se deve, sobretudo, ao fato de ter dispensado certas formalidades. Nao
vemos vantagem em definir os racionais de forma rigorosa, porém apressada; o
que se espera numa primeira etapa é que as fragdes com numeradores e

denominadores inteiros sejam aplicadas de forma conveniente.
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Julgamos mais relevante a outra op¢ado do autor de FC mencionada no
paragrafo anterior. Em FA e FB, uma classe numérica é explicitada, mas somente
ap6s um longo periodo de tempo o aluno toma conhecimento da existéncia de
numeros que nao pertencem a ela. Corre-se o risco de induzir o aluno a acreditar
na superficialidade do termo “racional” para rotular os Unicos numeros que ele
conhegca até aquele momento. Definir os racionais, e logo em seguida os
irracionais, € uma forma de tornar significativas as duas classes, pela oposi¢cao

entre ambas.

No livro da 72 série de FC, o leitor é informado que “qualquer niumero que
pode ser escrito como quociente de dois inteiros, sendo o divisor diferente de

zero, € chamado de numero racional”.

Basicamente o mesmo texto pode ser lido no livro de FA da 62 série. Seus
autores, na 52, afirmam que “a expressao a/b, sendo a e b numeros naturais, com
b # 0, é chamada de fracdo e representa um numero racional escrito na forma
fracionaria”. Note o emprego parcial da linguagem algébrica. Uma caracteristica
dessa colecdo € o uso mais acentuado do simbolismo; exemplo disso é a
utilizagdo da linguagem dos conjuntos desde a 52 série. Sua definigdo de numero
racional na 6 € enunciada exclusivamente com a lingua portuguesa, como a de
FC reproduzida acima, mas logo a seguir reforca a descricdo com o uso de
simbolos, ao escrever: Q = {x|x=ab,coma 0 Z bUOZeb#0}. Em FC,

notagdes envolvendo conjuntos sdo introduzidas somente na 82 série.

O autor de FB faz pouco uso da notagdo dos conjuntos nos livros da 62 e

72 séries; a linguagem nessa colegao € bem dosada, com o aumento gradativo do
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uso de simbolos. Entretanto, a primeira definicdo de numero racional observada
em FB, na 62 série, nos parece desajeitada: “A cada fracdo corresponde uma
divisdo e vice-versa. O resultado da divisdo € chamado de numero racional”. Bem
mais simples, além de correta, € uma definicido dada pelo mesmo autor na 72
série. A frase “Um numero racional é a razdo entre dois inteiros” se encontra em

meio a um exercicio resolvido, com pouco destaque.

3.5.2.2 — Revisao de naturais e inteiros.

Como ja observamos, em FA nao foi feita a revisdo dos numeros naturais
e inteiros no capitulo sobre conjuntos numéricos, ao contrario do que observamos
em FB e FC. Nas duas ultimas colecbes, tais capitulos tém um formato
semelhante ao de seg¢des encontradas frequentemente em livros do ensino
médio, usualmente inseridas no inicio das cole¢gdes. Em nosso trabalho, nos
capitulos dedicados ao ensino médio, daremos atencdo especial a essas
abordagens. O objetivo € propiciar ao aluno uma viséo nitida do conceito de
numero real, através de uma retomada dos conjuntos conhecidos, e do estudo

das consequéncias da ampliagdo em cada estrutura algébrica.

Trata-se de uma boa oportunidade para aprofundar os conhecimentos dos
estudantes referentes aos inteiros. Parece-nos que a ocasiao raramente é bem
aproveitada, em particular no que diz respeito a divisibilidade. Foi o que

constatamos em FB e FC.

Uma vez que se pretende investigar a preservacao de propriedades com

a introdugdo de novas classes numéricas, esse seria um bom momento para
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observar a consisténcia de certas definicbes em N e em Z, tais como numero
primo, multiplos, divisores, mmc e mdc. Alguns conceitos referentes a
divisibilidade foram retomados na revisdo dos naturais, mas novamente nenhuma
correlagao do foi estabelecida entre os inteiros. O aspecto que mereceu maior
atencdo dos dois autores, com a inclusdo dos numeros negativos, foi o
fechamento da subtracdo, e a consequente existéncia de solugcbes para toda
equacao do tipo x + a = b. Nao estamos discutindo a enorme relevancia do fato;
apenas lamentamos que os estudantes possam ficar com a falsa impressao de

que a divisibilidade diz respeito somente aos naturais.

Destacamos alguns aspectos positivos na revisdo de N, observados nas
duas colegdes. Os alunos devem decidir se sao verdadeiras ou falsas certas
afirmacdes, entre as quais encontramos os axiomas de Peano, exceto o axioma
da indugéo. Recordamos que em FC a mesma atividade ja havia sido proposta na
5 2 série. A segunda exposi¢do do tema ocorre num momento mais apropriado,
devido a comparagédo com os inteiros feita logo a seguir; os autores salientam a
inexisténcia do antecessor do zero no primeiro contexto, e a existéncia no
segundo. Ao comentar as definicbes de multiplos e divisores, reforcam duas
importantes propriedades: a transitiva da divisibilidade e o fechamento da adi¢gao
entre os multiplos de um mesmo numero. Mas poderiam ter reservado esse

enfoque para a revisédo de Z.

3.5.2.3 — Representacao decimal dos racionais e irracionais.

Ao abordar os numeros racionais nos capitulos sobre conjuntos

numeéricos, as trés cole¢des priorizaram dois aspectos. O primeiro foi a existéncia
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de uma raiz em Q para toda equacéao do tipo a.x = b, com a # 0, 0 que nio se
verifica em Z. Comentamos o estudo dessas equagdes anteriormente. Agora
vamos nos deter no segundo aspecto, que € a representagdo decimal; ela foi
abordada pelos autores devido a comparagao que se segue, com a representagéo
dos irracionais. O assunto desperta nosso interesse por sua conexao com a

divisao de inteiros.

Em FA, os numeros irracionais sao introduzidos logo apds exercicios nos
quais se pede a forma decimal de uma série de numeros racionais. Em alguns
casos tal representacéo € finita, e em outros se obtém uma dizima periddica. Na
sequéncia, o texto propde a determinagao de J3; apresenta alguns calculos, e

mostra que;

1,7<3<1,8°
1,732 <3 < 1,742

1,732° <3 < 1,7332

O leitor é informado que, se prosseguir com esse método, n&o obtera um
valor exato em nenhum dos passos, e que a representagcdo decimal do numero
V3, além de ser infinita, ndo é periddica. Tal definicdo € adotada pelos autores
dessa colecdo para numero irracional. A sua equivalente €& fornecida
posteriormente, na forma de uma observacéo: “um numero irracional nunca pode
ser escrito na forma de fragdo” (lembramos que em FA o termo fragdo exige
numerador e denominador inteiros). Antes, nos deparamos com a seguinte
afirmacao: “numero racional € todo numero cuja representagdo decimal é sempre

finita ou infinita e periddica”. Ora, essa frase ndo pode ser tomada como defini¢ao,
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uma vez que outra formulagéo ja vinha sendo utilizada. Nao fica claro que se
trata, na verdade, de um teorema: um numero € igual a razao entre dois inteiros,
com o divisor ndo nulo, se, e somente se, a sua representagao decimal é finita ou
infinita e periddica. No lugar de uma demonstragdo, ou a0 menos uma discussao
sobre a veracidade do fato, temos a apresentacédo de varios exemplos, nos quais
novamente sao explicitadas as formas decimais obtidas com divisbes de dois
inteiros. Dessa forma, apenas podemos considerar evidente que em Q existem
numeros com representagdes decimais finitas, e existem numeros com
representacdes infinitas e periddicas. Assim, a interpretagdo do enunciado do

nosso teorema revela que trés proposi¢cdes devem ser provadas:

(1) Se a representacao decimal de uma fragcado de inteiros nao é finita,

entao ela apresenta periodicidade.

(2) Se um numero tem representacao decimal finita, ele pode ser escrito

com uma fracéo de inteiros.

(3) Se a representagao decimal de um numero ¢é infinita e periddica, ele

pode ser escrito como uma fracéo de inteiros.

Antes de comentar como cada autor enfocou os trés teoremas, vejamos a
metodologia empregada por FB e FC na introdug&o dos irracionais. Adiantamos
que um ponto comum as trés cole¢des é a preparacao do assunto com o estudo

das representagdes decimais em Q.



127

Em FB lemos o seguinte: “ha numeros cuja representacédo € um decimal

infinito e ndo peridédico”. O exemplo fornecido é J2, e posteriormente ele sera

escrito numa cadeia de desigualdades, similar a que vimos em FA para estimar
/3. Como o teorema de Pitagoras foi apresentado na 72 série, o autor de FB

pbdde comprovar que J2 é a medida da diagonal do quadrado de lado unitario. O
texto também informa que matematicos da Grécia antiga demonstraram que esse

numero nao corresponde a razao entre dois inteiros. Transcrevemos literalmente

o trecho final da explanagao: “Hoje, sabe-se que J2 é um exemplo de um
numero cuja representagao decimal € infinita e ndo-periddica. Como esse numero

nao pode ser representado por uma razado de numeros inteiros, ele ndo é um

numero racional. Dizemos entido que V2 & um ntimero irracional”.

N&o fica clara a intengdo do autor. Admitindo que seus leitores ja tenham
compreendido o que é um numero racional, por razdes etimologicas poderéo
deduzir que um irracional ndo é uma razéo entre inteiros. O numero apresentado

como exemplo tem, de fato, tal caracteristica. O que foi colocado em termos

vagos foi a correlagao entre a inexisténcia de inteiros a e b tais que a/b = J2,ea
representacdo decimal desse numero. Ela sera esclarecida logo a seguir, com um
quadro que faz o seguinte resumo: uma representacdo decimal pode ser finita ou
infinita; se for infinita pode ser periddica ou n&o-periddica; se a representacio for
finita, ou infinita e periddica, o numero é racional; se for infinita e ndo-periddica, o
numero ¢€ irracional. A confusédo pode ter sido desfeita, mas ainda nao se justifica
a imprecisdo do texto citado. Além disso, como ocorreu em FA, o aluno

dificilmente percebera que certos fatos precisam ser provados.
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Ja dissemos que em FC, na 72 série, os irracionais sao definidos logo
apo6s os racionais. Uma pergunta introduz o assunto: “existe algum numero que
nao seja racional?”. A resposta é respondida afirmativamente no livro, e fica
implicito que tais numeros, chamados de irracionais, ndo podem ser escritos
como quociente de dois inteiros. O primeiro exemplo, fornecido logo a seguir, foi

apresentado anteriormente, em um capitulo sobre geometria: 1= 3,141592... . O

segundo é J2, e o autor mostra que ele esta entre 1,41 e 1,42. Afirma que sua

representacdo decimal ndo é finita, e nem é uma dizima periddica.

A exposicao apreciada na colecdo FC na 8?2 série se destaca em relacao
as demais. Por razdes que esclareceremos em breve, a retomada sobre a
representacdo decimal em Q foi mais cuidadosa, o que possibilitou uma
observagdo inicial na segdo sobre os irracionais: numeros cuja representagao
decimal é infinita e ndo-periddica ndo podem ser racionais, isto €, ndo podem ser
escritos na forma de fragdo de inteiros. E € simplesmente por esse motivo que
numeros assim sdo chamados de irracionais. Noutras palavras, o enunciado do
teorema citado acima, com justificativas informais, antecede a definicdo de
numero irracional. Vejamos, enfim, justificativas para as trés proposigbes
enunciadas anteriormente, e que caracterizam a forma decimal dos elementos de

Q, bem como a forma como elas foram abordadas em cada colecgéo.

(1) Se a representacdo decimal de uma fragdo de inteiros ndo é finita,

entdo ela apresenta periodicidade.

Foi apenas enunciada nas trés cole¢des, com a intengcdo de torna-la

aceitavel em face da profusdo de exemplos. Mas existe uma argumentagéo
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compreensivel para alunos do ensino fundamental, talvez com o auxilio de
exemplos. Vamos considerar, inicialmente, um caso particular. Se o0 numero
inteiro a ndo € multiplo de 6, entdo o racional a/6 n&o é inteiro; para obter sua
forma decimal, calculamos a + 6, e sabemos que, apds a colocagéo da virgula no
quociente, devemos efetuar outras divisdbes, sempre com divisor igual a 6.
Suponha que a representacdo de a/6 nao seja finita, 0 que significa que jamais
teremos um resto zero. Entéo os restos possiveis séo 1, 2, 3, 4, e 5. Em alguma
etapa, um dos restos sera repetido; na pior das hipéteses, as cinco primeiras
divisbes podem ter restos distintos, mas entdo o 6° resto sera, inevitavelmente,
igual a um dos cinco anteriores; quando houver repeticdo no resto, o mesmo
ocorrera no resultado, e consequentemente as divisbes serdo as mesmas feitas
anteriormente, de modo que a partir de entdo um determinado ciclo se reinicia no
quociente. Se uma situacdo analoga se verificasse para a/37, por exemplo, os
restos possiveis sdo 1, 2, ... , 36. E impossivel que até a 372 divisdo, apés a
colocacédo da virgula no quociente, ndo tenhamos um resto repetido, e, portanto,
uma dizima periddica. O argumento pode ser generalizado, pois se b nao divide a,

entdo b é igual a quantidade de restos possiveis de a + b.

(2) Se um numero tem representacao decimal finita, ele pode ser escrito

com uma fracéo de inteiros.

Foi aceito implicitamente nas trés colecbes. Supostamente o leitor é
convencido da veracidade da afirmagdo com exercicios propostos e resolvidos
nos quais um numero r, cuja quantidade de casas decimais € finita, deve ser
escrito na forma a/b, com a e b inteiros. Mais do que a quantidade de casos

particulares analisados, a generalidade do processo € decisiva para que a



130

afirmacao seja aceita. Uma prova geral razoavelmente simples € a seguinte: se r
tem n casas decimais, entdo r = (10". r) / 10" é claramente racional. Eis um
exemplo de um teorema cuja demonstracéo é orientada pelos passos de uma
aplicagao. Para escrever um numero com representacao decimal finita na forma
de uma fragao de inteiros, basta multiplicar numerador e denominador, que € igual
a 1, por uma poténcia de dez de expoente igual a quantidade de casas decimais
do numero, pois assim numerador e denominador serdo inteiros. E importante

observar que sempre é possivel proceder dessa forma.

(3) Se a representagao decimal de um numero é infinita e periddica, ele

pode ser escrito como uma fracéo de inteiros.

Em FA nado foi mencionado. Em FB, foi sugerido, primeiro com
observacodes sobre 1 + 3 =0,333... e 2+ 3 =0.666... ; depois por uma atividade
em que se pede “a menor sequéncia de teclas da calculadora que se deve
acionar para obter os seguintes numeros no visor: 0,444...; 0,999..; 0,1666....
Nessas duas colec¢des foi aceito, sem maiores explicagdes, que todo numero com
representacdo decimal infinita e periddica é igual a raz&o entre dois inteiros. A
superioridade da exposicdo em FC deve-se, principalmente, ao fato de ter tornado
tal fato aceitavel. Nao apresentou uma prova geral, mas forneceu um método que
pode ser aplicado em qualquer caso em que se queira escrever uma dizima
periddica na forma de uma fragdo de inteiros. Inicialmente obteve as fragdes

geratrizes de 0,777... e 0,131313... da seguinte forma:

x=0,777..0 10x=7,777...=7+x 0O x=7/.
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x=0,131313,,, 0 100x=13,131313... =13 + x I x=13/99

ApoOs alguns exercicios propostos similares, o aluno deve fazer uma
conjectura sobre a regularidade dos resultados obtidos. Espera-se que ele
perceba que em todos os casos o numerador € formado pela parte que se repete
e 0 denominador € o numero formado por tantos noves quantos forem os
algarismos do numerador. A regra deve ser entdo verificada em novos exercicios.
N&o € explicitado no livro, mas o uso da calculadora pode ser util. Em seguida
obtém-se a fracdo geratriz em outros casos, com uma adaptacdo do método

inicial:

x=0,2555...0 10x=2+0,555...=2+ 50 0 x=23/90

x=0,31222... 0 100x =31,222... =31 + 20 0 x =281/900

O autor encerra a abordagem com novos exercicios propostos. A
demonstracdo geral exige uma certa sofisticagdo no uso da linguagem algébrica,
que nos parece inadequada para esse estagio dos estudantes. Mas esse é outro
caso em que o carater geral do procedimento adotado deve ser ressaltado. Nao é
mera coincidéncia que a demonstragdo rigorosa siga 0s mesmos passos da
resolucdo de casos particulares, como ocorre com a prova da proposi¢céo (2),

descrita anteriormente.
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3.5.2.4 — Uma condicdo necessaria e suficiente para verificar a finitude da

representacao decimal de um namero racional.

Consideremos o seguinte critério: sejam a e b inteiros e relativamente
primos, com b # 0. O numero racional a/b tem representacdo decimal finita se, e

somente se, b ndo tem fatores primos diferentes de 2 e 5.

N&o nos parece que a demonstragcdo desse critério seja inviavel para
alunos da ultima série do ensino fundamental. Pode ser feita em termos ainda

mais informais do que os que usaremos aqui.

Primeiro, repetimos o argumento apresentado quando comentamos a
proposicao 2 da secao anterior: suponha que a forma decimal do niumero tem n
casas decimais; multiplicando-o e dividindo-o por 10" = 2". 5" temos uma fragéo
de inteiros, e na sua forma irredutivel o denominador ndo pode ter fatores primos
diferentes de 2 e 5, pois novos fatores ndo podem “aparecer” numa eventual

simplificagéo.

Para provar a reciproca, inicialmente observe que b = 1 nao contradiz o
enunciado, e nesse caso ndo ha o que demonstrar. Se b # 1, temos b = 2™. 5",
com m e n naturais. Se m = n # 0, portanto b = 10"; logo, a representagdo decimal
de a/b tem n casas decimais. Se m > n, devemos tomar p = m — n, e entao temos
a/b = (a.5P) / (b.5°) = (a.5P) / (2™. 5". 5°) = (a.5P) / (2™. 5"P) = (a.5") / (2™. 5™);
como o numerador € inteiro, € o denominador é 10™, a forma decimal de a/b tera
m casas. A idéia de “completar” o denominador para que esse seja uma poténcia

de 10 também pode ser usada se m < n, mas agora fixamos p = n — m, e entéo
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a/b = (a.2”) / (b.2°), o que fornece a/b = (a.2”) / (10"), cuja representagdo decimal

tem n casas.

A Unica colegao que abordou esse teorema foi FB, mas ndo nos parece
que seu autor tenha escolhido a melhor ocasidao para tal. Ele o fez no capitulo
sobre fracdes, da 52 série. Foi dispensada uma atencao particular as fracoes
decimais, isto €, aquelas cujos denominadores sdo poténcias de 10; trata-se de
uma preparagao para introduzir o conceito de numero decimal, uma estratégia
comum as trés coleg¢des. Apos algumas consideragdes sobre a decomposi¢cao em
primos das poténcias de 10, o autor conclui que “é possivel encontrar fragdes
decimais equivalentes quando satisfizer a qualquer uma das seguintes condig¢des:
o denominador for poténcia de 2 ou de 5 ou um produto dos fatores 2 e 5”.
Merece mencéao o fato de que o enunciado é confuso. Presumimos que o autor
refere-se a “fragdes decimais equivalentes a uma dada fragao”. Esclarecemos que
o termo “fragcdes equivalentes” & utilizado em todas as colegcdes para denotar

representacdes diferentes da mesma fragao.

De todo modo, a inferéncia em FB nao nos parece ter sido justificada
adequadamente. As consideragdes anteriores permitem concluir que os unicos
divisores primos de um numero da forma 10" sdo 2 e 5, mas a relagéo entre esse
fato e a conclusao sobre fragdes decimais n&o esta clara. A seguir, uma atividade
pede, inicialmente, que se escreva, se possivel, fracbes decimais equivalentes as
fracdes 3/4, 7/20, 9/40, 11/80, 3/5, 114, 1/3, 11/20. Um exemplo resolvido teria
sido util; supondo que o aluno entenda o que se pede, ainda assim parece-nos
duvidoso que perceba como devera resolver o problema. Trata-se, na verdade, de

aplicar o método descrito na nossa demonstracdo, em que numerador e
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denominador devem ser multiplicados por um numero escolhido
convenientemente. A escolha é feita em fungdo da forma fatorada do
denominador original, e de modo que o novo seja uma poténcia de 10. Por

exemplo:

3/4 = (3 x 25) / (4 x 25) = 75/100

7/20 = (7 x 5) /(20 x 5) = 140/100

3/5=(3x2)/(5x2)=6/10.

Na segunda parte da atividade, o aluno deve justificar porque nao é
possivel encontrar uma fragao decimal equivalente a 1/3 ou 1/14. Note que séo os
unicos casos, na primeira parte, em que a transformacgao solicitada ndo pode ser
feita. O livro do professor traz como resposta o seguinte: “0o denominador, em

cada caso, tem fator diferente de 2 e 5”.

A atividade tem seu mérito, mas criticamos o fato de ndo haver nenhuma
retomada do assunto. Nao é sequer feita a articulagdo com a representacéo
decimal. O momento que nos parece 0 mais apropriado para explorar essa
propriedade seria justamente no capitulo sobre conjuntos numéricos, quando a
questao da representacao finita ganha relevo. Trata-se de um belo exemplo do

uso da decomposi¢cao em primos como ferramenta.
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3.5.2.5 - Exemplos de numeros irracionais.

Vimos que uma metodologia viavel para introduzir os irracionais é
estabelecer as possiveis representacdes decimais em Q. Feito isso, sera
aceitavel que numeros cuja forma decimal é infinita e ndo-periddica ndo podem
ser expressos como razao de inteiros. O préximo passo € exibir numeros
irracionais. A descricdo da forma decimal, infinita e nao periddica, talvez seja
suficiente para que o aluno aceite a existéncia dos irracionais. Mas sempre
havera o problema de descrever um numero que nao pode ser escrito de modo

preciso com a notacao usual.

A alternativa usual é procurar exemplos entre numeros ja conhecidos dos

alunos. Em geral, recorre-se a medidas apresentadas nos capitulos sobre

geometria. Os exemplos quase inevitaveis a que recorrem os autores sao e J2.
O primeiro recebe a merecida atencdo nas trés colecbes, por seu papel
privilegiado na geometria. O segundo também, por ser a medida da diagonal do
quadrado de lado unitario. Tal fato também ¢é explorado por todos os autores. Um
dos objetivos dos capitulos sobre conjuntos numéricos € estabelecer a
correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta e os numeros reais.

Nessa abordagem, uma vez definidas as posi¢cées correspondentes ao zero e a

unidade na reta, o ndmero irracional /2 pode ser localizado facilmente com

régua e compasso.

De modo mais geral, se o inteiro positivo n ndo € um quadrado perfeito,

entdo na equacdo x° = n, x ndo é racional. As trés colecdes mencionam o fato, e
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os autores de FB e FC fizeram bom uso desse recurso, ao chamar atengao para o

fato de que, em particular, se n é primo, entao Jn é irracional, logo existem

infinitos irracionais.

O problema mais delicado dessa exposicao € pedir aos alunos que

“acreditem” nessas afirmacodes. A prova de que Tt Q é extremamente complexa

mesmo para estudantes do curso superior. A prova de que Jn 0 Q se nndo é um

quadrado perfeito € mais acessivel. Porém mesmo para o caso n = 2, em tese o
mais simples, uma certa sutileza de raciocinio é exigida. Acreditamos que ela seja
mais adequada para o ensino médio, mas nao descartamos a sua apresentacao
para alunos de 8?2 série. Aparentemente, os autores de FB e FC também pensam

assim, pois incluiram a demonstracdo em seus livros.

Convém notar que as provas foram inseridas nas se¢des “Revistinha” e
“Para ler, pensar e divertir-se”. Portanto estao fora do ambito curricular, e o
professor pode ignorar a abordagem, se achar conveniente. Mas pensamos que
vale, ao menos, dedicar um espaco em nossas aulas para o tema, basicamente
por duas razdes: fornecer credibilidade a existéncia de irracionais, e apresentar
um exemplo de prova que exige sofisticacdo de raciocinio. Nosso interesse na
demonstracao justifica-se pelo emprego de uma propriedade importante dos
inteiros, discutida anteriormente; quaisquer que sejam os inteiros a’ e b’, b’ # 0,
existem inteiros a e b tais que a’/ b’ = a/b e mdc(a,b) = 1. E também um caso raro

em que o maximo divisor comum se converte numa ferramenta.
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A demonstracdo convencional de que J2 O0Qéa que encontramos em

FC. Suponha por absurdo que J2 0 Q; isso é equivalente a dizer que existem
inteiros a, b, primos entre si, tais que (a/b)? = 2, logo 2b? = a?, portanto a® é par, e
segue que a é par. Entdo existe c inteiro tal que a = 2c, logo a? = 4c¢® = 2b? e
assim 2¢? = b?, logo b? é par, portanto b é par. Mas a e b ndo podem ser ambos

pares, pois sao relativamente primos, e assim a demonstracéo esta concluida.

Apresentar a argumentagao acima para alunos de 8?2 série, ou mesmo de
ensino médio, exige uma preparagdo cuidadosa. Note que uma propriedade
usada foi a seguinte: se n € um inteiro tal que n? é par, entdo n é par. Ainda que
tal fato seja, aparentemente, de facil aceitagdo, pensamos que deve ser provado
em sala de aula antes de ser utilizado. Outro fato digno de mencgéo é que os
autores foram muito cuidadosos ao esclarecer as idéias contidas em uma prova
por absurdo. Esse recurso ja havia sido utilizado de modo informal em outras
ocasides, algumas aqui mencionadas. Mas no caso em aprego o método deve ser

explicitado para que haja entendimento, tanto do processo quanto da conclusao.

Encerramos com a demonstracdo apresentada em FB, menos conhecida,

e um belo exemplo de aplicagdo do Teorema Fundamental da Aritmética. Ja

vimos que se J2 O Q existem inteiros a e b tais que a’ = 2b% Observe que o
primeiro membro da igualdade € um quadrado perfeito; portanto, tem uma
quantidade par de fatores primos, distintos ou ndo. No segundo temos outro
quadrado perfeito multiplicado por 2; portanto deve ter uma quantidade impar de
fatores primos. Ora, isso contraria o T.F.A., pois um mesmo numero nao pode ter

duas decomposigdes distintas em fatores primos, e assim chegamos, novamente,
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a um absurdo. Note que a nova argumentagao dispensa consideragdes sobre o
fato de a e b serem primos entre si. Mesmo assim, nas suas explanagdes iniciais

da demonstragdo, o autor supde mdc(a,b) = 1.
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CAPITULO IV

LIVROS DO ENSINO MEDIO

Nos programas convencionais de matematica para ensino médio no Brasil
nao encontramos um espaco destinado a estudar explicitamente as propriedades
dos numeros inteiros; o assunto é abordado detalhadamente apenas no ensino
fundamental. Entretanto ndo é incomum, em livros didaticos dessa fase, que uma

secao seja dedicada aos conjuntos numéricos no inicio das colecdes.

Em geral, a introducdo ao estudo das fungbes ocupa boa parte do
primeiro volume das cole¢bes de ensino médio. Fica, assim, estabelecida uma
conexdo com o0s Ultimos passos do ensino fundamental. Um dos udltimos
componentes curriculares abordados na 82 série é exatamente o conceito de
funcdo. Nas trés cole¢Bes analisadas no capitulo anterior, por exemplo, iSso
também se verifica. A retomada do assunto se justifica, pois ndo podemos perder
de vista que comec¢a um novo estagio na vida escolar dos estudantes, e temas ja
conhecidos s&o revistos sob um novo prisma. As definigdes tornam-se mais

rigorosas, e a estruturacéo geral da matemética ganha um peso maior.

Na 12 série do ensino médio, o conceito de numero real é, em geral, o
foco inicial do professor de matematica. As primeiras fungbes que serdo
estudadas com maior profundidade (polinomiais de primeiro e segundo grau;

exponencial) tém dominio igual a R, e os intervalos reais terdo um papel



140

predominante em varios momentos, como, por exemplo, na resolucdo de
inequacdes de segundo grau. A preparacao mais usual é a revisdo dos conjuntos
dos naturais, inteiros, racionais e reais, como ja ocorrera no ensino fundamental.
A definicdo de cada uma dessas classes de numeros ja foi trabalhada nos anos
anteriores, mas o inicio do ensino médio parece ser outra boa ocasido para se

retomar tais conceitos.

Parece-nos ser, também, o momento ideal para explorar as propriedades
que caracterizam 0s numeros inteiros; elas ja foram estudadas no ensino
fundamental, mas a experiéncia adquirida pelos alunos nesse periodo pode
justificar uma revisdo. Deve-se, entdo, levar em consideracdo o estagio dos
estudantes, que, supostamente, permite maior profundidade na abordagem.

Possibilita também o aproveitamento de problemas mais desafiadores.

No entanto o que se verifica €, em geral, uma retomada do assunto feita
de forma superficial. A descricdo dos elementos do conjunto Z € acompanhada de
algumas poucas propriedades. Um aspecto relevante como a unicidade da
fatoracio em primos €, normalmente, ignorado. A divisibilidade, quando
mencionada, permanece restrita aos naturais. Em suma, € raro que sejam
abordadas propriedades que reforgcam as distingdes entre a natureza dos inteiros,
dos racionais e dos reais. Mesmo em cole¢cdes de bom nivel a situacdo nédo é
diferente. Parece ter se firmado uma tradicdo de que, embora 0os nimeros inteiros
sejam mencionados no inicio do primeiro livro do ensino médio, 0 assunto néo

deve ser estendido com maiores consideragoes.
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Como nédo ha uma secao especificamente voltada aos numeros inteiros
nos livros didaticos do ensino médio, no proximo capitulo faremos uma analise da
abordagem sobre os conjuntos numéricos em algumas colecdes. Interessa-nos
particularmente verificar como conceitos relacionados a questao da divisibilidade
sao explorados. Vimos que no ensino fundamental as definicbes referentes a
divisibilidade entre os naturais ndo foram estendidas aos inteiros, e essa lacuna,
acreditamos, bem poderia ser preenchida no ensino médio. Observamos também
que algumas caracteristicas dos numeros inteiros, como o algoritmo da divisao,
foram usadas para a introducdo dos numeros irracionais, nos livros do ensino
fundamental. Pensamos que no ensino médio tal abordagem deveria ser feita com
formulac6es mais precisas. De modo geral, na retomada dos inteiros, deveria ser
considerado o suposto amadurecimento dos estudantes, conforme o modelo do
curriculo em espiral estabelecido por Bruner. Pode ser um bom momento para
formulacdo de casos em que argumentacdes mais sofisticadas sdo apresentadas
ou solicitadas. Finalmente, verificaremos se nas listas de exercicio dessas se¢cdes

encontram-se problemas desafiadores envolvendo niumeros inteiros.

Nossa selecéo de livros, para analisar a producdo mais recente, valeu-se,
novamente, do guia oficial. Dessa feita, ndo escolhemos algumas, mas todas as
onze colegbes recomendadas. Nao vimos razdo para excluir alguma, uma vez
que pretendemos analisar somente uma se¢do muito particular de cada uma. As
obras constantes no CNLEM foram editadas em 2005, e sdo compostas por trés
volumes cada. Segue a relagdo das colegcbes, com as siglas que adotaremos

doravante:

* MA: IEZZI, Gelson et al. Matemética: Ciéncia e Aplicacdes.
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e MB: STOCCO SMOLE, Katia Cristina; VIEIRA, Maria Ignez de Souza;
KIYUKAWA, Rokusaburo. Mateméatica no Ensino Médio.

* MC: DANTE, Luiz Roberto. Matematica.

* MD: ROQUE BIANCHINI, Edwaldo; PACCOLA, Herval. Matematica.

* ME: RODRIGUES PAIVA, Manoel. Matematica.

* MF: ZAMPIROLO, Maria José Couto de Vasconcelos; SCORDAMAGLIO,
Maria Terezinha; CANDIDO, Suzana Laino. Matematica.

e MG: GUELLI NETO, Oscar Augusto. Matematica.

* MH: SILVA, Claudio Xavier da; BARRETO FILHO, Benigno. Matematica Aula
por Aula.

* MI: GOULART, Marcio Cintra. Matematica no Ensino Médio.

* MJ: LONGEN, Adilson. Matematica: Uma Atividade Humana.

« ML: LONGEN, Adilson. Matematica.

Uma primeira constatacao € a de que somente uma colecdo, MF, nao traz
uma sec¢éo sobre conjuntos numéricos. Seus autores optaram por iniciar o livro do
1° ano com a abordagem sobre funcdes. N&o temos critica alguma a tecer
referente a tal postura. Efetivamente, pode ser bom o enfoque sobre fun¢gées com
tal estratégia, e uma retomada sobre numeros inteiros nao precisa

necessariamente ser feita em conexao com algum assunto particular.

Julgamos necesséria uma adverténcia ao leitor antes de iniciar o proximo
capitulo. Na sua denominagdo usamos 0 termo “conjuntos numéricos” por ser a
nomenclatura mais usual entre os autores de livros didaticos para a se¢do que
analisaremos. Mas estamos menos interessados em “conjuntos” do que em

“nameros”. A forma como cada autor utiliza a linguagem dos conjuntos nao estara
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sendo considerada. Mas ndo podemos ignorar que em algumas colecdes esse
tipo de notacdo recebeu uma atencédo que nos parece excessiva. A esse respeito,

os redatores do CNLEM observaram o seguinte:

“Os conteudos relativos a conjuntos devem ser
reduzidos ao minimo necesséario nessa etapa do ensino,
com uma apresentacdo intuitiva, nao-formalizada, dos
conceitos basicos, com economia no uso da simbologia
especifica do assunto e com emprego em aplicacbes nas
guais esses conteudos ajudem, de fato, na compreenséao de
outros conceitos e procedimentos matematicos. Em
contrapartida, o excesso desnecessario de tratamento desse
assunto revela-se no esforco que se faz para utilizar a
linguagem e a notacdo de conjuntos em situacdes em que
aparecem de modo artificial e desnecessario”. (PNLEM,

2005, p. 77).

Estamos de acordo com esse ponto de vista. Em particular, acreditamos
que uma excessiva importancia ao conceito de conjunto, em detrimento do
conceito de numero, deve ser evitada. Algumas cole¢bes dedicam um capitulo,
em geral o primeiro, especificamente para o estudo da linguagem de conjuntos,
antes da retomada sobre as principais classes numéricas. Mesmo nas secdes
sobre numeros, encontramos em alguns livros uma quantidade que nos parece
inadequada de exercicios nos quais o aluno deve verificar a inclusdo de um
conjunto em outro, a pertinéncia de um elemento, ou efetuar operagdes como

unido e intersecgao.



144

CAPITULO V

CONJUNTOS NUMERICOS NO ENSINO MEDIO

5.1 - NATURAIS E INTEIROS.

As explanagbes dos autores limitam-se, em geral, a relacionar os
elementos dos dois conjuntos, com umas poucas observagcbes sobre suas
propriedades. Sdo mencionadas com frequéncia: a existéncia de sucessores e
antecessores, ressaltando que zero nao tem antecessor em N; o fechamento da
adicdo e da multiplicacdo em N e Z, e da subtracdo no ultimo; a definicdo do

modulo em Z, com umas poucas propriedades.

A divisibilidade em N € um tema explorado somente em alguns exercicios,
porém mesmo esse expediente é usado em poucas cole¢des. Destacamos trés:
MC, ML e, principalmente MI. Nao se pode ignorar que 0s exercicios dessas
secOes tém como objetivo uma revisdo, exceto talvez pelo uso mais acentuado da
linguagem de conjuntos. Tendo em vista a suposta evolugdo dos estudantes,
podem ser solicitados problemas de carater mais geral. O autor de Ml foi feliz
nesse aspecto, ao indagar se as expressdes n.(n + 1) e n.(n — 3) resultam em
nameros pares ou impares, ou quantos sao 0s naturais entre a.b e a.(b + 1).
Outro bom problema selecionado pelo autor pede o niumero natural cuja divisdo

por 20 fornece quociente 7 e o maior resto possivel. Em outra atividade recorda a
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definicdo de numero primo, mencionada também em exercicio proposto na

colecédo ML.

Destacamos um exercicio resolvido em ME, que tem a vantagem
adicional de ser apresentado na secéo sobre inteiros; € feita a demonstracao de
que a soma de um numero par e um impar € impar. No desfecho, o autor faz uma
boa observacédo sobre as representagcdes escolhidas, 2n e 2k + 1: se a mesma
letra fosse usada nos dois casos teria sido provado somente que a soma de um
par com seu consecutivo € impar. Posteriormente, o aluno deve provar que o
produto de um numero par e um impar é impar. Reforcamos que n e k podem ser

negativos. Trata-se, infelizmente, de uma excecéao.

Uma de nossas maiores criticas aos livros didaticos no ensino
fundamental foi direcionada a auséncia de uma discussao sobre a divisibilidade
entre os inteiros. Acreditamos que um bom curso de ensino médio deve
preencher as lacunas da etapa anterior, mas nesse particular ndo houve grandes
mudancas no panorama. Praticamente a questao nao foi abordada em nenhuma
colecdo, a ndo ser em poucos exercicios. Em MB encontramos alguns problemas
muito simples, em que se pede apenas a relacdo de multiplos ou divisores de um
certo numero. Espera-se que os estudantes relacionem também os negativos que
satisfazem a condicéo exigida; € uma rara ocasido em que eles tém contato com
a extensdo do conceito definido entre os naturais. Em MD encontramos um
exercicio resolvido, e outro proposto, em que se deve escrever a relacdo dos
impares contidos em um certo intervalo; o objetivo é treinar a interpretacédo de
uma frase escrita com a linguagem dos conjuntos, mas tem o mérito de incluir

impares negativos. O autor de MI também inclui alguns problemas sobre o
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assunto, mas nenhum que represente grande desafio, ou que tenha o carater
geral dos problemas da secéo sobre naturais, descritos no paragrafo anterior. Em
ML, os alunos devem somente responder se certas equacdes de 2° grau admitem
solucdes inteiras; a estratégia mais Obvia € resolvé-las com a formula geral, mas
o professor pode aproveitar a ocasido para recordar as relagdes entre as raizes e

os coeficientes.

5.2 — PROPRIEDADES DOS INTEIROS APLICADAS NA INTRODUCAO DOS

RACIONAIS E DOS REAIS.

Vimos que na breve revisdo das cole¢es, de modo geral, o potencial dos
nameros inteiros € pouco explorado. Ao abordar outras classes numericas, 0s
autores também deixam esse recurso em segundo plano. Na ampliacdo da
estrutura algébrica, as diferencas salientadas entre Z e Q sé&o o fechamento da
divisdo, exceto para zero como divisor, e a inexisténcia de sucessores e

antecessores.

N&o encontramos outras aplicacdes dos inteiros, além das que haviamos
observado na analise dos livros do ensino fundamental. De modo geral, a
introducédo dos irracionais é adequada. Destacamos quatro colecdes: MA, MB,
MC e ME. Seus autores fazem uma boa caracterizacdo da forma decimal dos
nameros racionais. No entanto, nenhum deles demonstra explicitamente o
teorema que garante que um numero é racional se, e somente se, sua
representacdo decimal é finita ou infinita e periddica, mencionado em 3.5.2.3.
Somente em MA € afirmado que uma fragdo tem representacdo decimal finita se,

e somente se, o denominador de sua forma irredutivel ndo tem fatores primos
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diferentes de 2 e 5, mas néo faz a prova. Duas das quatro cole¢cbes mencionadas

acima, MB e MC, demonstram que J2 ndo é racional; entre as demais, somente

MD faz o mesmo.

5.3 — UMA SELECAO DE PROBLEMAS.

Os problemas sobre nimeros inteiros mais interessantes que observamos
foram propostos nas listas de exercicio que encerram o capitulo, ou entdo em
relacbes de testes de vestibular inseridas no final do livro. As excecfes foram
citadas em 5.1. Os autores de MA foram 0s que mais se preocuparam com O

tema. Eis os problemas que destacamos dessa colecéo:

* (UF-RJ) Determine um numero inteiro cujo produto por 9 seja um

namero natural composto somente pelo algarismo 1.

* (UF-AL) Assinale as afirmacdes verdadeiras (V) e as falsas (F), nas

quais n € um namero inteiro estritamente positivo.

a) O minimo multiplo comum entre 4n e 6n é 12n.
b) O nimero n® + 7n + 7 é sempre impar.

c) O ndmero n.(n®— 1) é sempre divisivel por 3.

* O novo Cddigo de Transito de um pais adota o sistema de pontuacdo
em carteira para os motoristas; em caso de infringéncia as leis de transito, sdo
atribuidos ao motorista 4 pontos quando se trata de infracao leve, 5 pontos por

infracdo grave e 7 pontos por infracdo gravissima.
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a) Se um motorista acumulou 37 pontos em sua carteira, quantas vezes foi
autuado por infracao gravissima?
b) Dentre todas as pontuacdes de 0 a 100 pontos, quantas delas ndo podem

ocorrer? Quais sao?

e Trés nimeros naturais e multiplos consecutivos de 5 sédo tais que o triplo

do menor é igual ao dobro do maior. Dentre esses niumeros, 0 maior €é:

a) Multiplo de 3.

b) impar.

c) Quadrado perfeito.
d) Divisor de 500.

e) Divisivel por 4.

* (UF-MG) Todas as alternativas sobre nimeros inteiros estdo corretas,

exceto:

a) Nem todo primo € impar.

b) Todo inteiro par pode ser escrito na forma n® + 2, n 0 Z.

c) A soma de dois inteiros impares € sempre um inteiro par.
d) Todo inteiro impar pode ser escrito na forma 2n -9, n [ Z.

e) Se n é um inteiro impar, entéo n” também é impar.

O dltimo foi aproveitado também por ML. Vejamos alguns problemas

extraidos dos demais livros:
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* (MB) (MACK-SP) Sabendo que A = {x O N[k é mdltiplo de 11}, e

também que B = {x 0 N[5 < x < 187}, o numero de elementos de A n B é: 16,

17,18, 19 ou 20?

« (MB) Considere p, g O N tais que p e q sdo nimeros pares. Se p > q,

pode-se afirmar que:

a)
b)
c)
d)

e)

pg + 1 é multiplo de 4
p—q € impar.

p + q é primo.

p? — g é par.

p(q + 1) é impar.

* (MD) (UFBH) Sobre nuameros, € verdade afirmar que:

Todo ndmero primo é impar.
Existe dizima peridédica que ndo pode ser escrita como p/q, com p,q O Z.

Se um nGmero inteiro n é par, entdo n® é par.
Para todo a O N, tem-se va O Q.

Existe um numero real que €, ao mesmo tempo, racional e irracional.

* (ME) Classifigue como par ou impar cada um dos nameros a seguir,

considerando que a variavel n pode assumir qualquer valor inteiro:

2n;2n+1;:2n-1;4n;4n+1;6n+ 2; 8n + 3.
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* (ME) (Fuvest -SP) Um caixa automatico de banco so trabalha com notas
de 5 e 10 reais. Um usuario fez um saque de R$ 100,00. Pode-se concluir que

dentre as notas retiradas:

a) O numero de notas de R$ 10,00 € par.

b) O ndmero de notas de R$ 10,00 é impar.

¢) O numero de notas de R$ 5,00 é par.

d) O numero de notas de R$ 5,00 é impar.

e) O numero de notas de R$ 5,00 é par e 0 numero de notas de R$ 10,00 é

impar.

* (MH) (MACK-SP) Se da soma de todos os numeros impares positivos
de 2 algarismos subtrairmos a soma de todos os pares positivos de 2 algarismos,

o resultado sera: 55, 51, 50, 45 ou 46?
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CAPITULO VI

ALGUMAS SUGESTOES PARA O ENSINO MEDIO

6.1 — PROBLEMAS COM NUMEROS INTEIROS NO ENSINO MEDIO.

As sugestbes aqui apresentadas ndo sdo todas de nossa autoria. Elas
vém de vérias fontes, inclusive dos autores das cole¢cdes recomendadas pelo
PNLEM. Também deve ficar claro que ndo estamos propondo que seja inserido
nos livros didaticos um capitulo especifico sobre niameros inteiros. A quantidade
de conteudos usualmente abordados no curso de matematica do ensino meédio &
consideravel, e com uma carga de quatro aulas semanais, ao fim de trés anos
dificiilmente um professor tera conseguido trabalhar com todos os tépicos
constantes em uma colecdo. Quase sempre tera de selecionar os conhecimentos
gue ele julgar mais adequados ou relevantes para suas turmas. Acrescentar
novos contetdos é uma sugestdo que professores e autores de livros didaticos

dificilmente aprovaréo.

Mas vérios aspectos chamaram nossa atencdo na analise dos livros do
ensino médio. Inicialmente, observamos que ha uma quantidade razoavel de
testes de vestibular sobre o assunto. Ao incluir alguns nas suas listas de
exercicios, os autores possibilitam ao professor enfocar propriedades dos
nameros inteiros em algumas aulas. A impressao apos a analise, no entanto, é
que h& uma concepcédo entre os escritores dessas cole¢Bes de que o assunto €

referente apenas ao ensino fundamental, no sentido de que ndo ha
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conhecimentos exigidos nos problemas especificos do assunto que ndo tenham
sido estudados até a 82 série. Arriscamos um palpite que muitos professores
pensam o0 mesmo. Isso é verdadeiro até um certo ponto. N&o significa, no
entanto, que deva ser considerado um tema que ja estad esgotado, e que para
resolver tais problemas basta recordar alguns conceitos simples. Acreditamos que
eles sdo compativeis com a maturidade intelectual de um estudante do ensino
meédio, mas nédo do fundamental, o que justifica sua inclusdo nos livros. A pratica
de resolvé-los parece-nos recomendavel porque esse é um treinamento que pode
fortalecer a formacédo matematica geral de nossos alunos. As exigéncias inerentes
aos problemas com inteiros relacionam-se com a capacidade de argumentar e
generalizar, fatores decisivos na educacdo matematica. A linguagem utilizada na
resolucado de certos problemas sobre inteiros aproxima-se muito da coloquial, o
que também parece nao ser explorado convenientemente nos cursos de ensino

médio.

Citamos como exemplo um problema extraido do livro Uma parddia
matematica, de Brian Bolt: encontre um ndamero inteiro de trés algarismos, todos
primos, que é divisivel pelos trés. Existe mais de um? Convidamos o leitor a tentar
resolvé-lo, e verificar a quantidade de argumenta¢cfes necessarias, e como elas
podem ser expressas com pouca necessidade de linguagem simbdlica. A
segunda parte do enunciado indica que obter uma solu¢cdo nao significa que a
guestao esteja finalizada. Antecipamos ao leitor que sé existe um numero natural
que satisfaz as condigbes necessarias, e, portanto, existem dois inteiros dessa
forma. Esse problema apresenta outra caracteristica que ndo é incomum em

problemas da teoria dos numeros: pode ser explorado em varias faixas etarias.
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Pode ser proposto tanto para alunos do ensino meédio, quanto para os da 52 série,

gue estdo tomando o primeiro contato com critérios de divisibilidade.

A linguagem especifica da matematica também deve ser aprimorada no
ensino meédio, mesmo porque em determinadas situacfes ela torna-se uma
barreira para nossos alunos. Acreditamos que nesse particular, problemas com
inteiros também podem fornecer um material rico. Citamos como exemplo o
exercicio da colecdo ME descrito no capitulo anterior. Para provar que a soma de
um numero par com um impar € impar, houve a necessidade de recorrer a
linguagem algébrica. O potencial dessa forma de escrita permite que o problema
possa ser explorado em outras dire¢cdes. Pode-se, por exemplo, pedir ao aluno
que demonstre que ao dividir por quatro o nimero obtido com tal soma obtém-se
resto 1 ou 3, isto €, ele é da forma 4k + 1 ou 4k + 3. Pode-se também investigar

sob que condi¢Bes temos uma situagcao ou a outra.

N&o temos a pretensdo de fazer aqui uma selecdo de problemas dessa
natureza. Mas o professor que achar atraente a idéia de aproveitar o potencial do
tema pode encontrar farto material fora dos livros didaticos também. Na secéo
6.10 relacionamos algumas fontes de consulta com problemas que podem ser

explorados em sala de aula.

6.2 — A INCLUSAO DOS NUMEROS INTEIROS NOS PROGRAMAS DE

ENSINO MEDIO.

Uma vez que acreditamos no potencial dos problemas conectados com o

assunto, devemos ponderar sobre a melhor ocasido para inseri-los no curso do
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ensino médio. Mas nao acreditamos que algum espaco especifico seja o ideal. A
aplicacao regular ao longo dos trés anos nos parece mais adequada. A revisao
cumulativa ao final de cada capitulo, conforme o modelo adotado na colecéo FC,
nos parece um oOtimo recurso didatico. Possibilita retomadas frequientes dos varios
conteudos, com problemas de bom nivel. A inclusdo de problemas sobre a teoria
dos numeros em secdes dessa natureza é uma opcao a ser considerada. Nada
impede o professor de, eventualmente, elaborar listas de exercicios com o carater

de revisdo cumulativa, caso o livro adotado nao tenha tal caracteristica.

Entretanto insistimos que a revisdo sobre conjuntos numéricos, no inicio
do 1° ano, oferece uma boa oportunidade para trabalhar com alguns problemas
sobre numeros inteiros. O que nos parece mais produtivo do que o acumulo de
exercicios sobre conjuntos que encontramos em varias colecfes. Varios
exercicios referentes a notacdo de conjuntos tém como objetivo exclusivo
exercitar a leitura e a escrita desse tipo de representacdo, 0 que pode

perfeitamente ser feito de forma articulada com outros topicos.

Por fim, ndo podemos ignorar a possibilidade de aplicar as propriedades
dessa classe numérica no estudo de outros contetdos. E sobre isso que

falaremos a seguir.

6.3 — OBSERVACOES SOBRE A NATUREZA DAS APLICACOES DOS

NUMEROS INTEIROS NO ENSINO MEDIO.

Um rapido exame nas colecdes revela que na grande maioria dos

exercicios resolvidos e propostos, 0s numeros envolvidos, no enunciado ou na
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solucéo, sao inteiros. Isso ndo significa que as propriedades basicas dos inteiros
estejam sendo enfocadas. Os procedimentos adotados na resolucdo sdo, em
diversos casos, 0s mesmos que seriam adotados se 0s numeros fossem de outra
classe. Nao estamos necessariamente abordando numeros inteiros apenas
porque procuramos o ponto de interseccdo de duas retas no plano cartesiano, e
ambas tém somente coeficientes inteiros nas suas equacfes. Ou se estamos
calculando o determinante de uma matriz cujos elementos sao inteiros. Uma
aplicacao seria, por exemplo, provar que numa matriz de Vandermonde de ordem
trés, se os elementos da segunda linha sdo impares, entdo o determinante é um

multiplo de 8.

Sobre as equacOes de reta, algumas aplicacdes interessantes podem ser
feitas. Podemos facilmente induzir os alunos a observar que certas retas, mesmo
tendo os coeficientes inteiros em suas equacdes, ndo interceptam nenhum ponto
com ambas as coordenas inteiras. Um caso simples € o da equagéo 2x + 4y = 5,
pois, se X e y sao inteiros, as duas parcelas no primeiro membro sao pares,
portanto 0 mesmo ocorre com a soma, e 0 segundo membro da igualdade é
impar. De modo mais geral, pode-se demonstrar que se a, b e ¢ séo inteiros, para
que existam inteiros x e y também inteiros satisfazendo ax + by = ¢, é preciso que
c seja um multiplo de mdc(a,b). Esse fato pode ser explorado ndo somente na

geometria analitica, mas também no estudo de sistemas lineares.

As demais secdes deste capitulo sdo dedicadas a descricdo de outros
exemplos de aplicagBes. Antes, gostariamos de comentar a preferéncia pelo uso
de numeros inteiros nos exercicios. Aparentemente estd relacionada com a

suposta facilidade oferecida. Talvez a impresséo esteja correta no que se refere



156

aos calculos, mas néo é verdadeiro que o problema se torne mais simples apenas
porque nos limitamos a tais nUmeros. Pelo contrario, a restricdo pode ser o fator

que torna complexo o exercicio. Vejamos um exemplo:

Considere x* — y* = ¢, com a constante ¢ positiva. Essa equacdo admite
infinitas solucdes reais; basta atribuir um valor para y para que possamos
determinar Xx. Se as variaveis podem ser complexas, qualquer valor pode ser
atribuido para uma delas, o que nos permite calcular a outra. Mas se X,y e c
devem ser inteiros, temos um problema interessante. Vamos analisa-lo
considerando somente as solu¢cdes positivas; se as encontrarmos, as demais sao
obtidas facilmente com trocas de sinal. Note que temos entédo: (x + y).(x —y) = C.
Os dois fatores do primeiro membro sao inteiros, pois a adicdo e a subtracdo sao
fechadas em Z. Como é necessério x >y > 0, devemos ter (x +y) > (x —y) >0.
Feitas essas observacoes, a decomposicdo em primos de c fornece todas as
multiplicacBes possiveis que satisfagam as condi¢cbes exigidas. Caracteriza-se,

assim, uma aplicacdo do Teorema Fundamental da Aritmética.

Trata-se de um problema que pode ser aplicado no ensino fundamental,
se atribuirmos algum valor particular para c, e pode ser apresentado em conexao
com o estudo de produtos notaveis. Ao contrario dos dois outros exemplos
mencionados acima n&o possibilita, talvez, uma articulagdo clara com nenhum
conteudo usual do ensino médio. Mas se desejamos explorar todo o seu
potencial, € outro problema mais compativel com o estagio de desenvolvimento

intelectual de alunos do ensino médio. Convidamos o leitor a verificar que:
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Se c é impar, quadrado perfeito, e tem n divisores, existem (n — 1) / 2

solucdes.

Se ¢ é impar, ndo é quadrado perfeito e tem n divisores, existem n/2

solugdes. Em particular, se ¢ € primo e impar, existe solucao Unica.

Se ¢ é multiplo de quatro, e ¢ # 4, existe a0 menos uma solugéo.

Se c é par, mas nao é multiplo de quatro, ndo existe solucao.

6.4 — UMA ARTICULACAO USANDO CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE.

Na sintese da colecdo que aqui chamamos de MI, apresentada no

CNLEM, os redatores chamaram atencdo para o seguinte:

“E interessante, também, o exercicio resolvido que
apresenta uma demonstracéo clara e acessivel da regra de
divisibilidade por trés. A prova, além de ser um exemplo
simples de desenvolvimento do raciocinio, liga o estudo dos
nameros inteiros ao estudo de exponenciais”. (PNLEM,

2005, p.68).

Destacamos também a boa preparacédo, iniciada com a prova de que
todos os algarismos de um niimero da forma 10" — 1, com n inteiro e maior do que
1, sdo iguais a 9. Seja entdo ana,.1...a;a a representacédo decimal de um numero

de n algarismos. O autor mostra que esse numero pode ser decomposto em uma
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soma, na qual a ultima parcela é a soma de seus algarismos, e as primeiras séo
mltiplos de nimeros da forma 10¢ — 1. As argumentacdes a partir desse ponto

sao simples, recorrendo as propriedades da divisibilidade.

Acrescentamos que a mesma demonstragcdo pode ser usada para
justificar o critério de divisibilidade por 9. Sugerimos também uma atividade mais
elaborada, mas que nos parece viavel para uso em sala de aula: a demonstracéo

do critério de divisibilidade por 11, que € de facil aplicacéo.

6.5 — SEQUENCIAS.

Eis um dos temas usuais do ensino médio que permite articulagdes mais
claras com os numeros inteiros. Em todas as colecdes, direta ou indiretamente,
sdo abordados os numeros triangulares e quadrados. Algumas propriedades

comentadas em 3.1.2 podem ser demonstradas formalmente nesse estagio.

Mas nao somente com numeros figurados podemos fazer essas
articulacbes. Apenas como exemplo, citamos um exercicio encontrado em MB:
calcule o n-ésimo namero inteiro positivo que, dividido por 3, apresenta o maior
resto possivel. A formula que permite calcular a soma dos infinitos termos de uma
progressdo geomeétrica convergente é, com frequéncia, aplicada na obtencédo da
fracdo geratriz de uma dizima periodica. Problemas em que é a solicitada a

guantidade de mudltiplos de um certo nimero, num intervalo conhecido, sdo

frequentes nas colecdes.
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6.6 — ANALISE COMBINATORIA.

Outro conteudo que permite explorar propriedades dos inteiros, pela sua
propria natureza. Alguns problemas mencionados anteriormente pertencem
tipicamente a esse dominio. Citamos como exemplos a determinacdo da
quantidade de diagonais de um poligono ou de apertos de mao dados em um
grupo de n pessoas, que como ja vimos, esta ligado aos niumeros triangulares.
Problemas em que se deve determinar a quantidade de multiplos de 2, 5 ou 10
em um certo intervalo séo frequentes. A definicdo de n! também permite inUmeras
aplicacoes. Destacamos um bom problema em MG: demonstrar que 101! + 19

nao € primo.

Haviamos mencionado, em 3.2.2, que usando conceitos de analise
combinatdria pode-se obter a formula que fornece a quantidade de divisores
positivos de um inteiro A. Recorde que se os fatores primos de A s&o pi, pz,... Pn »
com expoente iguais, respectivamente, a e; ,e; ,...e, , entdo a quantidade de
divisores de A é dada por (e; + 1) . (e2 + 1). ... .(en, + 1) divisores. Vejamos a
prova: todo divisor de A é resultado da multiplicacdo desses fatores primos
tomados com expoentes naturais, € que nado podem ser maiores do que 0s
expoentes verificados na decomposicdo de A. Repare que cada desses
expoentes pode ser igual a zero. Portanto a escolha de um divisor de A é um
processo que pode ser feito em n etapas independentes: o expoente de p; pode
ser 0, 1,2,...,e1, e temos (e; + 1) opcdes; o expoente de p, pode ser 0, 1, 2, ... ,e;
fornecendo um total de (e, + 1) opgdes; o0 processo deve ser estendido até p,. A

tese agora € uma consequéncia do principio fundamental da contagem. Antes da
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generalizacdo, recomendamos alguns problemas em que se deve obter a

quantidade de divisores em alguns casos particulares.

6.7 — NUMEROS COMPLEXOS.

Podem ser introduzidos com equacdes de 2° grau, que € uma opcao
adotada por varios autores. Em MA, por exemplo, a primeira atividade proposta &
a determinacdo de dois numeros cuja soma € 10 e cujo produto é 40, idealizada
por Girolamo Cardano (1501-1576). Admitindo a existéncia da raiz quadrada de
um ndamero negativo, 0 autor mostra que o problema passa a ter solucdo. Dessa
forma, justifica a definicdo da unidade imaginaria. A atividade pode ser

classificada como um disparador, conforme a definicdo de Alciléa Augusto.

Todos os autores, em algum momento, recorrem ao argumento da
resolucdo de equacbes como motivacdo para ampliacbes dos conjuntos
numericos. Acreditamos que o problema de se obter dois nUmeros a partir da
soma e do produto também seja adequado para a finalidade em questéo.
Pensamos também que pode ser explorado o fato de que, entre os inteiros, um
problema em que se pedem dois numeros, conhecendo a soma e o produto, pode
ter solucdo ou nado, e que a decomposi¢cdo em primos fornece a resposta. E se
devemos encontrar trés ou mais numeros inteiros, nas mesmas circunstancias,
pode ndo haver solugcdo, e pode haver mais de uma. Vejamos algumas
possibilidades de explorar a comparagcao entre 0 mesmo problema no ambito dos

reais ou 0s complexos.
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Suponha que desejamos encontrar trés nuameros inteiros, cujo produto
seja 105, e cuja soma € s. A partir da fatoracdo 105 = 3.5.7, esses numeros, se
existirem, podem ser determinados. O leitor pode verificar que existe solucdo
Unica em alguns casos, como s = 15, -1, 39, —7. Fixemos entdo s = 15. Se o0s
nameros procurados, que chamaremos de a, b e ¢, devem ser reais, podemos
obter uma solugéo particular atribuido um valor para a, e assim recaimos no caso
anterior, pois o0 problema passa a ter a seguinte formulacdo: encontre dois
nameros cuja soma é (15 — a) e cujo produto é 105/a. Dependendo do valor
adotado, o problema terd solucdo. Repare que b e c serdo as raizes da seguinte
equacdo: x° — (15 — a).x + 105/a = 0, com A = (15 — a)* — 420/a. Note que se a é
negativo, temos A > 0, logo existem b e c reais, portanto o problema tem infinitas
solucdes. Pode-se verificar que a concluséo vale sempre que o produto dado (no
caso, 105) é positivo. Finalmente, se a, b e ¢ devem ser nUmeros complexos, ndo
somente existem infinitas solugdes, como, em particular, podemos encontrar uma

para cada valor atribuido para a.

Facamos agora a descricdo de uma atividade que resume nossas
observacdes. Inicialmente os alunos devem encontrar trés numeros inteiros cujo
produto € 105 e cuja soma s também é conhecida. Fazendo variar s, podemos
estudar casos com solucdo Unica e outros sem solugcdo, utilizando a
decomposicdo em primos de 105. Em seguida devem ser obtidos trés numeros
reais com produto 105 e soma 15, atribuindo valor a um deles. O professor pode
orientar a escolha desse numero, de modo que tenhamos casos com e sem
solucdo. Finalmente, os alunos devem determinar trés nimeros complexos com

mesma soma e produto, usando a mesma estratégia. Agora a solucdo sempre
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existira. Se, por exemplo, assumirmos que um dos numeros deva ser 10, os

outros serdo (5 + +/17 . i) / 2. De fato:

10+ ((5+ V17.0)12) + (5 17 . i)/ 2) = 15,

10 x (5 + V17 .0) 1 2) x (5 — V17 . i) / 2) = 105.

Reforcamos que se 0s numeros procurados sao inteiros, pode haver mais de uma
solucdo. Tal fato ndo ocorre no caso particular que descrevemos, mas € a
caracteristica que fornece a chave, por exemplo, de um interessante problema,

gue descrevemos abaixo.

Um homem encontra seu ex-professor de matematica, depois de 20 anos
sem que eles tenham se visto. Apos dizer que tem trés filhas, o homem propde
um desafio ao professor, para que ele descubra a idade das trés: “O produto das
idades das meninas da 72, e a soma € o numero daquela casa ali em frente”. O
professor, ao ver o numero, diz que ainda nao é capaz de responder. O homem
pede desculpas, e complementa a informacao: “A mais velha toca piano”. Com

esse dado, o velho mestre descobre a idade das trés.

Existe uma quantidade limitada de niumeros naturais menores do que 20
cujo produto € 72. Entre as opcdes estdo 6 x 6 x 2 e 8 x 3 x 3; nos dois casos a
soma também € a mesma, e uma repeticdo assim ndo acontece nos outros casos.
Sabemos, portanto, que o niumero da casa apontada foi 14, e podemos deduzir

gue as mais novas sao gémeas, com 3 anos cada, e a mais velha tem 8. A
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conclusdo nao decorre da condicdo de pianista dessa moca, mas do fato de uma
delas ser a mais velha, o que ndo aconteceria se a mais nova tivesse 2 anos e as

duas mais velhas fossem gémeas, com 6 anos cada.

6.8 — POLINOMIOS.

Talvez seja, dentre os conteudos usualmente enfocados no ensino médio,
0 que mais pode se valer das propriedades dos numeros inteiros. A notavel
semelhanca entre as duas estruturas algébricas, Z e o anel dos polindmios,
permite ao professor ricas comparacfes. A divisdo com resto € a chave do
entendimento dessa possivel analogia. Temos outro contexto em que 0 conceito
de divisibilidade se faz presente, e propriedades conhecidas dos inteiros tém seus
correspondentes entre os polindbmios. Mesmo a semelhanca entre os dois
teoremas fundamentais, o da aritmética e o da algebra, pode facilitar a

compreensao de ambos por parte dos estudantes.

Eis um exemplo de analogia que pode ser utilizado em sala de aula.
Sejam a, b, n inteiros, com a # b; nem sempre é verdade que, se a divide ne b
divide n, entdo ab divide n. Mas a afirmacéao € verdadeira se mdc(a,b) = 1; em
particular, se a e b sdo primos. Ora, o papel dos numeros primos em Z é similar
ao dos polinbmios de 1° grau na segunda estrutura. Nao deve surpreender,
portanto, a constatacédo de que, se (x — a) divide P(x), (x — b) divide P(x), e a # b,
entdo P(x) € divisivel por (x — a).(x — b). Trata-se do teorema da divisdo pelo
produto, abordado no estudo dos polindmios pela sua aplicabilidade na resolucao

de certas equacoes.
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Outro bom exemplo de articulagdo dos numeros inteiros com esse tema,
que pode ser explorado na busca de raizes de polindmios, € a proposicao: seja
f(x) um polinbmio de grau n > 1, com coeficientes inteiros, que admite uma raiz
racional a/b (com a e b inteiros, b ndo nulo e a,b relativamente primos). Entdo a

divide o termo constante de f e b divide o coeficiente de x".

Para a demonstragéo, basta escrever o polindmio na forma usual, como
soma de mondmios de graus decrescentes. Substituimos em seguida a variavel x
pelo racional a/b, obtendo f(a/b) = 0. Multiplicamos essa relacéo por b", obtendo
no primeiro membro um namero inteiro. Agora, basta observar que, das (n + 1)
parcelas obtidas, as n primeiras sdo divisiveis por a. Logo, a divide o produto do
termo independente por b". Como a e b" sdo primos entre si, seque que a divide o
termo independente. Um argumento analogo mostra que b divide o coeficiente de

X",

6.9 - GEOMETRIA.

6.9.1 — Consideracdes gerais.

Um dos campos mais férteis para o professor de matemética € o das
articulacdes entre geometria e teoria dos nimeros. No capitulo 3 vimos algumas
atividades que estabelecem conexdo entre as duas areas, envolvendo assuntos
como mmc, mdc, quantidade de divisores, entre outros. Foram descritas tendo em
mente aplicacbes no ensino fundamental, mas varias atividades comentadas se
prestam também ao ensino meédio. InUmeras outras relacbes dessa natureza

podem ser feitas, e ndo temos aqui a pretensao de esgotar o assunto, que, alias,
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nos parece inesgotavel. Limitamo-nos a recordar umas poucas articulacdes, que

representam recursos pedagogicos muito interessantes.

6.9.2 — Aincomensurabilidade.

A demonstracao de que J2 O Q, apresentada em 3.5.2.5, tem o seguinte
equivalente geométrico: se | e d séo, respectivamente, as medidas do lado e da
diagonal de um mesmo quadrado, ndo existe o numero c tal que | e d possam ser
subdivididos em quantidades inteiras de segmentos de comprimento c. A
argumentacdo é similar a prova algébrica: suponha por absurdo que existem
inteirosaebtaisqued=a.cel=Db.c,logod/a=I/b 0 d/l =al/b,ecomod= V2.,
temos a/b = V2. Ja vimos que se pode, entdo, concluir que a e b devam ser pares.
Portanto as medidas da diagonal e do lado podem ser escritas como d = (a/2).(2c)
e | = (b/2).(2c), com a’ = a/2 e b’ = b/2 naturais. Com as mesmas observacdes
anteriores, pode-se verificar que a’ e b’ também sao pares, e esse processo pode
ser estendido infinitamente, sempre com a mesma conclusdo. Portanto se ¢
satisfaz as condicbes exigidas, o mesmo ocorre com 2c, 4c, 8c, e assim

sucessivamente, o que é um absurdo.

A prova tem a vantagem de tornar a contradicdo mais evidente, por meio
de figuras. Se houver um segmento que subdivide o lado e a diagonal do
quadrado em quantidades inteiras, o segmento obtido com a duplicacdo desse
primeiro tem a mesma propriedade. Mas 0 mesmo acontece com um terceiro

segmento, duas vezes maior do que 0 segundo; esse processo hao tem fim, o
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que é impossivel. Em algum passo a medida do novo segmento sera maior do

gue o comprimento do lado do quadrado.

6.9.3 — Ladrilhamento.

Um problema bastante conhecido, mas que conserva seu interesse:
devemos cobrir completamente uma parede usando ladrilhos que s&o poligonos
regulares e congruentes, de modo que um vértice de um ladrilho nunca pode ser
um ponto no interior de um lado de outro. Tal cobertura ndo € possivel com
qualquer poligono regular. Para apresentar um exemplo, usaremos a formula
mencionada em 3.5.1.1, que relaciona a quantidade n de lados de um poligono
regular e a medida a de seu angulo interno, a = (n — 2). 180 / n. Assim, um
pentagono regular tem angulos internos medindo 108°. Considere agora um ponto
no plano que seja vértice de p poligonos. Se forem pentagonos, a justaposicéao de
trés deles deixard um espaco entre o primeiro e o Ultimo, e esse espacgo é
insuficiente para a colocacéo de um quarto ladrilho, pois 3 x 108 < 360 < 4 x 108,
logo ndo € possivel usar ladrilhos com tal formato. Note que é necessario que

tenhamos p.a = 360, com p inteiro.

Das relacbes a = (n — 2). 180 / n e p.a = 360, podemos concluir que vale
360/ p=(n-2). 180/ n, portanto p. (h — 2) = 2n, com n — 2 > 0. Lembremo-nos
agora que, se dois inteiros sdao multiplos de um mesmo numero, a soma e a
diferenca dos dois também €, e, além disso, todo inteiro € multiplo de si préprio.
Como 2n € mdultiplo de (n — 2), temos que 2n — (n — 2) = (n + 2) também é;

portanto (n —2) — (n + 2) = 4 é multiplo de (n — 2). Os Unicos divisores positivos de
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4 sédo 1, 2 e 4. Igualando (n — 2) a cada um desses numeros, obtemos nh =3, 4 e
6. Assim, os ladrilhos s6é podem ser triangulos equilateros, quadrados ou

hexagonos regulares.

Em geral, atividades envolvendo geometria podem permitir uma
associacao entre resultados formais e a interpretacdo com o uso de desenhos ou

material concreto. O problema dos ladrilhos certamente tem essa caracteristica.

6.9.4 — Ternas pitagoricas.

Grande parte do material contido nessa secdo faz parte de um G6timo
artigo, publicado na RPM, “Outro belo teorema de Fermat”, do professor Gilberto
Garbi. Recomendamos fortemente a sua leitura, por comentar outros resultados

muito interessantes de teoria dos nimeros.

E pratica comum entre os autores de livros didaticos de matematica
utilizar em exercicios o triangulo retangulo cujos lados medem 3, 4 e 5, ou entdo
triangulos semelhantes, com lados medindo, por exemplo 6, 8 e 10, ou 18, 24 e
30. A terna 5, 12 e 13 também aparece em varias atividades ao longo das
colecbes, do fundamental e do médio. Ndo se pode ignorar que o teorema de
Pitagoras permite a apresentacdo de uma infinidade de numeros irracionais.
Também pode ser explorada a possibilidade de apresentar uma grande variedade
de ternas pitagoricas, isto €, nUmeros inteiros positivos a, b e ¢ que satisfacam a

relacdo a® = b? + c2.
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N&o ha grande dificuldade em descobrir novas ternas, uma vez que se
toma contato com a seguinte estratégia: atribuir valores aos naturais ndo nulos m
e n, e calcular a=m? + n%, b = m? — n® e ¢ = 2mn. A relacao se verifica, pois entéo
b? + c? = m* — 2m?n? + n* + 4m?n? = m* + 2m?n? + n? = (m? + n®? = a%. Vamos fixar
a linguagem empregada, dizendo que o par (m,n) gera a terna (a,b,c), coma>be
a > c. Note que a condicao suficiente para que os numeros escolhidos sejam
geradores de uma terna € m > n, pois assim a, b e ¢ sdo positivos, e do contrario
m? — n? < 0. O simples fato de propiciar ao aluno um método de descobrir ternas
pitagodricas ja nos parece ter um grande valor pedagdgico. Mas o assunto ainda

tem muito a oferecer.

Diremos que (a,b,c) € uma terna primitiva se seus trés termos sao primos
entre si. Note que multiplicando cada um deles por um mesmo inteiro positivo,
obtemos uma nova terna. O equivalente geomeétrico seria construir um triangulo
retdngulo semelhante a outro conhecido. Assim, a partir de uma primitiva, €

possivel obter tantas ternas quantas se queiram.

Observe agora que nem toda terna é gerada por um par (m,n) nas
condi¢cbes descritas acima. Um exemplo é (15,12,9), e isto pode ser facilmente
verificado: como a = 15, se existissem geradores, deveriamos ter m < 4, pois do
contrario m? + n? > 16. Assim as Unicas possibilidades que precisamos considerar

sao (2,1), (3,1) e (3,2), e nenhuma delas gera (15,12,9).

O que queremos demonstrar € que toda terna pitagorica primitiva admite

um par de geradores. Para tal, precisamos de uma série de resultados auxiliares.
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Alguns sédo extremamente simples, e todos nos parecem adequados para abordar

0S numeros inteiros com alunos de ensino médio.

Lema 1: Se (a,b,c) € primitiva, b e ¢ ndo sdo ambos pares. De fato, nesse
caso b? e ¢ sd0 pares; 0 mesmo acontece com a sua soma; segue que a° é par,
logo a é par, e entéo os trés termos tém 2 como fator comum, contrariando o fato

de que a terna € primitiva.

Lema 2: Uma terna, primitiva ou ndo, tem ao menos um termo par. Se b e
c sdo impares, existem inteiros x e y tais que b® + ¢ = (2x + 1)* + (2y + 1)
portanto b? + ¢ = 4.(x*> + y* + x + y) + 2, e como esse nimero deixa resto 2 na
divisdo por 4, o fator 2 s6 aparece uma vez na sua decomposicédo. Logo ele néo

pode ser um quadrado perfeito.

Lema 3: O maior numero de uma terna primitiva é impar. Consequéncia
dos lemas anteriores, pois b e ¢ devem ter paridades diferentes; 0 mesmo ocorre
com seus quadrados, e como a soma de par com impar é impar, a? é impar, logo

a é impar.

Lema 4: Os geradores de uma primitiva tém paridades diferentes. Se nao
fosse assim, a soma de seus quadrados seria a soma de dois pares ou dois

impares, e qualquer um desses casos resulta em a par, contrariando o lema 3.

Lema 5: Se (m,n) gera uma primitiva, entdo m e n sédo primos entre si.
Suponha por absurdo que exista um inteiro x > 1 talque m=pxen=qgx, comp e

q inteiros. Portanto a = (px)? + (gx)? = X% (p? + g%); b = (px)* = (gx)? = X% (p? = q);
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c = 2. (px).(qx) = x°.(2pg). Os numeros que compdem a terna tém um fator
comum, x?, o que contraria a hipétese. Portanto um par de geradores deve ser
formado por numeros relativamente primos. Note que, por exemplo, (2,1) gera
(5,4,3) e (4,2) gera (20, 16,12); duplicamos os geradores, e a nova terna €&

formada por numeros 4 vezes maiores que 0s da primitiva.

Podemos concluir, de consideracdes feitas no inicio da secdo, e dos
lemas 4 e 5, que se m e n sao naturais ndo nulos, com m > n, , entao eles formam
um par de geradores de alguma terna pitagérica. Além disso, se a terna é

primitiva, entdo m e n sdo primos entre si, e somente um deles é impar.

Nesse ponto, gostariamos de acrescentar uma impressao nossa. Os fatos
comentados e provados até aqui nos parecem suficientes para justificar uma
abordagem desse assunto, enriqguecida com varios exemplos de ternas
pitagoricas, o que significa apresentar varios exemplos de triangulos retangulos
com medidas inteiras nos seus lados. Além disso, estamos investigando varias
propriedades dos numeros inteiros, nossa proposta inicial. Mas lembramos que
nosso objetivo nessa secdo é provar um resultado ainda mais geral. As
argumentacgdes a partir desse ponto sdo mais elaboradas; entretanto, o resultado

final justifica nossa intencdo de prosseguir. Fagamos isso, entao:

Lema 6: A soma e a diferenca dos dois termos impares de uma terna
primitiva (a,b,c) ndo tém fatores primos impares comuns. Sabemos que a é impar
e um dos outros, digamos b, também. Note que c® = a® — b® = (a + b).(a — b).
Supondo que (a + b) e (a — b) tenham um fator impar comum p, entdo ele também

é fator da soma e da diferenca de ambos, isto é, p é fator primo de 2a e de 2b,
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portanto p é fator de a e b. Mas nessas condicdes p? é divisor de ¢ logo p

também é fator de c, o que € um absurdo, pois a terna é primitiva.

Lema 7: Sejam p e q inteiros impares, s =p +ge d = p — . Nessas
condicoes, s e d sdo pares, mas somente um deles € divisivel por 4. Existem x e y
inteirostaisque p=2x+leq=2y+1l;entdos=(2x+2y +2)=2.(x +y + 1), e
além disso d = (2x — 2y) = 2.(x — y). Se x e y sdo ambos pares ou ambos impares,
(Xx—y) épar, e (x+y+1)é impar, logo d € multiplo de 4, mas s ndo é;se xey

tém paridades diferentes, a situacdo se inverte.

Agora ja estamos em condi¢des de provar o seguinte:

Teorema: Toda terna pitagorica primitiva tem um par de geradores.

Demonstragédo: Sejam a, b e c inteiros positivos, relativamente primos tais
que a® = b? + c¢® J4& sabemos que um dos dois nimeros menores, digamos c, é
par, e os outros dois sdo impares. Como ¢ é par, podemos escrever c® = 2%.pP.?,
em gue k é inteiro positivo e P. é o produto dos fatores primos impares de c, ou

entdo P. = 1, caso ¢ ndo tenha fatores primos impares.

Na igualdade ¢ = (a + b).(a — b), escreveremos s = (a + b) e d = (a — b).
Pelo lema 6, s e d ndo tém fatores primos impares comuns; além disso, 0s primos
impares aparecem com expoentes pares em s e em d, pois s.d € um gquadrado
perfeito. Com essas consideracdes, aplicando a unicidade da decomposi¢ao em
primos, podemos concluir que P = Ps?.P4% sendo Ps> o produto dos fatores

primos impares de s, e P4® 0 produto dos fatores primos impares de d; usaremos
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Ps = 1, caso s nao tenha fatores primos impares, e Py = 1, caso d nao tenha

fatores primos impares.

Do lema 7, sabemos que s e d sédo pares, e somente um deles é divisivel
por 4. Novamente usamos a decomposicdo em primos de ¢, para afirmar que se

s n&o é divisivel por 4, entdo d é divisivel por 2%, e vice-versa.

Existem agora duas possibilidades a se considerar. A primeira é€:

s=(a+b)=2 Ps

d = (a—b) = 2% ps2.

Na segunda, trocamos de posi¢cdo as poténcias de base 2. No primeiro

caso, somando as duas equacdes temos:

2a=2.(Ps’ + 22 P?) O a =P+ 2% Py,

Subtraindo as equacoes, temos:

b = P — 272 Py,

Agora, adotamos m = Ps e n = 2%, Pd.

Segue-se que m® + n® = a, e m* — n? = b. Resta provar que ¢ = 2mn. De

fato:
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c®=a’-b®*=(m*+n?’—(M*-n?’ 0 ¢ =4mn>
No segundo caso, usamos procedimentos analogos, e obtém-se a mesma

conclusado. De todo modo, sempre existe um par (m,n) que gera a primitiva (a,b,c).

6.10 — LEITURAS PARA A CRIACAO DE REPERTORIO.

Conforme j& haviamos adiantado em 6.1, forneceremos nesta secdo
algumas indicacdes para professores interessados em ampliar seu repertorio de
problemas sobre numeros inteiros. Vimos que nos livros didaticos € possivel
encontrar um bom material sobre o assunto, mas aqui nos ocuparemos de outras

fontes.

Uma observacédo inicial € que ndo temos conhecimento de livros que
contenham exclusivamente problemas relacionados com numeros inteiros, e que
possam ser aplicados na educacgdo basica. Evidentemente, isso ndo significa que
tal texto ndo exista. Mas numa boa colecdo de problemas dificiimente nao
encontraremos alguns referentes ao tema, e a pesquisa sera ainda mais
proveitosa se dela resultar o conhecimento de atividades interessantes de outras

areas também.

Mencionamos em nosso trabalho dois textos de um género de literatura
de entretenimento, voltado para desafios e enigmas: O livro dos desafios de
Townsead, e Uma parddia matematica de Bolt. O ultimo foi editado em Portugal, e
faz parte de uma colecdo com mais de 20 titulos, todos dedicados ao assunto.

Outro livro dessa natureza que merece mencéao € de autoria de lan Stewart, cuja
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coluna na Scientific American é voltada para a matematica recreativa. No primeiro
capitulo de Mania de matemética, Stewart apresenta um problema que introduz
informalmente o processo de inducdo. Foi traduzido recentemente para o
portugués, assim como trés livros de 6tima qualidade, escritos por Smullyan: Alice
no pais dos enigmas, O enigma de Sherazade e A dama ou o tigre? Todos se
destacam principalmente pelos bons problemas de l6gica, mas também incluem
material interessante sobre teoria dos numeros. De modo geral, ha uma grande
producdo desse género de literatura, e pesquisar uma grande quantidade de
referéncias foge ao nosso objetivo. Mencionamos somente mais um, escrito
recentemente pelo brasileiro Dimas Monteiro de Barros: Enigmas, desafios,

paradoxos e outros divertimentos légicos.

A consulta aos liviros ndo € a Unica opcdo para interessados em
problemas de matematica, inclusive professores. Entre as fontes disponiveis, a
Internet se destaca ndo somente para referéncias bibliograficas; existem diversos
enderecos especificos sobre 0 assunto que podem ser facilmente localizados com

0 auxilio de sites de busca.

Ndo podemos deixar de mencionar a Revista do Professor de
Matematica, ndo somente pelas suas se¢Bes de problemas, mas também por
Otimos artigos. J4 existe uma versdo em CD-Rom com todos os exemplares
publicados até 2003. Dispbe de mecanismos de busca que facilitam a pesquisa.
Maiores informacbes podem ser obtidas no site da Sociedade Brasileira de

Matemaética.
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O tema de nosso trabalho tem merecido atencdo consideravel nas
olimpiadas de matematica. Também no site da SBM podem ser obtidas as provas
das varias edicdes da olimpiada nacional, bem como de outras olimpiadas,
estaduais e internacionais, além de listas de treinamento. Ja foram editados livros

contendo parte desse material, ricos para consultas.

Nas secbes de passatempo de determinados periédicos € comum
encontrar atividades desafiadoras, eventualmente sobre numeros inteiros. O
problema das idades das trés filhas, que incluimos em 6.7, foi publicado na revista
Superinteressante; integra uma edicdo especial constituida de problemas
inseridos nos exemplares mensais. A revista Galileu também publicou
recentemente uma edicdo especial, com biografias de alguns grandes

matematicos, e varios desafios, incluindo alguns sobre nimeros inteiros.

Recomendamos a leitura de dois livros, ndo em funcdo do acréscimo de
repertorio de problemas, mas pelas reflexdes sobre o universo dos nuameros
inteiros: O ultimo Teorema de Fermat de Simon Singh e Tio Petrus e a conjectura
de Goldbach de Apoéstolos Doxiadis. O primeiro conta a histéria do teorema desde
a conjectura de Fermat até a demonstracdo de Willes, passando pelas varias
tentativas de prova nesse intervalo. Foi escrito para leitores ndao familiarizados
com a matematica em estagios mais avancados; traz boas descricbes sobre a
importancia do processo dedutivo e esclarecimentos referentes a natureza da
teoria dos numeros. O mesmo ocorre no segundo, uma obra de ficcdo que relata

a histéria de um matematico que teria comprometido sua sanidade na busca da

demonstracao da conjectura de Goldbach.
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A histéria da matematica fornece casos que propiciam atividades
aplicaveis em sala de aula. O desenvolvimento historico da teoria dos numeros
também pode ser util na formacéo do professor. Em particular, recomendamos as

obras de Boyer, Eves e Struik.

Informacdes mais precisas sobre as fontes mencionadas nesta secao

podem ser encontradas na bibliografia.

6.11 —- TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA.

Todo inteiro maior do que a unidade ou € primo, ou pode ser escrito de
forma unica, a menos de ordem, como produto de primos positivos. A
denominacdo escolhida pela comunidade matematica para designar essa
afirmacdo revela sua enorme importancia. No entanto, ele €& praticamente

ignorado em livros do ensino meédio.

No ensino fundamental ndo é mencionada a nomenclatura, que
escolhemos como titulo dessa sec¢do. Nao acreditamos que haja nenhum tipo de
inconveniente nisso. Mas questionamos o habito de ndo tornar conhecido dos
estudantes de ensino médio ao menos esse fato. Em parte, por ser fundamental,
mas também por ser um teorema. Queremos chamar atencdo para o fato de que

pode ser provado.

Existem diversas afirmacdes em matematica que sdo tao evidentes, que
tentar demonstra-las ndo costuma ser uma boa estratégia didatica. Esse talvez

seja o caso do T.F.A., pois, aparentemente, os alunos de 5° série costumam
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aceita-lo sem traumas. A simplicidade do enunciado oculta a complexidade da
prova. A segunda parte, que garante a unicidade da decomposicdo, exige
argumentos consideravelmente elaborados. Na primeira parte, que garante a

existéncia, uma certa sutileza de raciocinio é utilizada.

Somente a existéncia sera demonstrada aqui. Usaremos uma adaptacao
dos argumentos encontrados no volume 1 da colecdo A matematica do ensino
médio, editada pela SBM. N&o séo livros destinados aos alunos; trata-se de
material de suporte para o professor. A prova do T.F.A. elaborada por seus
autores é um exemplo feliz de utilizacdo da linguagem dos conjuntos, e também

do principio da boa ordem.

Fixemos a seguinte linguagem: chamaremos de composto um numero
inteiro que pode ser escrito como produto de primos. Suponha por absurdo que
existem numeros inteiros maiores do que 1 que ndo sejam primos e nem
compostos. Entdo tomamos o menor deles, que vamos chamar de n. Como n néo
€ primo, tem outros divisores positivos além dele proprio e da unidade. Entdo
existem inteiros positivos a e b tais que n = ab. Nao podemos ter a e b primos,
pois entdo n seria composto, e pela mesma razdo ndo podem ser ambos
compostos ou um primo e o0 outro composto. Logo pelo menos um deles nao é
primo nem composto. Mas a e b sdo menores do que n, e isso contradiz nossa

hipotese de que n é o menor dos nUmeros com essa caracteristica.

Ainda que um professor de ensino médio seja capaz de demonstrar o
Teorema Fundamental da Aritmética, inclusive a unicidade, ele deve fazé-lo para

seus alunos? Nao temos a pretensdo de responder essa pergunta. Apenas
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gostariamos que nossos alunos compreendessem porque ele €, realmente,

fundamental.
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