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RESUMO

Este relatdrio se refere a um estudo de caso que teve por objetivo verificar a compreensdo e 0s
usos da varidvel por alunos de oitava série, em questdes que envolvem sua simbolizagdo,
interpretagdo e manipulacdo. Para tal, foi utilizada uma ferramenta tedrico-metodoldgica
denominada Modelo dos trés usos da varidvel (3UV), apresentada por Trigueros e Ursini
(2001). Tal modelo relaciona as habilidades necessarias ao entendimento dos trés principais
usos da variavel na algebra escolar: incdgnita, nimero genérico e variaveis em relagdo
funcional. Como ferramenta metodoldgica foi utilizado na elabora¢do de um questionario para
identificar os significados e usos da variavel por dezessete alunos de uma escola da rede
estadual da grande Sao Paulo. Além da aplicagdo do questionario, que contou com a presenga
de um observador, foram utilizadas gravacdes em audio e entrevistas semi-estruturadas como
instrumentos de coleta de informag¢des. O conjunto de dados obtido foi analisado tomando
como referéncias o Modelo 3UV e os aspectos que, segundo Caraga (1954) sintetizam o
conceito de varidvel: o simbodlico e o substancial. Os resultados mostram a dificuldade de
simbolizagdo, principalmente quando deve ser por variaveis nos papé€is de numero genérico
ou em relacionamento funcional. Quanto a interpretagdo, esses alunos, quando questionados,
citam a variavel como representante de quaisquer valores, porém, nem sempre se referindo ao
conjunto que ela representa, mas também ao seu coeficiente. Em procedimentos de
manipulagdo, indicam a falta de interpretacdo da varidvel nas sentengas algébricas, mostrando
o predominio do uso de algoritmos para a resolucdo e a falta de entendimento das solug¢des
obtidas, mesmo quando foram utilizados corretamente. Os resultados também apontam que os
aspectos simbolico e substancial se destacam, separadamente, dependendo do que requer a

questao.

Palavras-chave: variavel; incognita; namero genérico; simbolizacdo, interpretagdo;

manipulagdo; relacdo funcional; conceito de varidvel



ABSTRACT

This report refers to a case study that aimed to check the understanding and usage of the
variable for students of eighth grade, in questions that involving their symbolization,
interpretation and manipulation. Thus, we used a tool called the theoretical and
methodological the three uses of variable model (3UV), presented by Trigueros and Ursini
(2001). This model relates the skills necessary to understanding the three main uses of the
variable in school algebra: unknown number, general number and variables in functional
relationship. As a methodological tool it was used to design a questionnaire to identify the
meanings and uses of the variable by seventeen students of a public school in the city of Sdo
Paulo. Besides the application of the questionnaire, which was attended by an observer, were
used in audio recordings and semi-structured interviews as tools for collecting information.
The set of data was analyzed taking as references the Model 3UV and aspects that, according
Caraca (1954) summarize the concept of variable: the symbolic and substantial. The results
show the difficulty of symbolization, especially when it should be variable of roles in general
number or functional relationship. The interpretation, these students, when questioned, citing
the variable as a representative of any values, but not always referring to all that it represents,
but also its coefficient. In procedures for manipulation, indicating a lack of interpretation of
the variable in algebraic sentences, showing the predominance of the use of algorithms for the
resolution and lack of understanding of the solutions obtained, even when used correctly. The
results also show that the symbolic and substantive issues stand out, separately, depending on

what the question requires.

Keywords: variable; unknown number, general number, symbolization, interpretation,

manipulation, functional relationship, concept of variable
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APRESENTACAO

O relatorio que aqui apresentamos mostra o desenvolvimento de um estudo que teve
por objetivo verificar os significados que uma amostra de alunos de oitava série atribui a

variavel e a forma com que utilizam esses significados no seu tratamento.

No primeiro capitulo, intitulado PROBLEMATICA, descrevemos o percurso que nos
levou a esse estudo e algumas leituras que mostram a relevancia da abordagem do conceito de
variavel em investigagdes. Destacamos também a necessidade de abordagem desse conceito
no ensino de forma significativa, de modo a contribuir para o entendimento de contetidos do

Calculo e da Algebra.

No capitulo 2, REFERENCIAL TEORICO, apresentamos as consideracdes de Caraga
sobre o conceito de variavel; o estudo sobre os diferentes usos da letra na analise de
Kiichemann e alguns trabalhos que desencadearam a constru¢do do Modelo dos trés usos da

variavel, ou simplesmente, Modelo 3UV, apresentado pelas pesquisadoras Trigueros e Ursini

(2001).

O referido Modelo consiste numa detalhada descricdo dos aspectos que envolvem a
compreensdo da variavel em seus trés principais usos na algebra escolar: incognita, nimero
genérico e varidveis relacionadas, no que se refere as habilidades de simbolizacdo,
manipulagdo e interpretacdo. Dentre outras finalidades, pode ser utilizado como ferramenta de
analise e diagnostico de dados a respeito da concepcdo de alunos e professores sobre o
conceito de variavel e também para elaborar atividades que explorem os trés principais usos
da variavel. Como tal, foi utilizado para a elaboracdo do questionario de pesquisa e analise

dos dados obtidos da sua aplicagéo.

No capitulo 3 - METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS, além
de justificar nossas escolhas, expomos as questdes utilizadas e as habilidades necessarias a
resolucdo. Apresentamos também algumas caracteristicas da metodologia estudo de caso e a
trajetdria de elaboracdo do questionario de pesquisa, explicitando as mudangas feitas nesse

percurso e as decisdes tomadas quanto as formas de coleta de dados.
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No capitulo 4 — ANALISE DOS RESULTADOS — apresentamos a analise dos dados
obtidos com a aplicag@o das questdes, utilizando o conjunto de dados obtidos dos registros de

observagao, audio, entrevista e a propria produgdo escrita das equipes participantes.

Na tltima secio - CONSIDERACOES FINAIS - destacamos algumas reflexdes
quanto a idéia de variavel apresentada pelos alunos e a abordagem do conceito de varidvel no

ensino.
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CAPITULO 1

PROBLEMATICA

As lembrancas de algumas duvidas que tivemos durante a escolariza¢do bésica e na
graduacdo nos fizeram refletir sobre as dificuldades apresentadas e processos mentais
envolvidos no entendimento do conceito de fun¢do. Em especifico, a diferenca entre equacao
do 2° grau e fun¢do quadratica era algo que nos inquietava muito, porque pensavamos,

erroneamente, que se tratava do mesmo conteudo com nomes diferentes.

Essa confusdo reflete como resultado da énfase em procedimentos algoritmicos no
ensino, sem a exploragdo da varia¢do e dependéncia das varidveis e, no caso das equagdes de
2° grau, a falta de interpretagdo da incognita. No caso da fun¢do quadratica, algumas praticas
pedagogicas acabam privilegiando as maneiras mais rapidas de esbogar o grafico,
incentivando a obtenc¢do das coordenadas do vértice e os zeros da fungdo, ou seja, a recair
numa equagdo do 2° grau. Esta que muitas vezes é também abordada como se a Unica coisa
que se possa fazer seja o calculo dos valores da incdgnita utilizando, geralmente, a formula de

Bhaskara.

Na pratica docente também nos preocupam erros cometidos pelos alunos,
principalmente pela falta de interpretacio das letras contidas em expressdes. E comum
observar eles escreverem ou falarem que “2 + x = 2x”. O que pensam sobre x quando dao
respostas dessa forma? Estariam apenas agregando os dois termos para obter apenas um termo

como resultado? Que interpretagdo fazem do sinal de igual?

Para Souza e Diniz (2003) uma das causas para a falta de interpretagdo das letras pelos
alunos ¢ a forma com que tradicionalmente elas sdo abordadas no ensino. De acordo com as
autoras, na 6" série, elas sdo apreendidas pelos alunos como um valor numérico que ¢
desconhecido e que deve ser determinado apods alguns calculos. Na série seguinte muda-se o
enfoque e as letras passam a ser consideradas marcas no papel, pois o objetivo é ensinar
regras que permitam a manipulacdo dos simbolos algébricos. Na seqiiéncia, se retoma o
trabalho com incdgnitas em equagdes do 2°grau para a idéia de fun¢fo ser apresentada ao final
da oitava série. SO neste momento a variavel ¢ apresentada com toda a sua forga, isto €, como

substituta de varios possiveis valores de uma grandeza relacionada com outra. No entanto, isto
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também passa despercebido pelos alunos que apresentam grande dificuldade em aceitar
expressdes da forma y = 2x + 3 ou y = x* - 5x + 6, pois, apds o trabalho insistente com
incdgnitas, elas parecem a muitos deles como uma equagéo literal ou apenas uma equacio em

que se apressam a calcular o discriminante. (p. 1)

Como se pode observar o trabalho com algebra é apresentado de forma fragmentada,
enfatizando ora um aspecto, ora outro, sem se preocupar com a ligag¢do entre eles e com sua
contextualizagdo, ignorando totalmente a formagao da idéia basica da algebra que € o conceito
de varidvel em suas multiplas formas: incognita, parametro e varidvel propriamente dita.

(SOUZA e DINIZ, 2003, p. 3)

No grupo de pesquisa, O elementar e o superior em Matematica da PUC-SP,
discutimos sobre diversos fatores que indicam o sucesso e as dificuldades encontradas por
alunos de diferentes niveis escolares na abordagem de temas como os conceitos de Fungao,
Limite, Derivada e Integral. A partir dessas discussdes percebemos o conceito de fungdo
como tema central, pois, se o aluno ndo o desenvolveu satisfatoriamente, dificilmente

conseguird entender as outras no¢des do Célculo.

Braga (2006) refor¢a as conclusdes a que chegamos. Para ele “o sucesso no ensino do
Célculo estaria intimamente ligado a um bom dominio de fun¢do por parte do aluno (...) tanto
do ponto de vista psicoldgico, como do cultural, a inclusdo de nogdes de Calculo prende-se

intimamente ao desenvolvimento da idéia de func¢ao”.( p. 51)

As discussdes desencadeadas no grupo de pesquisa, aliadas as nossas inquietacdes, nos
permitiram compreender a importancia da interpretagdo das variaveis para o entendimento do

conceito de funcao.

A necessidade de trabalhar tais conteudos com os alunos nos impulsionou a um estudo
sobre as interpretagdes das letras na matematica e a sua relagdo com o desenvolvimento do

conceito de funcao.

Demana e Leitzel respaldam essa idéia: “Em particular, podem-se estabelecer as idéias
de varidvel e funcdo, lancando as bases para o sucesso no curso de algebra e,

conseqiientemente, nos futuros cursos preparatorios para a faculdade.”(1995, p. 78)

Com o interesse de um estudo mais aprofundado especificamente sobre o conceito de
variavel, trés integrantes do referido grupo de pesquisa formaram um subgrupo para pesquisar
e discutir sobre a sua importancia no ensino da matematica. Cada integrante desse subgrupo

optou por um enfoque diferente. Dessas escolhas nasceram as dissertacdes de Queiroz (2008),
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cujo objetivo foi verificar os conhecimentos relativos a varidvel, mobilizados por professores
da Educag¢do Bésica; o de Rodrigues (2008) sobre as concepgdes de variavel mobilizadas por
alunos ao final do Ensino Médio e; por fim, a que apresentamos nesse relatdrio, cujo objetivo
foi verificar os significados e usos da varidvel por alunos de oitava série do Ensino

Fundamental.

As primeiras atividades dos componentes desse subgrupo foram as de procura e leitura
de textos que abordassem o tema. Nessa busca encontramos trabalhos que mostram a

necessidade da compreensdo do conceito de varidvel para um bom desempenho na algebra.

Malisani (2002) aponta que muitas das dificuldades que os alunos encontram no
estudo da algebra podem ser conseqiiéncia da construgdo inadequada do conceito de varidvel.
Esta construgdo deve incluir suas principais concepgdes € a possibilidade para passar de uma

a outra com flexibilidade, em relagdo as exigéncias para a resolug@o do problema.” (p. 245)

De acordo com House (1995) ¢ de importancia primordial a compreensao de conceitos
como o de varidvel e o de funcdo para conceber a habilidade algébrica basica como algo que

ultrapasse a pura manipulacdo de simbolos. (p. 5)

Nas orientagdes do caderno do gestor da proposta curricular da Secretaria da Educagao
do Estado de Sdo Paulo indica-se que o estudo das varidveis ¢ um dos componentes que estdo

na base dos conceitos algébricos. (Sdo Paulo, 2008, p. 40)

Em outros trabalhos encontramos autores que se reportam aos significados e a

necessidade de explorag@o dos diferentes usos das varidveis.

Dos Parametros Curriculares Nacionais destacamos:

As atividades algébricas propostas no ensino fundamental devem possibilitar que os
alunos construam seu conhecimento a partir de situagdes-problema que confiram
significados a linguagem, aos conceitos ¢ procedimentos referentes a esse tema,
favorecendo o avango do aluno quanto as diferentes interpretagdes das letras.
(Brasil, PCN — Ensino Fundamental - Matematica, 1998, p.121)

Ainda de acordo com essa fonte “¢ fundamental a compreensdo de conceitos como o
de variavel e de fungdo (...) a generalizacdo de padrdes, bem como o estudo da variagdo de

grandezas possibilita a exploracdo da no¢do de fun¢do nos terceiro e quarto ciclos” (Brasil,

1998, p.84)
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Alguns outros resultados de pesquisas também sugerem a necessidade de explorar,
através de situagdes-problema diversas, a familiarizagdo com os diferentes usos da variavel,
posto que essas experiéncias propiciam a constru¢do do conceito de variavel, como os
mencionados por Caraga (1984), Sierpinska (1992) e Tinoco (1996) (apud, TINOCO, 2007) e
Trigueros e Ursini (2001).

Os resultados apresentados por Booth (1995), em entrevistas com alunos de 13 a 16
anos, mostraram que alguns erros comumente cometidos na algebra podem ter origem, entre

g . . 1 ., .
outros aspectos, nas idéias dos alunos sobre o significado das letras’ e das varidveis (p. 24).

Para ela, quando se trabalha com a algebra, as situagdes-problema sdo traduzidas para
a linguagem algdbrica e, assim, a letra, que pode representar uma incognita, um termo
genérico ou uma varidvel em relagdo funcional, deveria continuar sendo interpretada como
valor ou valores que devem satisfazer a expressdo. Porém, nesse campo, o foco ¢ o
estabelecimento, a expressdo e a manipula¢do da propria expressdo geral, e ndo apenas uma

resposta numérica como geralmente esperam os alunos. (Booth, p. 24)

De acordo com Trigueros e Ursini (2001), os trés principais usos da varidvel sdo:
incognita (unknown number), numero genérico (general number) e varidveis relacionadas
(related variables). Para as autoras, esses diferentes usos aparecem, freqiientemente, no
mesmo problema e desconsidera-los pode ser a causa de algumas dificuldades apresentadas

pelos alunos quando trabalham com algebra. (p. 327)

Elas explicitam a necessidade de englobar cada um desses usos, ou facetas da varidvel,

em um Unico conceito:

os diferentes usos do conceito de variavel estdo na base das dificuldades que os
alunos encontram ao tentar aprender a algebra [...] a possibilidade de integrar um
conjunto de idéias relacionadas em um unico conceito pode ajuda-los a focalizar a
aten¢do nele. (URSINI E TRIGUEROS, 2001, p. 333).

A nocgdo de incognita ¢ abordada no ensino desde as séries iniciais, quando se deparam
com situagdes em que precisam descobrir o nimero que satisfaz a igualdade de uma
expressao numérica. Este nimero desconhecido € muitas vezes representado por uma lacuna,

um tridngulo, um quadrado ou outro simbolo qualquer. Quanto a isso, Kieran (1995) alerta

1 .. .y . N . ) N s . .

Booth distingue letra de variavel relacionando uma a aritmética e, a outra, a algebra. A primeira pode ser
utilizada em aritmética como abreviagdo de uma palavra. Por exemplo, “m” para designar “metros”. Na algebra,
a letra é representante de valores, portanto, variavel.(p. 30)
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que, muitas vezes, o que ¢ explorado em equagdes ou sentengas, tais como |:|+ 3=7o0u
n+ 3 =7, ¢ a igualdade inversa correspondente: 7 —3 = ? , 0 que pode levar a uma visdo da
letra em algebra como sendo resultado de um conjunto de operagdes inversas, ao contrario de
uma abordagem conceitual das equagdes, em que ¢ dado significado a letra como um numero,

pelo método da substituicao. (p. 109)

Além disso, ¢ comum pensar na variavel como ente que pode assumir um unico valor,

como ilustra Kuchemann (1981):

mesmo quando as criangas interpretam as letras como representacdes de numeros, ha
uma forte tendéncia a considerar que as letras representam valores especificos
unicos, como em “x + 3 = 8”, e ndo numeros genéricos ou varidveis como em
“x+y=y+x”ou“d=>b.a". (apud Booth, 1995, p. 31)

Para Souza e Diniz (2003) a idéia de funcdo estd presente nas formulas trabalhadas
desde as séries iniciais. As autoras defendem que a algebra deveria ser apresentada
inicialmente através da relagcdo entre grandezas, ou seja, a partir da idéia de fungdo, em que o
conceito de varidvel € absolutamente natural desde que ndo nos preocupemos com
formalismos excessivos € sim com as idéias fundamentais. (...) “a idéia de fun¢@o consta

desde a sexta série quando trabalhamos razdes, propor¢des e porcentagem.” (p. 5)

Levando em consideragdo as leituras realizadas que mostram a necessidade da
exploragdo dos diferentes usos da variavel delimitamos como objetivo de pesquisa verificar
como os alunos de oitava série do Ensino Fundamental utilizam a varidvel em questdes que
envolvem a interpretacdo, a manipulacdo e a simbolizagdo de sentengas algébricas. Para

atingir esse objetivo, pretendemos responder as seguintes questdes:
= Que significados os alunos de oitava série atribuem a variavel?
* Que conhecimentos explicitam ao manipular as variaveis?

Para tentar responder a esses questionamentos recorremos a um estudo mais aprofundado
sobre as pesquisas que tratam dos diferentes usos da varidvel, sobre as quais apresentamos

mais detalhes no capitulo a seguir.
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CAPITULO 2

REFERENCIAL TEORICO

Uma das primeiras indagacdes que as leituras das obras sobre os usos da varidvel nos
despertaram foi ‘o que € variavel?’. Esse questionamento nos encaminhou a analise de obras

de Caraga, dentre as quais uma nogdo de variavel ¢ explicitada.

Além das consideragdes do autor supracitado abordamos neste capitulo as pesquisas
de Kiichemann sobre os diferentes usos da letra na algebra. Também apresentamos as
pesquisas de Trigueros e Ursini que desencadearam a criacdo do Modelo 3UV, o Modelo dos
trés usos da variavel - um referencial, dentre outras aplicagdes, para a andlise e criagdo de

questdes que explorem o conceito de variavel.

2.1 O conceito de variavel por Caraca

Para Caraca (1954) as duas nog¢des fundamentais que estdo na base da definicdo de
funcdo sdo as idéias de varidvel e de correspondéncia entre duas variaveis. De acordo com o
autor, toda idéia de correspondéncia implica na idéia de dependéncia e o conceito de funcao
tem por objetivos a traducdo, em termos do rigor matematico, dos conceitos de dependéncia e
de lei. Porém, ndo se deve confundir os conceitos de dependéncia e de lei, pois se pode saber

da dependéncia de dois fendmenos sem conhecer a lei que os relaciona. (p. 56)

Em sua obra de 2005 o autor esclarece o que denomina por lei da fungdo comegando

por apresentar como exemplo uma tabela de correspondéncia entre tempo () € espago (e):

tempos (em segundos) 0 1 2 3 4 5

Espacos (em metros) 0 4,9 19,6 44,1 784 122,5
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Caracga prossegue explicando que nio € nesta simples tabela que se encontra toda a
regularidade, a lei quantitativa, mas ela d& uma primeira idéia dessa lei. A tabela apenas
representa duas sucessdes, dois conjuntos de numeros postos em correspondéncia. A lei esta
na forma como essa correspondéncia do conjunto ¢ ao conjunto e se realiza, portanto, a lei

consiste na forma de correspondéncia entre dois conjuntos. (p. 119)

Como ja mencionado anteriormente, para Caraga o conceito de varidvel ¢ uma das
principais componentes da definicdo de fun¢do. No trecho a seguir o autor se refere a funcéo
como sendo um instrumento de estudo das leis quantitativas e apresenta o conceito de

variavel:

O instrumento consiste na correspondéncia de dois conjuntos de niimeros; a primeira
coisa a fazer, para o tornar facilmente manejavel, é arranjar uma representacdo
simbolica para os conjuntos; de contrario, teriamos sempre que estar pegados a
tabelas de resultados particulares e ndo obteriamos a generalidade conveniente.

Essa representagdo simbolica consegue-se introduzindo o conceito de variavel, o que
se faz da forma seguinte: Seja E um conjunto qualquer de numeros, finito ou
infinito, e convencionemos representar qualquer dos seus elementos por um
simbolo, por ex.: x. A este simbolo, representativo de qualquer dos elementos do
conjunto E, chamamos variavel. (CARACA, 2005, p. 119)

Embora, para Caraga, o conceito de varidvel tenha surgido da necessidade de
representar a generalidade dos elementos dos conjuntos que se correspondem em uma relagdo
funcional, quando o autor expde esse conceito, focaliza a atencdo no significado que o
simbolo tem, particularmente, como representante de todos os elementos de um conjunto
numérico. O autor acrescenta: “a variavel é e ndo ¢ cada um dos elementos do conjunto”.

(idem, p. 120)

Em Caraca (1954) ha outras consideragdes a respeito dessa nogdo: a varidvel apresenta
um duplo aspecto — o simbdlico e o substancial. O simbdlico no que se refere a letra ou
simbolo tomados; e o substancial, ao conjunto que esse simbolo representa. Esses dois

aspectos sdo inseparaveis, e sua sintese ¢ o conceito de variavel. (p. 1)

Nesse sentido, pretendemos verificar como os alunos identificam e associam os
aspectos simbolico e substancial. Assim, além da representagdo simbolica, investigaremos
qual o conjunto numérico que tomam ao interpretar as varidveis e também, se mobilizam

esses aspectos ao utiliza-las.
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2.2 Os diferentes usos da letra na algebra por Kiichemann

Uma das primeiras investigagdes sobre os usos da letra na algebra escolar foi
apresentada por Kiichemann (1987). Em sua pesquisa com alunos de 13 a 15 anos, a partir da
analise das respostas obtidas da aplicagdo de um questionario com questdes de algebra,
categorizou seis tipos de interpretagdes das letras. S@o eles: letra avaliada, letra ndo usada e
letra usada como objeto, letra usada como incdgnita, letra usada como numero genérico e letra

usada como variavel.

Descrevemos a seguir cada um deles, apresentando alguns exemplos de questdes que

foram utilizadas pelo autor.

Para Kiichemann, desses seis tipos de usos das letra, os trés primeiros sdo elementares

e consistem em formas de evitar as operagdes com letras.

A categoria letra avaliada se refere aos casos em que a letra é designada, desde o
principio, como um valor numérico. Os alunos atribuem um valor a incognita evitando operar

com ela.

Algumas das questdes propostas em sua pesquisa, que desencadearam nessa
classificagdo, foram: 1) “O que vocé pode dizer sobre a, se a + 5= 8?; 2) “O que vocé pode

dizer sobre m, sem =3n+ 1, e n = 42" (KUCHEMANN, 1987, p. 105)

Nas respostas a questdo 1) o autor percebeu que alguns alunos contaram do 5 até o 8
para obter a resposta: a = 3. Uma estratégia em que ndo operaram com a letra, porém

encontraram o valor que ela representa interpretando a igualdade.

A questdo 2) envolve a interpretacdo de mais de uma letra. Porém, quando a segunda

igualdade ¢ considerada, pode-se resolver por procedimentos de substitui¢do. (idem, p. 105 )

Kiichemann classificou por letra ndo usada as respostas em que, segundo ele, a letra

¢ ignorada, ou, quando muito, sua existéncia € reconhecida, mas ndo tem significado.

Alguns exemplos apresentados pelo autor, que mostraram esse tipo de resposta, foram:
1) “Sea+b=43,entdoa + b +2=_.";2)“Sen— 246 = 762, entdo n -247 = ..".
(idem, p.106)”.
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Para o autor, na questdo 1) dessa categoria, uma resolu¢do que ndo envolva o uso da
letra simplesmente focaliza a aten¢@o na diferenca entre a primeira e a segunda sentenga, +2,
que ¢ aplicado também a 43. Assim, pode-se simplesmente realizar o célculo ‘43 + 2 =45,
Na questdo 2) a letra também pode ser evitada combinando as duas sentencas, porém os
nimeros ‘grandes’ que a compde podem conduzir a erros aritméticos. Os resultados do autor
mostram que fato de 247 ser maior do que 246 levou alguns alunos a somar 1 a 762 ao invés

de subtrair. (KUCHEMANN, 1987, p.106)

Uma observag@o pode ser feita a respeito dessa classificagdo, visto que o raciocinio
empregado na questdo 1) pode ter sido que para qualquer que seja o valor de a + b, somando-
se 2 a este, para a igualdade se manter, deve-se somar 2 também ao 43. E isso ndo quer dizer
que a letra ndo foi usada, ou que ndo tenha significado para o aluno. A questdo 2) também
pode ndo representar um problema com a resolu¢do da equacdo, mas de operacionalizagdo

com numeros inteiros.

Na categoria letra usada como objeto, a letra ¢ vista como uma abreviacdo para o
nome de um objeto ou como um objeto em si mesmo. Um exemplo em que as letras foram
usadas dessa maneira foi: “Escreva a expressdo do perimetro de cada uma das seguintes

figuras:”

De acordo com o autor, para os alunos, nestes itens as letras podem significar apenas
0s nomes ou as etiquetas para os seus lados (e ndo os comprimentos desconhecidos dos lados)
os quais simplesmente t€ém que ser somados. Dessa maneira, a letra ndo é vista como uma

entidade numérica.

Kiichemann explica que, para o item i) foram encontradas respostas como 44 +1¢ em
vez de 4h + t e outros sO produziram uma lista de elementos dando respostas como 44, ¢ ou
4ht ou mesmo hhhht. Do mesmo modo, no item ii) alguns alunos escreveram 2u + 2.5 + 1.6

em vez de 2u + 16, que ¢ muito mais um ato de reunido. (idem p. 107)
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Observamos que ndo ¢ possivel determinar este tipo de classificagdo com base apenas
em registros escritos, ja que o registro, por si sd, ndo revela a interpretacdo da letra, mas uma

forma de simbolizar sua interpretacio.

A categoria letra usada como incognita se refere a utilizacdo da letra como a
representante de um namero especifico, mas desconhecido, com o qual é possivel operar.

Uma questdo abordada foi a seguinte:

“O que vocé pode dizer sobre r,se r =s +t; er+s+¢=30?" (KUCHEMANN, 1987,
p.108)

Para Kiichemann, esta questido pode ser resolvida substituindo s + # por » na segunda
equagdo, o que envolve tratar a letra que ainda ¢ desconhecida (embora r possa agora ser
avaliado de » + r = 30). ” Os alunos apresentaram respostas como » = 41; r = 39; r = 15.

(idem, p. 108)

Na categoria letra usada como nimero genérico a letra ¢ vista como representante,
ou pelo menos podendo representar, varios valores ao invés de um s6. Uma questdo aplicada
pelo autor, foi: “O que vocé pode dizer sobre ¢, se ¢ + d = 10; e ¢ é menor do que d?”

(idem, p. 108)
Para essa questdo foram obtidas respostas como: c<5;c=1,2,3,4;c=10-d.

No trecho a seguir o autor explica a diferenga entre os usos das letras como incognita e

como numero genérico:

Contrariamente a uma letra como incognita, quando a letra é pensada como tendo
valor particular (mas desconhecido), uma letra usada como nimero genérico pode
tomar mais de um valor. (Uma distingdo pode ser feita entre a idéia de uma letra
tomando diversos valores e, por sua vez, de uma letra que representa um conjunto
de valores simultaneamente. Entretanto, isto ndo ¢ feito aqui, embora a segunda
idéia parega ser um pouco da primeira que mais tarde fara parte do conceito de
variavel). (KUCHEMANN, 1987, p. 109)

Para Kiichemann, o conceito de variavel implica em algum tipo de entendimento de
como valores desconhecidos mudam, o que vai além das idéias ja apresentadas ao considerar

uma letra como incognita ou nimero genérico.” (idem, p. 110)

A analise dessas explicagdes feitas pelo autor sugere que pode existir uma hierarquia

nas trés ultimas categorias de uso das letras.
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Uma critica a respeito ¢ apresentada por Lins e Gimenes (1997) (apud, Christo,
2006). Para esses autores, 0 método de estudo de Kiichemann apdia-se na crenca de que
“seguir a trajetéria do uso de letras permite, de algum modo, seguir a trajetéria do

desenvolvimento do pensamento algébrico.”

“A critica mais contundente a estudos que seguem essa tradi¢do, (...), € que
ignoram o fato (...) de que a dlgebra, incluindo ai qualquer tipo de ‘célculo com
letras’, € assunto praticamente exclusivo do dominio da escola, e que é provavel,
que estudos assim estejam investigando, na verdade, um efeito bastante particular:
as criangas que ja passaram por processo de ensino-aprendizagem ligado a um tema
deveriam naturalmente ter mais sucesso em situagdes que envolvam esse tema. No
entanto, a possibilidade de que os resultados indiquem nao haver progresso em
relacdo ao nivel de escolariza¢do impossibilita afirmar essa critica de forma mais
forte apenas com base numa consideragdo acerca do que se ensina na escola.” (p.
95) (apud Christo, 2006, p. 25)

Para Kiichemann o uso geral do termo 'variavel' na aritmética generalizada é uma
pratica comum que serve para esconder o significado do proprio termo e as muitas diferengas

no significado que pode ser dado as letras. (KUCHEMANN, 1987, p.110)

A categoria letra usada como variavel identifica-se quando a letra ¢ vista como
representante de um campo de valores ndo especificos e existe uma relagdo sistematica entre

dois determinados conjuntos de valores. (idem, p. 111)

O autor utiliza como exemplo a relacdo 5b + 6r = 90 para mostrar como seria a

interpretacdo das letras como incdgnitas, nimeros genéricos e variaveis.

Se as letras forem consideradas como incdgnitas, a relagdo serd uma sentenca
verdadeira para um particular par de nimeros. Assim, esta sentenga ¢ essencialmente estatica,
ndo envolve nenhuma idéia de mudanca. Por outro lado, quando as letras sdo usadas como
nimeros genéricos, 5b + 6r = 90 transforma-se numa sentenga que ¢ satisfeita por diversos
pares de numeros, tais como: (0, 15), (6, 10), (12, 5), (18, 0). Esta visdo envolve a idéia
que os valores de b e de » podem mudar, mas ndo se indica como mudam, para o que ¢
necessario comparar os valores, estabelecendo um relacionamento entre b e r. Tal
relacionamento pode ser 'o aumento em b ¢ maior do que a diminuicdo correspondente em ',
ou 'um aumento em b de 6 é 1 a mais do que a diminui¢do correspondente em 7', ou mesmo 'o

aumento em b € 6/5 da diminui¢do em 7' etc.” (idem, p. 111)
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Para Kiichemann o significado a mais que os relacionamentos deste tipo dao a

5b + 6r =

90 ¢ um avango sobre a interpreta¢do das letras como incognitas ou niimeros

genéricos. (KUCHEMANN, 1987, p. 111)

2.3 O Modelo dos trés usos da variavel

Pesquisas a respeito dos usos da variavel foram desenvolvidas no Meéxico,

principalmente por Sonia Ursini e Maria Trigueros. Essas autoras, juntamente com Quintero e

Reyes, no artigo Disefio de un cuestionario de diagndstico acerca del manejo del concepto de

variable em el algebra, publicado em 1996, caracterizaram as trés principais formas em que a

varidvel pode ser usada na algebra escolar, como sendo: a varidvel como incdgnita, cujo valor

pode ser determinado com exatiddo levando em consideracdo as restricdes do problema; a

varidvel como niimero genérico, ou seja, aquela que aparece em generalizagdes, tautologias e

métodos gerais; e a variavel em uma relagdo de variagdo conjunta com outra variavel, as quais

denominaram de varidveis em relagdo funcional . (p. 352)

Quanto a terminologia “incognita” também utilizada para designar um dos usos da

variavel Trigueros e Ursini explanam seus posicionamentos:

Ha quem considere inadequada a terminologia “variavel como incognita” pelo fato
de que uma incdgnita ndo ¢é variavel dado que representa um valor fixo.
...consideramos que a primeira percepg¢do das letras ao trabalhar com um problema
algébrico ¢, ou deveria ser, a de simbolos que representam qualquer valor e que ¢ em
um segundo momento que se define seu papel especifico dentro da expressdo ou
problema em que aparecem. Assim, por exemplo, frente a uma equagdo, se toma
consciéncia de que a variavel representa valores especificos s6 depois de levar em
considerag@o, de fato ou mentalmente, as operagdes necessarias que permitam dar-se
conta de que se trata de uma equag@o e ndo, por exemplo, de uma tautologia. Por
esta razdo nos parece que o uso da terminologia “varidvel como incognita” é
adequada. (1998, p. 447)

Baseadas em seus estudos e pesquisas sobre o ensino e a aprendizagem do conceito de

variavel, Ursini e Trigueros apontam que a compreensdo do conceito de variavel, em nivel

elementar, pode ser descrita em termos das seguintes capacidades basicas:

executar calculos simples e operagdes com simbolos literais;
desenvolver uma compreensio sobre a funcionalidade destas operagdes;

prever as conseqiiéncias de usar da variavel;
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= distinguir entre os diferentes usos da varidvel em determinados contextos de forma
flexivel,

= integrar esses diferentes usos como facetas do mesmo objeto matematico.

(TRIGUEROS; URSINT, 2001, p. 328)

Para as autoras, os trés principais usos da varidvel — incognita, nimero genérico e
variaveis em relacdo funcional - estdo fortemente inter-relacionados. Na maioria das questdes
abordadas na escola aparecem conjuntamente, ainda que um ou outro possa se sobressair nas

etapas de resolucdo. (TRIGUEROS et al, 1996, p. 352)

Para mostrar essa idéia as autoras recorrem a um exemplo de Usiskin (1988, p. 14,
apud TRIGUEROS et al, 1996, p.353): “Encontre a equagdo da reta que passa pelo ponto (6,

2) e cujo coeficiente angular é 11.”

Para resolver essa questdo, deve-se partir da relagdo geral que existe entre os pontos de
uma reta e sua inclinagdo, ou seja: y = mx + b. Esta expressdo descreve uma reta qualquer e
as varidveis envolvidas representam numeros genéricos que podem, portanto, assumir
qualquer valor. Para uma reta particular, m e b ndo representam nimeros genéricos, mas
constantes. No exemplo mencionado o valor do coeficiente angular esta dado e tem que
substituir-se por m ;e b ¢ uma incognita que se pode determinar usando os dados do
enunciado. As letras x e y sdo duas varidveis vinculadas por uma relagdo funcional: x pode ser
considerado como um argumento que pode assumir qualquer valor e os valores de y mudam

em correspondéncia com os de x.

Quer dizer, para resolver essa questdo, os estudantes devem ser capazes de trabalhar
com numeros genéricos (y = mx + b), com constantes (m e b), com incognitas (b), com
variaveis em uma relagdo funcional (x e y) e poder passar de uma a outra interpretacgdo,
mesmo quando estas diferentes caracterizagdes da variavel tenham a mesma representacio

simbdlica. (TRIGUEROS et al, 1996, p.353)

No artigo Understanding of different uses of variable: a study with starting college
students, publicado em 1997, as autoras relatam como obtiveram a decomposi¢do do conceito
de variavel. Elas especificaram as capacidades necessdrias para tratar cada uma das

caracterizacdes da variavel através de uma andlise do seu conceito.

A primeira analise ou decomposicdo do conceito se baseou na forma como as proprias

pesquisadoras o compreendiam, tomando como referencial a experiéncia como docentes e as
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construgdes mentais que consideravam necessdrias para o desenvolvimento do mesmo.

(TRIGUEROS e URSINI, 1997, p. 4-255)

Para o tratamento da variavel as autoras consideram os aspectos da interpretacdo, da

manipula¢do e da simbolizacdo de suas diferentes caracterizagdes. O quadro a seguir

apresenta as habilidades envolvidas no tratamento da varidvel em seus trés principais usos:

Simbolizacio

Interpretacio

Manipulacgio

Incognita

Simbolizagdo de um termo

desconhecido em uma
situacdo particular e/ou

em uma equacgao.

Interpretacdo de um
simbolo como uma
incdgnita presente em
equagdes nas quais ele
aparece uma ou mais

VEZES.

Fatorar, simplificar,
desenvolver, balancear
uma equagio para
tornar a variavel o

sujeito dessa equagdo.

Numero

genérico

Simbolizagdo de um

objeto genérico envolvido

em métodos ou regras
gerais, deduzidos de
padrdes numéricos e/ou
geométricos, ou em
familias de problemas

similares.

Interpretacdo de um
simbolo como um
objeto genérico presente
em expressoes
algébricas ou em regras

gerais.

Fatorar, simplificar e
desenvolver para
reorganizar uma

expressao.

Variaveis em
relacio

funcional

Simbolizagido de relagdes

funcionais a partir de uma

tabela, um grafico ou um
problema em lingua

natural.

Interpretacdo da
correspondéncia entre
variaveis e da variagao
conjunta em expressdes

algébricas, tabelas e

graficos.

Fatorar, simplificar,
desenvolver para
reorganizar uma

expressao; substituir

valores para determinar
intervalos de variacdo,

valores de maximo e

minimo ou para analisar
0 comportamento global

da relagdo.

Quadro 1: Decomposi¢do do conceito de variavel.

Fonte: REYES; TRIGUEROS; URSINI, 1996, p. 317.
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Essas capacidades que as pesquisadoras classificaram, usadas como indicadores,
permitiu a elabora¢do de questdes precisas, cujos resultados foram analisados por métodos
quantitativos. Como parte de um projeto cujo objetivo era diagnosticar como estudantes
iniciantes no ensino superior interpretam, manipulam e simbolizam cada uma das
caracterizacdes da variavel, essas pesquisadoras elaboraram um questionario para obter um
perfil inicial desses alunos quanto a seus desempenhos na resolugcdo de problemas em que
essas caracterizagdes ou facetas da variavel estavam enfatizadas separadamente. (idem, p.

351)

No artigo Diseiio de un Cuestionario de Diagnostico Acerca del Manejo del Concepto
de Variable en el Algebra, de 1996, as autoras apresentam a elaboracdo de uma primeira
versdo desse questionario, tal como a analise de sua confiabilidade nos termos da Teoria
classica dos testes. Elas relatam que para aprofundar na compreensdo das concepgdes dos
estudantes, o projeto global incluiu também uma andlise do tipo qualitativa e que consideram
que um questionario que satisfaga algum critério de confiabilidade pode proporcionar os

primeiros elementos para orientar um estudo aprofundado. (p. 352)

Os resultados desse projeto desencadearam outras pesquisas acerca do conceito de
variavel. As pesquisadoras aplicaram um questiondrio a alunos de diferentes faixas etarias —
de 12 a 18 anos de idade — a professores e também utilizaram essas capacidades envolvidas no
entendimento do conceito para a andlise de livros didaticos. Como resultante dessas
pesquisas, obtiveram um refinamento dessas capacidades, que foi denominada de Modelo dos
trés usos da variavel - the three uses of variable model. = (TRIGUEROS e URSINI, 2001, p.
328)

Apresentamos, no quadro a seguir, uma sintese dos aspectos que caracterizam cada um

dos trés usos da variavel, ou, em outras palavras, o denominado Modelo 3UV.
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Incognita Numero genérico Variaveis em relacio
funcional
I1- reconhecer e identificar | G1- reconhecer padrdes, | F1- reconhecer a
numa situagdo-problema a | perceber regras ¢ métodos em | correspondéncia entre as
presenca de algo desconhecido | seqiiéncias e em familias de | varidveis relacionadas
que pode ser determinado | problemas; independentemente da

considerando as restrigdes do

problema;

representagdo utilizada (tabelas,

graficos, problemas verbais,

expressdes analiticas);

I2- interpretar o simbolo que
aparece na equagdo, como um
ente que pode assumir valores

especificos;

G2- interpretar um simbolo
como uma entidade genérica ou
indeterminada que pode assumir

qualquer valor;

F2- determinar os valores da
variavel dependente dado o

valor da independente;

F3- determinar os valores da
variavel independente dado o

valor da dependente;

I3- substituir a variavel pelo | G3- deduzir regras ¢ métodos | F4- reconhecer a variagio

valor ou valores que fazem da | gerais em sequiéncias e familias | conjunta das variaveis

equagdo uma sentenga | de problemas; envolvidas em wuma relagdo

verdadeira; independentemente da
representagdo utilizada (tabelas,
graficos, expressdes analiticas);

I4- determinar o termo | G4- manipular (simplificar, | F5- determinar o intervalo de

desconhecido que aparece na | desenvolver) a variavel | variagdo de uma variavel, dado

equacdo ou nos problemas | simbdlica; o intervalo de variagdo da outra;

executando as  operagdes

algébricas e/ou  aritméticas

requeridas;

I5- simbolizar o termo | G5-  simbolizar  sentengas | F6- expressar um

desconhecido identificado | genéricas, regras ou métodos. relacionamento funcional

numa situagdo especifica e usa-

lo para representar uma

equagdo.

baseado na analise dos dados de

um problema.

Quadro 2: Habilidades necessarias a compreensdo da variavel como incdgnita, nimero genérico e variaveis em

relag@o funcional.

Fonte: TRIGUEROS; URSINI, 2001, p. 328-329.
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A decomposicdo do conceito de varidvel, apresentada pelas pesquisadoras, enfatiza
apenas os aspectos que parecem ser relevantes, sob o ponto de vista de um especialista, para a

construcdo desse conceito. As autoras esclarecem que todos t€ém a mesma hierarquia:

E importante observar que nés ndo pretendemos estabelecer estdgios para a
aprendizagem deste conceito, nos preferimos indicar diferentes caracteristicas que
podem ser construidas pelos estudantes de uma forma nio linear e que sdo
importantes para se alcangar uma visdo global do conceito de variavel. (REYES;
TRIGUEROS; URSINI; 1996, p. 316)

De acordo com Rodrigues (2008) podemos relacionar essas habilidades descritas no
Modelo 3UV com as capacidades de interpretagdo, simboliza¢do e manipulacio destacadas na

decomposicdo do conceito de variavel. O quadro abaixo representa este relacionamento.

Simbolizacio | Interpretacio | Manipulacio
Variavel como incégnita I5 INel2 [3el4
Variavel como niimero genérico G5 G1,G2eG3 G4
Variavel em relacio funcional F6 FleF4 F2,F3 eF5

Quadro 3: Relacionamento entre as habilidades descritas pelo Modelo 3UV e as capacidades de
simbolizagdo, interpretagdo ¢ manipulagdo da varidvel em seus trés usos.
Fonte: RODRIGUES, 2008, p. 34

Na obra Enseiianza del dlgebra elemental. Una propuesta alternativa, Ursini et al.
(2005) fornecem mais detalhes sobre cada um desses aspectos descritos no Modelo 3UV. De
acordo com as autoras, para compreender o uso da varidvel como incognita e resolver
corretamente os exercicios ou problemas que a envolva, os alunos devem ser capazes de
reconhecer que em certa situagdo estd envolvida uma quantidade cujo valor ndo se conhece,
mas que ¢ possivel determinar considerando os dados disponiveis. Além disso, € necessario
poder distinguir entre estas situagdes e as que envolvem quantidades desconhecidas, mas nio
proporcionam elementos que permitam determinéd-las. Eles devem ter a capacidade de
representar simbolicamente uma quantidade desconhecida relacionando-a com os dados do
problema, para desenvolver uma expressdo algébrica que mostre esta relacdo. Diante de uma
equagdo, dada ou construida pelo prdoprio aluno, € necessario realizar as operagdes aritméticas

ou algébricas que permitam obter o valor ou valores que satisfazem a equag¢do. Também ¢
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importante substituir os valores obtidos na equagao para verificar se sdo corretos, satisfazem a

equagdo e, portanto, se resolvem o problema. (URSINI et al., 2005, p. 27)

Para compreender o uso da variavel como nimero genérico ¢ poder trabalhar com
ela é necessario desenvolver a capacidade para reconhecer padrdes, observar regras, deduzir
métodos gerais e descrevé-los. Para isso, € necessario distinguir entre os aspectos invariantes
e os que variam em uma multiplicidade de situagdes, que podem envolver seqiiéncias

geomeétricas ou numéricas. (idem, p. 31)

O trabalho com a varidvel como niimero genérico requer também a capacidade de usar
simbolos para representar uma situagcdo genérica, uma regra ou um meétodo, ou relacionar
expressdes genéricas entre si. Diante de uma expressdo genérica, dada ou construida pelo
proprio aluno, este tem que interpretar os simbolos envolvidos como niimeros genéricos, os
quais representam quantidades indeterminadas que ndo se pode nem ¢ necessario determinar.
Deve saber manipular este tipo de expressdes (por exemplo, fatorar ou simplificar) quando o

problema pedir, sem necessidade de atribuir valores especificos as variaveis. (idem, p. 31)

Os nuimeros genéricos aparecem em expressdes abertas (por exemplo, 4x + 7), em
tautologias (3 + x = x + 3), em formulas gerais (4 = b x h), como pardmetros nas equagdes
(x> + 5mx + 7 = 0) e nas equagdes genéricas (ax + b = cx + d). E necessario que o aluno os
interprete como quantidades genéricas e consigam distingui-los das varidveis no papel de

incognita. (idem, p. 31)

Para trabalhar com as varidveis em relacdo funcional ¢ necessario ser capaz de
reconhecer, em primeiro lugar, que em certas situa¢des estdo envolvidas quantidades cujos
valores estdo relacionados; e, em segundo lugar, que em tais situagdes, a variagdo de uma

quantidade afeta a variag¢do da outra. (URSINI et al., 2005, p. 34)

Estes tipos de situa¢des podem envolver informacdes que se apresentem nas formas
verbal, tabular, grafica ou analitica. Para cada uma destas representagdes ¢ importante que o
aluno reconhega que existe uma correspondéncia entre duas variaveis e que estas variam de
forma relacionada. Reconhecer a relagdo entre duas varidveis implica, além disso, perceber
que cada uma pode tomar distintos valores dentro do intervalo no qual estd definida a relacéo.

(URSINT et al., 2005, p. 34)

Para compreender a correspondéncia deve-se atribuir valores a uma das varidveis e
determinar o valor da outra. Trabalhar com a varia¢do implica: desenvolver a capacidade para

determinar os intervalos de variagdo de uma das varidveis, dados os da outra; determinar
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donde uma fung¢do cresce ou decresce; determinar os pontos em que alcanga um valor de
maximo ou de minimo; quando seus valores sdo positivos ou negativos, e quando seu valor
permanece constante. Também € necessdrio que o aluno possa representar uma relag@o
funcional de distintas maneiras e passar de uma para outra forma. Em cada uma das
representagdes em que estdo envolvidas as variaveis relacionadas € necessario que os alunos
possam interpreti-las de maneira adequada. E importante que simbolizem uma relagdo
funcional de maneira analitica, estabelecendo uma relagdo simbolica entre as variaveis
envolvidas, independentemente de como seja dada a informagdo (linguagem natural, tabela,
grafico). Finalmente, que diferenciem entre uma expressdo simbolica que representa uma
relacdo funcional, e outras que representem, por exemplo, uma equagdo ou uma tautologia.

(idem, p. 35)

Segundo Ursini e Trigueros (2001), o modelo 3UV pode ser usado como referencial
na elaboragdo de ferramentas para investigar a concep¢do de varidvel apresentada tanto por
alunos, quanto por professores; elaborar atividades de ensino, relacionadas ao conceito de

variavel; analisar livros didaticos e outros materiais de ensino com rela¢do ao conceito.

Utilizamos o Modelo 3UV em nossa pesquisa para elaborar um questionario
diagndstico dos significados e usos da varidvel por alunos de oitavas séries, e também, como
ferramenta de andlise dos resultados obtidos da aplicagdo desse questiondrio, juntamente com

as consideragdes de Caraga sobre o duplo aspecto da variavel.

2.4 Algumas consideracdes sobre o significado e os diferentes usos da variavel

E de nosso conhecimento a inexisténcia de uma defini¢io de varidvel que abranja
todos os seus usos na matematica, portanto, se faz necessario, num primeiro momento,
esclarecer ao leitor o sentido em que abordamos tal conceito nessa pesquisa. Para isso,
estabelecemos uma relagdo entre o conceito de variavel apresentado por Caraca e a idéia de

variavel empregada pelas autoras do Modelo 3UV.

Caraga (2005) apresenta o conceito de variavel que, em suma, pode ser entendido
como “o simbolo representativo de qualquer dos elementos de um conjunto”, partindo da

necessidade de generalizacdo para a introdugdo do conceito de fungdo.
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Trigueros e Ursini (1998) mostram essa idéia explicando: ““(...) a primeira percep¢ao
das letras ao trabalhar com um problema algébrico €, ou deveria ser, a de simbolos que

representam qualquer valor (...)”. (p. 447)

Ou seja, para elas, antes da identificacdo do papel que desempenha em determinado

problema, a variavel deve ser entendida como um simbolo que representa qualquer valor.

Acreditamos que a idéia de varidvel apresentada por essas pesquisadoras vdo ao
encontro da apresentada por Caraca, uma vez que ‘“qualquer valor” pode ser identificado

como um conjunto. E ¢ nesse sentido que utilizamos o termo varidvel, ou letra, nesta pesquisa.

Observamos ainda para o carater pessoal que o conjunto que representa “qualquer
valor” passa a ter, quando toma como referencial o conjunto numérico considerado por cada

individuo.

Quando se identifica o status da varidvel na situacdo em que foi apresentada ela pode
ser classificada, considerando os trés principais usos, destacados nas pesquisas de Ursini e
Trigueros como “variavel como incognita”, “varidvel como numero genérico” ou “variavel

em relacionamento funcional com outra variavel”.

Assim, se Caraga parte da simbolizagdo da varidvel como uma generalizagdo
necessaria para a introdug¢@o do conceito de funcdo, as pesquisadoras mostram que a partir
dessa generalizacdo pode-se abordar ndo s6 as variaveis em relagdo funcional, mas também
como numero genérico € incognita, considerando os diferentes usos da varidvel na

matematica.

Para Caraca (1954), ha que se considerar ainda o duplo aspecto da variavel: o
simbdlico, no que se refere a letra tomada e, o substancial, o conjunto que ela representa, que

sd0 inseparaveis.

Trigueros e Ursini mostram que a simbolizag¢do, a interpretagdo e a manipulagdo sdo as
formas de tratamento da varidvel na éalgebra. Logo, podemos considerar que o duplo aspecto

da variavel se revela em cada um desses tipos de tratamento.

Nessa perspectiva, nosso objetivo de pesquisa foi identificar como os alunos associam
os aspectos simbolico e substancial na simbolizacdo, interpretagdo e manipulagdo de

sentencgas algébricas.

Quanto aos diferentes usos da variavel, focalizamos nossa analise nos propostos pelas

pesquisadoras Ursini e Trigueros, que propdem uma descricdo detalhada dos aspectos que
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permeiam a compreensdo dos trés principais usos da variavel na algebra escolar: incdgnita,

nimero genérico e variaveis relacionadas.

No capitulo a seguir mostramos como o Modelo 3UV foi utilizado como guia na

elabora¢do do questiondrio de pesquisa.
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CAPITULO 3

METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo apresentamos as questdes elaboradas para o diagnostico dos
significados atribuidos a varidvel e seus usos pelos participantes da pesquisa, explicitando as

habilidades necessarias para responder a cada um dos itens.

Além disso, abordamos a trajetéria de elabora¢do e aplicacdo dessa ferramenta,
explicitando as mudangas feitas nesse percurso e as decisdes tomadas quanto as formas de
coleta de dados, que encontram respaldo tedrico na metodologia de estudo de caso, sobre a

qual apresentamos algumas caracteristicas na se¢ao a seguir.

3.1 O estudo de caso

Nesta secdo apresentamos algumas caracteristicas da metodologia estudo de caso,
relativas aos aspectos que caracterizam sua abordagem nesta pesquisa. Tomamos como
referencial os apontamentos de Ponte (2006) e de Laville e Dionne (1999). Como o estudo de
caso a que nos reportamos ¢ de natureza qualitativa, comecamos por apresentar algumas

caracteristicas desse tipo de pesquisa.

Para Bogdan e Biklen (apud LUDKE e ANDRE, 2003, p. 11) existem cinco
caracteristicas que configuram o conceito de pesquisa qualitativa: 1) 4 pesquisa qualitativa
tem o ambiente natural como sua fonte direta de dados e o pesquisador como seu principal
instrumento; 2) Os dados coletados sdo predominantemente descritivos; 3) A preocupagdo
com o processo é muito maior do que com o produto; 4) O “significado” que as pessoas ddo
as coisas e a sua vida sdo focos de atengdo especial pelo pesquisador; 5) A andlise dos dados

tende a seguir um processo indutivo.
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Para os referidos autores a pesquisa qualitativa envolve a obtencdo de dados
descritivos, obtidos no contato direto do pesquisador com a situag@o estudada, enfatiza mais o
processo do que o produto e se preocupa em retratar a perspectiva dos participantes.

(BOGDAN e BIKLEN, apud LUDKE e ANDRE, 2003, p. 13)

Laville e Dionne (1999) discutem que a metodologia estudo de caso ¢
preferencialmente usada com a finalidade de precisar os conhecimentos adquiridos, esclarecé-
los ou aprofundé-los. “Inicialmente, tal investigagdo permitira fornecer explicagdes no que

tange diretamente ao caso considerado e elementos que lhe marcam o contexto”. (p. 155)

Nossa investigacdo teve por objetivo verificar que significados os alunos participantes
da pesquisa atribuiriam a varidvel e como ela seria utilizada por eles. Nas palavras de Ponte
(2006) “o objetivo do estudo de caso ¢ compreender em profundidade o “como” e os

“porqués” dessa entidade (...)”. (p. 2)

Para o referido autor, usa-se este tipo de investigagdo quando o investigador ndo

pretende modificar a situagcdo, mas compreendé-la tal como ela é. (idem, p. 8)

Ponte (2006) expde que na Educagdo Matematica, os estudos de caso tém sido usados
para investigar questdes de aprendizagem dos alunos bem como do conhecimento e das
praticas profissionais de professores, programas de formacdo inicial e continua de professores,

projetos de inovag¢do curricular, novos curriculos, etc. (p. 3)

Assim, apresentamos nesse relatorio o estudo do caso dos significados atribuidos a
variavel em seus diferentes usos por alunos de oitava série. Os 17 alunos que compuseram
essa populacdo eram estudantes de uma escola da rede estadual da grande Sao Paulo. Eles se
dispuseram a participar dos procedimentos de coleta de dados, os quais incluiram responder a
um questionario e fornecer entrevistas. Além disso, autorizaram as gravacdes em audio de
suas falas ao responder as questdes e a presenca de um observador que, juntamente a

pesquisadora, pudesse registrar as ocorréncias de interesse da pesquisa.

Encontramos em Ponte (2006) um respaldo para esses procedimentos:

(...) um estudo de caso ¢ uma investigagdo de natureza empirica. Baseia-se
fortemente em trabalho de campo (...) Estuda uma dada entidade no seu contexto
real, tirando todo o partido possivel de fontes multiplas de evidéncia como
entrevistas, observagdes (...) e tem sempre forte cunho descritivo.
(PONTE, 2006, p. 7)
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O referido autor mostra também a importancia da orientag¢@o tedrica dos estudos de
caso e como ela pode nortear o trabalho do pesquisador. Os estudos de caso podem ter uma
orientacdo tedrica bem vincada, que sirva de suporte a formulagio das respectivas questdes e
selecdo de instrumentos de recolha de dados e constitua um guia na analise dos resultados. A
teoria € necessaria para orientar a investigagdo, tanto em termos da recolha de dados como da
sua andlise. Ajuda a responder a questdes como: Que coisas observar? Que dados colher? Que

perguntas fazer? Que categorias construir? (PONTE, 2006, p. 12)

De um modo geral, um estudo de caso comega por ter hipoteses de trabalho
preliminares, que vao sendo reformuladas a medida que a investigagdo avanga. Como refere
Merriam (1988) (apud PONTE, 2006, p.12), o enquadramento tedrico de um estudo ¢ de tal
modo importante que o seu valor global deriva tanto das suas propriedades intrinsecas como

da forma como ele se situa em relag@o a estudos anteriores e expande os seus resultados.

Para Laville e Dionne, a vantagem mais marcante dessa estratégia de pesquisa repousa
na possibilidade de aprofundamento que oferece. Os elementos imprevistos e os detalhes,
melhor conhecidos, podem obrigar a reexaminar alguns aspectos da teoria que sustenta a

investigacdo (...). (p. 156)

Ponte dispde também que os estudos de caso produzem conhecimento acerca de
objetos particulares, que vai pouco a pouco acrescentando novos elementos que enriquecem o

nosso conhecimento coletivo acerca de certos problemas e fenomenos. (PONTE, 2006, p. 16)

3.2 A trajetoria de elaboracio do questionario de pesquisa

Para Trigueros et al (1996) um passo importante para a compreensdo da forma que se
aprende o conceito de varidvel ¢ indagar como os estudantes usam e interpretam cada uma de

suas caracterizacdes. (p. 352)

Utilizamos o Modelo 3UV para elaborar uma ferramenta de diagnostico dos
significados atribuidos a varidvel por alunos de oitavas séries e os conhecimentos que

emergem no s€u uso.

Encontramos em Ursini et al. (2005) um respaldo para a utilizacdo desse instrumento

de diagndstico que, em nosso caso, se deu por meio de um questiondrio: “sem duvida, as
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atividades de avaliagdo podem constituir oportunidades para conhecer com maior
profundidade os conhecimentos de cada um dos alunos do grupo e as caracteristicas deste

como um todo.” (p. 129)

O primeiro passo para a elaboracdo desse questiondrio foi criar e testar duas questdes
abordando a interpretagdo das varidveis como nimero genérico e em relagdo funcional. Essas
questdes foram denominadas como Parte I do questiondrio piloto, o qual consta, na integra, no
Apéndice A.

Aplicamos essa parte do questionario a 52 alunos de duas oitavas séries de uma escola
publica estadual, que, a época, meados do ano de 2007, eram alunos da pesquisadora. O
questionario foi aplicado durante o periodo regular de aulas no inicio do més de julho. Os
alunos tiveram a liberdade de formar duplas para responder as questdes. Enquanto as
respondiam assumimos também a postura de observador, procurando anotar os comentarios
que surgiam no didlogo entre as duplas e responder e/ou questiona-las quando necessario.

Utilizamos duas sessdes de aproximadamente 45 minutos para a aplicacdo dessa
primeira parte.

A questdo 1 foi criada com o objetivo de verificar como ¢ feita a interpretacdo de um
simbolo no papel de numero genérico. Considerando a afirmacio dada de quadrado mégico a
questdo poderia ser simbolizada assim: “- 8§ + 46 + © =25+ 13 + ©”, o que indicaria a
mobilizagdo da habilidade G5 — “simbolizar sentencas genéricas, regras ou métodos”.
Manipulando essa expressdo, ou ainda, utilizando a habilidade G4 — “simplificar, desenvolver
a variavel simbolica” — era possivel obter “38 + © =38 + ©”, ou “© = ©” e verificar que,
nesse caso, substituindo o simbolo por qualquer valor, a igualdade ndo se alteraria: G2 —
“interpretar um simbolo como uma entidade genérica ou indeterminada que pode assumir

qualquer valor”.

Uma das estratégias de resolucdo apresentadas pelos alunos nessa questdo foi a
tentativa de preenchimento do quadrado magico. A partir dessa estratégia pudemos verificar
que o simbolo ndo poderia representar infinitos valores, como queriamos abordar. Sendo

assim, optamos por descartar essa questao da versao final.

A questdo 2 tinha por objetivo verificar como os alunos interpretariam as variaveis
relacionadas x e y. Uma andlise das habilidades envolvidas na sua resolugdo sera apresentada
no desenvolvimento desta se¢do, quando nos referirmos as questdes que compuseram o

questionario de pesquisa.
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As conclusdes escritas apresentadas pelas duplas em seus protocolos e o registro de
nossas observagdes no momento da aplica¢do nos levou a classificar as respostas em relacdo a
interpretagdo a essas variaveis como sendo: incognita, numero genérico ou varidveis

relacionadas. Em seguida explicamos os procedimentos que nos levaram a essa classificagéo.

As 24 duplas que responderam a essa questdo procederam basicamente de duas
maneiras: substituindo as letras por numeros escolhidos aleatoriamente para obter um valor
como soma e entdo calcular o valor da outra variavel; ou atribuindo um valor para a soma e
encontrando os valores das variaveis.

Do total de participantes, 10 duplas apresentaram conclusdes que nos fizeram entender
que interpretaram as letras como incéognita. Elas apresentaram as estratégias que descrevemos
anteriormente e concluiram que as letras s6 podem ser substituidas pelos valores que
validaram, ndo houve generalizacdo em suas conclusdes.

As respostas que nos levaram a concluir que as letras tinham sido interpretadas como
numeros genéricos foram aquelas que apresentaram explicagdes dizendo que as letras
poderiam representar quaisquer valores, pois poderiam sempre escolher nimeros diferentes
para as variaveis; ou que poderiam mudar o valor da soma. Doze duplas apresentaram

respostas desse tipo.

As duas duplas que interpretaram as varidveis como presentes numa relacido funcional
apresentaram conclusdes que mostraram a percep¢do da correspondéncia entre as variaveis,

descrevendo a regra que relaciona as variaveis.

Nessa primeira parte do questionario todas as duplas apresentaram procedimentos
aritméticos para responder as questdes € ndo simbolizaram os dados por uma expressido

algébrica.

O segundo passo para a elaboracdo do questionario de pesquisa foi a elaboragdo de
uma questdo que requeria a interpretagdo de varidveis nos papéis de incognita, niimero
genérico e em relacdo funcional, dadas na notagdo algébrica. Essa questdo foi denominada
como Parte I do questionario piloto. Nosso objetivo era verificar como os alunos
interpretariam as varaveis em cada item e que estratégias utilizariam para tal e,

posteriormente, comparar aos resultados da primeira parte.

A Parte II foi aplicada a esses mesmos alunos, cerca de uma semana apoés a Parte I.
Os alunos utilizaram na Parte II tanto procedimentos algébricos quanto aritméticos

para responder aos itens da questdo, mostrando que o contexto de apresentacdo da questdo
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pode influenciar na forma de resolugdo a ser adotada pelos alunos e na identificacdo do papel

que a variavel pode assumir.

Ao tomar procedimentos algébricos percebemos a utilizagdo de diversos critérios para
a resolucdo das questdes, alguns erros na aplicacdo de técnicas de manipulacdo e a falta de
validagdo das solucdes obtidas, o que acarretou na falta de identificacio do papel das

variaveis.

A comparagdo entre as conclusdes a que chegaram os alunos nas partes I e II do
questionario piloto nos fez concluir que, na maioria das questdes em que os alunos optaram
por procedimentos algébricos, ndo evocaram o conjunto numérico que a variavel representa,
nem mesmo para testar a validade do resultado encontrado, o que gerou a hipdtese de que os

aspectos simbolico e substancial sdo utilizados separadamente.

Outro resultado dessa andlise foi o entendimento das variaveis nos papéis de nimero
genérico e variaveis relacionadas, como representantes de quaisquer numeros, referindo-se ao
conjunto dos nimeros inteiros positivos.

Ao analisar os dados percebemos que a falta de mais detalhes nos fez apresentar uma
analise sucinta dos resultados. Por isso, tomamos a decisdo de gravar os didlogos de alguns
alunos no momento da aplicagdo do questionario e durante as entrevistas. Além disso, no
intuito de ndo perder informagdes e termos mais detalhes dos procedimentos adotados por
eles, decidimos pela presenca de um observador nos dias de aplicacdo do questionario
“definitivo”, para anotar suas estratégias. Anotagdes que seriam feitas também pela

pesquisadora, que poderia, em alguns momentos, interagir com os participantes.

A partir dos resultados obtidos da aplicagdo do questionario piloto elaboramos a

versdo final que consta, da forma como foi apresentado aos alunos, no Apéndice B.

O questiondrio de investigacdo foi elaborado de forma a explorar os trés principais
usos da varidvel descritos pelo Modelo 3UV - incdgnita, nimero genérico e varidveis
relacionadas -, nos aspectos da simbolizacgdo, interpretacdo ¢ manipulagdo. Ele ¢ composto
por seis questdes, incluindo as do questiondrio piloto com algumas modificag¢des, as quais
citaremos no desenvolvimento do texto. Decidimos por incluir mais questdes para abranger
ndo s6 a interpretacdo das varidveis, mas focalizar também os aspectos da simbolizagdo e da
manipulagdo, pois de acordo com Trigueros e Ursini (2001) nenhum dos aspectos deve se

sobressair em relacdo ao outro.
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Das seis questdes que compuseram nosso questionario final, as de numero 1, 2 e 3
foram inspiradas no questiondrio utilizado pelas autoras do Modelo 3UV, que pode ser
consultado no Anexo A. Em especial, dessas trés, a segunda questdo foi a unica que também
foi utilizada no questiondrio piloto e sofreu modificagdes, que explicitaremos mais adiante,
para sua versdo final. A questdo 2 da Parte | do questiondrio piloto resultou na nossa questio

4.

Por sua vez, a quinta ¢ uma questao classica que envolve a observacdo e generalizacao
de um padrdo composto por figuras. Ela foi incluida para substituir a questdo 1 da Parte I do

questionario piloto.

E, por fim, a sexta questdo foi criada com base em um item utilizado por Kiichemann -
Anexo B, tendo como um dos propositos verificar o conjunto numérico tomado ao interpretar

as variaveis, considerando as restricdes impostas pela pergunta.

Transcrevemos, a seguir, cada uma das questdes que compuseram o questionario de
pesquisa, destacando as habilidades necessarias para a resolugdo de cada uma delas, em

algumas possiveis estratégias que poderiam ser tomadas.

Com a questdo 1, transcrita a seguir, tinhamos por objetivo verificar a habilidade de

simbolizacdo de sentengas dadas em linguagem natural para a linguagem algébrica.

Questdo 1: Escreva uma expressao algébrica para representar:

a) Um niimero que multiplicado por 5 resulte em 0,5.
b) Um nimero somado a 2.

¢) A subtragdo entre dois numeros que resulte em 2,5.

De acordo com o Modelo 3UV, para responder ao item a) é necessario reconhecer a
existéncia de algo desconhecido, que se pode determinar. E preciso também simbolizar o
termo desconhecido, o que pode ser feito utilizando a letra x, por exemplo. E, além disso,
relacionar os dados da questdo e usar a incdgnita para escrever a equagdo Sx = 0,5. Esses
procedimentos requerem a mobilizagdo das habilidades I1 - “reconhecer e identificar numa
situacdo-problema a presenca de algo desconhecido que pode ser determinado considerando
as restricoes do problema”; e IS — “simbolizar o termo desconhecido identificado numa

situacdo especifica e usa-lo para representar uma equacio”.
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Para responder a essa questdo os alunos poderiam escrever a equacdo de outras
maneiras, tais como: ‘x.5 = 0,5’; ‘x5 =0,5"; ‘x X 5= 10,5, as quais conservam a ordem do
enunciado, enquanto que ‘Sx = 0,5’ mostra uma forma usual de escrita, com o coeficiente

escrito antes da parte literal.

Para responder ao item b) ¢ necessario reconhecer e identificar o valor mencionado
como numero genérico, ou seja, como representante de quantidades indeterminadas que ndo
se pode, nem ¢ necessario, determinar (G2 — “interpretar um simbolo como uma entidade
genérica ou indeterminada que pode assumir qualquer valor”). Usar um simbolo para
representar esse “nimero”, o que pode ser feito utilizando a letra n, por exemplo; e utiliza-lo
para escrever uma expressdo que atenda ao enunciado, no caso: “n + 2”7, o que requer a

habilidade G5 — “simbolizar sentengas genéricas, regras ou métodos”.

2

Ou ainda, escrever “n + 2 = m”, representando também o valor da soma com uma
outra variavel, o que indica, em termos da simbolizagdo, uma transformag¢do de uma
expressdo algébrica aberta em uma relagdo funcional, ou seja, G5 transformado em Fé6 —

“expressar um relacionamento funcional baseado na analise dos dados de um problema”.

Para responder ao item c) € necessario reconhecer que dois “valores” precisam ser
representados e que existe uma correspondéncia entre eles; simbolizar esses valores por letras,
por exemplo, com x e y; e utilizar esses simbolos para a escrita de uma expressdo que atenda
ao enunciado: x — y = 2,5. Tais procedimentos decorreriam da mobilizacdo das habilidades
F1 — “reconhecer a correspondéncia entre as varidveis relacionadas independentemente da
representacdo utilizada (tabelas, graficos, problemas verbais, expressdes analiticas)” e F6 -

“expressar um relacionamento funcional baseado na anélise dos dados de um problema”.

Com a questdo 2, transcrita a seguir, tinhamos como objetivo verificar a habilidade de
interpretagdo das letras nos papéis de incdgnita, nimero genérico e variaveis relacionadas. Ela
se apresenta como uma reformulagdo da parte II do questiondrio piloto, pois dois itens que a

compde foram modificados.

Decidimos mudar as expressdes dos itens b) e c), que constavam no questiondrio
. X .
piloto como “-5—-a=-a-2-3" e “E+12 =-27, respectivamente, por outras que

“aparentassem’ com equagdes do 2° grau.
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Questao 2: Escreva por quantos valores as letras podem ser substituidas em cada uma das

expressoes abaixo. D& exemplos.

a)x=10+y
b)y(n+1)?=n*+2n+1

O)x(x+1)=-3+x

Com isso, pretendiamos verificar se haveria influéncia na forma como os alunos iriam
respondé-la, considerando os resultados de Ursini e Trigueros sobre a influéncia dos
conteudos que estdo sendo estudados. Em ambos os questiondrios as letras tém status de

nimero genérico e incognita, nessa ordem.

Antes de proceder com a andlise das habilidades necessarias para a resolucdo desta
questdo, informamos que utilizamos o termo “expressdes” em nosso questiondrio para
designar tanto equagdes, como tautologias, expressdes abertas e expressdes analiticas, assim
como as pesquisadoras Trigueros e Ursini utilizaram em seu questiondrio, o qual pode ser

consultado no Anexo A.

O item a) requer a interpretacdo de variaveis presentes numa relagdo funcional, em que
x estd escrita de modo a sugerir que ¢ uma variavel dependente e y, independente. Para
responder a esse item ¢ necessario reconhecer a correspondéncia entre as variaveis x e y (F1 —
“reconhecer a correspondéncia entre as varidveis relacionadas independentemente da
representacdo utilizada (tabelas, graficos, problemas verbais, expressdes analiticas™)). Para
isso, os alunos poderiam atribuir valores para a varidvel que considerarem independente e
encontrar os correspondentes valores da dependente, o que indicaria a mobilizagdo de F2 —
“determinar os valores da variavel dependente dado o valor da independente”. Ou atribuir
valores para a variavel considerada dependente e encontrar os correspondentes valores da
independente, mobilizando a habilidade “F3 - determinar os valores da variavel independente
dado o valor da dependente”. A partir desses procedimentos poderiam concluir que cada uma
das variaveis representa infinitos valores, obedecendo a uma relagdo de dependéncia entre
elas que pode ser descrita das seguintes maneiras: ‘x ¢ dez unidades maior do que y’; ou ‘y ¢

dez unidades menor do que x’; ou ainda, ‘a diferenca entre x e y € igual a 10°.

O item b) requer a interpretacdo da variavel n, que assume o papel de nimero genérico
na expressdo dada. Para responder a esse item poderiam ser utilizadas duas estratégias:

1) atribuir diferentes valores para n e verificar que sempre se mantém uma igualdade,
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independentemente do valor que se substitua a variavel; 2) utilizar procedimentos algébricos
(desenvolvendo o quadrado do primeiro membro ou fatorando o segundo membro da
expressdo, por exemplo), o que indicaria a mobilizagdo da habilidade G4 — “manipular

(simplificar, desenvolver) a varidvel simbdlica”.

A partir de alguma dessas estratégias os alunos poderiam concluir que » pode
representar qualquer nimero, o que indicaria a mobilizacdo da habilidade G2 — “interpretar

um simbolo como uma entidade genérica ou indeterminada que pode assumir qualquer valor”.

O item c) envolve a interpretacdo da variavel x que, na equagdo dada, tem status de
incognita.

Ao efetuar as operagdes algébricas necessarias os alunos poderiam determinar o valor
da variavel. Somando ‘-x*’, por exemplo, aos dois membros da igualdade obteriam “x =-3”, o
que indicaria a mobilizacdo de 14 — “determinar o termo desconhecido que aparece na
equagdo ou nos problemas executando as operacdes algébricas e/ou aritméticas requeridas”; e
de 12 — “interpretar o simbolo que aparece na equagdo, como um ente que pode assumir

valores especificos”;

Com a questao 3, apresentada a seguir, pretendiamos verificar que conhecimentos os
alunos utilizariam para representar expressdes algébricas de forma diferente da apresentada e,

logo, que significados dariam as varidveis nas representacdes produzidas por eles.

Questdo 3: Represente de uma outra maneira cada uma das expressoes:

a)(x>+1)(x-2)
b) -6 - 5a + 3a
€))y*+2y+4y?*-5y-8

Haviamos pensado em escrever no enunciado “Escreva uma expressdo equivalente
ara:”, porém, mudamos para deixar os alunos mais a vontade quanto as possiveis estratégias
b 9

a tomar.

Sabemos que o enunciado ndo pede a manipulagdo das varidveis e que essas
expressoes poderiam ser representadas graficamente ou, por exemplo, os bindmios do item a)
poderiam representar as medidas da altura e da base de uma regido poligonal retangular, assim
como as dos itens b) e ¢) poderiam representar o perimetro de regides poligonais. Porém,

acreditivamos que o mais provavel era que utilizassem seus conhecimentos de manipulagio
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algébrica para escrever outras expressdes, o que implicaria a mobilizagdo da habilidade G4 —

“manipular (simplificar, desenvolver) a variavel simbdlica”

Com base nessa hipotese, no item a) os alunos poderiam identificar a operagdo de
multiplicagdo de dois fatores e aplicar a propriedade distributiva, obtendo x* - 2x*> + x — 2. No
item b) poderiam somar os termos semelhantes e obter “8a — 6. No item c¢) poderiam realizar

o agrupamento e a soma de termos semelhantes e obter a expressao “5)? - 3y — 8”.

Ressaltamos que, independentemente da representacdo utilizada, as variaveis de cada
item da questdo 3 precisam ser interpretadas como numeros genéricos que podem assumir,
portanto, quaisquer valores (G2- interpretar um simbolo como uma entidade genérica ou

indeterminada que pode assumir qualquer valor).

A questdo 4, transcrita a seguir, foi uma das que compuseram o questiondrio piloto.

Porém nele, o que representamos por m e n aqui, foi representado por x e y.

Questio 4: Um quadrado, como o que esta representado abaixo, ¢ chamado Quadrado
Maigico quando a soma dos nimeros de cada linha, de cada coluna e de cada diagonal

resulta sempre no mesmo niimero.

Que valores m e n podem representar para que este seja um quadrado magico?

m |16 | -18 | 28

Explique como vocé pensou.

O objetivo dessa questdo foi verificar como os alunos interpretariam as variaveis
relacionadas m e n, num contexto puramente numérico, explorando o que se afirma por

quadrado magico.

Uma possivel forma de resolucdo seria a simbolizagdo dos dados da questdo pela
expressdo “m + 16— 18 + 28 =-2 + n— 18 + 56”, o que indicaria a mobilizag¢@o da habilidade

F6 — “expressar um relacionamento funcional baseado na analise dos dados de um problema”.
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Depois, realizando as operagdes cabiveis era possivel chegar em m=n+ 10, ou n=m— 10

ou m—n=10.

Utilizando uma dessas expressdes ou mesmo substituindo as variaveis por diferentes

Lo ;. . Jo 1

valores no proprio quadrado magico em que se apresentam, o que revelaria as habilidades F2

2 . . . .

e/ou F3°, os alunos poderiam concluir que m e n podem representar infinitos valores,

respeitada uma relagcdo de dependéncia: sendo m igual a 10 unidades a mais do que o niimero

atribuido a n; ou » igual a 10 unidades a menos do que o numero atribuido a m , ou seja,

reconheceriam o relacionamento funcional entre as variaveis, mobilizando a habilidade F1 —
(13 A . .y . . .

reconhecer a correspondéncia entre as varidveis relacionadas independentemente da

representacdo utilizada (tabelas, graficos, problemas verbais, expressdes analiticas)”.

A seguir apresentamos a questdo 5. A partir de uma seqiiéncia de figuras pretendiamos
verificar como os alunos expressariam uma regra geral para a contagem de quadradinhos

correspondentes a posicdo de cada figura na seqiiéncia.

Questio 5: Observe como se forma a seqii€ncia de figuras abaixo:

figura 1 figura 2 figura 3

a) Desenhe a proxima figura. Quantos quadradinhos ela tem?

b) Desenhe a 5 figura da seqiiéncia. Quantos quadradinhos ela tem?

¢) Construa uma tabela relacionando a posi¢do de cada figura com o seu numero de
quadradinhos.

d) A 11? figura tem quantos quadradinhos?

e)Eal7*

f) Como descobrir a quantidade de quadradinhos de qualquer figura dessa seqiiéncia?

Escreva uma regra.

Os itens a) e b), especificamente, foram formulados na intengdo de fazer os alunos
observarem o que muda de uma figura para a outra, ou a percep¢do de um padrdo. O que
requer a mobilizacdo da habilidade G1 — “reconhecer padrdes, perceber regras e métodos em

seqiiéncias e em familias de problemas”

' F2- “determinar os valores da variavel dependente dado o valor da independente”.

% F3- “determinar os valores da variavel independente dado o valor da dependente”.
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O item c) para que tenham um outro recurso para a observacdo da variacdo da posicio
da figura com sua quantidade de quadradinhos, do que apenas as figuras, uma forma de
instigar a interpretagdo da relacdo existente entre as grandezas envolvidas. Os itens d) e e),
verificar como os alunos calculam o total de quadradinhos de figuras numa posi¢@o que seria
dificil representar por meio de desenhos. E uma forma de instiga-los a pensar numa regra que
associe a posi¢do da figura com o seu total de quadradinhos. Ou ainda de deduzir um padrio,
o que implica a mobilizagdo de G3 — “deduzir regras e métodos gerais em seqiiéncias e
familias de problemas”. E, por fim, no item f) ,tinhamos como objetivo verificar como essa
regra seria descrita. Caso fosse simbolizada, mostraria a mobilizagdo da habilidade GS —

“simbolizar sentengas genéricas, regras ou métodos”.

Para deduzir a regra que rege o padrdo ¢ necessario, de acordo com Ursini et al.
(2005), a distingdo entre o que varia € o que ndo varia na seqliéncia de figuras. Neste caso, o
que varia ¢ o numero de quadradinhos, e uma percepcdo do que ndo varia pode ser descrita
como a multiplicagdo do que varia (nimero de quadradinhos) por 2 ¢ a soma do resultado

obtido, com 1.

Para a simbolizacdo da regra € preciso representar o que varia por uma letra, n por

exemplo, e escrever a expressdo que a representa: 2.z + 1 (G5).

A regra também poderia ser simbolizada expressando a relacdo entre a posi¢do da
figura e o numero de quadradinhos por uma expressdo analitica. Identificando a grandeza
posicdo da figura por p, por exemplo, a relacdo poderia ser apresentada como p = 2.n + 1.
Assim, seria mobilizada a habilidade F6 - “expressar um relacionamento funcional baseado na

analise dos dados de um problema”.

A seguir apresentamos a questdo 6, cujo objetivo foi verificar se os alunos
reconheceriam a variagdo conjunta das varidveis # e ¢, a partir da analise da figura ¢ da
expressdo do seu perimetro. Além disso, verificar que conjunto numérico seria tomado como

representante das variaveis, respeitada a condi¢do de existéncia da figura.

Optamos por apresentar um intervalo restrito para que os alunos pudessem nos

fornecer mais dados quanto ao conjunto numérico tomado.
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Questiao 6: Considere a seguinte figura:

h h

t

a) Escreva a expressdo do perimetro dessa figura.
b) Se 4 =3, qual é o valor do perimetro?

¢) Quais os valores de 7 € 4 para que o perimetro dessa figura seja igual a 4?

O item a) requeria a simbolizacdo de uma sentenca que representasse o perimetro da
figura, o que poderia ser feito em termos de G5' ou de F6%, em uma das seguintes maneiras:
somando as variaveis que representam as medidas dos lados da figura e obter: 42 + ¢, ou i + h

+h+h+t,oudh+1t,ouP=4h+t,

No item b), dado que # =3, tem-se p = 12 + ¢. Para 4 = 3, como ¢t < 4h para a
existéncia da figura; temos que 0 < ¢ < 12. Com t nessas condig¢des, temos: 12 < p < 24,
Portanto, para responder a esse item € necessaria a mobilizagdo das habilidades F4 —
“reconhecer a varia¢do conjunta das varidveis envolvidas em uma relagdo independentemente
da representacdo utilizada (tabelas, graficos, expressdes analiticas)” e F5- “determinar o

intervalo de varia¢do de uma varidvel, dado o intervalo de variag@o da outra”.

Os alunos poderiam também nlo se atentar as especificidades das medidas da figura e
apresentar uma das seguintes expressoes: 12+ ¢ (G5) ou P = 12 + t; (F6), resultantes da

substitui¢do de % por 3 na expressdo obtida no item a).

No item c¢) provavelmente o fator de maior dificuldade seja considerar a condi¢do de
existéncia da figura, visto que, dependendo das medidas representadas por ~ e ¢, ndo ¢
possivel formar o poligono. A condic¢do de existéncia da figura faz com que a medida /4 tenha
que ser maior do que a quarta parte da medida de 7z, o que leva a ter que considerar ¢ no
intervalo ]0,2[ e # em ]0,5; 1[ para o que ¢ preciso mobilizar as habilidades F4 — “reconhecer
a variagdo conjunta das varidveis envolvidas em uma relagdo independentemente da

representagdo utilizada (tabelas, graficos, expressoes analiticas)” e F5 - “determinar o

1 Gl 3 o r
G5 - “simbolizar sentengas genéricas, regras ou métodos”.
2 F6 - “expressar um relacionamento funcional baseado na anélise dos dados de um problema”.
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intervalo de variagdo de uma variavel, dado o intervalo de variacdo da outra”. Os alunos
poderiam reconhecer o relacionamento funcional entre as varidveis 4 e ¢, na atribuicdo de
valores para elas, o que indicaria mobiliza¢do das habilidades F2' ou F3* ¢ F1 — “reconhecer
a correspondéncia entre as variaveis relacionadas independentemente da representacdo

utilizada (tabelas, graficos, problemas verbais, expressdes analiticas)”.

Ap6s a formulacdo das questdes e analise das capacidades envolvidas na resolucdo de
cada uma delas, restou-nos aplicar o questionario. A seguir relatamos algumas atitudes que

tomamos antes e durante a aplicacdo do mesmo.

3.3 A Aplicacio do questionario

No inicio do ano de 2008 procuramos os membros da equipe gestora de uma escola
estadual da grande Sdo Paulo e falamos do nosso projeto de pesquisa e do interesse em

realizé-la naquela institui¢do. Tivemos total apoio da equipe.

No dia 02 de setembro do mesmo ano, no horario do HTPC — Horario de Trabalho
Pedagdgico Coletivo — procuramos as duas professoras de Matematica das oitavas séries
dessa escola. Informamos a elas sobre essa etapa da pesquisa e solicitamos a colaboragdo no

sentido de convidar alguns de seus alunos que tivessem interesse em participar da mesma.

Escolhemos este caminho porque acreditamos que o convite feito pelo préprio
professor fosse uma maneira de incentivar a participagdo e proporcionar mais confianga e
seriedade no trabalho. As professoras se prontificaram a colaborar. Informamos também que
seria aplicado um questionario em periodo posterior ao periodo letivo, provavelmente em
duas sessdes de 1h 40 min cada e que depois seriam marcados outros hordrios para as
entrevistas. As professoras sugeriram que fosse no proprio horario de aula, alegando que
muitos alunos tém cursos extra-curriculares e esse seria um motivo para o impedimento na
participag@o na pesquisa ou para a auséncia em algum dia de aplicacdo. Pensando no que foi

apontado por elas achamos melhor acatar a sugestao.

' F2 - “determinar os valores da variavel dependente dado o valor da independente”.
? F3 — “determinar os valores da variavel independente dado o valor da dependente”.
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Como os alunos teriam que se ausentar da sala de aula no periodo da realizacdo do
questionario, aproveitamos a reunido de HTPC, em que estavam reunidos a maioria dos
professores desses alunos e, com a autorizag@o da professora coordenadora, perguntamos se

consentiam a saida de alguns alunos nos dias de aplica¢do do questiondrio.

Com o aval dos professores e da coordenagdo, elaboramos um modelo de termo de
consentimento para a participagdo na pesquisa, o qual consta no Apéndice C, para que os
alunos concordassem em participar dos procedimentos do trabalho e os pais autorizassem tal

participagdo.

Como as professoras de Matematica se responsabilizaram por convidar os alunos,
conversamos mais com elas sobre o projeto e explicamos a importancia da participacdo dos

alunos pelo proprio interesse.

A professora coordenadora fez a reserva de uma sala disponivel para os dois dias de
aplicacdo, que foram agendados para 08 ¢ 10 de setembro de 2008, das 7:00 as 8:40. Porém,
no segundo dia tivemos que utilizar a sala de estudos da biblioteca da escola, pois outros

alunos teriam utilizado a sala anteriormente designada para a montagem de uma peca teatral.

Os alunos que espontaneamente manifestaram seu interesse quando as docentes
convidaram foram relacionados por elas em uma lista que nos foi entregue e uma cdpia
anexada no mural da sala dos professores para que soubessem quem participaria dessas

atividades.
Os estudantes dessa escola nunca foram alunos da pesquisadora.

No primeiro dia os alunos, conforme combinado com suas professoras, nos esperavam
em frente a sala reservada. Chegamos, pesquisadora e observador, os cumprimentamos e
perguntamos se eram eles que iriam participar da pesquisa. Responderam que sim e entdo os
convidamos para entrar e nos apresentamos. Na tentativa de uma maior aproximagdo aos
alunos, explicamos de uma forma geral o objetivo da pesquisa, dizendo que a partir da andlise
dos resultados que obtivéssemos com aquela amostra poderiamos contribuir para o
desenvolvimento do ensino e da aprendizagem em matematica. Expomos também que eram
muito importantes as suas colaborag¢des respondendo a todas as questdes e posteriormente
participando da entrevista. Explicamos que nds teriamos que observa-los e anotariamos
algumas informacdes que acreditassemos ser relevantes e que eles tentassem ndo se sentir
incomodados por isso. Além disso, algumas duplas seriam escolhidas, aleatoriamente, para

terem suas falas gravadas, conforme constava na autorizagao.
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Depois dessa conversa pedimos aos alunos que se organizassem em duplas e que se
acomodassem de forma a ndo ficar muito préximas uma dupla da outra, por conta da

gravacdo. Como estavam presentes 17 alunos, decidimos pela formacdo de um trio.

Distribuimos as folhas com a questdo 1 para cada uma das equipes e identificamos as
duplas por D1, D2, D3, D4, D5, D6 ¢ D7; ¢ o trio como T. Pensamos nisso como uma forma
de agilizar a escrita de nossas observagdes e a posterior organizagdo dos dados. Escolhemos

as duplas 4, 6 e 7 e também o trio para serem gravados nessa sessao.

Conforme as duplas terminavam forneciamos a folha com a questdo 2. A sess@o durou
uma hora e quarenta minutos € os alunos que terminaram antes desse horario foram

dispensados para voltar a sala de aula.

No decorrer da primeira sessdo percebemos o uso de folhas para rascunho por algumas
equipes e entdo combinamos que elas também deveriam ser entregues, pois poderiam nos

fornecer mais dados quanto ao procedimento adotado por eles.

O questionario consta de 6 perguntas. Na primeira sessdo foram trabalhadas as
questdes 1 e 2. Nesse dia haviamos previsto que ndo seria possivel responder as outras quatro
na proxima sessdo, entdo tratamos de combinar uma outra data com as professoras e com os

alunos.

A segunda sessdo teve também a duragdo de 1h e 40 min. Foram gravadas as falas das
duplas 1, 2, 3 e 5. Nesse dia, e também na ultima sessdo, estavam presentes os dezessete
alunos que participaram da primeira etapa. Como ja tinhamos ouvido as gravagdes e lido suas
respostas e os registros de observagdo, como forma também de incentiva-los, falamos para os
alunos o quanto estavam contribuindo para o desenvolvimento dessa pesquisa, pois suas
estratégias e discussdes durante a resolu¢do das questdes mostravam o que pensam diante

delas, o que nos faz entender melhor o porqué de certas respostas.

No segundo dia de aplicagdo as equipes conseguiram responder as questdes 3, 4 e 5.
Os alunos que terminaram primeiro, empolgados para terminar logo, queriam responder a
sexta questdo também. Porém, decidimos deixar para fazerem na ultima sessdo, visto que nao

daria tempo para algumas equipes responderem naquele dia.

A terceira sessdo ocorreu no dia 16 de setembro, no mesmo horario dos dias anteriores

e se encerrou em cerca de 30 minutos. Nesta, apenas as duplas 4 e 6 foram gravadas.

Aproveitamos o tempo restante para dar inicio as entrevistas.
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Utilizamos a técnica de entrevista semi-estruturada que, de acordo com Laville e
Dionne (1999), por sua flexibilidade, possibilita um contato mais intimo entre o entrevistador
e o entrevistado, favorecendo assim a exploragdo em profundidade de seus saberes, bem como

de suas representagdes. (p. 189)

Esse tipo de entrevista consiste numa série de perguntas abertas, feitas verbalmente em
uma ordem prevista, mas na qual o entrevistador pode acrescentar perguntas de
esclarecimento e ¢ encontrada sobretudo nas pesquisas de natureza antropoldgica ou nos

estudos de caso. (LAVILLE e DIONNE, 1999, p. 189)

As perguntas das entrevistas tomaram por base o conjunto de dados coletados através
dos registros de audio e de observagdo e produgdo escrita dos alunos em cada questdo. Em
relacdo a sexta questdo, os questionamentos foram inspirados nos protocolos apresentados

pelos alunos e observagdes durante a execugdo das mesmas.
Nesse dia foram entrevistadas as equipes D1, D4, D5, D7 e T.

Quanto as trés duplas restantes ficou combinado, com a anuéncia das professoras, que

seriam entrevistadas no dia 18/09/2008.

Apresentamos em seguida a analise dos dados obtidos, questdo a questdo. Para facilitar
a escrita utilizaremos a identifica¢do das equipes anteriormente citadas: D1, D2, D3, D4, D5,
D6, D7 e T. Para diferenciar os integrantes da mesma equipe, quando formos reproduzir suas
falas, utilizaremos D1-1 e D1-2, por exemplo, para os integrantes da dupla 1; T1, T2 e T3
para as componentes do trio e assim por diante. Quando nos referirmos as nossas falas nos
identificaremos com P. Quanto aos registros de observagdo, serdo descritos conforme

anotacdes da pesquisadora e do observador.
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CAPITULO 4

ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos a analise dos resultados obtidos com a aplicagdo do
questionario de pesquisa. Para tal, utilizamos o conjunto de dados obtidos dos registros de

observacao, audio, entrevista e a propria produgdo escrita das duplas.

Considerando a caracteristica de cunho descritivo dos estudos de caso apontada por
Ponte (2006), optamos por apresentar os resultados, primeiramente, agrupando as respostas
aos itens de cada questdo por alguma similaridade, seja no procedimento de resolucdo ou na
forma de apresentacdo da resposta. Descrevemos o critério a medida em que cada uma ¢
apresentada. Na seqii€ncia reportamos a analise dos resultados das duplas no desenvolvimento
das questdes, analisando suas respostas quanto aos aspectos da simboliza¢do, da manipulacio

e da interpretagdo das variaveis.

4.1 Questio 1

A primeira questdo, reproduzida abaixo, tinha por objetivo verificar a habilidade de
simbolizacdo de valores desconhecidos, na traducdo de sentencas dadas em linguagem natural

para a linguagem algébrica.

Questiio 1: Escreva uma expressdo algébrica para representar:

a) Um numero que multiplicado por 5 resulte em 0,5.
b) Um numero somado a 2.

¢) A subtragdo de dois nimeros que resulte em 2,5.
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Com o item a) tinhamos como objetivo verificar como os alunos simbolizariam a
varidvel no papel de incognita. Para respondé-lo, todas as equipes calcularam o nimero
desconhecido, seja por manipulacdo da incognita na equacdo escrita ou por procedimentos

aritméticos. Ou ainda, utilizaram essas duas estratégias.

De acordo com nossos registros de observagdo a dupla 1 calculou esse numero e
depois representou a multiplicagdo que pede a sentenca utilizando o valor encontrado. Em
seguida, na tentativa de verificar se o resultado estava correto, fez a divisdo de 5 por 0,5 (ao

invés de 0,5 + 5), obtendo 0,1 erroneamente, como pode ser observado na figura 1.

Apos responder a essa questio representando os valores de cada um dos trés itens por
exemplos numéricos, a dupla 1 foi questionada sobre o que entendem por expressdo algébrica.
Diante da resposta dada pelos componentes de que ndo lembravam do que se tratava,
perguntamos o que estavam estudando em matematica. A dupla citou as equagdes do 2° grau e
entdo exemplificamos as equacdes como um dos tipos de expressdo algébrica. Quando
questionados sobre os elementos que as compdem citaram a presenga de varidveis.
Insatisfeitos com as respostas que apresentaram nessa questdo, apos esses questionamentos,

decidiram revé-las.

Apds essa conversa e possivelmente também por influéncia do estudo das equagdes do
2° grau, em que precisam identificar os coeficientes a, b e ¢ como uma das formas de
resolucdo, esses alunos representaram todos os valores de cada item por essas letras. Assim, a

resposta ao item a) foi apresentada como mostra a figura a seguir:

a) Um numero que multiplicado por 5 resulte em 0,5.

Figura 1: Protocolo da dupla 1 — Questéo 1. a)

Nesse caso podemos perceber que essa dupla apresentou primeiramente um
procedimento de representacdo do termo desconhecido pelo proprio nimero. Com a escrita da

expressdo “a x b = c¢”, que poderia ser interpretada como expressio genérica, a dupla mostra,
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ao atribuir valores para a, b e ¢, que cada letra tem valor especifico e, portanto, mantém a

representacdo da multiplicacdo requerida pelos nimeros que a compde.

As duplas 3 e 7 também calcularam o nuimero desconhecido e escreveram uma
sentenga utilizando-o. Ambas fizeram uso de parénteses em suas expressdes, conforme mostra

o protocolo de D3:

a) Um ntmero que multiplicado por 5 resulte em 0,5.

Figura 2: Protocolo da dupla 3 — Questdo 1. a)

No trecho a seguir, da entrevista com D3, as integrantes explicam o que pensam sobre

expressodes algébricas e o porqué do uso de parénteses:

P: “Do que vocés lembram quando pensam em expressao algébrica?”
D3-1: “De niimeros, parénteses, colchetes.”

D3-2: “Letras!”

P: “O que vocés escreveram € uma expressao algébrica?”

D3-1: “Nao, aqui é de nimeros.”

D3-2: “Eu néo coloquei com letra porque o primeiro nimero que eu pensei foi 0 0,1.”

As integrantes de D3 mostram, por um lado, os elementos que consideram que deve
ter em expressoes algébricas, citando numeros, parénteses, colchetes e letras e; por outro,
D3-2 revela a facilidade com que encontrou o nimero desconhecido. Essa justificativa mostra
que um dos motivos para a nao simboliza¢do pode ter sido o fato de o numero ter sido
facilmente calculado, o que sugere uma reformulagcdo da questdo para o caso de uma outra

aplicagdo.

Acreditamos que o procedimento utilizado pelas duplas D1, D3 e D7, ao representar
um termo desconhecido numa sentenga pelo nimero que ele representa, revela que a idéia de
incégnita foi empregada, embora ndo tenham expressado a sua simbolizacdo como tal, pois,

para calcular seu valor foi preciso reconhecer a sua existéncia.

O procedimento de elaboracdo e resolucdo de uma equacédo foi realizado pelas duplas

2,4 e 5 e pelo trio. Essas equipes fizeram cdalculos para saber o valor do referido nimero para
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depois escrever a expressdo correspondente e resolvé-la. Elas representaram o valor
desconhecido pela letra x e escreveram a equagdo na ordem em que a sentenca ¢ apresentada

em linguagem natural: “x . 5=10,5".

A dupla 4 e o trio deixaram registrado a equacdo e a sua resolug@o, enquanto as duplas
2 e 5, além disso, também deixaram as contas que realizaram, como podemos observar na

figura 3:

a) Um nimero que multiplicado por 5 resulte em 0,5.

Figura 3: Protocolo da dupla 2 — Questdo 1. a)

O procedimento utilizado por essas equipes - D2, D4, D5 e T - ao simbolizar o nimero
desconhecido por uma variavel indica a habilidade I1'; a utilizacdo dessa variavel para a
escrita de uma equacio, 152; ¢ a tarefa de calcular o valor do termo desconhecido indica a

mobilizacdo de I4°.

As duplas 2 e 5, em especial, que mostraram os célculos realizados e argumentaram
que era uma forma de verificar se a conta daria certo, mobilizaram também I3 — “substituir a

variavel pelo valor ou valores que fazem da equag@o uma senteng¢a verdadeira.”

Ursini et al. (2005) apresentam uma possivel justificativa para o célculo do valor da
incognita apresentado por esses alunos, visto que o enunciado ndo o requeria: “o uso da
variavel em que se pde maior énfase é o de incdgnita, e repetidamente lhes pedem que

encontrem seu valor.” (p. 16)

A dupla 6, de acordo com os registros de observa¢do durante a aplicagdo do

questionario e relato dos préprios componentes no momento da entrevista, primeiro tentaram

" T1: “reconhecer e identificar numa situagdo-problema a presen¢a de algo desconhecido que pode ser
determinado considerando as restricdes do problema”.

2 I5: “simbolizar o termo desconhecido identificado numa situagdo especifica ¢ usa-lo para representar uma
equacdo.”

3 14: “determinar o termo desconhecido que aparece na equagdo ou nos problemas executando as operagdes
algébricas e/ou aritméticas requeridas.”
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escrever uma equacdo do segundo grau cuja raiz fosse 0,5. Desistindo dessa estratégia,
elaboraram uma equag@o com varios termos que resultasse nesse valor. Quando questionados
sobre onde representaram a multiplicacdo de um nimero por 5, a circularam na expressao,

como pode ser visto na figura a seguir:

a) Um numero que multiplicado por 5 resulte em 0,5.

)Y - s"‘ XY

7‘) Y e Y5 X _1{)( - \‘:4’ 2.C

(- =

Figura 4: Protocolo da dupla 6 — Questéo 1. a)

Os procedimentos utilizados por D6, também explicados a seguir em trechos da
entrevista, mostram a tentativa de aplicacdo do contetido que estdo estudando para resolver a

questdo proposta, mesmo que ndo atenda ao solicitado no enunciado.

D6-1: “A gente tentou escrever uma equacdo do 2° grau primeiro, porque a gente estd
trabalhando com isso.”
D6-2: “A gente tinha comegado do final, fazendo a conta. Do resultado pra chegar na equagéo

que desse 0,5.”

Podemos perceber, com as respostas apresentadas pelas equipes no item a), que esses
alunos ndo sentiram a necessidade de simbolizar o nimero desconhecido e, mesmo os que o
fizeram, se valeram de procedimentos aritméticos para testar a validade da sentenga. O que
pode indicar que ndo entendem a escrita algébrica como um caminho confidvel para fazer
calculos e obter o resultado correto, ou o ndo uso da simbologia algébrica, exigida e esperada

na escola.

De forma geral, as respostas apresentadas no item b), em que a pretendiamos verificar
como as equipes representariam a variavel no papel de nimero genérico, podem ser descritas
das seguintes maneiras: 1) na escrita de uma sentenga com um numero escolhido
aleatoriamente para somar com 2, que mostraram as duplas D1 e D7; 2) na representacdo de
um relacionamento funcional, mostrada por D2 ; 3) na simbolizacdo por uma incdgnita numa
equacdo, expostas por D3, D4 e D6; 4) na simbolizacdo do termo genérico numa expressio

aberta, expostos por T e D5;
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A dupla 1 escolheu o niimero 5 para somar com 2 e apresentou a operagdo “5 +2 =7".
Em seguida, identificou cada um dos valores das parcelas e o da soma com as letras a, b e c,

apresentando também “a + b = ¢”.
No momento da entrevista relemos o enunciado e perguntamos a eles:

P: “O enunciado diz: escreva uma expressdo algébrica para representar um nimero somado a
2. Que niimero € esse?”

D1-1: “Mas aqui ndo esté especificando o nimero. Poderia ser qualquer nimero.”

P: “Poderia ser qualquer um, entdo vocés escolheram um?”

D1-2: “E: 05.”

P: “Temos como representar qualquer nimero?”

D1-1: “Tem, com x.”

P: “Como?”

[D1-1 escreve “x +2 ="7"]

P: “Esse x esta representando qualquer numero?”

DI1-1: “Esta.”

P: “Qualquer nimero? Vamos ler o que vocé escreveu: qualquer nimero mais dois € igual a 7.
E verdade?”

DI1-2: “N&o.”

A dupla identificou a variavel x como representante de qualquer nimero, mas ao tentar
escrevé-la numa expressdo que atenda ao enunciado, apresentou uma equagio, o que indica
que o papel da variavel ndo foi considerado para a construgdo da expressdo. Quando pedimos

que lessem-na com x como qualquer nimero, eles perceberam que erraram.

A dupla 7 simbolizou o nimero desconhecido por “14*” e efetuou a soma. Durante a
entrevista D7-1 esclareceu que poderia representar com qualquer nimero: “peguei o primeiro

nimero que veio na cabeca. Poderia ser qualquer um.”

As falas “poderia ser qualquer um” e “poderia ser qualquer nimero”, das duplas 1 e 7,
. . ~ ’ o 1
podem ser entendidas como uma interpretagdo em termos de nimero genérico (G2 '), embora

a senteng¢a nao tenha sido simbolizada dessa maneira.

As respostas apresentadas por D1 e D7, ao escolher um niimero para somar com 2,

revelam a idéia de “qualquer um” citada por ambos: se ¢ qualquer, pode-se escolher um.

' G2: “interpretar um simbolo como uma entidade genérica ou indeterminada que pode assumir qualquer valor.”
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De acordo com nossas observagdes durante a aplicacdo, a dupla 2 primeiramente
simbolizou a soma pedida escrevendo “1 + 2 = 3” e apagou; depois representou o nimero
desconhecido por x e a soma de x com 2 pela letra y, indicando a mobilizagdo da habilidade
F6 — “expressar um relacionamento funcional baseado na analise dos dados de um problema.”
Mesmo com essa representacdo a dupla voltou a exemplificar a soma que tinha pensado

inicialmente, como podemos observar em seu protocolo:

b) Um nimero somado a 2.

Figura 5: Protocolo da dupla 2 — Questéo 1. b)

Durante a entrevista perguntamos o motivo das duas representacdes, como mostramos

no seguinte dialogo:

P: “Primeiro vocés fizeram ‘2 + 1 = 3°. Por que quiseram representar com ‘x + 2 = y’,
depois?”

D2-2: “Porque a gente ndo sabia que nimero deveria ser somado.”

P: “Por que igualaram a y?”

D2-2: “Porque algum resultado tinha que dar. A gente sé ndo sabia qual.”

P: “Por que vocés ndo sabiam?”

D2-2: “Porque a gente ndo sabia o valor de x.”

P: “Mas vocés escreveram 1 no lugar do x. Por qué?”

D2-1: “Pra mostrar que era 1 +2 =3.”

D2-2: “Pra mostrar que era um numero somado a 2. Entdo a gente pegou qualquer nimero e
somamos com 2.”

P: “Poderia ser outro nimero?”

D2-1: “Poderia.”

D2-2: “Poderia ser qualquer um.”

Diferente da dupla 1 que atribuiu as letras a, b ¢ ¢ os numeros que tinham utilizado
como exemplo, a dupla 2 entende que tanto x quanto y podem representar quaisquer valores.

Quando as integrantes disseram que igualaram o resultado a y porque nao sabiam o valor de x
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mostraram o reconhecimento da dependéncia dessas variaveis, ou ainda, a mobiliza¢do de F1
[13 A - .y . . .
- “reconhecer a correspondéncia entre as varidveis relacionadas independentemente da

representacdo utilizada.”

A dupla 6, mais uma vez, escreveu uma equagdo com varios termos, contendo entre
eles ‘1x +2°, e a igualou a zero. Questionados sobre os outros termos, D6-1 justificou: “Pra

dar mais um sentido. Pra nio ficar uma conta boba s6é com dois niumeros.”

A dupla 3 (figura 6) também simbolizou o termo desconhecido por x e escreveu uma
equacdo com o zero depois do sinal de igual, realizando uma transformagao de uma expressao

aberta em uma equagao, ou, de acordo com o Modelo 3UV, G5' em I5°.

b) Um nimero somado a 2.

Figura 6: Protocolo da dupla 3 — Questdo 1. b)

Na entrevista com essa equipe notamos as diferentes formas de pensar das
componentes sobre a varidvel e a confusdo sobre o valor da incognita numa equacdo de 2°

grau e o valor de seus coeficientes. Vejamos:

P: “O que é x?”

D3-1: “O x ¢ um valor. O x ¢ sempre 1 em qualquer expressdo. A gente estd vendo equacgdes
do 2° grau, ai ¢ a mesma coisa que colocar um, porque as letras podem ser representacdes de
numeros.”

P: “Ah, as letras podem ser representacdes de numeros. Entdo aqui pode ser que seja 1?”
D3-2: “E, ou qualquer outro.”

P: “Pode ser outro também?”’

D3-2: “Acho que sim, porque estd falando um ntimero somado a 2. Entdo ¢ qualquer nimero

mais 2.”

No didlogo com essa dupla percebemos que D3-1 se refere ao valor do coeficiente de
x, enquanto D3-2 se refere aos possiveis valores que esta varidvel pode representar. Porém,

ambas expressam que ndo utilizaram essas idéias ao escrever “x + 2 =0, o que pode revelar a

1 . . o r

G5: “simbolizar sentengas genéricas, regras ou métodos.”
2 . . . . . . ~ r -

I5: “simbolizar o termo desconhecido identificado numa situagdo especifica ¢ usa-lo para representar uma
equagdo.”
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falta de interpretacdo da varidvel na equag@o que escreveram. Além disso, D3-1 fala sobre a

forma usual de apresentagdo das questdes que envolvem esse contetido:

D3-1: “Sé que a gente colocou zero porque a conta ndo esta resolvida ainda. Porque quando

tem uma equacdo pra resolver sempre esta terminada em zero, ndo esta determinado o valor.”

A dupla 4 apresentou a equagdo “x + 2 = 59 846” e a sua resolu¢do. Durante a
entrevista seus componentes disseram que poderiam igualar a equagdo a qualquer niimero e o

porqué dessa escolha:

D4-1: “Do nada, um nimero complicado.”

D4-2: “Um nimero grande pra confundir a cabega.”

A justificativa apresentada por D4 também mostra a idéia de que se pode ser qualquer

numero, pode-se escolher um valor para representar, como mostraram D1 e D7.

A dupla 5 e o trio simbolizaram a sentenga com a escrita de uma expressdo aberta,

indicando a mobilizacdo de G5', como podemos observar na figura a seguir:

b) Um numero somado a 2.

= 44

At

Figura 7: Protocolo da dupla 5 — Questdo 1. b)

Os trechos das entrevistas, reportados na seqii€ncia, mostram a explicagdo desses

alunos para esse tipo de simbolizacao.

D5-2: “Um nimero somado a dois. Nao esta falando o niimero, entdo € x.”

D5-1: “E indeterminado, né. Quando a gente ndo sabe o valor tem que representar com x.”

Uma das componentes do trio explica o porqué do uso da varidvel na resposta exposta
pela equipe:
P: “Como pensaram para chegar nessa resposta?”’

T1: “Um nimero qualquer? Qualquer numero? Ai que entra a variavel!”

Os argumentos apresentados por T e D5 mostram a interpretacio de x como

. . 2
representante de um valor indeterminado, ou em outras palavras, como G2°.

' G5: “simbolizar sentengas genéricas, regras ou métodos.”
2 G2: “interpretar um simbolo como uma entidade genérica ou indeterminada que pode assumir qualquer valor.”
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As respostas apresentadas pelas duplas no item b) mostram que a idéia de termo
genérico, ou seja, de algo que represente qualquer valor foi comum a todas as equipes,
embora a sua simbolizagdo nio tenha ocorrido dessa maneira por todas elas. Se por um lado a
idéia de qualquer nlimero instigou ao uso de uma letra que o represente para a maioria desses
alunos, por outro, a variavel ndo apresenta esse status nas sentengas que a maioria escreveu, o
que pode revelar a falta de interpretacdo da varidvel nas expressdes ou a dificuldade em

considerar o papel da variadvel na constru¢do de expressdes algébricas.

Com o item c) tinhamos por objetivo verificar como os alunos simbolizariam as

variaveis presentes numa relagdo funcional.

As respostas a esse item mostraram a simbolizagdo dos referidos numeros por
variaveis pelas equipes D2 e T; a simbolizacdo de apenas um deles por letra, como fizeram
D3, D4 e D6; e a representacdo de ambos por numeros, apresentados pelas duplas D1, D5 e

D7.

As equipes D1, D5 e D7 apresentaram a resposta a essa questdo representando o

minuendo e o subtraendo utilizando nimeros cuja diferenga fosse 2,5.

A dupla 1, como mostra a figura abaixo, escolheu os valores 7,5 e 5,0 e apresentou o
registro de calculo. Depois representaram os nimeros presentes na subtracdo pelas letras a, b

e ¢, como fizeram nos itens anteriores.

¢) A subtracdo de dois numeros que resulte em 2,5.

Figura 8: Protocolo da dupla 1 — Questéo 1. ¢)

No decorrer da entrevista a dupla revelou o motivo da escolha desses numeros ¢ fez
uma revelacdo que ndo haviamos previsto: utilizaram os valores presentes no enunciado e na
resposta do item anterior. A integrante D1-2 explicou que usou os nimeros 5 e 2 dados na

resposta ao item b): “5 + 2 =7 ¢ 0,5 presente no enunciado do item a).

Observamos que a dupla 7 utilizou os mesmos valores que a dupla 1: “7,5 e 57, porém
ndo se referiu a escolha desses valores por influéncia dos apresentados no enunciado da

questdo, mas argumentou que poderiam ser quaisquer dois valores cuja subtragdo resultasse
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em 2,5 e que simplesmente escolheu escrever esses. Ou seja, embora ndo tenha apresentando

a simbolizacdo em termos de numero genérico, mostra a interpretacdo como tal.

De acordo com nossos registros de observacdo a dupla 5 havia escrito “x — x”’ e depois
optaram por registrar a subtragdo de 5,5 por 3,0. No decorrer da entrevista os componentes
explicaram que a primeira resposta ndo daria certo, pois resultaria em zero. Nesse caso,
percebemos certa dificuldade na representacdo dos dois termos desconhecidos por variaveis, o

que ocasionou o abandono da estratégia de representagdo por letras.

A dupla 2 e o trio simbolizaram o minuendo e o subtraendo pelas letras x e y, o que
indica a habilidade F6'. Além disso, testaram o funcionamento da expressio apresentando um

exemplo.

A dupla 2 (figura 9), antes da representag@o por letras, testou a subtracdo de alguns
pares de numeros que resultasse em 2,5. Durante a entrevista as componentes revelaram como

pensaram:

D2-1: “Dois nimeros. A gente ndo sabia quais eram, dai “x —y”. E tinha que ser igual a 2,5.”
P: “Poderia ser outros numeros?”

D2-1: “Sim, mas ndo qualquer um. Tinha que fazer as contas.”

P: “O que tinha que acontecer entdo?”

D2- “A conta tinha que dar 2,5.”

¢) A subtracdo de dois nimeros que resulte em 2,5.

2 |

Figura 9: Protocolo da dupla 2 — Questéo 1. ¢)

No dialogo que se deu com a dupla 2 percebemos o entendimento do simbolo pelas
integrantes como representante de varios valores e, além disso, a percep¢do do

relacionamento entre x e y, quando D2-1 disse que ndo poderia ser qualquer um.

De acordo com os registros de observagao, o trio também havia escrito ‘x — x’ antes
de ‘x —y’. Durante a entrevista as componentes deram explicagdes de por que mudaram essa

estratégia:

' F6: “expressar um relacionamento funcional baseado na anélise dos dados de um problema.”
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T2: “Porque esse x ¢ um nimero € y, ¢ outro. Se vocé fizer um nimero menos ele mesmo vai
dar zero.”

T1: “Toda variavel que ndo tem niimero na frente € igual a um. E um menos um ¢ zero.”

Nesse didlogo percebemos que T2 apresenta um argumento diferente de T1 em relagéo

a subtracdo ‘x —x’. Aquela se refere ao valor que x representa e esta ao coeficiente de x.

As duplas D3, D4 e D6 apresentaram equacdes que ndo atendem ao enunciado da
questdo. Talvez pela dificuldade em simbolizar os dois termos, essas equipes simplesmente

focalizaram a atencdo no resultado 2,5.

A dupla 6 elaborou e efetuou a equagdo “5Sx — Ix — 5 -2 — 3 =07, obtendo x = 2,5.
Quando questionados sobre onde estaria representada a subtragdo de dois nimeros nao

souberam explicar.

Na produgdo escrita da dupla 3 (figura 10) podemos observar a elaboragdo de uma
equagdo igualada a zero, como fez também no item b); e depois a desconsideragdo de zero e
da propria igualdade ao realizar operacdes com os termos. Nas etapas de resolucdo da equagado
podemos verificar que as componentes também desconsideraram a letra x como se estivessem

calculando apenas ‘20 —17,5’:

¢) A subtragao de dois numeros que resulte em 2,5.

Figura 10: Protocolo da dupla 3 — Questéo 1. ¢)

Na tentativa de entender o procedimento adotado pela dupla, questionamos:

P: “O enunciado pede a subtra¢do de dois nimeros que resulte em 2,5. Quais sdo esses dois
numeros?”

D3-2: “Na minha opinido sdo o 20 e 0 17,5. Sé que aqui ja tinha subtraido esse (21x — 1x).”

P: “Pelas minhas observagdes vocés, primeiramente, escreveram uma subtracdo de dois
numeros. Por que mudaram a estratégia?”

D3-1: “E, s6 que ndo tinha colocado nem parénteses nem nada, tinha feito direto. Se tivesse

colocado s6 niimero ia ficar estranho porque a gente estd muito acostumada com letra.”
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D3-2: “Af a gente comecou a colocar letra.”

D3-1: “Na verdade ndo precisava ter colocado.”

A dupla revela nesse didlogo a preocupagdo com a forma de apresentacdo da

expressdo, tendo que ter parénteses e letras, e tenta atender ao enunciado respeitando-a.

Na seqiiéncia apresentamos o protocolo da dupla 4:

c¢) A subtracdo de dois nimeros que resulte em 2,5.

Figura 11: Protocolo da dupla 4 — Questdo 1. ¢)

Nele podemos observar o uso da letra y como um dos termos da equagdo, designada a
valer 95. Além disso, o ndo reconhecimento das operagdes de multiplicagdo que a forma de
apresentacdo da equacdo revela em “2,5(-y)”, “95(-y)” e “97,5(-y)”. E ainda, a

desconsideragdo da igualdade ao somar 95 com 2,5.

Os componentes da dupla revelaram no audio que essa questdo era a mais dificil e
reafirmaram isso durante a entrevista. No decorrer desta, um deles explicou o procedimento

tomado, enquanto o outro se opds a resposta dada, como podemos observar no didlogo a

seguir:

D4-1: “No caso aqui teve erros porque era pra fazer a subtragdo de dois numeros ¢ ndo de
uma incdgnita.”

D4-2: “Mas uma incdgnita pode ser um niimero. Qualquer niimero.”

P: “O que pede o enunciado? Onde esta representada a subtragdo de dois numeros?”

D4-1: “Esse € o problema. N6s ndo subtraimos dois nimeros, nds subtraimos uma incognita.”
D4-2: “Uma incognita que estd representando um numero, que no caso ¢ 95. A gente somou
um numero pra depois de obter a resposta fazer a subtragio pra chegar no resultado.”

P: “Ah, entendi. Entao a subtragdo desses dois nimeros esta representada aqui [2* linha:

95(-y) =2,5]. E como y = 95, entdo 95 — 95 ¢ igual a 2,57”
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D4-1: “95 + 2,5 pra dar 97,5 e depois tirar y. E o processo inverso para achar o valor de y.”

Os dados apresentados nas respostas ao item c) mostram que a simbolizacdo de
variaveis relacionadas foi mais dificil para esses alunos do que as de variavel como incdgnita
ou nimero genérico. Mesmo as equipes que as representaram corretamente mostraram que
antes de escrever ‘x — y = 2,5°, escreveram ‘x — x = 2,5’. Esses resultados também foram
encontrados por Trigueros et al. (2000), as quais apontam que diante de problemas verbais, os

alunos de todos os niveis mostram fortes dificuldades para simbolizar uma relagdo funcional.

(p. 44)

Para as pesquisadoras tal resultado € um indicador de que os alunos precisam de apoio
para reconhecer e expressar simbolicamente a relacdo entre duas varidveis. (URSINI e

TRIGUEROS, 1998, p. 457)

Em suma, no desenvolvimento da questdo 1, as equipes D2 e T foram as tnicas que
mantiveram a estratégia de simbolizagdo dos valores desconhecidos por varidveis, atendendo
corretamente a cada um dos enunciados. A dupla 5 que simbolizou por letras corretamente os
itens a) e b), mostrou dificuldades para a simbolizagdo de variaveis relacionadas,

apresentando um exemplo de subtragdo que resultasse em 2,5 no item c).

A dupla 4 simbolizou corretamente a incognita referente ao item a) e mostrou
problemas para a simboliza¢do de uma varidvel no papel de numero genérico e de varidveis

relacionadas.

As duplas 1 e 7 apresentaram a representagdo de cada sentenca pelo numero em
questdo, onde requeria uma incdgnita; e por possiveis valores, nos itens que requeriam a

simboliza¢do de numero genérico e variaveis relacionadas.

A dupla 3, que representou o valor da incognita numa sentenca no item a), mostrou
que a simbolizagdo por letra era necessaria quando a sentenca se referia a um numero
genérico ou a varidveis relacionadas, porém, as letras ndo foram representadas com esses

papéis nas expressoes elaboradas nos itens b) e c).

A dupla 6 apresentou estratégias que envolveram sempre procedimentos de
simbolizacdo e de manipulagdo de equacdes em todos os itens, mostrando formas de

representacdo que ndo atendem ao enunciado.

Considerando os aspectos inseparaveis que sintetizam o conceito de varidvel, citados

por Caraga (1954), ou seja, o simbolico: da letra ou simbolo tomados; e o substancial: do
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conjunto representado, percebemos, com os resultados obtidos da aplicag@o da questdo 1, que
na incerteza ou na dificuldade de simboliza¢do da varidvel para atender ao enunciado ¢ o
aspecto substancial que se revela. Fato que levou algumas equipes a apresentar exemplos que
validassem a expressdo algébrica construida ou mesmo representasse a sentenga do enunciado

por possiveis valores que a atendesse.

Na seqliéncia apresentamos os resultados obtidos da aplicag@o da segunda questdo.

4.2 Questio 2

Com a questdo 2, transcrita abaixo, tinhamos por objetivo verificar a habilidade de

interpretagdo das letras nos papéis de incdgnita, nimero genérico e variaveis relacionadas.

Questao 2: Escreva por quantos valores as letras podem ser substituidas em cada uma das

expressdes abaixo. Dé exemplos.

a) x=10+y
b) (n+1)y2=n*+2n+1

¢) x(x+1)=-3+x*

As equipes utilizaram tanto procedimentos de substituicdo, quanto de manipulacio das

variaveis para chegar a suas conclusdes.
O item a) requeria a interpretagdo de varidveis presentes em uma relacdo funcional.

A dupla 1 apresentou um procedimento incorreto, atribuindo valores aleatdrios para x
e para y sem respeitar a igualdade da sentenga. Realizou operagdes no intuito de obter um
resultado e concluiu que x e y podem representar os numeros que substituiram na sentencga,

como mostra seu protocolo:
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a)x=10+y
11 =40 + 12 fil= 16714
113 7»2 =1
1142a= 33 WA =5
X= 11 a1l
y = 12 2

Figura 12: Protocolo da dupla 1 — Questio 2. a)

Aproveitamos o momento da entrevista para pedir explicagdes para a dupla sobre o

procedimento que tomaram:

P: “11é igual a 22?7

DI1-1: “Nao. Mas a gente aprendeu que quando acontece isso tem que passar 0 numero pro
outro lado [1° membro] e mudar o sinal.”

P: “Foi isso o que vocés fizeram?”

D1-2: “Nao. Eu tirei o sinal de igual e coloquei o de mais pra fazer uma conta.”

Percebemos pela fala de D1-1 a falta de entendimento da igualdade na sentenca e a

busca por um resultado, enquanto D1-2 parece se reportar aos procedimentos de resolugdo de

equacgdes.

A dupla 6 apresentou um procedimento de manipulagdo das varidveis x e y de modo a

obter uma equacdo e poder encontrar sua solu¢do. Vejamos seu protocolo:

a)x=10+y

Figura 13: Protocolo da dupla 6 — Questdo 2. a)

Na entrevista a equipe revela como procedeu:

P: “Como vocés chegaram em ‘2xy = 10°? O que fizeram?”

D6-2: “E que o x vale 1 e 0 y vale 1, entdo a gente somou e deu 2xy.”
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D6-1: “E, acho que sim, a gente ndo lembra como resolver contas com duas letras.”
P 1€ o restante da expressdo: ‘xy = 10/2 = 5’. Lembra o enunciado e pergunta: voces

encontraram os valores que x € y podem ser substituidos? Quem ¢ 5?
Os alunos ficaram em siléncio e ndo responderam.

Percebemos pelas justificativas apresentadas pela dupla que as varidveis foram
avaliadas como se valessem 1, por considerar os valores de seus coeficientes. Além disso, os
componentes de D6 mostraram o ndo entendimento do resultado a que chegaram, quando

foram questionados sobre o mesmo.

Percebemos nas estratégias seguidas por D6, ndo apenas nesse item, mas adiantamos,
nos itens b) e c¢) dessa questdo, que os termos das expressdes sdo organizados obedecendo ao
critério de que os que apresentam parte varidvel fiquem no 1° membro e os que ndo té€m,
fiquem no 2° membro da sentenca. Ou seja, a realizacdo de operagdes na intengdo de obter um

resultado, mesmo que este ndo faga sentido para a dupla.

As duplas 2, 4 e 5 apresentaram procedimentos de substitui¢do das varidveis por varios
valores, respeitando a igualdade da sentenga. Concluiram que as varidveis podem ser
substituidas por infinitos numeros, indicando a mobilizacdo da habilidade G2'. As respostas
dessas duplas revelam que esses infinitos nimeros a que se referem sdo os elementos do

conjunto dos numeros inteiros positivos. [lustramos essa estratégia com a figura a seguir:

Figura 14: Protocolo da dupla 2 — Questdo 2. a)

No decorrer da entrevista perguntamos a qual das variaveis se referiram na escrita da
conclusdo e as componentes de D2 responderam que falavam de x. Questionadas sobre os

valores de y disseram que poderiam ser os valores maiores ou iguais a zero.

Durante a entrevista com a dupla 5 percebemos o motivo porque também nao

consideraram os valores de y menores do que zero e os de x maiores do que 10:

P: “Por que x tem que ser acima de 10?”

' G2: “interpretar um simbolo como uma entidade genérica ou indeterminada que pode assumir qualquer valor.”
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D5-1: “S6 se pudesse mudar aqui [adi¢@o] pra fazer uma subtragdo.”
P: “E ndo da pra mudar?”
D5-2: “Nao.”

D5-1: “Nao, a equacdo dada foi esta.”

Nesse caso a dupla revela a dificuldade em conceber a soma com os inteiros negativos,

pois para esta a opera¢do ndo poderia ser alterada.

A dupla 4 apresentou a resposta se reportando aos nomes dos conjuntos numeéricos.
Foi a unica dupla que mostrou que y pode representar um nimero negativo. Nesse caso, a
propria escrita expressa o conjunto que considerou representar as variaveis. Vejamos seu

protocolo:

X/ - L { " . P T [ VR £ x FOAN C2N 4
¢ 7ot A | MO IO O 5 ) T 13 AT A ’4\,"(" A RN UAADY
« AN VIO <J AA AL ) A 3
\
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Figura 15: Protocolo da dupla 4 — Questdo 2. a)

Perguntamos aos componentes de D4 se haviam testado alguma frago, pois isso ndo
foi constatado nos registros de observacdes e de audio. A integrante D4-2 respondeu que nao,
mas concluiu que poderia, porque a igualdade estava sempre dando certo com os nimeros que

testaram.

Podemos observar pelas respostas apresentadas pelas duplas 2, 4 e 5 que se referiram
aos valores que as letras podem representar sem se reportar a relacdo existente entre elas, o

que explica que ndo as interpretaram como varidveis relacionadas.

Os dados obtidos nas respostas a esse item mostram que apenas as equipes D3, D7 e T

interpretaram as variaveis x € y como presentes em um relacionamento funcional.

As duplas D3 e D7 apresentaram procedimentos de substitui¢do, atribuindo valores
para y e encontrando os respectivos de x, mobilizando a habilidade F2- “determinar os valores
da variavel dependente dado o valor da independente”. Ilustramos tal procedimento com o

protocolo de D7:
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a)xs 10ty

Y:5 ol A mre 15 4 anbin fon ol

Figura 16: Protocolo da dupla 7 — Questdo 2. a)

Observamos na figura 16 que a dupla percebeu a relag@o existente entre as varidveis,

J . J 1 .
mobilizando assim a habilidade F1', e descreveram a regra que as associa.

Durante a entrevista os componentes da dupla 7 explicaram que queriam dizer “dez a

mais” com “um décimo a mais”.

Quanto ao conjunto tomado como ‘qualquer numero’ a dupla exemplificou: “poderia

ser numero negativo, positivo, decimal.”

A dupla 3 também mostrou a dificuldade em conceber a soma com numero negativo.
Disse em entrevista que as variaveis poderiam ser substituidas por quaisquer numeros e citou
exemplos somente com inteiros positivos, alegando que a operacdo que se tinha era de adicao
€ que ndo daria para somar com os negativos. Também mostraram o reconhecimento da

A . ~ g ~ 2
dependéncia de x em relagdo a y, ou a mobilizacdo de F1°:
D3-1: “E uma regra: acrescentando qualquer numero em y vai dar o valor de x.”

As componentes do trio manipularam a expressdo dada, escrevendo “x — y = 10”.
Atribuiram valores para as varidveis e concluiram que poderiam ser substituidas por varios
numeros. Os exemplos citados por T como ‘varios valores’ foram niimeros inteiros e decimais

positivos.

Durante a entrevista uma delas explicou o que quer dizer ‘x —y =10’:

' F1: “reconhecer a correspondéncia entre as varidveis relacionadas independentemente da representacdo
utilizada (tabelas, graficos, problemas verbais, expressdes analiticas)”.
2 F1: “reconhecer a correspondéncia entre as variaveis relacionadas independentemente da representacio
utilizada (tabelas, graficos, problemas verbais, expressdes analiticas)”.
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T2: “Tem que substituir x e y contando que a diferenca entre um e outro seja sempre 10.”

Nesse caso a equipe também explica como deve ser a correspondéncia entre as duas
variaveis, mostrando a mobiliza¢do da habilidade F1 - “reconhecer a correspondéncia entre as
varidveis relacionadas independentemente da representacdo utilizada (tabelas, graficos,

problemas verbais, expressdes analiticas)”.

As respostas apresentadas no item a) dessa questdo mostram que a maioria dos alunos
interpretaram as varidveis x € y como entidades genéricas (D2, D4, D5) ou como variaveis
relacionadas (D3, D7 e T). As equipes D1 e D6 apresentaram procedimentos que ndo

favoreceram a identificacdo do papel das letras na referida expressao.

Para Ursini et al. (2005), interpretar as variaveis em relacdo funcional como ntimeros
genéricos ¢ importante, ja4 que em uma relacdo funcional, as varidveis envolvidas, num
primeiro momento, podem e devem ser vistas como numeros genéricos, pois realmente

podem assumir, na forma independente, qualquer valor. (p. 54)

Com o item b) tinhamos por objetivo verificar como os alunos interpretariam a
variavel no papel de nimero genérico. As equipes apresentaram tanto procedimentos de

substituicdo da letra » quanto de manipulagdo da expressao.

As duplas 2, 3 e 7 substituiram » por alguns valores, encontrando sempre uma
igualdade, o que as fez concluir que a referida letra poderia representar infinitos valores.
Mostraram assim a mobilizagdo da habilidade G2 — “interpretar um simbolo como uma

entidade genérica ou indeterminada que pode assumir qualquer valor”.

O protocolo da equipe 3 ilustra esse procedimento:

b)(n+ 1)*=n*+2n+1

)4+ A

Figura 17: Protocolo da dupla 3 — Questdo 2. b)
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Durante a entrevista mostramos as componentes de D3 o rascunho que fizeram dessa
questdo e elas perceberam o erro que cometeram para concluir que zero nido poderia ser
utilizado. Elas haviam escrito “0?> = 02 + 2.0 + 1” ¢ na multiplica¢do de 2 por 0 colocaram
como resultado o numero 2, obtendo “0 = 3”. No trecho a seguir da entrevista a dupla também

revela como procedeu:

P: “Vocés responderam qualquer nimero. Como assim?”’

D3-2: “A gente colocou varios numeros ¢ sempre dava certo. Entdo a gente concluiu que com
todos daria certo.”

P: “E seréd que da certo com nimero negativo? Vocés tentaram?”

D3-1: “Nao, a gente ndo substituiu porque ndo era menos. A gente nem teve essa idéia, nem
pensou.”

P: “E algum nimero decimal? Alguma fra¢ao?”

D3-2: “A gente ndo tentou.”

Percebemos com a fala de D3-1 “ndo era menos” a dificuldade em entender a soma

com um numero negativo.

Resolvemos também questionar se daria certo utilizando numeros decimais e fra¢des

para verificar a que nimeros se referem com a expressdo ‘qualquer nimero’. Pela resposta

ada por uma das integrantes no didlogo apresentado podemos concluir que essa
dad d t t dial tad d 1

generalizagdo se refere ao conjunto dos numeros inteiros positivos.

A dupla 4 (figura 18) misturou procedimentos de manipulacido e de substitui¢do na
tentativa de resolug¢do da questdo por métodos de resolugdo de equagdes do 2° grau, conforme

mostra a figura 19:

b)(n+1)>=n*+2n+1
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Figura 18: Protocolo da dupla 4 — Questdo 2. b)
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A gravagdo em audio revelou a certeza mostrada por esta equipe de que nesse item se
apresentava uma equa¢do do 2° grau e que ndo estava conseguindo ‘“encontra-la” porque
quando substituia as variaveis obtinha uma igualdade numérica. Essa certeza a conduziu a
misturar os procedimentos de substituicdo e de manipulacio a fim de encontrar equacdes do
2° grau como as mostradas em seu protocolo: “n* - 16 =07 e “n*+ 2n +10 = 0”. A observacdo

escrita pela dupla apresenta a justificativa para esse procedimento.
No decorrer da entrevista questionamos:

P: “Por que incorreta?”

D4-1: “Porque sendo fica sem x%. Na equacdo do 2° grau tem que ter x>. Nao da pra resolver
assim.”

D4-2: “Ela deixa de ser uma equag¢ao do 2° grau e se torna um outro tipo de equacdo com um
resultado incorreto.”

P: “Mas esté escrito que ¢ uma equagéo do 2° grau?”

D4-2: “Ndo, mas o modelo € de uma.”

A expectativa de que se trata deste tipo de equag@o ocorreu pela presenga do expoente
2 na expressdo, como também mostraram alguns resultados apresentados por Ursini e
Trigueros (1998): “a presenga do expoente quadratico na equagdo parece conduzi-los
automaticamente a considerar que se encontram frente a uma equagdo do 2° grau (...)”. (p.

452)

A dupla 5 (figura 19) desenvolveu corretamente o 1° membro da igualdade e obteve a
expressdo do 2° membro, apresentando um procedimento em termos de G4 — “manipular
(simplificar, desenvolver) a varidvel simbolica”. Interpretou esse resultado como indicador de

que n pode ser substituido por 1, pois havia escrito “1n” em vez de “n”.

byn+1yP=n>+2n+1 . ___
(st S . 9
f < 2 i N2\ A
(lont) cm 202044 R: 1& 1.
( "/ Y f é - vi ¥
d o2
n -+ /( g
4y
e g 2 .
N N o+
N st

Figura 19: Protocolo da dupla 5 — Questdo 2. b)
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No didlogo com os componentes da dupla fica evidente que consideraram o valor que

n representa pelo valor de seu coeficiente:

P: “Por que por 1? Como fizeram pra achar o 1?”

D5-2: “Uma equagdo do 2° grau.”

P: “Como assim? Vocés resolveram? Onde tem uma equagdo do 2° grau aqui?”

D5-2: “Tudo aqui é uma equagdo do 2° grau. Aqui é o primeiro ‘termo’ [se referindo a
(n+1)*] eaqui[(n*+2n+ 1)], 0 segundo.”

D5-1: “A gente deixou de lado o segundo ‘termo’ e veio pro primeiro. Ai o primeiro resultou
no segundo.”

P: “Com isso vocés concluiram que o 7 s6 pode ser 1?7 Como vocés chegaram nesse 1?”

D5-1: A gente substituiu o # pelo numero 1 no primeiro ‘termo’ de forma que no resultado a
gente pudesse obter o que estd no segundo ‘termo’.”

P: “Ah, entendi. Em vez de escrever n vocé€s escreveram 1n. Assim vocés substituiram o n por
1?7

D5-1: “E.”

Percebemos pela fala dos componentes a influéncia do expoente quadratico para a
conclusdo de que se trata de uma equacdo do 2° grau, assim como mostrou a dupla 4. Apods
desenvolver o primeiro membro da expressdo eles verificaram que obtiveram o que continha
no segundo, porém, ndo souberam interpretar esse resultado como indicador de que » tem
status de nimero genérico. A conclusio apresentada pela dupla mostra que » vale 1, pois esse
¢ o valor de seu coeficiente para que tenham expressdes equivalentes. Tal explicacdo pode

indicar o entendimento pela dupla de que o valor do coeficiente possa mudar.

Outros resultados que mostram uma compreensdo erronea do uso do coeficiente
também foram apresentados por Ursini et al. (2005): quanto a interpretacdo de m, a maioria
dos alunos expressa que representa qualquer valor, contudo, também encontramos quem
considere que m ¢ equivalente a 3m, 10m, 3am, 3ma. (...) eles parecem ndo reconhecer que o

coeficiente de m € 1, e consideram que podem lhe atribuir um coeficiente qualquer. (p. 18)

A equipe 6 apresentou um procedimento de manipulacdo da expressio de modo a
encontrar uma solucdo. Um dos erros notaveis na manipulacdo € considerar (n + 1)* igual a

1n, como podemos observar em seu protocolo:
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b) (n+ I)F=n%+20+ |

Figura 20: Protocolo da dupla 6 — Questio 2. b)

Durante a entrevista pedimos a esses alunos que explicassem como procederam, o que

se deu no seguinte dialogo:

D6-2: “A gente separou as letras dos numeros.”

D6-1: “E, ai tem que trocar os sinais.”

P observa na quarta linha da resolugdo: “cadé o sinal de igual?”
D6-2: “E, tinha que colocar igual a zero.”

D6-1: “Igual a zero, ndo. Igual a um.”

P: “Cadé o n*?”

Os alunos ndo conseguiram explicar e D6-1 finalizou: “eu nio entendi o que a gente

fez aqui.”

O dialogo com essa dupla mostra o uso de procedimentos algoritmicos que sdo usados
incorretamente, evidenciando que embora esses alunos optem por essa estratégia, ndo

entendem o feito.

De acordo com os registros de observagdo o trio tentou primeiramente resolver a
questdo manipulando a expressdo na tentativa de recair numa equagdo do 2° grau e poder
resolvé-la. Depois abandonou essa estratégia e desenvolveu o primeiro membro da igualdade.
Embora tenha respondido que » pode ser substituido por qualquer valor, durante a entrevista
percebemos que esse ‘qualquer valor’ se referia aos coeficientes que » poderia assumir. O

exemplo apresentado em seu protocolo (figura 21) também mostra isso.
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Na manipulagio das variaveis, ou na mobilizagio da habilidade G4', a equipe mostra
o conhecimento da propriedade distributiva, porém executaram a soma dos termos sem

considerar se sdo semelhantes ou ndo, como mostra seu protocolo:

b)(n+1P=n*+2n+ 1

Figura 21: Protocolo do trio — Questio 2. b)

Durante a entrevista perguntamos as integrantes de T como pensaram. Elas
argumentaram que usaram a propriedade distributiva e depois somaram os termos. Quanto a

soma que realizaram, questionamos:

P: “Vocés comegaram somando 1» com 1#n, que deu 2n. E aqui: #»* + 2n € igual a 3n*, como
calcularam?”

T1: “Aqui [#*] quando ndo tem nada [se referindo ao coeficiente] € igual a 1, com mais 2
[coeficiente de 2n], d4 3. E n também, quando ndo tem nada [referindo-se ao expoente] ¢ igual
a 1. Com mais 2 [expoente de »?], d& 3. Por isso, n* + 2n é igual a 3n3.”

P: “Ah e depois: 3#* + 1 € igual a 4n° pelo mesmo raciocinio?”

T2: “Isso0.”

P: “Como ¢ que vocés concluiram que a variavel poderia ser substituida por qualquer valor?”
T1: “Porque a varidvel ¢ uma letra que representa um valor que a gente ndo tem. Se a gente
nio sabe o valor, entdo coloca uma letra.”

P: “E esse 4 do exemplo que citaram, como encontraram?”

T1: “E esse daqui [4n*].”

' G4: “manipular (simplificar, desenvolver) a variavel simb6lica.”
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As justificativas apresentadas por T mostram a confusdo entre a idéia de variavel e a
interpretacdo do resultado que obteve, para a conclusdo apresentada. E ainda, os critérios

adotados pela equipe para a soma dos termos da expressao.

A dupla 1 mostrou procedimentos de substituicdo da varidvel » por diferentes valores
na mesma expressio e, mais uma vez, sem atender ao conceito de igualdade. Adiantamos que
no item c) dessa questdo esses alunos procederam da mesma forma. Observemos seu registro

escrito:

b)(n+1)2~n"'+’7n+l
(a+1)z 6% 2541 q+1)’9 1 2.544
9= 36 +10 4 1 835: lg+ 1041
1+4% =56 ,435 +2F=52

Podimn s subifyplas P d, 6)5)4.

Figura 22: Protocolo da dupla 1 — Questdo 2. b)

Ursini et al. (2005) discutem que, em casos como esse, parece que a idéia de que a
variavel representa qualquer numero se confunda com a énfase na abordagem da incognita,

em que sempre devem encontrar seu valor. (p. 17)

Os dados apresentados pelas equipes mostrou a interpretacdo da varidvel como
numero genérico pela duplas D2, D3 e D7. As equipes T e D5 expressaram que a varidvel em
questdo pode representar qualquer numero, porém, referindo-se ao seu coeficiente. As duplas
D1, D4 e D6 apresentaram procedimentos que ndo favoreceram a identificacdo do papel da

variavel n na expressao.

Com o item c), cujos resultados apresentamos a seguir, tinhamos por objetivo verificar
como os alunos interpretariam a variavel no papel de incognita. Os alunos apresentaram tanto
estratégias de substituicdo, quanto de manipulacdo das varidveis. As estratégias de
substitui¢do mostradas pelas equipes D1, D2 e D3 ndo desencadearam o sucesso na resposta e
revelaram problemas com o conceito de igualdade. As estratégias de manipulacdo mostraram
a procura de erros em etapas de resolu¢do pelas equipes D4, D5, D6, D7 e T, ao chegarem em
expressoes do tipo ‘x +3 =0, ‘x+ 3’ ou ‘lx +3 = 0’. Nesse caso, os alunos revelaram a falta

de interpretacdo da variavel nas expressdes obtidas.
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A dupla 2 tentou primeiro a resolugdo por manipulagio (I4') e chegou em “x + 3 = 0’

Abandonou a estratégia e tentou a substitui¢do de x por 1, obtendo ‘2 =-2’, o que a levou a

concluir, erroneamente, que x s6 pode ser substituido por 1, como pode ser visto na figura 23:

ox(x+1)=-3+x% _

Figura 23: Protocolo da dupla 2 — Questio 2. ¢)

No decorrer da entrevista as integrantes de D2 revelaram como procederam:

D2-2: “Essa a gente ndo conseguiu.”

P: “Aqui vocés substituiram por quanto?”

D2-2: “Por 1.”

P: “E deu certo?”

D2-2: “Nao, porque deu um positivo e outro negativo.”

D2-1: “E, tinha que ter dado igual.”

P: “Vocés responderam que sé d4 por um.”

D2-2: “E, mas ndo da.”

P: “Por que desistiram de calcular da outra forma?”

D2-1: “A gente calculou, ai no final deu ‘x mais trés igual a zero’
P: “E ai?”

D2-1: “Entdo j& que a gente ficou sem saber, a gente desistiu.”
P: “O que é x?”

D2-1: (risos) “E um valor. E uma variavel.”

P: “O que ¢ uma variavel pra vocés?”

. E ai?”

D2-2: “E uma letra, um nimero qualquer. Pode ser qualquer nimero.”

P: “Entao vamos ler: x mais trés ¢ igual a zero. O que € x?”
D2-2: “Um niimero.”
P: “Entao como podemos ler?”

D2-2: “Um niimero mais trés ¢ igual a zero.”

' I4: “determinar o termo desconhecido que aparece na equagdo ou nos problemas executando as operagdes

algébricas e/ou aritméticas requeridas.”
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D2-1: “Nao lembro mais.”

P: “Nao?!”

D2-2: “S6 se colocasse ali -3 com +3 ¢ igual a 0.”

P: “Da certo?”

D2-2: “Da.”

D2-1: “Da4, porque se eu tinha 3 reais e gastei 3 entdo vou ficar com nada.”
P: “Entéo qual € o valor de x?”

D2-1: “Seria -3.”

Nessa conversa percebemos que a letra, que segundo D2-2 representa ‘um numero
qualquer’, ndo foi interpretada dessa maneira na expressdo em que apareceu, o que levou a
dupla a desistir da estratégia de manipulagdo. A justificativa apresentada mostra também a

percepgdo do erro cometido ao escrever “2 = -27,

A dupla 3 (figura 24) tentou o procedimento de substitui¢do de x por alguns nlimeros e
deixou registrado apenas a substituicdo de x por 3. Na entrevista perguntamos se obtiveram

uma sentenga verdadeira e uma das integrantes disse que sim:

Figura 24: Protocolo da dupla 3 — Questo 2. c)

P: “Como fizeram?”

D3-2: “Substituimos por 3.”

P: “Vocés substituiram por outros valores antes e apagaram, por qué?”
D3-1: “Nao deu certo.”

P: “E como pode ser qualquer valor? Substituindo por 3 da certo?”

D3-2: “Da.”

As argumentagdes apresentadas pelas componentes de D3 expdem a falta de
interpretacdo da igualdade na sentenca obtida ao substituir x por 3. Ou ainda, que consideram
12 - 9 = -3 como sentenga verdadeira, observando o valor absoluto dos nimeros. E ainda, uma
generalizagdo sem fundamentag¢@o nos procedimentos de substitui¢do realizados pela dupla.

Acreditamos que a conclusdo apresentada nesse item tenha sofrido influéncia da que



84

responderam no item anterior, visto que apresentaram a mesma explicac@o escrita. Porém, no
item b), a generalizagdo foi feita com base nos procedimentos de substituicdo em que foram

verificadas a igualdade em todos os casos testados.

A dupla 1, como fez no item b), substituiu a variavel x, em suas trés aparigdes na
expressdo dada, pelos numeros 6, 3 e 2 e escreveu como conclusdo que ela pode ser

substituida por esses valores.

As duplas 4 (figura 25) e 7 também chegaram, por manipulagdo, em ‘1x + 3 = 0’ (I4")
e ndo souberam calcular o valor de x a partir dessa equagdo. Desistindo dessa estratégia,

efetuaram procedimentos de substitui¢ao:

)x(x+1)=-3+%2
2 SR . )
KO D)=->4 x° - B (JO= ) )= D+ X
J 2) = e S o 9% . o 2
]/\'Jéj% S W e -3~ 2--2 1T K
=R 2 i
Xa gy d_ A O "2 75-X i,
£XFH = ¥ ) " .
) =22 X (
X d‘(’ Y & X 3 2 \/"/ y
Ko 4 T L
O v &4
y J K 3\ \; (\ ) )\,\.;\ - p3 (‘:] /L/"
fuccod cloy oy
/ P \
A o rm\){x,-ﬂ(\m 3 4 ircoudn

Figura 25: Protocolo da dupla 4 — Questio 2. ¢)

A dupla 4, mais uma vez por influéncia do termo x?, ndo aceitou que nesse item ndo
tivesse uma equagdo do 2° grau. Ao obter “lx + 3 = 07, desistiu da primeira estratégia e, na
outra, misturou os procedimentos de manipulagdo e substituicdo das variaveis, atribuindo os
valores ‘-3’ e ‘10’ para x, mantendo o termo quadratico sem substitui¢do por algum valor. O
protocolo da dupla mostra que sabe operar com os termos da expressdo, porém, se 0s
resultados dessas operagdes ndo apontam para suas expectativas, mudam a estratégia de modo

a satisfazé-las.

As integrantes do trio chegaram por manipulagdo em ‘0 = -3 e concluiram que x pode
ser substituido por infinitos valores. O protocolo da equipe, que ilustramos a seguir, mostra o
erro cometido na manipulagdo da equagdo para obter essa resposta, quando consideraram que

‘x+1=1x":

1 . . ~ ~
14: “determinar o termo desconhecido que aparece na equagéo ou nos problemas executando as operagdes
algébricas e/ou aritméticas requeridas.”
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o)x(x+1)=-3+x2
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Figura 26: Protocolo do trio — Questdo 2. ¢)
P: “Vocés chegaram em 0 = -3. E zero ¢ a mesma coisa que -3?”

T2: “Aqui seria que d& -3.”

Além disso, a fala de T2 evidencia a idéia do sinal de igual relacionado a um

resultado.

As duplas D5 (figura 27) e D6 (figura 28), depois de muitas tentativas de manipulagéo

em seus rascunhos que chegavam em “x + 3”, finalmente conseguiram encontrar o valor de x:

gy x(x+ 1) =-3 +x*
2
2 (-34 )= -3+ 237
>
x (hctd) = -34%
5 t9 -3 -2+ 9
x +JXx 3+ x ) )
g ~ . L - ©
X .-,l‘_/j‘f){"j o
P <
= 2
- -

Figura 27: Protocolo da dupla 5 — Questéo 2. ¢)

O)x(x+1)=-3+x2

Figura 28: Protocolo da dupla 6 — Questdo 2. ¢)
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Observamos durante a aplicagdo do questionario que as duplas 5 e 6, na tentativa de
escrever todos os termos no primeiro membro da equagdo, esqueciam de igualar a sentenga a
zero e continuavam a manipulag@o até recair na expressdo ‘x + 3°, que ndo aceitavam como

resposta. As falas de uma das componentes de cada uma dessas equipes mostra isso:

D3-1: “A gente tinha esquecido de igualar a zero.”

D6-1: “A gente passou s0 as letras pra um lado e os numeros pro outro, ai deu certo.”
Essas foram as duas tnicas duplas que solucionaram a equag@o corretamente.

Dos resultados que apresentamos na questido 2 destacamos a falta de interpretacdo das
variaveis nas expressdes ‘x +3’, ‘x+3=0"e ‘lx +3 =0, encontradas pelas duplas D2, D7,
D4, DS; e o uso incorreto do sinal de igual nas sentencas ‘2 = -2°, 3 = -3’ ‘0 =3¢

‘12 -9 =-3’, obtidas pelas equipes D2, D7, T e D3, respectivamente.

Numa andlise geral, podemos concluir que a dupla 1, ao apresentar problemas com o
conceito de igualdade e ter atribuido valores diferentes para a varidvel numa mesma
expressao, ndo pode identificar e, em decorréncia disso, também ndo diferenciou, o papel que

as variaveis assumem em cada uma das expressoes.

A dupla 2 apresentou procedimentos de substitui¢do das varidveis em todos os itens da
questdo, interpretando as varidveis dos itens a) e b) como nimeros genéricos. No item c),
tentou manipular os termos da equagdo e, ao obter ‘x + 3 = 0°, desistiu. Durante a entrevista
ficou clara a falta de interpretacdo da varidvel como um niimero nessa sentenca. Substituindo

x por 1 na expressdo dada, se deparou com ‘2 =-2’, que inicialmente aceitou como resposta.

A dupla 3 também apresentou procedimentos de substitui¢do das variaveis em todos os
itens, interpretando corretamente as letras dos itens a) e b) como variaveis relacionadas e
nimero genérico, respectivamente. No item c), substituindo x por 3, as alunas aceitaram como
verdadeira a sentenga 12 — 9 = -3’ ¢, além disso, escreveram que x poderia ser substituido por
qualquer valor. Nesse caso percebemos que a falta de entendimento da igualdade foi um

obstaculo para a identificag¢@o da varidvel como incdgnita na equacio dada.

A dupla 4 realizou a substitui¢do das varidveis do item a) e as identificou como
numeros genéricos. Nos itens b) e ¢), por acreditar que nesses itens apresentavam-se equagdes
do 2° grau, misturou os procedimentos de manipulagdo aos de substitui¢do, o que ndo

favoreceu a sua analise do papel das varidveis nesses itens.
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A dupla 5, substituindo as varidveis no item a), as identificou como nimeros
genéricos. Nos itens b) e c) apresentou procedimentos corretos de manipulag@o das letras. No
primeiro, por falta de entendimento do resultado obtido do desenvolvimento do primeiro
membro da expressdo, que resultou no segundo, esses alunos se referiram a variavel pelo
valor de seu coeficiente. No item c), determinaram corretamente o valor correspondente a

variavel x.

A dupla 6, com a aplicag¢do de procedimentos de manipulagdo na intengdo de obter um
resultado, ndo conseguiu identificar o verdadeiro papel das variaveis dos itens a) e b). No item

¢), que aborda uma variavel no papel de incognita, a dupla determinou seu valor corretamente.

A dupla 7 apresentou procedimentos de substituicdo das varidveis nos dois primeiros
itens da questdo, concluindo, adequadamente, que as variaveis no item a) estdo presentes em
uma relagdo funcional; e que a do item b) tem status de nimero genérico. No item c), tentou
resolver a equacdo por procedimentos algébricos e ao se deparar com ‘x + 3’, desistiu dessa
estratégia e substituiu a variavel, na expressdo dada, por 3. Nesse caso a dupla ndo conseguiu

identificar o papel da variavel x.

O trio mostrou a substituicdo das letras no item a), o que o fez concluir,
adequadamente, que as varidveis se encontram numa relagdo funcional. Nos itens b) e ¢), por
apresentar procedimentos de manipulacdo incorretos, ndo identificou as variaveis como tendo

papéis de nimero genérico e incognita, respectivamente.

Os resultados obtidos nessa questdo mostram os problemas que impediram a
identificacdo dos diferentes papéis das letras nas expressdoes dadas. Nos procedimentos de
manipulagdo das varidveis, com a mistura de critérios para a obtencdo de um resultado
esperado ou mesmo a falta de entendimento da resposta obtida, quando as operagdes foram
realizadas corretamente; e nos procedimentos de substituicdo, com a falta de entendimento da

igualdade.

As estratégias de substituicdo das variaveis no item a) favoreceram a interpretagcdo
destas como niimeros genéricos pelas duplas D2, D3, D4, D5. As equipes D7 e T foram as

Unicas que as identificaram como presentes em uma relagdo funcional.

No item b), as tnicas duplas que interpretaram a varidvel, corretamente, como numero
genérico foram D2 e D7. E no item c¢), em que a letra tem status de incdgnita, a resposta

correta foi apresentada pelas duplas D5 e D6.
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Como podemos observar, nenhuma das equipes respondeu corretamente a todos os
itens dessa questdo, o que denota a dificuldade encontrada por elas para identificar o papel das

letras, uma das capacidades necessdarias para a compreensdo do conceito de variavel.

Neste caso, o aspecto substancial esteve mais atrelado a idéia de varidvel que tém os

alunos, do que ao papel desempenhado pelas letras nas expressdes em que aparecem.

4.3 Questao 3

Com a questdo 3, reproduzida a seguir, pretendiamos verificar que conhecimentos os
alunos utilizariam para representar expressoes algébricas de forma diferente da apresentada e,

logo, que significados dariam as varidveis nas representacdes produzidas por eles.

Questiio 3: Represente de uma outra maneira cada uma das expressoes:

a) (@+1)(x-2)
b) -6 +5a+3a
¢) V+2y+42-5y-8

Os registros de observag¢do e de 4udio revelaram duvidas das equipes apds ler o
enunciado. Eles se faziam perguntas do tipo: “Como assim de outra forma?”, “E pra escrever
outra ou resolver esta?”’; “De uma outra forma? Serd que tem que alterar os nimeros, ou a

ordem?”.

Percebendo tais questionamentos lhes dissemos que os proprios deveriam decidir

como proceder.

As estratégias apresentadas pela maioria das equipes foram as de simplificagdo das
expressoes dadas — G4'. Nos procedimentos de manipulacio das varidveis algumas equipes
mostraram conhecimentos de agrupamento e soma de termos semelhantes; da aplicagdo da
propriedade distributiva e de fatoragao por fator comum em evidéncia. E a maioria apresentou

procedimentos erroneos na aplicacdo dessas técnicas. Algumas duplas, por exemplo, apds

' G4 - “manipular (simplificar, desenvolver) a variavel simb6lica.”
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terem mostrado o agrupamento de termos semelhantes realizaram a soma de termos ndo

semelhantes na mesma expressao.

Como os procedimentos de cada equipe foram praticamente os mesmos nos trés itens,

apresentamos a analise das respostas de cada uma delas, em cada item.

A dupla 1, no item a), ignorou a multiplicagdo dos bindmios e apresentou como
resposta a expressdo “x*> + x - 2 + 1”. Um componente da dupla explicou no decorrer da
entrevista que ordenou a expressdo dada. Essa justificativa foi apresentada também para

explicar o que foi feito nos itens b) e ¢), em que apresentaram as expressdes “+ 3a+ Sa— 6" ¢

3

Y* + 42 + 2y — 5y — 87, respectivamente

indicou os termos semelhantes por uma

procedimento tomado, durante a entrevista:

. Como se pode observar na figura 29, a dupla
espécie de agrupamento. DI1-1 descreveu o

“colocamos em ordem também e juntamos os

semelhantes.”

c) v +2y+4y?-5y—8

A
WYyt -5 u-
g Ty f<y 4

o
25

o

Figura 29: Protocolo da dupla 1 — Questo 3. ¢)

A dupla D2, assim como a dupla D4, efetuou operagdes com os termos das expressdes
e elaborou outra expressdo que, de acordo com as componentes, na forma reduzida, ¢ igual a
da expressdo dada. No item a) aplicou a propriedade distributiva, efetuando a multiplicagao

do primeiro binémio pelo segundo. A figura 30 mostra essa estratégia:

o

Bis 5 s ¢
a) r\z\'?illlx-,:‘ N “\ /\ - k‘\}\ +&1><~—l>< ~Kt +cl:2/
A X= X+ -l e £,
O ¢ M- O e K 4
VX - 2 ¥ - 6

Figura 30: Protocolo da dupla 2 — Questo 3. a)

Podemos observar no protocolo de D2 que as integrantes da dupla resolveram

erroneamente a multiplicacdo do termo x? por x, apresentando 2x?> como produto. No momento
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da entrevista, ao solicitar-lhes que explicassem como procederam para responder a esse item,

elas perceberam o erro e disseram que o certo seria x>.

Pode-se observar também no protocolo de D2 a auséncia do sinal de igual
relacionando as expressdes, o que pode indicar a falta de compreensdo desse simbolo como o
que relaciona duas equivaléncias (ou mesmo o “resultado”, como foi citado pela dupla) .
Adiantamos ao leitor que a maioria das duplas ndo o utilizou nas respostas a essa questdo,

salvo a dupla 6 que adiantamos ter apresentado procedimentos de resolucdo de equagdes.

No item b), D2 efetuou a soma de termos ndo semelhantes escrevendo ‘8a - 6 = 2a’,
mesmo tendo mostrado em passos da manipulagdo o agrupamento dos que eram semelhantes

(5a e 3a). No decorrer da entrevista questionamos:

P: “Mas o que € o0 a nessa expressao?”

D2-1: “E uma letra.”

D2-2: “E um niimero. E uma letra que serve pra substituir um nimero que no esta.”
P: “A gente sabe quanto vale a?”

D2-1 e D2-2: “Nio.”

P: “Entao, por que 8a menos 6, deu 2a?

D2-2: “Devo seis e paguei oito, fiquei com dois. A gente tirou 6 do oito.”

As componentes dizem nesse didlogo que a varidvel representa um valor

desconhecido, porém, mostram que ndo a tratam assim ao realizar a operagao 8a - 6.

No item c) as alunas dessa equipe apresentaram procedimentos de agrupamentos de
termos semelhantes corretamente, obtendo “Sy? - 3y — 8” e escreveram a expressdo

“0y? - 417 - 9y + 6y — 8”, que na forma reduzida, ¢ expressa por “5y? - 3y — 8”, também.

A dupla 4 efetuou corretamente as operagdes com as variaveis, mas também
identificou a equivaléncia das expressdes por suas formas reduzidas. Os componentes da

dupla explicaram na entrevista como procederam no item a):

D4-1: “Primeiro resolvemos essa aqui ‘(x> + 1) (x — 2)’ pra saber mais ou menos qual o
formato da equagdo que representaria a mesma, tendo o mesmo resultado.”

P: “Como que eu sei que da o mesmo resultado?”

D4-1: “Aqui [expressdo dada] vai ter que fazer a propriedade distributiva: x* vezes x; x? vezes
2; e assim por diante. E aqui [expressdo escrita pela dupla: “(x?).(x — 2) + (1).(x — 2)”], a

mesma coisa. Fazendo a mesma propriedade distributiva vai dar o mesmo resultado.”
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No item b), assim como a dupla 2, apresentaram ‘8a - 6 = 2a’ como resposta. E, além
disso, escreveram outra expressdo para chegar nesse resultado, como fizeram no item a).

[lustramos esse procedimento com a figura a seguir:

b) -6 +5a++ 3a &S 4 ":1',@:4 ) il /“

'{r’ “’7 %C:‘*

<7

-5
AN

Figura 31: Protocolo da dupla 4 — Questdo 3. b)

Aproveitamos o momento da entrevista para sondar o que esses alunos pensam sobre

as letras nessas representagdes:

P: “Quem ¢ a?”

D4-1: “Um valor oculto.”

D4-2: “Qual, ndo sabemos.”

D4-1: “Pode ser qualquer nimero.”

P: “Se vocés soubessem o valor de a, como calculariam?”
D4-1: “Ia ter que multiplicar: 8 vezes o valor do a.”

P: “Daria um numero e dele tinha que tirar...”

D4-2: “6.”

P: “Da4 pra saber quanto vai dar 8a - 6?7

D4-2: “Nao. A gente pensou que o a era uma incognita, que ia ficar ai paradinha, sem saber o
valor.”

D4-1: “Se alterar o valor do a, vai alterar o valor do resultado.”

As falas dos componentes de D4 mostram a confusdo entre a idéia de variavel como
numero genérico, quando questionados sobre o que a letra a representa; e o que efetivamente
fizeram que, também ndo revela o entendimento da variavel como incognita, como foi dito
por D4-2, mas que simplesmente a desconsideraram e subtrairam 6 de 8, como mostrou

também a dupla 2.

No item c), apresentaram também os mesmos procedimentos de D2: o agrupamento

correto de termos semelhantes e a expressao “[()? + 4)?) + 2y — 5y] — 8.
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A dupla D5, para responder ao item a), aplicou a propriedade distributiva corretamente
e obteve “x* - 2x* + 1x -2”. Depois apresentou “x? (+1)x (-2)” como resposta. Questionados

sobre o que apresentaram a dupla se justificou:

D5-1: “A gente tentou montar outra expressao de forma que ndo modificasse o resultado. Que
nem o enunciado pediu né: represente de uma outra maneira.”

P: “E como vocés obtiveram “x? (+1)x (-2)”?”

D5-1: “Ai, na verdade, a gente s6 mexeu nos parénteses.”

P: “Como vocés calculariam?”

D5-2: “x? vezes x, da x*; depois x? vezes -2, da -2x2...”

D5-1: “A gente quis mais representar, se for fazer direitinho da.”

Resultados que mostram erros no uso de parénteses em expressdes foram mostrados na
pesquisa de Tinoco et al. (2007) com alunos de sexta, sétima e oitava séries. Para os referidos
autores esses erros mostram a pouca experiéncia dos alunos com a escrita de expressoes que,

em sala de aula, no maximo, as resolvem. (TINOCO et al., 2007, p. 13)

No item b) a dupla efetuou corretamente a adicdo dos termos apresentando como
resposta, “8a — 67 e apresentou uma reorganizacdo da expressio dada, expondo:

“_ 6+ (5a +3a)”.

No item c) fizeram uma soma com os termos da expressdo dada e obtiveram “2y* — 8”
(figura 32). Para tentar entender como realizaram esses calculos, prosseguimos com nossos

questionamentos:

P: “O que fizeram pra obter 2y* — 87~
D5-2: 9?2 + 2y + 42 que da 7 y3; E 7 > menos Sy, da 2)~.

c) y*+ 2y +4y* - 5y —8

5

v ¢
2y~ 9
F 3
\]

e 424 (2t Yy 2 -5y )
)t Yy

4 A

Figura 32: Protocolo da dupla 5 — Questdo 3. ¢)
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As explicagdes da dupla revelam que somaram os coeficientes e os expoentes dos

termos que tinham y e »* como parte varidvel.

A equipe D7 efetuou corretamente a manipulacio das varidveis, mostrando
conhecimentos da aplicacdo da propriedade distributiva e de fatoracdo por fator comum em

evidéncia, apresentando como resposta ao item a) a expressao “x (x* + 2x) +1 (x —2)”.

Assim como a dupla D5, D7 efetuou corretamente a adicdo dos termos no item b).
Foram as unicas equipes que realizaram corretamente os calculos desse item. D7 apresentou

como resposta a fatoracio da expressdo dada: “2(4a - 3)”.

No item c¢) a dupla 7 também apresentou a fatoracdo dos termos, como se pode

observar na figura a seguir:

c) y?+2y+4y*-5y—8
= ""} £ 1 ll e Bl
sl vz 1 VRIS ;
iV TAIT TR i

Figura 33: Protocolo da dupla 7 — Questéo 3. ¢)

Apds as justificativas corretas referentes ao uso da propriedade distributiva e de
fatoragdo, apresentadas nas respostas aos itens da questdo 3, a dupla revelou que ndo entendeu

o que fez. Vejamos o trecho da entrevista em que diz isso:

D7-1: “Essa ja foi mais complicadinha.”
P: “Por quée?”

D7-1: “Nos fizemos o resultado. Depois fizemos uma embolagdo aqui que nem eu entendi.”

As falas de D7-1 mostram que, mesmo tendo efetuado corretamente as operacdes com

os termos, nio entendeu o que fez.

Nos procedimentos apresentados pelas duplas 2, 4, 5 e 7 percebemos que a
equivaléncia entre as expressdes ¢ vista pela forma final em que as apresentam e que,
portanto, as fases de simplificagdo da expressdo ndo sdo entendidas como formas diferentes,

porém equivalentes, a expressao dada.
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Os procedimentos realizados por D2, D4, D5 e D7 equipes mostram a mobilizac¢do das
habilidades G4' ¢ G5°.

Analisando o rascunho da dupla 6 (figura 34), feito durante a resolugdo do item a),
verificamos que efetuou operagdes com os termos no intuito de obter um resultado para a
expressdo. Apos encontrar um resultado, criaram uma equacdo que tivesse esse mesmo valor

como raiz.

Figura 34: Rascunho feito pela dupla 6 — Questdo 3. a)

A dupla apresentou no protocolo a equagdo “5x —4x =- 6 + 7” e sua resolugdo.

Mesmo que ndo tenham apresentado uma resposta que atenda ao enunciado quisemos
questiona-los sobre o feito. No didlogo com essa dupla os componentes justificaram os passos

de resolugd@o do rascunho e o porqué desse procedimento:

D6-2: “A gente somou x> com 1 e deu 1x%. E do outro lado: ‘x — 2’ deu -1x. Depois
multiplicamos o 1x* com -1x, que deu -1x.”

P: “Ai vocés chegaram em x = -1. Até aqui ndo tinha o sinal de igual, ai vocés colocaram, por
qué?”

D6-2: “A gente separou os dois, colocou o x pra cd e o -1 do outro lado. Pra trocar os termos,
colocar um de um lado e o outro, do outro.”

P: “Essa aqui [resposta] ¢ uma maneira diferente de representar essa aqui [item a)]?”

D6-1: “Foi o que a gente entendeu, que era pra montar outra pra achar o mesmo valor.”

Nessas explicagdes a dupla revela o uso de critérios diversos nas operagdes com o0s
termos a favor da obtencdo de um resultado, para que, a partir dele, pudesse criar uma outra

equacio que tivesse a mesma solugio.

1 . . . .y, . Yy
G4 - “manipular (simplificar, desenvolver) a variavel simboélica.”
? G5 — “simbolizar sentencas genéricas, regras ou métodos.”
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No itens b) e c¢) a dupla procedeu da mesma forma, porém, no ultimo item,

transformou a expressdo dada numa equacio de 2° grau.

Apresentamos a seguir, em figuras justapostas, o rascunho feito pela dupla e a escrita

apresentada no protocolo:

c) y*+2y+ 4y -5y—8

Figura 35: Rascunho e protocolo da dupla 6 — Questio 3. c)

Durante a entrevista os componentes de D6 apresentaram seus argumentos quanto a

forma de resolucdo dessas questdes:

D6-1: “A gente resolveu, ai essa € uma equagao do 2° grau.”
D6-2: “Ai deu um conjunto vazio.”

P: “Por qué?”

D6-1: “Porque o delta deu negativo.”

P: “Todas as expressdes voces igualaram a zero...”

D6-1: “E porque a gente esta com as equacdes do 2° grau na cabeca.”

A fala de D6-1 nos revela a forma em que as equacdes sdo abordadas em sala de aula.
As estratégias apresentadas pela dupla nas respostas as trés primeiras questdes do questionario
se baseiam na elaboragdo e resolug¢do de equagdes. Tinoco et al. (2007) argumentam que essa
maneira de proceder ¢ um forte indicio da mistura de significados atribuidos pelos alunos a
questdes algébricas, particularmente, as expressdes algébricas. Diante de qualquer questao,
recorrem as equagdes, preferencialmente aquelas que eles estdo aprendendo no momento, o
que sugere que a algebra se reduz ao estudo das equagdes como ferramenta para resolver

problemas. (p. 12)
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A dupla 3 também apresentou erros nas operacdes realizadas. No item a), mostrou
uma tentativa de fatorag¢@o do primeiro bindmio, escrevendo “x (x + 1) (x — 2)”. A fala de uma

das integrantes da dupla mostra como procederam:
D3-2: “Eu sei que x? ¢ igual a x vezes x. Entdo a gente fez x vezes x e copiamos o resto.”

No item b) a dupla somou todos os termos, como as duplas D2 e D4, e obteve “2a”.
No momento da entrevista uma das integrantes de D3 descreveu o que as letras significam

quando as utiliza em operagoes:

P: “O que é 0 x?” [P se refere a varidvel do item a)]
D3-1: ‘O x acompanha um numero.”
P: “Quando vocés estdo fazendo essas continhas, o que pensam sobre 0 a, 0 x?”

D3-1: “A gente ja afasta direto. A gente nem para pra pensar porque o x.”

A fala de D3-1 evidencia a desconsideragdo do papel da varidvel ao realizar operacdes

nas expressdes em que aparecem.

Para responder ao item c) a dupla apresentou primeiramente o agrupamento de termos
semelhantes ¢ depois a soma sem considerar essa caracteristica. O trecho da entrevista,
reportado a seguir, mostra a mistura de critérios utilizados pelas componentes para a

realizacdo dos calculos apresentados em seu protocolo (figura 36):

<) y*+2y+4y*-5y-8

oy ) AL
i L‘F'{,,‘/ Y

Figura 36: Protocolo da dupla 3 — Questdo 3. ¢)

P: “Por que aqui deu 5)*?”

D3-1: “Porque a gente somou 4)* com )2, sdo semelhantes.”
P: “E por que depois deu 12y??”

D3-2: “5 mais 7 da 12.”

P: “E esses dois sdo semelhantes?”
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D3-1: “A gente pode somar porque a letra ¢ igual. Se a letra ndo fosse igual, ai ndo poderia
somar”

P: “E aqui vocés somaram 12y? com 8 e deu 20y)?. Sdo semelhantes?”

D3-2: “Ndo.”

D3-1: “Semelhantes nao sdo, mas na hora a gente somou.”

A dupla mostrou saber identificar e agrupar os termos semelhantes da expressdo e
depois mostrou outros critérios para a soma de termos que nio sdo semelhantes, ou seja, por

um lado, mostra o conhecimento, por outro, o ignora.

As integrantes do trio, primeiramente, trocaram as variaveis por outras letras e

reescreveram as expressoes, utilizando-as.

No item a), depois de mudarem a letra, realizaram uma forma de soma dos termos

entre parénteses e a multiplica¢do dos termos obtidos, conforme mostra seu protocolo:

) (+D(x-2)

4

by ._
\ 4 3 ). ya
¥

Figura 37: Protocolo do trio — Questio 3. a)

Na argumentagdo sobre o procedimento seguido para obter essa resposta uma das

integrantes de T explicou:

T1: “A gente pegou a mesma expressio, porém trocou as variaveis.”
P: “E como calcularam para obter esse resultado?”

T1: “Ela [referindo-se a T2] somou )? com 1 e deu 2y E depois, fez 1y com 2, que deu 3y.”

Nesse caso percebemos a falta de entendimento dos elementos da expressao: a fungdo
dos parénteses nela, a operagdo entre os bindOmios e também o desconhecimento da

propriedade distributiva.

No item b), a equipe T apresentou “8b - 6 = 2b” como resposta. A fala de T1 descreve

o feito: “5b com 3b, da 8b. Pra calcular 85 — 6, primeiro faz 8 — 6 que da 2; e b menos nada, b.



98

No item c), escreveu a expressdo dada com a letra z e também somou todos os termos,

obtendo 4z.

Os resultados apresentados pelas equipes nessa questdo mostram a falta de
entendimento da varidvel como niimero genérico nas expressdes € o uso de procedimentos
algoritmicos incorretamente, utilizando os mais diversos critérios. Em alguns casos esses
procedimentos foram utilizados para satisfazer as expectativas dos alunos quanto a resposta a
ser encontrada: um mondmio ou um resultado numérico, como expressaram o trio e as duplas
3 e 6. Tal fato mostra uma lacuna no conceito de variavel, considerando que sua compreensao
implica também na superag¢do da simples realizagdo de céalculos e operagdes com letras ou

com simbolos, como apontaram Ursini e Trigueros (2001).

Notamos também o uso correto desses algoritmos por algumas duplas, porém, as
proprias revelaram o ndo entendimento das respostas obtidas, como mostraram as equipes D5
e D7. Para Trigueros et al. (2000), mesmo os alunos que aprendem a utilizar técnicas
especificas e algoritmos, ndo aprendem a refletir sobre sua utilidade e pertinéncia. Se trata de
uma aprendizagem memorizada que em vez de favorecer a compreensdo do conceito de

variavel, tende a entorpecé-lo. (TRIGUEROS, p. 47)

Outro fato que deve ser considerado ¢ que nenhuma das equipes relacionou as
expressdes obtidas na simplificagdo com o sinal de igual, o que pode revelar que este s6 ¢
empregado para ligar a um resultado; e ndo uma expressao a outra equivalente, como apontam

Tinoco et al. (2007, p. 2)

As respostas apresentadas nessa questdo mostram também a influéncia do contexto de
apresentacdo da questdo para a sua realizacdo, ou ainda, que o unico referencial de

representacdes de expressdes algébricas para esses alunos seja o proprio contexto algébrico.

Percebemos, nos procedimentos apresentados pelos alunos, a falta de referencial
numérico ao manipular as variaveis, o que significa que o aspecto simbolico foi literalmente
separado do substancial, e ainda, que esses algoritmos ndo sdo resultados de uma
generalizagdo no campo da aritmética, mas sim, resultantes de técnicas de manipulacio

ensinadas.

Na seqiiéncia apresentamos os resultados obtidos da aplicagdo da questio 4.



99

4.4 Questao 4

Com a questdo 4, transcrita a seguir, tinhamos por objetivo verificar como os alunos

interpretariam letras no status de variaveis relacionadas.

Questio 4: Um quadrado, como o que esta representado abaixo, ¢ chamado Quadrado
Maigico quando a soma dos nimeros de cada linha, de cada coluna e de cada diagonal

resulta sempre no mesmo niimero.

Que valores m e n podem representar para que este seja um quadrado magico?

2

m | 16 | -18 | 28

n

56

Explique como vocé pensou.

Nessa questdo as equipes utilizaram procedimentos de substitui¢do de uma das letras
para obter o da outra, considerando a soma obtida; ou atribuiram um valor como soma e, a

partir dele, encontraram os de m ¢ n.

Os alunos apresentaram respostas que mostram o entendimento das variaveis m e n

como incdgnitas (D3, D5 e D6), nimeros genéricos (D4) ou varidveis relacionadas (D1, D2,

D7eT).

Uma das causas para a interpretacdo das variaveis como incognita, descoberta durante
as entrevistas, foi o proprio enunciado que ndo requeria todas as possibilidades de valores.
Fato que ressalta a importancia que esse instrumento de coleta de dados teve para nossa

pesquisa e merece atengdo para o caso de uma reaplicacdo dessa questdo.

Aproveitamos, na analise dos dados obtidos com a questdo 4, para estabelecer uma
comparagdo com os resultados da questdo 2. a), que requeria a interpretacdo de varidveis

relacionadas dadas na expressdao x = 10 + y.
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As duplas D5 e D6 apresentaram respostas que mostram o entendimento das letras

como sendo incognitas. Vejamos o protocolo da dupla 5 que mostra a estratégia de resolucio

adotada pela dupla:
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Figura 38: Protocolo da dupla 5 — Questio 4

Nota-se no protocolo de D5 que a soma dos niumeros na horizontal, que seria 26,

foi

escrita como igual a 16, erro que foi notado pela dupla ao explicar a estratégia tomada,

durante a entrevista.

O procedimento descrito por D5 em seu protocolo mostra a conclusdo de que m e n

podem assumir os valores 11 e 1, respectivamente. Os registros de dudio e de observagado

mostram que a dupla tentou preencher o quadrado magico primeiramente ¢ acabou desistindo

dessa estratégia. Durante a entrevista questionamos os componentes sobre suas conclusoes:

P: “Por que 37?7

D5-1: “Isso ndo quer dizer que ele ndo pode ser substituido por outro numero. Dessa vez a

gente pensou no 11 e no 1. No 37, entendeu?”

P: “Vocés chegaram a testar outros nimeros?”’

D5-1: “Testamos, da certo.”

P: “Mas vocés ndo escreveram os outros que deram certo, so esses dois.”
D5-1: “A gente achou, mas...”

D5-2: “Colocamos s6 um numero.”

D5-1: “Foi s6 um exemplo isso ai. E que nem eu te falei, dependeria do jeito que vocé fosse

preencher o quadrado magico, entendeu?”’



101

Podemos perceber pelo didlogo com D5 que apesar de terem testado outros valores
que segundo eles poderiam substituir as variaveis, ndo generalizaram essas possibilidades, o

que confirma a interpretacdo das letras como incognitas nessa questio.

Na questdo 2. a) essa dupla interpretou as letras como niimeros genéricos, fato que nos
leva a concluir que teve maior facilidade para a generalizacdo na interpretagdo de varidveis

relacionadas apresentadas em sentenga algébrica.

A dupla 6 atribuiu para m o niamero 30 e, de acordo com a soma obtida, encontrou o
valor de n: 20. No momento da entrevista tentamos verificar se esses alunos haviam percebido
que poderiam repetir o procedimento e se conseguiram generalizar as possibilidades de
valores que as varidveis podem representar, visto que ndo apresentaram mais dados em seu

protocolo:

P: “Qual foi a primeira idéia que vocés pensaram para responder essa questdao?”

D6-2: “Primeiro em achar o valor de m e de n. Somamos aqui [horizontal] e vimos o valor que
deu.”

D6-1: “Ai a gente deu um valor pro m e encontrou um resultado. Depois somou a coluna e o
tanto que faltou pra chegar no resultado da linha, a gente completou.”

P: “Mas sera que daria certo com outros valores?”

D6-1: “Se procurar bastante eu acho que da.”

Apesar de terem utilizado essa estratégia, o dialogo que se deu com D6 nos revela que
ndo perceberam que esse procedimento poderia ser repetido sempre com outros nimeros, ou

seja, também nao houve generalizacgao.

Lembramos que essa dupla apresentou procedimentos de manipulacio na questdo 2.a),
considerando o valor das variaveis pelo valor de seu coeficiente e ndo soube interpretar o
resultado obtido. Na questdo 4, porém, D6 pdde perceber por quais valores poderia substituir
as varidveis, mesmo que ndo tenha se referido a todas as possibilidades. Nas duas respostas,

porém, a idéia de incognita parece prevalecer.

Durante a aplicagdo dessa questio percebemos a grande inquietacdo das integrantes de
D3, pois ndo conseguiam encontrar os valores que as letras representam. Elas estavam
somando os numeros como se fossem todos positivos, ou seja, desconsiderando o sinal de
menos de -2 e -18. Depois de muitas tentativas de soma a procura dos possiveis valores de m e
n, perceberam que ndo poderiam desconsiderar o sinal de negativo, e entdo resolveram anular

esses numeros. Observemos o protocolo da dupla:
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Que valores m e n podem representar para que este seja um quadrado magico?

2

m 16 -18 28

h
(=)

Explique como vocé pensou.

.H/’) :Q, 2/
/7/)/t ;)/ y o Do iy v | B A YAADIA i ey

Figura 39: Protocolo da dupla 3 — Questio 4

O trecho da entrevista, reportado a seguir, mostra a explicacdo das componentes de D3
sobre a conclusdo apresentada em seu protocolo:
D3-2: “A gente ndo ia poder somar numero negativo.”
D3-1: “A gente anulou. Porque, no final, de qualquer forma, ia ter que tirar eles. Por exemplo:
aqui [linha] ia ter que fazer 16 + 28 e tirar 18, porque ele ¢ negativo. Entdo anulamos e
somamos os positivos, e deu 44. Mais o valor de m que ia ser 22...”
D3-2: “E na coluna a gente anulou o 18 e 0 2.”

D3-1: “Ficou s6 o 56, pra dar 68.”

A estratégia mostrada pela dupla de anular os numeros negativos transformou a
relagdo ‘m —n =10" em ‘m —n = 12’, para a qual o par de valores com m =22 e n = 12 nédo
representa uma resposta correta. Podemos notar no protocolo da dupla o erro na soma de 44
com 22, que seria 66. Além disso, o protocolo revela o uso do sinal de igual sempre para
indicar o resultado da operacdo realizada e a forma com que as componentes se referem aos

valores das letras na escrita “m12” e “n22”.

A dupla 3 mostra, mais uma vez, a dificuldade em estabelecer a soma com nimeros

negativos, assim como nas respostas as questoes 1 e 2.
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Na questdo 2. a), especificamente, mostraram o reconhecimento da dependéncia de x

em relagdo a y. Enquanto, na questdo 4, interpretaram as varidveis como incognitas.

As duplas 1 e 4 apresentaram respostas em seus protocolos que nos fizeram entender
que as variaveis tinham sido interpretadas como incognitas por elas. Porém, durante as
entrevistas com as referidas equipes, percebemos que responderam assim por influéncia do
enunciado, o que aponta, novamente, para uma reformulacido para o caso de uma posterior
aplicacdo, podendo constar, por exemplo, quantos valores as letras podem representar ao

invés de ‘que valores’. Ou ainda, quantos e quais valores.

A equipe D4, para atender o valor da soma que fixou, 50, preencheu o quadrado
magico e respondeu que m = 24 e n = 14. Com a entrevista pudemos perceber o porqué dessa

resposta:

D4-1: “Aqui dava pra manipular os resultados que a gente queria em cada coluna. Entdo
qualquer valor que substituir nesse, dando o mesmo resultado no outro, pode ser qualquer
valor.”

P: “E por que vocés colocaram m igual a 24 e n igual a 14?”

D4-1: “Por causa da pergunta.”

P 1€ enunciado.

D4-1: “Intimeros, muitos valores.”

P: “E por que ndo mostraram outros?”

D4-2: “A gente ficou feliz com o cinqiientinha mesmo.”

D4-1: “Porque a gente ja sabia que poderia ser qualquer valor.”

Nesse caso, a dupla interpretou as letras como representantes de quaisquer numeros,
assim como mostrou na resposta a questdo 2. a). A fala de D4-2 mostra que esses alunos se
contentam com a obten¢do de uma resposta que atenda ao enunciado e por isso ndo se ocupam
em apresentar outras possibilidades, o que seria um passo para a generalizagdo. Fato que foi

mostrado também pelas duplas 5 e 6.

Por sua vez, a dupla 1, que também mostrou a tentativa de preenchimento do quadrado
magico durante a resolucdo da questdo, apresentou como resposta que m pode ser substituido

pelos numeros 26 e 20; e n, por 36 e 10, nessa ordem.

A resposta apresentada por DI nos fez pensar que o enunciado ndo havia sido
compreendido pela equipe, pois para m = 26 e n = 36 a soma dos valores da linha e da

diagonal ndo ¢ a mesma. Durante a entrevista os componentes explicaram que colocaram
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esses valores por serem estes os resultados da soma dos numeros da linha e da coluna, dados
no quadrado magico. Quando questionados sobre o que foi afirmado por quadrado magico,
eles perceberam que essa resposta ndo era valida, mas que os outros valores citados eram.
Aproveitamos esse momento para também questiona-los sobre a decisdo que tomaram de

abandonar a estratégia de preenchimento do quadrado magico. Vejamos:

P: “Por que desistiram de preencher?”

D1-1: “Nao ¢ que desistimos, ¢ que aqui estd escrito que valores m e n podem representar, ai
noés fizemos desse jeito.”

P: “Agora vocés ja sabem que se o valor de n ¢ 36 e m é 26, ndo da certo. Se m = 26, quanto
tem que ser n?"

D1-1: “Deixa eu ver quanto da. [o aluno faz as contas] O » tem que ser 16.”

P: “E serd que podem ser outros valores?”

DI-1: “Acho que sim.”

D1-2: “Pode ser 48.”

P: “E o n?”

D1-1: “Entdo o n tem que ser 38.”

P: “E se o m for 10?”

D1-1: “O n vai ter que valer 0.”

P: “Por que vocé esta falando o resultado sem fazer as contas? Como estd pensando?”

DI-1: “Se o m valer 14, o n vai ter que valer 10 a menos que ele. SO com niimero negativo
que ndo estd dando certo. Deixa eu tentar: se n = -20, como m tem que ser 10 a mais, vai ser

-30. (...) Nao dé certo.”

Interessante notar que a dupla 1 substituiu as varidveis por valores sem respeitar a
igualdade na questdo 2. a) e ndo soube aplicar o conceito de igualdade, enquanto no contexto
numérico, na questdo 4, apresentaram essa idéia e perceberam o erro. E além disso, deduziram
a regra que associa uma variavel a outra na correspondéncia entre seus valores, o que indica a
habilidade F1 — ‘“reconhecer a correspondéncia entre as varidveis relacionadas
independentemente da representagdo utilizada (tabelas, graficos, problemas verbais,
expressdes analiticas)”. Tal fato nos leva a concluir que o problema ndo estd na falta do
conceito de igualdade, mas sim no reconhecimento e na aplicacdo desse conceito em

sentencas algébricas.
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A dupla 1 também revela nesse didlogo a dificuldade de ordenagdo de inteiros
negativos, o que ndo permitiu que a generaliza¢do apresentada por ela abrangesse também

esse conjunto.

As equipes D2, D7 e T interpretaram as varidveis como representantes de varios
valores, explicitando a dependéncia ou a regra que as associa, mostrando a mobilizagdo da
habilidade F1 — “reconhecer a correspondéncia entre as varidveis relacionadas
independentemente da representagdo utilizada (tabelas, graficos, problemas verbais,

expressdes analiticas)”.
A dupla 2 mostrou a percepg¢do da relacdo de dependéncia entre as variaveis:
D2: “Um valor depende do outro, depende de » o valor de m, e vice-versa.”

A dupla interpretou as varidveis como nimeros genéricos na questdo 2 a), porém nao

mostrou entender a relagdo de dependéncia, como mostrou na questio 4.

As integrantes do trio fixaram o numero 46 como valor da soma e encontraram os de
m e n, de modo a obter esse resultado. As alunas de T exemplificaram algumas possibilidades

b

de pares que dariam certo, escrevendo “m40 e n30, m60 e n50, etc.” e apresentaram a
conclusdo de que qualquer nimero aumentado de 10, servira para descobrir o valor de m. Em
outras palavras, que m vale dez a mais do que n, 0 que mostra a percep¢ao da relacdo de

dependéncia entre essas variaveis.

E interessante notar também a forma de escrita apresentada pelo trio para mostrar os
valores que as letras podem assumir. Assim como a dupla 3 mostrou, as integrantes de T

podem expressar nessa escrita porque se referem a variavel pelo valor de seu coeficiente.

A dupla 7, assim como mostrou na resposta a questdo 2. a), reconheceu o
relacionamento funcional entre m e n e descreveu a regra que as relaciona, escrevendo:
“m = o valor de n + 10” (figura 40). Interessante observar e comparar a forma em que a regra
foi apresentada por esta dupla nessa questdo, com a que apresentou em 2. a): “x € dez a mais

que y”’, 0 que mostra uma transi¢ao na escrita algébrica.
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Figura 40: Protocolo da dupla 7 — Questéo 4

Nota-se no protocolo da dupla 7 a percep¢do da variagdo conjunta entre as variaveis m
e n ao observar que para os numeros de » menores do que -10, tem-se que os valores de m sdo
negativos. Essa andlise mostrada pela dupla indica a mobiliza¢do das habilidades F4 —
“reconhecer a variacdo conjunta das variaveis envolvidas em uma relagdo independentemente
da representacdo utilizada (tabelas, graficos, expressdes analiticas)” e F5 — “determinar o

intervalo de variacdo de uma variavel, dado o intervalo de varia¢do da outra”.

Da anélise dos resultados obtidos com a aplicagdo da questdo 4, destacamos a
satisfacdo de alguns alunos com a obtencdo de um par de valores que atende ao enunciado e
ndo pensar em outras possibilidades ou, quando as consideram, ndo percebem a necessidade

de expressa-las, de generalizar.

Uma causa que pode ser apontada para esse fato ¢ o proprio contexto de aplicagdo da

questdo, que supde um numero em lugar de uma letra.

Em comparacdo com os resultados apresentados a questdo 2. a) ¢ interessante notar
que praticamente os mesmos problemas foram evidenciados, tais como: a dificuldade em
conceber a soma com numeros negativos, apresentada pela dupla 3; a ordenacdo de niimeros

inteiros, pela dupla 1; a idéia de varidvel como incognita, pela dupla 6;

Quanto ao contexto de apresentacdo da questdo e sua influéncia no entendimento das
varidveis, percebemos algumas diferencas em rela¢@o ao que foi apresentado pelas duplas nas

respostas a questdo 2. a). Dentre elas, destacamos o que foi apresentado pelas duplas D1, que
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ao aplicar o conceito de igualdade, o qual tinha demonstrado nio ter conhecimento nas
questdes anteriores, pdde entender a relagdo de funcionalidade entre as varidveis; e D6, que
pode identificar possiveis valores representados pelas varidveis por procedimentos de

substituicdo, estratégia que ndo foi utilizada pela dupla em nenhuma das questdes anteriores.

Em contrapartida, as duplas D3 e D5, que haviam percebido o relacionamento
funcional entre as varidveis na questdo 2. a), revelaram em suas conclusdes na questio 4 que a

idéia de incognita prevalece, pois ndo se sentem impulsionados a generalizar.

Percebemos também que nenhuma das equipes simbolizou os dados da questdo em
uma expressao algébrica, porém, que as equipes D1, D2 e T descreveram o relacionamento
entre as variaveis em linguagem natural. E a dupla 7 apresentou uma mistura da escrita da

regra utilizando a linguagem natural, sinais e a simbolizacdo das variaveis.

4.5 Questao 5

Transcrevemos, abaixo, a questao 5.

Questio 5: Observe como se forma a seqii€ncia de figuras abaixo:

| = s

figura 1 figura 2 figura 3

a) Desenhe a préxima figura. Quantos quadradinhos ela tem?

b) Desenhe a 5% figura da seqiiéncia. Quantos quadradinhos ela tem?

¢) Construa uma tabela relacionando a posi¢do de cada figura com o seu niimero de
quadradinhos.

d) A 11° figura tem quantos quadradinhos?

e) Eal7*?

f) Como descobrir a quantidade de quadradinhos de qualquer figura dessa seqiiéncia?

Escreva uma regra.
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Com essa questdo pretendiamos verificar como os alunos expressariam uma regra
geral para a contagem de quadradinhos correspondentes a posicdo de cada figura na

sequiéncia.

Os registros de dudio e de observag@o apontaram as falas dos alunos dizendo que essa
questdo era a mais facil. Durante a entrevista as equipes confirmaram isso e acrescentaram
que haviam feito uma questdo parecida com essa em uma das atividades das aulas de

matematica do inicio do ano.

Os alunos responderam aos itens a) e b) sem apresentar dificuldades, revelando o
reconhecimento do padrdo apresentado na seqiiéncia de figuras, ou, em termos do Modelo
3UV, a habilidade G1 — “reconhecer padrdes, perceber regras € métodos em seqii€ncias € em

familias de problemas”.

Todas as equipes, com excecdo de D3, responderam corretamente a esses dois itens. A
dupla 3 havia entendido o padrdo como tendo o mesmo nimero de quadradinhos na horizontal
e na vertical e, ao somar esses quadradinhos ndo perceberam que dois deles se sobrepunham.
A dupla apresentou 10 como resposta ao item a); e 12 para o item b). Esse modo de percepcao
do padrao foi apresentado pela dupla também nas respostas aos itens d) e ¢) da questdo, como

mostraremos adiante.

Todas as equipes construiram corretamente a tabela pedida no item c), expressando a
correspondéncia entre as grandezas numero da posicdo da figura na seqiiéncia e numero de

quadradinhos.

As equipes D1, D2, D3, D4, D6 e D7 construiram tabelas identificando as grandezas
por posi¢cdo ou figura, € numero ou total. A dupla 1 (figura 41) foi a unica que simbolizou

(Y924
t

essas grandezas por “n”’, para designar o nimero da figura, e “#”, para o total de quadradinhos

correspondente a cada uma delas.

c) Construa uma tabela relacionando a posi¢ao de cada figura com o seu numero de

quadradinhos.

! T gaao- ‘,, o o : .V_“
PERIRER

rl¥i9 11

Figura 41: Protocolo da dupla 1 - Questdo 5. ¢)
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Podemos observar que a dupla 1 representou na tabela apenas os valores
correspondentes as trés primeiras figuras da seqiiéncia, enquanto outras equipes completaram
com os resultados dos itens b) e c) e outras ainda com os dos itens d) ¢ e).

O trio e a dupla 5 apresentaram formas tabular diferentes das outras duplas. A equipe
D5 expressou na tabela, além das duas grandezas relacionadas, a variagdo do numero de

quadradinhos de uma figura a sua subseqiiente, como podemos observar na figura 42:

c) Construa uma tabela relacionando a posigdo de cada figura com o seu nimero de

quadradinhos.

Figura 42: Protocolo da dupla 5 - Questdo 5. ¢)

O trio relacionou na tabela o niimero de quadradinhos da vertical e da horizontal de

cada figura da seqiiéncia e o seu total de quadradinhos e identificou a grandeza figura por F.

Vejamos o protocolo da equipe:

¢) Construa uma tabela relacionando a posi¢do de cada figura com o seu numero de

quadradinhos.

Figura 43: Protocolo do trio - Questio 5. c)
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O trio e a dupla 5 apresentaram também nos itens d) e ) o desenho das figuras de
posi¢@o 11 e 17. Durante a entrevista perguntamos porque o fizeram, ja que o desenho néo foi
pedido, na tentativa de sondar se haviam deduzido uma regra ou se o desenho foi a Unico

referencial para a contagem:

P: “E aqui estava pedindo pra desenhar?”

D5-1: “Nao, fizemos o rascunho.”

P: “Se vocés ndo desenhassem, como iriam fazer?”

D5-2: “De cabega. la somando até chegar na figura 11. Ia ser bem mais dificil, ai a gente

desenhou.”

Pela explicagdo da dupla percebemos que considerou o desenho uma forma mais
rapida para obter a resposta, o que nos leva a crer que ndo deduziu o padrdo, ou seja, nao
mobilizou a habilidade G3 — “deduzir regras e métodos gerais em seqiiéncias e familias de

problemas”.

Fizemos perguntas similares ao trio, que também mostrou nao ter conseguido deduzir

um padrio.

P: “O item d) pede pra desenhar?”

T1: “Nao.”

P: “E se eu pedisse o total de quadradinhos da centésima figura, vocés iriam desenhar
também?”

T1: “Eu desenharia.”

P: “Nao tem outra forma de saber a quantidade de quadradinhos?”

T2: “Eu pensei assim: vai ter sempre um a mais que a posi¢ao.”

Pela fala das componentes percebemos que até aqui ndo tinham deduzido uma regra

valida para essa seqiiéncia.

Pela resposta apresentada por T também no item f) “a regra € acrescentar um
quadradinho na horizontal ou na vertical” percebemos que associou o total de quadradinhos
da figura com a respectiva quantidade na vertical ou na horizontal, o que mostra a

dependéncia do desenho para a contagem.

P: “Com essa regra que vocés escreveram, se eu perguntar quantos quadradinhos ela tem,
como vocés fariam?”
T2: “Sena 11* tem 12 na vertical, entdo na 100? vai ter 101. No total vai dar 201.”

P: “E da figura de posi¢ao 500?”
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T2: “D4a 1001.”
P: “Qual € aregra?”

T1 e T2: “Acrescentar um aqui [horizontal] € um aqui [vertical].”

Nesse didlogo que se deu com o trio podemos perceber a dedugdo da regra (G3') por
T2, pois considerou que a quantidade de quadradinhos da vertical e da horizontal corresponde
ao numero da figura somado a um. Para descobrir a quantidade de quadradinhos de qualquer
figura da seqii€ncia, por essa estratégia, as integrantes somam o numero de quadradinhos da

vertical e da horizontal e subtraem um, da sobreposi¢do das duas fileiras.

As integrantes do trio mostram no dialogo que apresentamos a dificuldade em

descrever essa regra que encontraram.

A dupla 5 ndo conseguiu descrever uma regra valida para a seqiiéncia pedida no item
f) da questdo. A resposta dada foi “a regra ¢ ir aumentando um quadradinho na vertical e um

na horizontal”. Considerando a resposta apresentada pela equipe, questionamos:

P: “Eu fiquei pensando assim: para a figura de posi¢ao 100, vou ter que desenhar até a 99° pra
saber quantos quadradinhos tem?”

D5-1: “Eu acho que teria algum calculo.”

D5-2: “E mais facil desenhar.”

D5-1: “E, é trabalhoso, mas...”

Diferentemente do que o trio revelou, a dupla 5 focalizou a aten¢do na variagdo da
grandeza niimero de quadradinhos e ndo conseguiu estabelecer uma relagdo com a posi¢do
que a figura ocupa na seqiiéncia, o que ndo a permitiu obter uma regra valida para essa

seqiiéncia.

As duplas D1 e D3 também fizeram o desenho das figuras de posi¢cdo 11 e 17, ao
responder aos itens d) e e). Os pingos a lapis nos quadradinhos do protocolo de D3 mostram

uma estratégia de contagem utilizada. Vejamos seu protocolo:

1 . ‘ . A e 1
G3 — “deduzir regras ¢ métodos gerais em seqiiéncias ¢ familias de problemas”.
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dp AT Geura tom quantos quadradinhes?

2] FHal™

Figura 44: Protocolo da dupla 3 — Questdo 5. d) e e)

P: “E aqui, 11? figura, estava pedindo pra desenhar?”’

D3-1: “Ah, mas a gente quis desenhar pra gente ter uma nog¢do. A gente podia ter
multiplicado, eu acho.”

P: “Multiplicado o qué?”

D3-1: “Ah, indo pela tabela...aqui ja estava escrito, mas a gente quis desenhar, porque a gente
foi contando.”

P: “No item e) vocés fizeram a mesma coisa e na f) esta pedindo a regra. Qual ¢ a regra?”
D3-1 e D3-2: “Aumentar dois quadrados a cada vez.”

P: “E eu pergunto assim: quantos quadradinhos tem a 100* figura?”

D3-1: “Ndo set.”

P: “Com essa regra da pra escrever a quantidade de quadradinhos de qualquer figura?”

D3-1: “N&o.”

D3-2: “Sé desenhando mesmo.”

P: “E observando a tabela vocés notam alguma regularidade, alguma forma de descobrir o
nimero de quadradinhos?”

D3-1: “Aqui: 35. Se a gente somar mais 2: 37, entdo a gente ja sabe.”
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P: “Entdo ndo existe uma outra maneira de descobrir a quantidade de quadradinhos sem ser
comparando com a figura anterior? Se eu quiser saber a da 1007, tenho que saber da 99°. E
iss0?”

D3-1: “Isso.”

Os feitos de D3 também deixam transparecer que ndo deduziram uma regra valida

para a seqiiéncia, como mostrou também a dupla 5.

A dupla 2 continuou a seqiiéncia da tabela para responder aos itens d) e €), como

mostra seu protocolo:
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Figura 45: Protocolo da dupla 2 — Questdo 5. d) e e)

As duplas 4 e 7 mostraram o uso da regra nesses itens. D7 escreveu “(11 x 2) + 17 ¢

“(17 x 2) + 17 e seus respectivos resultados; e D4 “(11 + 11) +17 e “(17 + 17) + 1”.

As equipes D1, D2, D4 e D7 foram as tnicas que apresentaram uma regra valida para
obter o total de quadradinhos de cada figura da seqiiéncia. As trés primeiras equipes a
apresentaram em linguagem natural, mostrando a dedu¢do da regra que rege o padrio (G3 —

“deduzir regras e métodos gerais em seqiiéncias e familias de problemas”). Ilustramos esse

procedimento com o protocolo de D4:
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Figura 46: Protocolo da dupla 4 — Questéo 5. f)
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A equipe D7 foi a tinica que simbolizou essa regra (G5"), utilizando o que chamou de

férmula. Vejamos seu protocolo:

Escreva uma regra.
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f) Como descobrir a quantidade de quadradinhos de qualquer figura dessa sequéncia?

Figura 47: Protocolo da dupla 7 — Questdo 5. f)

A dupla 7 foi a unica que mobilizou todas as habilidades necessarias para a

generalizagdo do padrdo. As equipes D3, D5 e D6 expressaram o reconhecimento do padrdo

apresentado enquanto as duplas D1, D2, D4 e T mostraram também a deducdo da regra que

rege o padrdo.

' G5: “simbolizar sentengas genéricas, regras ou métodos”.
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Os resultados apresentados mostram que os alunos s3o capazes de continuar a
seqiiéncia dada, o que implica que podem “ver” o padrdo que a rege, ou seja, a habilidade
G1 - “reconhecer padrdes, perceber regras e métodos em seqiiéncias e em familias de
problemas”. O fato de poder “ver” um padrdo ¢ considerado um dos passos necessarios no
processo de generalizacdo, como apontaram Mason et al. (1985, apud TRIGUEROS et al.,
2000, p. 40). Porém, alguns tém problemas para a dedugio da regra que os rege — G3' e, em

conseqiiéncia disso, tém dificuldades para simboliza-la — G5

Mais uma vez fica evidente que a simbolizacdo € problematica para esses alunos e ndo

podemos deixar de considerar o processo histérico que a desencadeou.

Tinoco et al. (2006), com base em Baumgart (1992), Guelli (2002) e Struik (1989),
citam o desenvolvimento histérico da linguagem e do pensamento algébricos, destacando os

estagios de evolucdo na fase antiga da algebra, ou seja, o retorico, o sincopado e o simbdlico.

No estagio retorico, os resultados e raciocinios matematicos eram expressos
totalmente em palavras. Nao se usavam simbolos ou abreviagdes. No estagio sincopado,
durante séculos, as palavras foram sendo substituidas por abreviaturas e sinais, criando
condigdes para o surgimento de um novo estagio: o simbolico. Este se caracteriza pelo fato de

as idéias e procedimentos serem expressas por meio de simbolos. (TINOCO et al., 2007, p. 3)

Tomando essas consideracdes, devemos atentar para as respostas em que a regra €

descrita em linguagem natural, pois ¢ uma forma de expressdo do pensamento algébrico.

4.6 Questao 6

Com a questdo 6, transcrita a seguir, tinhamos por objetivo verificar se os alunos
reconheceriam a variacdo conjunta das varidveis 4 e ¢, € 0 conjunto numérico que seria

tomado, j& que t > 4h, a partir da andlise da figura e da expressdo do seu perimetro:

1 : r . A s o
G3: “deduzir regras e métodos gerais em seqiiéncias e familias de problemas”.
2 G5: “simbolizar sentengas genéricas, regras ou métodos”.
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Questdo 6: Considere a seguinte figura:

1
a) Escreva a expressao do perimetro dessa figura.
b) Se /4 =3, qual ¢ o valor do perimetro?

¢) Quais os valores de ¢ e /& para que o perimetro dessa figura seja igual a 4?

No item a) os alunos ndo apresentaram dificuldades para escrever a expressdo do
perimetro. Obtivemos resultados em que o perimetro da figura foi representado por
expressoes abertas (G5'), como os apresentados pelas equipes D1, D2, D3, D4, D5 ¢ T e por
representacdes que expressam um relacionamento funcional entre o valor do perimetro e as

medidas dos lados da figura (F 6%), como o que responderam D6 e D7.

As duplas 1, 4, 6 ¢ o trio disseram no momento da aplicacdo que nao lembravam o que
era perimetro. Considerando que essa informagdo era fundamental para responder a essa
questdo, decidimos lhes dizer a seguinte afirmagdo: “perimetro ¢ a soma das medidas dos

lados de um poligono”.

No momento da resolucdo dessa questdo percebemos que a dupla 1 escreveu, como
reposta ao item a), a expressdo “h + h + h + h” e entdo resolvemos lhes perguntar se haviam
entendido o que afirmamos como perimetro. Um deles respondeu: “é a soma das medidas dos
lados”. Perguntamos quantos lados tem a figura e, apontando para os de medida 4, um dos

componentes respondeu que tem 4, indicando que desconsideraram o lado de medida .
A equipe D3 apresentou a expressdo “2h + 2k + ¢t =" no item a).

No momento da resolugdo observamos que tinha a igualado a zero e depois apagou.
No decorrer da entrevista tentamos sondar o porqué da utilizacdo do sinal de igual, como

mostra o seguinte didlogo:

P: “Entdo vocés escreveram que o perimetro ¢ 24 + 2k + ¢ =...Que € igual a quanto?”

1 . . ro. r
G5: “simbolizar sentengas genéricas, regras ou métodos”.
2 F6: “expressar um relacionamento funcional baseado na analise dos dados de um problema”
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D3-1: “Nao tem como determinar o valor, porque a gente ndo sabe. Se tivesse o perimetro

dela dava pra determinar.”

Percebemos pela fala de D3-1 o uso do sinal de igual como indicador de um resultado,
um valor numérico que representasse o perimetro, o qual ndo era possivel identificar com os

dados disponiveis.

As equipes D2, D5 e T apresentaram, respectivamente, as expressdes “4x + 177,

“h+h+h+h)+0e“dh+1.

Questionamos as componentes de D2 para que explicassem como obtiveram essa
expressdo. Elas revelaram que 4x representava a soma dos /4, que simplesmente representaram

por uma letra diferente.

As duplas 6 e 7 relacionaram a expressdo do perimetro a uma outra variavel,
representando um relacionamento funcional entre o perimetro e as medidas dos lados da

figura. A dupla 6 apresentou “44 + ¢ = x” como resposta e justificou:

D6-1: “A gente fez uma expressao algébrica, s6 que ndo tem o resultado. E quando ndo tem o

resultado a gente representa com x .

A dupla 7 deu o nome de férmula a escrita apresentada: “p = 44 + ¢, assim como fez

na questdo 5.

Os registros de observagdo sobre a dupla na resolu¢do do item b) mostram a

insatisfacdo com a expressao obtida:
D7-1: “Nao tem como calcular o valor do perimetro, # pode ser qualquer valor.”

Pela fala de D7-1 percebemos a ndo aceitagdo da expressdo como representante de um
valor para o perimetro e a influéncia do enunciado nesse caso com a escrita “qual o valor do
perimetro”, o que o fez voltar a analisar a figura e tentar calcular o valor de ¢. Para isso
transferiu a medida / para o segmento ¢ e considerou o perimetro como sendo igual a 18,

argumentando que a medida ¢ corresponde a 24:
D7-1: “Pelo que eu vi aqui, essa parte [#] € o dobro daqui [#], entdo vai dar 6.”

As duplas 2 e 4 também consideraram a medida # como sendo igual a 2/ e escreveram
18 como resposta ao item b). Durante a entrevista apresentaram os mesmos argumentos

expostos pela dupla 7, como mostram as falas de componentes dessas duas equipes, a seguir:
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D4-1: “Porque a gente pegou metade. Aqui estd meio inclinado [parte superior do desenho],
entdo a gente tentou colocar reto e abaixar essa parte de cima. Aqui d4 6, entdo a gente
colocou que essa “area” de baixo ¢ equivalente a 6. Aqui teve a questdo da soma que da 12.
Mais 6, da 18.”

D2-2: “E porque nés ndo sabiamos o valor de 7, ai a gente pensou que 7 é a mesma coisa que

2h.”

As equipes D3 e D1 escreveram que o perimetro € 12. A justificativa apresentada pela
dupla 1 mostrou a idéia que apresentaram no item a), em que desconsideraram a medida ¢. E
na entrevista D1-1 confirmou: “No6s somamos os quatro A.” Vejamos o protocolo dessa

equipe:

b) Se h =3 qual ¢ o valor do perimetro?

\ L

Figura 48: Protocolo da dupla 1 — Questdo 6. b)

A dupla 3 também desconsiderou a medida % para o célculo do perimetro, porém
apresentou o argumento de que nao era possivel calcular porque esta medida ¢ ndo foi dada e
nido era possivel obté-la. O trecho a seguir mostra as justificativas apresentadas pelas
componentes de D3 e a divida sobre a conclusdo apresentada:

D3-1: “Somamos os 4, s6. Porque ai ndo tem o valor de 7, entdo a gente colocou 12.”
P: “Entao 12 € o valor do perimetro?”
D3-1: “Nao. Esta perguntando qual € o valor do perimetro. A gente ndo tem como responder,

porque ndo tem o valor de ¢.”

As equipes D5, D6 e T simbolizaram o valor do perimetro pela expressdo obtida da
substituicdo de 4 por 3, na expressdo que construiram na resposta ao item a). D5 e T
apresentaram “12 + ¢’ como resposta nesse item, ¢ D6: “12 + ¢ = x”. Ilustramos esse

procedimento com o protocolo da dupla 5:
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'b) Se h =3 qual ¢ o valor do perimetro?
=
7 b J’ ~
Chah s hyh )+ X
> /
/cl\i -+ T

Figura 49: Protocolo da dupla 5 — Questio 6. b)

As respostas das equipes D5, D6 e T continuaram em termos de simbolizagao no item

b), e ndo mostram nenhuma analise quanto as possiveis medidas que as variaveis representam.

No tem c), como se a primeira idéia fosse dividir o valor do perimetro por 2 e designar
o resultado a 44 e a t, as duplas 1, 3, 4 ¢ 7 atribuiram o valor 0,5 para /# e 2 para ¢. Tal fato
mostra, mais uma vez, que ndo foi feita uma anélise dos possiveis valores que as variaveis

podem representar na figura, pois, com essas medidas, ndo teriamos um poligono.

Mesmo que ndo tenham atribuido valores possiveis para as varidveis, decidimos

questionar no intuito de entender seus raciocinios para a apresentagdo dessa resposta.

No decorrer da entrevista com a dupla 1, um de seus integrantes diz que as letras
poderiam representar outros valores, porém, revelou a dificuldade em atribuir niimeros
diferentes de 1 e de 0,5 para as variaveis, o que constituiu um obstaculo para a identificagdo

de outros:

D1-1: “Colocamos 0,5 nos 4 e 2 embaixo.”
P: “Daria para utilizar outros valores?”
D1-1: “Se ¢ for 1... Ndo, mas nio vai dar certo.”
P: “Por quée?”
D1-1: “Porque ia por 1 aqui [£]; aqui ia valer 1 [A], aqui 1 [/4] e aqui [outros 2/] tinha que ser
0,5, mas eles tém que ser iguais. Nao da.”
A dupla 3 mostrou a dificuldade em conceber as varidveis como representantes de
numeros menores do que 1:
P: “E poderia ser outros valores?”
D3-1: “Se o ¢ for 1...ndo da.”
P: “Por qué?”

D3-1: “Porque ia ficar um 4 de fora.”
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A dupla 4, no momento da entrevista, desconsiderou sua resposta porque lembrou do
que tinha concluido no item anterior: # = 2A; e ndo conseguiu atribuir outros valores para as

variaveis. A fala de D4-1 mostra essa argumentag3o:

D4-1: “Mas no caso aqui ndo teria como ¢ ser 2. Porque se /4 € 0,5, usando o mesmo raciocinio

que a gente usou no item b), se 2 € 0,5, o ¢ equivale a 1. Ent3o aqui esta incorreto.”
A dupla 7 considerou que ¢ = 4h. Vejamos suas justificativas:

D7-1: “Para o perimetro ser 4, entdo o 7 tem que ser 44, ai vai dar 2.”

P: “Outros valores de ¢ e # ndo ddo o perimetro 4?”

D7-1: “Sé se for um nimero negativo. Pra dar igual a 4, ndo da.”

P: “E poderia ser nimero negativo?”

D7-1: “S6 na expressdo algébrica poderia. Se fosse usar sé a formula e ndo a figura, ai até

poderia ser.”

As equipes D2, D6 e T apresentaram um par de valores que satisfaz a expressao,
porém, durante a entrevista, mostraram que as variaveis ¢ € 4 poderiam assumir varios valores

e que reconheceram a relacdo de dependéncia entre essas varidveis, ou seja, mobilizaram a

habilidade F1'.

A dupla 2, como fizeram as equipes 1, 3, 4 e 7, atribuiu os valores 0,5 e 2 para 4 e ¢,
respectivamente, porém, argumentou que essas variaveis poderiam assumir infinitos valores.
Vejamos o didlogo que se deu com as integrantes:

D2-2: “A gente ja pensou que o ¢ é igual a 2. Ai dividimos 2 por 4 e deu 0,5 para o A.”
P: “Sera que podem ser outros valores?”

D2-2: “Acho que pode.”

P: “Quantos valores o /4 pode representar?”’

D2-1: “Ih, infinitos.”

D2-2: “Infinitos ndo. Infinitos do ‘zero virgula ndo sei quanto’ pra ca, né.”

P: “Por qué?”

D2-2: “Porque pode ser 0,223; 0,533...pra dar 4.”

P:“E o 1?”

D2-2: “Também, porque vai depender do valor de /4.”

1 A S . . N
F1 — “reconhecer a correspondéncia entre as variaveis relacionadas independentemente da representagéo
utilizada (tabelas, graficos, problemas verbais, expressdes analiticas)”.



121

Na entrevista com D2 as integrantes revelaram que perceberam a relagdo de
dependéncia entre as varidveis, considerando a relacdo entre os lados da figura, mas, sem

analisar suas possiveis medidas.

As equipes T e D6 apresentaram em seus protocolos a resposta 0,8, pois, dividiram o
valor do perimetro igualmente entre os lados da figura.
T1: “A gente dividiu. Deu 0,8 o valor de fe A.”
P: “Vocés deram a resposta considerando a medida /4 igual a medida 7, elas podem ser
diferentes?”’
T2: “Aqui podia ser 1 [#]. E 3 tinha que dividir por esses outros aqui [#]. Aqui [/] vai ser
0,75.”
T1: “Qualquer nimero que a gente colocar no ¢ vai dar pra dividir o resto por quatro e
descobrir o valor de A.”
P: “Quantos valores 7 pode assumir?”
T2: “Tendo perimetro 4? Varios.”
P: “E o h?”

T1: “Todos os valores decimais, dependendo do ntimero que o ¢ tiver.”

Percebemos com as falas das integrantes do trio que o reconhecimento da relagdo de
dependéncia entre os lados da figura foi feito, embora também ndo tenham pensado nas

condig¢des de existéncia da figura.

A dupla 6 foi a unica que percebeu a dependéncia entre os lados da figura e como deve
ser essa relagdo, mostrando que ¢ <44 e que 4k > 2 , por isso ndo aceitou =2 ¢ 2= 0,5 como
resposta, como fizeram as outras equipes. Vejamos os trechos da entrevista em que a dupla

argumenta S€us pensamentos:

D6-2: “A gente pegou o 4, que é o valor total, e dividimos por 5.”

D6-1: “Ai no caso, somando todos os 4, vai ficar maior do que o 7. Cada 4 é menor do que o ¢,
mas juntando todos fica maior do que o ¢.” [4h > ]

D6-2: “A soma dos /4 tem que ser mais da metade do valor 4.” [4/ > 2]

P: “E poderia ser outro valor pro 4 e pro ?”

D6-1: “A gente ndo conseguiu achar.”

As argumentagdes dos componentes de D6 mostram a dificuldade em atribuir valores,

respeitando as condi¢des que apresentaram.
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A dupla 6 que revelou nas questdes em contexto puramente algébrico que tudo se
resolve por equacdo, mostrou nessa uma analise do papel da varidvel. Essa foi a vantagem de
usar esses diferentes contextos em nossa pesquisa, embora esses alunos ndo tenham
conseguido encontrar outros valores para as letras, reconheceram que existe. Assim como
outras equipes, D6 também demonstrou, com suas falas, a dificuldade em pensar em nimeros

num intervalo de nimeros inteiros consecutivos.

A dupla 5, por sua vez, considerou 2 =3 e ¢ = -8, pois consideraram a resposta do item

b). Vejamos seus argumentos:

D5-1: “Ja que a gente achou aqui 12 e o perimetro € 12 + ¢ [resposta ao item b)], entdo sé
subtraindo pra dar 4.”

D5-2: “Foi o tnico jeito de achar 4.”

P: “Nao tem outro jeito?”

D5-2: “Se fosse colocar 1 em cada um, ia dar 5, ndo tem como.”

P: “Pode ser menos que 1?”

D5-2: “Se ndo pode ser negativo, eu ndo sei.”

Nesse caso, além de ndo ter idéia de que essas varidveis ndo podem representar
nimeros negativos, os alunos da dupla D5 revelaram a dificuldade para pensar em nimeros

menores que 1 e maiores que zero.

Os resultados da questdo 6 mostram a falta de reconhecimento da variacdo conjunta
das varidveis, por conta da falta de andlise dos valores que a figura pode assumir e da
dificuldade em considerar nimeros num intervalo de zero a um. Em conseqii€ncia, os alunos
consideraram apenas um par de valores que ndo atende ao enunciado da questdo, ou
encontraram alguns outros pares, mostrando o reconhecimento da correspondéncia entre as

variaveis somente em termos de valores discretos.

Embora a maioria dos alunos ndo tenha atendido aos objetivos da questdo no que se
refere a andlise dos possiveis valores que os lados da figura podem assumir, percebemos que

alguns reconheceram a correspondéncia entre as variaveis envolvidas.

Observamos, como em algumas respostas apresentadas na questdo 4, a idéia de que

7

encontrar um par de valores que satisfaca o enunciado é o bastante, ou seja, que ndo ha

necessidade de generalizar.
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A dificuldade em considerar infinitos nimeros num intervalo de valores inteiros
consecutivos foi revelada por essas equipes e confirmam a referéncia a qualquer numero

considerando o conjunto dos nlimeros inteiros positivos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Na andlise dos resultados, apresentada no capitulo 4 deste relatorio, procuramos
mostrar como os alunos participantes da pesquisa utilizam a varidvel e os significados que a

atribuem nesses usos.

O Modelo 3UV como guia tedrico possibilitou a verificagdo dos conhecimentos que
emergem na simbolizacdo, manipulagdo e interpretacdo das varidveis. Com os dados
coletados das equipes podemos tragar um perfil geral dos participantes quanto as habilidades

requeridas para o tratamento da varidvel nas questdes propostas.

Percebemos que a habilidade de interpretacdo das variaveis por esses alunos apresenta
muitas defasagens. Quando se trata de variaveis em relacdo funcional, a maioria das equipes,
por procedimentos de substitui¢do, as considerou como nuimeros genéricos; outras se
conformaram em atribuir um par de valores que atenda a questdo, mostrando que ndo ha

necessidade de generalizagdo.

Poucos alunos foram capazes de reconhecer o relacionamento funcional entre as
variaveis (F1 — “reconhecer a correspondéncia entre as varidveis relacionadas
independentemente da representagdo utilizada (tabelas, graficos, problemas verbais,
expressdes analiticas)”) nas questdes em que tinham esse status e, menos ainda, conseguiram
reconhecer a varia¢do conjunta entre elas (F4 — “reconhecer a variagdo conjunta das variaveis
envolvidas em uma relacdo independentemente da representacdo utilizada (tabelas, graficos,

expressdes analiticas)”).

Quanto a interpretacdo de varidveis no papel de niimero genérico (G2 — “interpretar
um simbolo como uma entidade genérica ou indeterminada que pode assumir qualquer valor™)
verificamos a dificuldade em identifica-la como tal pela falta de entendimento dos resultados
obtidos da aplicag¢do de procedimentos algoritmicos, ou dos erros apresentados ao utilizé-los.
Tais erros foram cometidos por conta da propria idéia dos alunos em relacdo ao que

acreditavam que deveriam obter como resposta na questao.

Quanto as habilidades de interpretacdo de numeros genéricos que envolvem o

reconhecimento de um padrdo (G1 — “reconhecer padrdes, perceber regras e métodos em
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seqiiéncias e em familias de problemas”), verificamos que todas as equipes foram bem
sucedidas, porém, poucas conseguiram deduzir uma regra valida para o padrio apresentado na

questdo 5 (G3 — “deduzir regras e métodos gerais em seqiiéncias e familias de problemas™).

A interpretagdo da varidvel como incognita também apresentou problemas, embora
tenha sido reconhecida (I1 — “reconhecer e identificar numa situagdo-problema a presenca de
algo desconhecido que pode ser determinado considerando as restricdes do problema’), ndo
pode ser determinada, pois os procedimentos adotados pelas equipes ndo favoreceram sua
identificacdo. As principais causas para isso foram a expectativa quanto ao tipo de expressao
e, logo, do tipo de resposta a ser encontrada no uso de algoritmos; e a falta de interpretacdo da

igualdade.

Quanto a simbolizagao as equipes mostraram ter dificuldade para representar por letra,
principalmente quando se tratava de varidaveis nos papéis de numero genérico (G5 —
“simbolizar sentengas genéricas, regras ou métodos”) e varidveis em rela¢do funcional (F6 -
“expressar um relacionamento funcional baseado na andlise dos dados de um problema”). A
simbolizacdo da letra no status de incégnita (IS — “simbolizar o termo desconhecido
identificado numa situagdo especifica e usa-lo para representar uma equagdo’) foi a que mais
equipes acertaram, embora algumas tenham revelado que ndo a simbolizaram por terem
calculado facilmente seu valor, como se do seu reconhecimento os alunos partissem

diretamente para a sua determinago, sem simboliza-la.

Quanto a dificuldade de simbolizagdo de termos genéricos temos, por um lado, as
equipes que sentiram a necessidade de representa-lo por letra, porém que o incluiram em
expressdes nas quais ndo tem esse status. Por outro, as equipes que o interpretam como
nimero genérico (G2 — “interpretar um simbolo como uma entidade genérica ou
indeterminada que pode assumir qualquer valor”), mas o representam com um numero
escolhido aleatoriamente. A dificuldade em simbolizar um termo genérico também foi
apresentada na questdo 5, em que a maioria das equipes ndo identificou as grandezas por
variaveis e tampouco a regra que rege o padrdo. Em compensag¢do, quando a variavel ¢ dada
na questdo, a simboliza¢do ndo apresenta problemas, como foi apresentado pelas equipes na

resposta a questdo 6. a).

Quanto a manipulacdo das variaveis, as equipes, em geral, mostraram inumeros
critérios para as operagdes com termos literais, principalmente de varidveis no status de
nimero genérico, indicando a falta de entendimento desses procedimentos, os quais

impediram a identificacdo dos papéis que as letras desempenham.
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Quanto as habilidade de manipulacdo da varidvel como incognita (I3 — “substituir a
varidvel pelo valor ou valores que fazem da equagdo uma sentenga verdadeira”; e 14 —
“determinar o termo desconhecido que aparece na equagdo ou nos problemas executando as
operacdes algébricas e/ou aritméticas requeridas”) percebemos a falta de utilizacdo do
conceito de igualdade nos procedimentos de substituicdo adotados por algumas duplas, ao
tentar determinar o termo desconhecido. Em contrapartida, ao realizar procedimentos
algoritmicos também mostraram a necessidade de satisfazer suas expectativas quanto a

resposta, revelando, mais uma vez, a falta de interpretacdo da variavel.

Quanto aos procedimentos de manipulagdo da variavel como nimero genérico (G4 —
“manipular (simplificar, desenvolver) a variavel simbodlica”) percebemos que ndo acarretaram
em identificacdo da varidvel como tal, visto que os diferentes critérios utilizados para operar
com as variaveis desencadearam erros no processo € no resultado, ambos ndo interpretados
pelos alunos. Mesmo quando utilizaram procedimentos corretos, alguns alunos ndo entendiam

o que o resultado significava.

Quanto a manipulagdo das variaveis em relagdo funcional percebemos que as equipes
tiveram éxito nas habilidades de substituicdo das letras (F2 — “determinar os valores da
variavel dependente dado o valor da independente” e F3 — “determinar os valores da variavel
independente dado o valor da dependente”), salvo aquelas que ndo souberam utilizar o
conceito de igualdade. Quanto a determinagdo de intervalos de variagdo (FS - “determinar o
intervalo de variacdo de uma variavel, dado o intervalo de variacdo da outra”), os alunos

mostraram ter muitas dificuldades

Os resultados que reportamos sugerem que a maioria das dificuldades apresentadas
por esses alunos sdo frutos da forma como s@o abordados os diferentes usos da varidvel na
algebra escolar que, em suma, ndo parece favorecer a diferencia¢do entre os papéis que a

variavel pode assumir.

Essa influéncia foi revelada nas respostas as questdes e nas justificativas apresentadas
pelos alunos durante as entrevistas. Dentre elas, destacamos: o héabito de igualar a equagdo a
zero, uma forma usual de apresentacdo do conteudo; a necessidade de mostrar um resultado
ao resolver as questdes, mesmo quando isso ndo ¢ pedido no enunciado, que revela que

sempre trabalham com questdes em que precisam calcular algo.

Importante destacar o papel que os instrumentos de coleta de dados desempenharam

nessa investigagdo. As gravacdes em audio, assim como os registros de observagdo, nos
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forneceram dados quanto as dividas que emergiram e estratégias utilizadas pelos alunos ao
responder as questdes. Esses dados serviram de base para a estruturacdo das perguntas da
entrevista e também para que avalidssemos o ‘impacto’ de cada enunciado. A elaboragdo de
questionamentos foi feita de modo que pudesse esclarecer as conclusdes apresentadas nos

protocolos e os procedimentos tomados por cada equipe.

Percebemos, com as questdes formuladas durante a entrevista que os alunos da mesma
equipe expressam argumentos diferentes para o mesmo feito, revelando os significados que
cada um atribui a variavel. Tal fato revela o aspecto positivo da organizagdo dos alunos em

equipes (duplas e trio) e das entrevistas, que proporcionaram a expressao dessas concepgoes.

Nesses didlogos os alunos, em sua maioria, se referiam a varidvel como representante
de um namero qualquer, porém, as justificativas para tal, apresentadas por alguns deles,

mostram que se referem ao coeficiente da variavel e ndo ao seu valor.

Outra observacdo sobre a idéia de variavel como representante de qualquer nimero ¢ a
idéia de incégnita que se revela, posto que pode ser qualquer nimero, ja que nao se sabe qual

¢é, exatamente, antes de calcular.

O predominio da idéia de variavel como incdgnita fica mais evidente ainda quando os
alunos reconhecem que uma variavel tem status de nimero genérico, mas apresentam apenas
alguns valores, ou um valor como resposta, o que revela que para eles ndo ha necessidade de

generalizagdo, mas sim de apresentar uma soluc¢do que atenda as restrigdes da questao.

Se quando questionados os alunos, em geral, consideram a varidvel como
representante de um numero qualquer, por outro lado, quando a manipulam “esquecem” do
que elas representam, fazendo emergir o uso de procedimentos algoritmicos, utilizados correta
ou incorretamente, no intuito de atender suas expectativas quanto a resposta, 0 que mostra a

insuficiéncia do ensino de técnicas sem a exploragdo do que as letras representam.

O fato de ao manipular as variaveis prevalecerem o uso desses procedimentos parece
nos mostrar a dissociagdo entre os aspectos simbolico e substancial, pois o simbolo ¢ operado
sem considerar o conjunto que representa, com base em procedimentos memorizados que
muitas vezes sdo utilizados inadequadamente. Ao passo que na interpretacdo das varidveis, o
aspecto substancial fica mais atrelado a idéia de varidvel que os alunos apresentam diante de
uma dada questdo, do que a identificagdo do papel que ela tem. Da mesma forma, ao

representar um ndmero genérico por uma letra e apresentd-lo numa equagdo, revela que a
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parte substancial, o conjunto representado pelo simbolo nido é mobilizado na escrita da

expressao.

Quanto ao conjunto numérico tomado pela maioria das equipes nessa questdo, inteiros
positivos, percebemos que isso ocorre, ndo somente porque ndo se reportam, mas pela
dificuldade em conceber a soma e a ordenagdo de nimeros negativos; ou em considerar 0s

valores de um intervalo restrito, como 0,5, 1[, por exemplo.

Para Ursini e Trigueros (1998), o trabalho adequado com cada um dos aspectos que a
variavel pode apresentar-se implica as capacidades de: interpretar, em um problema dado, o
significado da varidvel, quer dizer, dar-se conta do papel que a varidvel assume nessa
situagdo; operar com e sobre o simbolo empregado para representd-la; utilizad-la com o fim de
representar um problema de maneira simbdlica.

Os dados apresentados mostram que se ¢ feito um trabalho com os diferentes usos da
variavel, as caracteristicas que as fazem diferentes ndo sdo explicitas, ou, ha uma énfase no
uso da variavel como incognita, o que ndo favorece a construcdo do conceito de variavel

como ente que pode assumir diferentes papéis.

A analise proposta pelo modelo 3UV nos mostrou as defasagens, a falta de habilidades
para o tratamento adequado dos diferentes usos da varidvel. Em contrapartida, a analise dos
aspectos simbolico e substancial nos revela que, embora existam essas lacunas, os alunos tém
suas proprias idéias sobre a variavel e a forma com que a expressam na maioria das vezes, ndo

reflete o que matematicamente seria o correto.

Portanto, é necessario refletir sobre as estratégias de ensino para a abordagem desse
conceito, de forma que favorecam uma aprendizagem significativa. Nas palavras de Laville e
Dionne (1999): “¢ verdade que as conclusdes de tal investigacdo valem de inicio para o caso
considerado, e nada assegura, a priori, que possam se aplicar a outros casos. Mas também

nada o contradiz (...)”. (p. 156)
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APENDICE A: O questionério piloto.

PARTE 1

Um quadrado ¢ chamado Quadrado Magico quando a soma dos nimeros de cada
linha, de cada coluna e de cada diagonal ¢ sempre a mesma. A seguir, t€ém-se dois quadrados

magicos, parcialmente preenchidos:

Questdo 1: Quantos valores o simbolo © pode representar?

©
46 |13
-8 25

Expliquem como vocés pensaram.

Questdo 2: Quantos valores x e y podem representar para que este seja um quadrado

magico?

-2

x |16 [-18 | 28

y
56

Expliquem como vocés pensaram.

PARTE 11

Escreva quantos e quais valores as letras podem representar em cada uma das
expressdes abaixo:

a) x-y=10

b) -5-a=-a-2-3

X
g S+12=2
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APENDICE B: O questionario de pesquisa

Questdo 1: Escreva uma expressio algébrica para representar:

a) Um numero que multiplicado por 5 resulte em 0,5.

b) Um numero somado a 2.

¢) A subtragdo de dois nimeros que resulte em 2,5.
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Questio 2: Escreva por quantos valores as letras podem ser substituidas em cada uma das

expressdes abaixo. D& exemplos.

a) x=10+y

b) (m+1)y2=n*+2n+1

¢) x(x+1)=-3+x2
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Questio 3: Represente de uma outra maneira cada uma das expressoes:

a) (*+1)(x-2)

b) -6 +5a+3a

c) *+2y+4?-5y-8
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Questio 4: Um quadrado, como o que estd representado abaixo, ¢ chamado Quadrado

Magico quando a soma dos numeros de cada linha, de cada coluna e de cada diagonal resulta

Ssempre no mesmo numero.

Que valores m e n podem representar para que este seja um quadrado magico?

Explique como vocé pensou.

2

16

-18

28

56
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Questio 5: Observe como se forma a seqii€éncia de figuras abaixo:

figura 1 figura 2 figura 3

a) Desenhe a proxima figura. Quantos quadradinhos ela tem?

b) Desenhe a 5 figura da seqiiéncia. Quantos quadradinhos ela tem?

¢) Construa uma tabela relacionando a posi¢cdo de cada figura com o seu numero de

quadradinhos.
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d) A 11? figura tem quantos quadradinhos?

e) Eal7™

f) Como descobrir a quantidade de quadradinhos de qualquer figura dessa seqiiéncia?

Escreva uma regra.
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Questdo 6: Considere a seguinte figura:

a) Escreva a expressdo do perimetro dessa figura.

b) Se i =3, qual ¢ o valor do perimetro?

¢) Quais os valores de ¢ e / para que o perimetro dessa figura seja igual a 4?
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APENDICE C: Termo de consentimento

Termo de consentimento

Nos dias 08 e 10 de setembro de 2008 sera aplicado um questionario de pesquisa a
alguns alunos de oitava série, no periodo de 7:00 as 8:40. Tal procedimento ¢ parte de um
projeto de investigagdo em Educagdo Matematica e tem por objetivo coletar dados que
possam contribuir para o desenvolvimento do ensino e da aprendizagem em Matematica.

Os alunos que optarem por participar dessa etapa responderdo a algumas questdes,
podendo ter suas falas gravadas ao realiza-las e, posteriormente, serdo entrevistados.

Os dados coletados serdo de uso exclusivo de uma pesquisa académica, cujos
resultados podem, eventualmente, ser publicados em congressos ou revistas cientificas.

Tal investigagdo ndo visa fins lucrativos e as informagdes obtidas poderdo ser

divulgadas com a garantia de total sigilo quanto a identifica¢do dos participantes.

Eu, , responsavel pelo(a) aluno(a)

, da 8 série , autorizo a sua

participacdo nessa etapa do referido projeto de pesquisa.
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ANEXO A: As questdes de Trigueros e Ursini (1998) que nos serviram de inspiragdo para a

elaboracdo das questdes 1, 2 e 3.

Neste exercicio, somente escreva uma formula. NAO CALCULE o numero.

1. Escreva uma férmula que expresse: Um niimero desconhecido que multiplicado por 13
¢ igual a 127.

2. Escreva uma formula que expresse: Um numero desconhecido multiplicado pela soma
desse mesmo numero desconhecido por 2 € igual a 6.

3. Escreva uma féormula que expresse: Um niimero desconhecido ¢ igual a 6 mais outro
nimero desconhecido.

4. Escreva uma férmula que expresse: Um numero desconhecido dividido por 5 e seu
resultado somado a 7.

Para cada uma das seguintes expressdes quantos valores a letra pode assumir?
5. x+2=2+x
6. 3tat+ta=a+10
7. x=x
8. 4+
9. x+5=x+x
10. 3+a+a+a+10
11. 7x*=2x-5
12. x/x*-4=3
13.(x+1)2=x>*+2x+1

14. 4+x*=x(x+1)

Reduza as seguintes expressoes a uma equivalente:
15. (x*+1)(x*-2)=
16. a+5a—3a=

17. »+2y+4)*-5y-8=
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ANEXO B: As questdes de Kiichemann (1987) que nos serviram de inspira¢do para a

elaboracdo da questdo 6.

Escreva a expressio do perimetro da seguinte figura:

O que vocé pode dizer sobre m se:

m=3n+1

n=4





