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Mensagem para a posteridade

Nosso tempo é rico em mentes inventivas, cujos inventos poderiam facilitar
consideravelmente as nossas vidas. Hoje cruzamos os mares usando a energia e a
utilizamos também para poupar a humanidade de todo trabalho muscular extenuante.
Aprendemos a voar e somos capazes de enviar mensagens e noticias sem nenfiuma

dificuldade para o mundo inteiro através de ondas elétricas.

No entanto, a produgdo e distribuicdo de bens estd inteiramente desorganizada, de
tal modo que todos tém de viver no temor de ser eliminados do ciclo econémico e, com isso,
ver-se privados de tudo. Mais ainda, pessoas que vivem em diferentes paises matam umas
ds outras a intervalos irrequlares de tempo, de tal modo que, também por essa razdo, todo
aquele que pensa no futuro estd condenado a viver no medo e no terror. Isso acontece
porque a inteligéncia e o cardter das massas sdo incomparavelmente inferiores d

inteligéncia e ao cardter dos poucos que produzem algo de valioso para a comunidade.

Tenho certeza de que a posteridade lerd estas afirmagcdes com um sentimento de

orgulhosa e justificada superioridade.

Albert Einstein

Escritos da Maturidade, 1938



RESUMO

O presente estudo tem como objetivo analisar como os autores de materiais didaticos do
Ensino Médio organizaram as tarefas propostas envolvendo provas e demonstracdes no
conteddo Geometria Analitica para a 32 série do Ensino Médio. Com o intuito de propor
algumas reflexGes a esse respeito, decidimos analisar as colecdes de livros didaticos
aprovadas pelo Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio
(PNLEM/2009) e os cadernos bimestrais adotados pela Secretaria da Educagdo do Estado
de Sdo Paulo (SEESP/2009), disponibilizados para alunos e professores, distintamente.
Julgamos a pertinéncia de analisar conjuntamente esses materiais por atuarmos na rede
publica estadual paulista, visando as contribuicdes que vierem a ocorrer. A anélise desses
materiais foi realizada considerando as tarefas propostas sobre o conteido Geometria
Analitica, limitado ao estudo da equacdo de uma reta. O aporte tedrico que fundamentou
nossas analises seguiu 0s pressupostos da Teoria Antropoldgica do Didatico de Yves
Chevallard (1999), que focaliza o estudo das organizacGes praxeolégicas — Matematica e
didatica — pensadas para o0 ensino e aprendizagem da Matematica, e o trabalho de Nicolas
Balacheff (1988), que visa ao estudo da tipologia de provas produzidas por alunos.
Apoiado por esse referencial tedrico efetivamos nossas analises com o intuito de responder
a nossa questdo de pesquisa: Quais organizacfes Matematicas e didaticas envolvendo
prova e demonstracdo sdo propostas por materiais didaticos do Ensino Médio, no contetdo
Geometria Analitica? Visando a responder a esta questdo, desenvolvemos uma pesquisa
qualitativa com enfoque documental, e a partir do levantamento bibliografico pudemos ter
ideia da problematica envolvida no ensino e na aprendizagem de provas e demonstragdes
em contetdos matematicos, tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio. A
analise desses materiais confirmou duas de nossas hipéteses de pesquisa e nos revelou que
o trabalho com provas e demonstracfes em materiais didaticos ndo foi abandonado, porém
a clareza dos termos pertencentes ao sistema dedutivo € insatisfatdria no que diz respeito a

compreensdo do que seja passivel de demonstracdo em Matematica.

Palavras-chave: Prova e demonstracdo em Geometria Analitica. Teoria Antropoldgica do

Didatico. Tipologia de provas.



ABSTRACT

This study aims to analyze how the authors of teaching materials of high school
have organized tasks proposals with proofs and demonstrations on content proposed of
Analytic Geometry on 3rd series of high school. With a view to proposing some thoughts
in this respect, we analyze the collections of textbooks approved by the National Program
of textbook for high school (PNLEM/2009) and the notebooks bimonthly adopted by the
Education Secretary of the State of S&do Paulo (SEESP/2009), made available to students
and teachers, distinctly. We judge the relevance in analyzing these materials because we
act in the public network of State of Sdo Paulo aiming contributions that may occur. The
analysis of these materials was carried out considering the tasks proposed on the content
Analytic Geometry, limited to studying the equation of a line. The theoretical contribution
that substantiate our analyses followed the assumptions of Anthropological Theory of
didactic Yves Chevallard (1999) that focuses the study of praxeological organization —
mathematics and didactics — designed for teaching and learning of Mathematics and the
work of Nicolas Balacheff (1988), which aims to study the typology of proofs produced by
students. Supported by this theoretical, we realize our analyses with the purpose of
responding to our question: Which mathematics and didactics organizations involving
proofs and demonstration are proposed for didactics materials of high school, on content
Analytic Geometry? Answering this question, we developed a qualitative research with
approach documentary and from survey bibliographic we might have idea of problems
involved in the teaching and learning of proofs and demonstrations on mathematical
content, both in elementary and high school. The analysis of these materials confirmed two
of our research hypotheses and showed that the work with proofs and demonstrations in
didactics materials was not abandoned, but the clarity of the terms belonging to deductive

system is unsatisfactory for understanding of what is demonstration in Mathematics.

Keywords: Proof and demonstration in Analytic Geometry. Anthropological Didactical

Theory. Typology of proof.
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INTRODUCAO

“Ndo ha ensino sem pesquisa e pesquisa sem ensino.”’

Paulo Freire, 1996.

Em nossa funcdo de professora de Matematica da Rede Publica de Ensino do
Estado de S&o Paulo, h4d doze anos, sempre houve a convic¢do de que a atualizacdo
docente é muito importante na préatica profissional, devendo ser continua. O professor
desempenha papel fundamental no processo de ensino e aprendizagem e sua especializacéo

vem ao encontro do aprimoramento desse processo.

Acreditamos que o professor que tem a oportunidade de participar de cursos de
atualizacdo e grupos de estudos voltados ao ensino de sua disciplina, tendo contato com as
pesquisas desenvolvidas na area da Educacdo e da Educacdo Matematica e com outros
docentes que relatam suas experiéncias, como também convivendo em um ambiente
universitario diferente daquele que fez parte de sua graduacdo, passa a desenvolver
reflexGes acerca de sua pratica que lhe possibilitam enxergar novos caminhos a serem
trilhados no processo de ensino e aprendizagem. Dizemos ambiente universitario diferente
no sentido de que a sua atencao agora esta voltada, especificamente, ao aprimoramento de

sua préatica pedagdgica e ndo mais as obrigacdes do estudante (como provas e trabalhos).

Apoiamo-nos nas reflexdes de Freire (1996), no despertar para a pesquisa, porém

sem nos despojarmos do papel de professora:

Fala-se hoje, com insisténcia, no professor pesquisador. No meu entender
0 que ha de pesquisador no professor ndo é uma qualidade ou uma forma
de ser ou de atuar que se acrescente a de ensinar. Faz parte da natureza da
pratica docente a indagacédo, a busca, a pesquisa. O de que se precisa é
gue, em sua formacdo permanente, o professor se perceba e se assuma,
porque professor, como pesquisador (FREIRE, 1996, p.32).

Tendo a oportunidade de nos atualizarmos, buscamos ingressar em um curso de
especializacdo stricto sensu e conseguimos aprovacao na selecdo do curso de Mestrado

Académico em Educacdo Matematica da Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo
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(PUCSP), no inicio de 2008. Nossa participacdo foi direcionada ao grupo de pesquisa
PEAMAT — Processo de Ensino e Aprendizagem em Matematica — que tem por objetivo o
desenvolvimento de nucleos de estudos de temas voltados ao ensino e a aprendizagem dos
contetidos matematicos nos Campos da Algebra, Geometria, Nimeros e Tratamento da

Informagéo.

A0 ingressar nesse grupo, dentre os temas que estavam sendo discutidos, destacou-
se 0 interesse pela pesquisa em assuntos que envolvessem provas e demonstracfes de
conceitos matematicos no Ensino Fundamental e Médio.> Algumas pesquisas ja foram
realizadas no ambito da Educacdo Matematica no Campo da Geometria, da Algebra, como
também sobre a Concepcéo de Professores no que diz respeito ao trabalho com provas e
demonstracdes, principalmente no Ensino Fundamental. Dentre essas pesquisas
destacamos Gouvéa (1998); Pietropaolo (2005); Carlovich (2005); Serralheiro (2007);
Silva M (2008); Jesus (2008).

Por meio das discussdes no grupo de pesquisa e visando dar continuidade aos
estudos referentes as abordagens dadas as provas e demonstracdes em materiais didaticos,
interessou-nos o desenvolvimento de um trabalho que contemplasse contedos
matematicos no Ensino Médio, visto que, no ambito da Educacdo Matemaética, ha poucos
trabalhos que discutem essa problematica nesse nivel de ensino. Utilizamos aqui o termo
“materiais didaticos” para referir-nos as cole¢des de livros didaticos referendadas e
aprovadas no Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio 2009 (PNLEM/2009) e ao
material disponibilizado pela Secretaria da Educacdo do Estado de Séo Paulo (SEESP),
denominados Caderno do Professor e Caderno do Aluno® — Matemética — que
explicitaremos nesta pesquisa mais adiante. Entre esses trabalhos citamos Carvalho (2007);
Vieira (2007); Andrade (2007), e Rizzon (2008).

! Pela Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional (LDB 9394/96), fica instituida a composicéo dos
niveis escolares em: Educacdo Béasica — Educagdo Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio — e
Educacdo Superior — (Cap.l — Art.21) . Estabelecendo a Educacéo Infantil (até 6 anos de idade), Ensino
Fundamental (obrigatorio, com duracgdo de 9 anos) e Ensino Médio (com duragdo minima de 3 anos).

2 No Estado de S&o Paulo, a Proposta Curricular de Matematica para o Ensino Médio (SEESP/2008) fornece
0 Caderno do Professor e Caderno do Aluno com os contelidos e exercicios que deverdo ser trabalhados por
bimestre, em cada série.
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Nossa pesquisa, entdo, focou a problemética envolvendo as abordagens dadas as
provas e demonstracdes no conteldo de Geometria Analitica, no Ensino Médio, em

materiais didaticos.

A principio, nosso trabalho tentava abranger o conteddo Geometria Analitica
estudado na 3% série do Ensino Meédio. Porém, ao aprofundarmos nossos estudos
percebemos que deveriamos focar especificamente um conceito dentro da Geometria
Analitica pela amplitude que nos daria a analise do conteddo geral, considerando a duragéo

de nosso curso. Assim sendo, nos restringimos ao estudo da Reta — Equacdo Geral.

Nossa pesquisa se deu pela analise de materiais didaticos visando a estudar a
abordagem dada pelos autores desses materiais a questdo do desenvolvimento das provas e
demonstracdes, nos contetdos de Geometria Analitica especificados. Nossas analises se
fundamentaram na Teoria Antropologica do Didatico de Yves Chevallard (1992/1999) e
nos estudos sobre Tipos de Prova de Nicolas Balacheff (1987/1988). No decorrer do nosso

trabalho, explicitaremos os aspectos principais dessas duas teorias.

Optamos por analisar materiais didaticos por acreditarmos que ainda se constituem

ferramenta importante no trabalho docente, porém concordamos com Lajolo (1996) ao afirmar:

O caso é que ndo ha livro que seja a prova de professor: o pior livro pode
ficar bom na sala de um bom professor e 0 melhor livro desanda na sala
de um mau professor. Pois o melhor livro, repita-se mais uma vez, é
apenas um livro, instrumento auxiliar da aprendizagem (LAJOLO, 1996,
p.8, grifo nosso).

Consideramos que a opcédo de trabalhar com um livro didatico ndo tolhe a liberdade
do professor em relacdo ao planejamento de suas atividades. Fizemos essa opgdo de
andlise, inclusive, por atuarmos na Rede Publica Estadual de Ensino e termos em mé&os um
material de apoio didatico — Cadernos do Professor — elaborado por uma equipe de autores,
dentre os quais alguns estdo presentes na Educacdo Matematica, desenvolvendo pesquisas
e publicagdes. Esse material é parte integrante da Proposta Curricular do Estado de S&o
Paulo (SAO PAULO, 2008) destinada aos niveis de ensino Fundamental 11 e Médio, com o
objetivo de garantir a todos uma base comum de conhecimentos e competéncias, para que
as escolas estaduais funcionem efetivamente como uma rede. Ao valorizar o

desenvolvimento de competéncias ha a implicacdo em analisar, entre outras coisas,
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[...] como o professor mobiliza conteudos, metodologias e saberes
préprios de sua disciplina ou &rea de conhecimento, visando desenvolver
competéncias em adolescentes, bem como instigar desdobramentos para a
vida adulta (SAO PAULO, 2008, p.9).

Pela mobilizacdo de metodologias, interpretamos que uma delas possa estar
relacionada a utilizacdo do livro didatico pela importancia que ele assume no sistema
educacional, como aponta Lajolo (1996, p.4), [...] “faz com que ele acabe determinando
contetidos e condicionando estratégias de ensino, marcando, pois, de forma decisiva, 0 que
se ensina € como se ensina o que se ensina”. O material didatico disponibilizado pela
SEESP ndo inviabiliza a utilizacdo do livro didatico, mas apresenta-se como suporte a
metodologia desenvolvida pelo docente, com a proposta de unificacdo dos contetdos

matematicos que devam ser abordados em cada série.

Pela abrangéncia da pesquisa e pela propria op¢do de analisar materiais didaticos,
realizamos algumas analises preliminares a fim de delimitar as cole¢bes de livros que
seriam utilizadas. Optamos por trabalhar com as cole¢des de livros didaticos que foram
aprovadas pelo PNLEM/2009, os quais ficam a disposi¢do dos professores para escolha,

em ambito nacional.

No decorrer de nossa pesquisa, realizamos as analises desses materiais,
promovendo reflexBes a respeito da elaboracdo de provas e demonstracdes no conteddo
Geometria Analitica, considerando a praxeologia (organizacdo) apresentada em relacéo as
caracteristicas apontadas por Chevallard e classificando as provas conforme a tipologia

estipulada por Balacheff.

Apresentamos 0s principais aspectos dessas duas teorias, bem como a fundamentagéao
que proporcionaram as nossas analises, o estudo histérico da Geometria Analitica ao ser
incluida no curriculo da disciplina Matematica no Brasil, assim como um estudo dos termos
prova e demonstracdo e seu desenvolvimento por matematicos e educadores matematicos.
Levantamos ainda as discussoes relativas as pesquisas que nos auxiliaram na composi¢do do

nosso trabalho e as importantes consideragdes a que chegaram.
Estruturamos nosso trabalho em 5 capitulos.

No Capitulo 1 apresentamos a problemética em torno do tema prova e
demonstracdo, abordando alguns aspectos levantados pelas pesquisas ja realizadas sobre o
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tema. Neste capitulo, propomos nossa questdo de pesquisa e as hipoteses que levantamos e

que nortearam as analises realizadas.

No Capitulo 2 apresentamos os estudos preliminares realizados e o levantamento
bibliografico considerando os trabalhos ja publicados sobre a utilizacdo dos termos prova e
demonstracdo, como também o estudo sobre o desenvolvimento do raciocinio dedutivo na
Antiguidade e a diferenciacdo utilizada por matematicos e pesquisadores em Educacédo

Matematica relativa aos termos prova e demonstragéo.

No Capitulo 3 buscamos apresentar 0s aspectos principais do quadro teérico que
fundamentou nossas analises. A Teoria Antropoldgica do Didatico proposta por Yves
Chevallard (1999), que estuda as organizacOes praxeoldgicas — didaticas e matematicas —
apresentadas pelos autores de materiais didaticos na abordagem de contelidos matematicos,
muito embora ndo sejam utilizadas somente nessas situacdes. Apresentamos ainda aspectos
significativos e relevantes sobre os estudos realizados por Nicolas Balacheff (1987;1988)
sobre tipologia de provas produzidas por alunos, bem como as diferenciagfes sobre os

termos prova e demonstracao.

No Capitulo 4 decidimos por apresentar os estudos referentes ao desenvolvimento
da Geometria Analitica no decorrer da historia ao tornar-se disciplina escolar no Brasil.
Inserido nesse campo matematico situam-se nossos estudos sobre a reta, especificamente

nosso objeto de estudo — a Equacéo Geral da Reta.

No Capitulo 5 apresentamos o0s materiais didaticos selecionados para o
desenvolvimento de nossa pesquisa, detalhando os critérios para escolha desses materiais,

como também descrevendo as analises realizadas, preliminar e a luz do referencial tedrico.

Concluindo trazemos nossas consideracOes referentes as analises realizadas,
apresentando os resultados encontrados que possibilitaram a verificagdo de nossas

hipdteses iniciais e que responderam a nossa questao de pesquisa.
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CAPITULO 1

PROBLEMATICA

“Seja o que for que imaginemos, é finito. Portanto ndo existe qualquer
ideia, ou concepgdo, de algo que consideramos infinito. [...] Quando
dizemos que alguma coisa € infinita, queremos apenas dizer que néo
somos capazes de conceber os limites e fronteiras da coisa designada,
ndo tendo concepgdo da coisa, mas da nossa propria incapacidade.”

Thomas Hobbes (1588 — 1679)

Apresentamos neste capitulo os questionamentos que nos levaram a pesquisar sobre
a elaboracdo de provas e demonstracbes em materiais didaticos, a definicdo de nossa
questdo de pesquisa, os critérios preliminares para analise das cole¢des de livros didaticos,

como também o objetivo principal ao propor nossa questao.

Buscamos nesta etapa de nosso trabalho levantar algumas discussdes apresentadas
na area de Educacdo Matematica, no que diz respeito ao ensino e aprendizagem dos
conceitos matematicos relativos a Geometria Analitica, considerando a relacdo existente

entre a Algebra e a Geometria.

1.1 Problematizacdo e Justificativas

A problematica referente a pratica das provas e demonstraces vem sendo estudada
nos programas de Educacdo Matematica em Vvarios aspectos, ora quanto ao ensino e
aprendizagem — inclusive pela abordagem em materiais didaticos -, ora ao que concerne a
formacdo de professores e ora no que concerne a apreensdao do aluno. Encontramos
pesquisas que se referem a esses estudos, principalmente voltadas as séries do Ensino
Fundamental e ao campo da Geometria: Carlovich (2005); Pasini (2007); Jesus (2008);

Amorim (2009), dentre outros. Igualmente, em relacdo as preocupacdes com o estudo das
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demonstragdes voltadas a sala de aula em cursos de formacéo, destacamos as pesquisas de
Gouvéa (1998), Pietropaolo (2005) e Serralheiro (2007).

Por meio desse levantamento bibliografico, observamos o que Carvalho (2007)
deixou como sugestdo de pesquisa nas consideracdes finais de seu trabalho sobre o estudo
praxeolégico das tarefas de prova e demonstragdo em topicos de Algebra abordados no

primeiro ano do Ensino Médio, mencionando:

Outra consideracdo que fazemos, diz respeito a énfase dada ao estudo do
uso de provas e demonstragdes somente em conteldos geométricos e do
Ensino Fundamental. Percebemos que ha algumas pesquisas [...] que
tratam do uso de demonstracfes em Geometria, porém ndo encontramos
nenhuma pesquisa que tratasse do mesmo tema em contetdos algébricos
(CARVALHO, 2007, p.154).

E ainda sugerindo que “[...] para pesquisas posteriores um trabalho voltado a outros

conteudos algébricos abordados no Ensino Fundamental ou Médio” (Idem, p.158).

Nessa busca de justificativas para o desenvolvimento de nosso trabalho com prova
e demonstracdo em Matematica, citamos Pietropaolo (2005), por identificar em sua tese
dois fatores (dentre outros) que atestam a importancia da retomada dos trabalhos com as

demonstracgdes, ao salientar que

[...] essa retomada das demonstragdes nos curriculos prescritos de alguns
paises decorreu do reconhecimento das pesquisas de muitos educadores
de que a prova, sendo um aspecto fundamental da atividade Matematica,
deveria estar presente também na formacgdo dos alunos, principalmente
em funcdo de suas potencialidades para desenvolver o raciocinio dedutivo
(PIETROPAOLO, 2005, p.72).

O autor prossegue:

A urgéncia em estudar esse tema também pode ser atestada pelas
discuss@es que tém ocorrido nos dois principais congressos internacionais
de Educacdo Matemética — The Internacional Group for the Psychology
of Mathematics Education — PME, e o Internacional Congress on
Mathematical Education — ICME. Inclusive, no 10°. ICME, realizado em
Copenhagen, 2004, dois grupos de trabalho tiveram como tema
“Reasoning, Proof and Proving in Mathematics Education” (Idem, p.72).
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Pesquisadores em Educacdo Matematica, reconhecendo a importancia desses

congressos, sabem que as questdes neles levantadas direcionam pesquisas nesse campo.

Em termos de curriculo, ao buscarmos os documentos oficiais da educagédo
brasileira a respeito das recomendac6es sobre os trabalhos com argumentacdes, provas e
demonstracfes em Matematica, observamos que os Pardmetros Curriculares Nacionais
para o Ensino Fundamental (BRASIL, 1998) apontam a importancia do trabalho com
argumentacdes desde o Ensino Fundamental como fundamentacéo ao trabalho, com provas

e demonstracdes nos ciclos posteriores, assim recomendando que:

[...] é desejavel que no terceiro ciclo® se trabalhe para desenvolver a
argumentacdo, de modo que os alunos ndo se satisfacam apenas com a
producdo de respostas a afirmagdes, mas assumam a atitude de sempre
tentar justifica-las. Tendo por base esse trabalho, pode-se avancar no
quarto ciclo para que o aluno reconheca a importancia das demonstragdes
em Matematica, compreendendo provas de alguns teoremas. [...] Este
trabalho terd continuidade no quarto ciclo, uma vez que a préatica da
argumentacdo é fundamental para a compreensdo das demonstracoes
(BRASIL, 1998, pp. 71, 86, 87).

Considerando que o trabalho com argumentacdes deva iniciar-se ainda no 3°. Ciclo
do Ensino Fundamental, acreditamos que no Ensino Médio ele seja intensificado, voltado
ao entendimento e elaboracdo de algumas demonstracdes, proprias dos conteddos das
séries nesse nivel de ensino. Em relagdo a isso, as Orientacdes Curriculares para o Ensino
Médio (BRASIL, 2006) afirmam que a escolha dos conteidos para esse nivel de ensino
considere o que foi estudado nas séries iniciais e fundamentais anteriores, e espera-se que
ao final do Ensino Médio, os alunos saibam compreender que a Matematica € uma ciéncia
com caracteristicas proprias, que se organiza via teoremas e demonstragdes (Idem, p.69).
Recomenda ainda que o aluno seja colocado em um processo de ensino e aprendizagem

que valorize o desenvolvimento do raciocinio matematico nos seguintes aspectos:

% Os ciclos de ensino a que se referem os PCN dizem respeito & organizacéo das séries escolares proposta a
partir da Lei de Diretrizes e Bases da Educago Nacional (1998). O Ensino Fundamental abrange as antigas
124 8%.séries, agora organizadas em ciclos: Ensino Fundamental I (Ciclos | e Il — 13/2%.e 3% 4%séries) e
Ensino Fundamental 11 (Ciclos Il e IV — 58/62 e 78/82 séries).
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[...] formular questbes, perguntar-se sobre a existéncia de solugéo,
estabelecer hipdteses e tirar conclusGes, apresentar exemplos e contra-
exemplos, generalizar situagdes, abstrair regularidades, criar modelos,
argumentar com fundamentacéo l6gico-dedutiva (BRASIL, 2006, p.70).

Consideramos nas recomendacdes dos documentos citados que a elaboracdo das
demonstracdes deva aprimorar-se no Ensino Médio, seja para o entendimento de alguns
teoremas, seja para o proprio dominio da linguagem formal na Matematica. Por meio do
levantamento bibliografico que realizamos, pontuamos que as pesquisas voltadas ao estudo
sobre a abordagem de provas e demonstragdes em conteudos matematicos do Ensino
Médio se apresentam em menor incidéncia. Esse fator contribuiu para que decidissemos
por situar nossa pesquisa no campo da Geometria Analitica, especificamente na 32 série do

Ensino Médio.

Amorim (2009), ao desenvolver sua pesquisa sobre o ensino da argumentacdo e
prova em Matematica, menciona que um dos fatores motivadores para o desenvolvimento
de seu trabalho foi a percepcdo de que, muitas vezes, 0s conceitos matematicos sao
ministrados de forma mecénica, sem a possibilidade da discussdo e construcdo de
argumentos por parte dos alunos. Ao discutir a utilizacdo de provas e demonstracbes em

conceitos matematicos aponta:

O trabalho com provas e demonstracfes de teoremas ou propriedades,
principalmente em Geometria, também deixa muito a desejar. Quanto a
Algebra, nio ha sequer mencdo de justificativas ou provas de
propriedades. De modo geral, o resultado a que se chega pode ser
comparado a um “passe de magica”, em virtude da falta de explicitacdo
de “como se chega a tal resultado.” (AMORIM, 2009, p.14).

As observacdes de Amorim (2009) vém corroborar o que observa Carvalho (2007)
ao discutir a menor incidéncia de pesquisas sobre argumentacao, prova e demonstracdo em
conteidos matematicos fora do campo da Geometria. O trabalho da autora destaca-se por

ampliar essa pesquisa para o Ensino Médio.

Em relacdo a analise de materiais didaticos, justificamos nossa escolha pela
importancia desse instrumento pedagdgico em sala de aula, conforme Lajolo (1996, p.9) ao
afirmar que “a escolha e o uso de livro didatico precisam resultar do exercicio consciente

[...] do professor no planejamento cuidadoso das atividades escolares, [...] em cujo dia-a-
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dia ele reescreve o livro didatico”. O Guia de Livros Didaticos (BRASIL, 2010%) destaca a

importancia do livro didatico:

O livro didético entra neste processo [ensino-aprendizagem] como um
recurso auxiliar na conducdo do trabalho didatico. Ele é mais um
interlocutor que passa a dialogar com o professor e com o aluno. Nesse
didlogo, o livro didatico é portador de uma perspectiva sobre o saber a ser
estudado e sobre o modo de se conseguir aprendé-lo eficazmente
(BRASIL, 2010, p.18).

E ainda:

Outra funcdo que tem sido muitas vezes realizada pelo livro didatico ¢ a
de levar a sala de aula as modificagdes didaticas e pedagdgicas propostas
em documentos oficiais, assim como resultados de pesquisas sobre a
aprendizagem da Matematica (BRASIL, 2010, p.19).

Concordamos com as afirmac6es do referido documento e acreditamos que, apesar
de o livro didatico ser um dos elementos disponiveis ao professor para auxilio as suas
aulas, em muitas situacGes torna-se ferramenta Gnica. Como vém mostrando as pesquisas,
entre elas citamos as de Carlovich (2005), a tendéncia na elaboracdo desses materiais é

seguir o que apontam os documentos oficiais:

Segundo Chervel (1990), uma tendéncia de abordagem apresentada nos
manuais pedagdgicos se estabelece apds mudancas importantes na
historia da educagdo. Nesta Gltima década, uma mudanga significativa na
histéria da Educacdo Matematica brasileira foi a implantacdo do
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), em 1995 (CARLOVICH,
2005, p.9).

* Ressaltamos aqui que o Programa Nacional do Livro Didético (PNLD) abrange todo o Ensino Fundamental
de nove anos, com colecBes aprovadas, inclusive, para o 1°e 2°anos, e outras para o 3°., 4°. e 5°. anos,
separadamente. Essa divisdo se deu pelas especificidades de as criangas de 6 a 8 anos serem alfabetizadas
matematicamente e ocorreu no PNLD/2010. Em contrapartida, o Programa Nacional do Livro para o Ensino
Médio (PNLEM) preocupa-se somente com as cole¢Bes destinadas as trés séries do Ensino Médio, colecBes
estas que podem ser apresentadas em volume Gnico ou seriado.
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Acreditamos, assim, de fundamental importancia, analisar, em materiais didaticos —
pelas reflexbes aqui apresentadas — como estdo organizados praxeologicamente 0s
conteddos de Geometria Analitica, no que diz respeito a Equacdo da Reta, observando as

escolhas de cada autor.

1.2 Objetivo e Questao de Pesquisa

Diante do quadro aqui exposto, decidimos por realizar uma pesquisa abordando o
contelldo Geometria Analitica, pela relagdo que ela estabelece entre dois campos principais
da Matematica: Geometria e Algebra, e pelos teoremas relativos ao estudo da equacéo da

reta, passiveis de demonstracao.

Ao escolhermos estudar aspectos do conteddo Geometria Analitica apresentados
em materiais didaticos na terceira série do Ensino Médio, tinhamos dentre nossos
objetivos, analisar as tarefas® propostas para introduzir os contetidos matematicos no que

concerne a utilizacdo de provas e demonstracdes.

Ao desenvolvermos nossa pesquisa, nosso olhar também se volta a utilizacdo da
linguagem formal, pertencente a légica dedutiva e ao método axiomético — estudo dos
sistemas de postulados e suas propriedades — na apresentacdo dos conteidos de Geometria

Analitica.

Entendemos que o estudo da Geometria Analitica ndo se apresenta de maneira

tranquila por parte dos alunos, como aponta Andrade (2007) ao relatar:

[...] escutamos dos alunos, inclusive daqueles que tinham desempenho
satisfatorio, 0 comentario de que esta [Geometria Analitica] era a parte da
Matematica mais complicada e dificil, ocasionando, como consequéncia,
baixo rendimento por parte destes do ponto de vista da avaliagcdo
somativa (ANDRADE, 2007, p.22).

® Utilizamos aqui o termo tarefa referindo-nos & nomenclatura utilizada por Chevallard (1992) para
identificar as etapas de uma organizacao praxeoldgica, que serd explicitada no decorrer de nosso trabalho.
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A dificuldade de aprendizagem na Geometria Analitica pode estar relacionada ao
fato de trabalhar conjuntamente dois campos da Matemética que, como indicam as
pesquisas, trazem dificuldades no processo de ensino e aprendizagem — Algebra e

Geometria -, sequndo Almouloud et al. (2004):

Apesar de a Geometria ser um ramo importante da Matematica, por servir
principalmente de instrumento para outras areas do conhecimento,
professores do ensino fundamental apontam problemas relacionados tanto
ao seu ensino guanto a sua aprendizagem (ALMOULOUD et al., 2004, p.
94).

Comparamos essas afirmagdes com os relatos de Usiskin (1994):

Quase todos os trabalhos sobre a Geometria escolar decorrem de dois
problemas principais: o fraco desempenho dos alunos e um curriculo
ultrapassado. Esses problemas nos acompanharam ha algum tempo
(USISKIN, 1994, p.21).

E entendemos que as discussdes sobre o ensino e aprendizagem da Geometria nao é

recente. O autor cita Allendoerfer (1969), destacando:

O curriculo de Matematica nas nossas escolas elementar e secundaria
enfrenta um sério dilema no que se refere & Geometria. E fécil
encontrar falhas no curso tradicional de Geometria, mas é muito dificil
encontrar um caminho correto para superar essas falhas [...] grupos de
reforma curricular aqui e em outros lugares atacaram o problema, mas
com singular insucesso ou inadequacéo [...]. Vemo-nos pressionados,
portanto, a fazer algo pela Geometria; mas o0 Qqué?
(ALLENDOERFER, 1969, apud USISKIN, 1994, p.21).

Buscamos tratar tais problemas considerando aspectos diferentes de abordagem.
Duval (1995, apud ALMOULOUD, 2003, p.126) trata as dificuldades apresentadas na
aprendizagem dos conceitos geométricos pela analise dos processos cognitivos, destacando
que a Geometria envolve trés espécies de processos cognitivos com especificas funcgdes
epistemoldgicas: visualizacdo, construcao de configuragdes e raciocinio, sendo este tltimo
responsavel por conduzir a prova e a explicacdo. Ainda segundo o autor, esses processos

sdo entrelacados e cognitivamente necessarios a proficiéncia da Geometria (Idem, p.126).
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Supomos que tais dificuldades perpassem, inclusive, pelo proprio tratamento dado a
Geometria nos ultimos anos. Almouloud et al. (2004) destacam que além das dificuldades

apresentadas por alguns professores no trabalho com a Geometria,

[...] em relagdo a formacdo dos professores, que esta € muito precaria
guando se trata de Geometria, pois os cursos de formagdo inicial ndo
contribuem para que facam uma reflexdo mais profunda a respeito do
ensino e da aprendizagem dessa area da Matematica (ALMOULOUD et
al., 2004, p.95), ainda identificam:

[...] como fator de dificuldades o nosso sistema educativo, que define a
politica da educacdo com recomendacgdes e orientages gerais sobre os
métodos, o0s contetidos e o saber-fazer, deixando para cada escola definir
os contetidos que julga importantes para a formacéo de seus alunos, o que
faz com que a Geometria seja frequentemente esquecida (Idem, p.99).

Dentre as dificuldades apresentadas pelos alunos na aprendizagem da Geometria, as
pesquisas destacam: falhas no reconhecimento e aplicagdo de propriedades das figuras
planas, o estatuto das defini¢des, dos postulados e dos teoremas (ferramentas do processo
de demonstracdo), interpretacdo incorreta de um problema ou mesmo a falta de
coordenacdo de mais de um registro de representacdo, como afirma Duval (1995, apud
ALMOULOUD, 2003, p.130): “a maior parte dos problemas de ensino e de aprendizagem

da Geometria ¢ de origem didatica e linguistica”.

Ao que concerne a Algebra, podemos citar Cardia (2007, p.23), a0 mencionar
estudos realizados por Bell (1996), que mostram a necessidade de buscar alternativas para
melhorar a compreensdo dos alunos a respeito dos conceitos algébricos. Segundo Cérdia
(2007), Bell considera a Algebra como um campo complexo para os alunos. Esta autora
registra em sua pesquisa algumas dificuldades apresentadas pelos alunos em conceitos
algébricos, com destaque & compreensdo da formacdo da expressdo algébrica e da

manipulagdo das quatro operacdes.

Essas dificuldades ocorrem porque o aluno tem dificuldade na
compreensdo dos problemas envolvendo o pensamento algébrico e,
depois ndo consegue desenvolver e efetuar os calculos entre as
expressdes. Esses fatos sdo apresentados com frequéncia nas pesquisas
realizadas sobre o tema “Expressdes Algébricas”.(CARDIA, 2007, p.19).
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Consideramos, entdo, que essas dificuldades possam dizer respeito tanto ao
processo de formacdo académica do professor de Matemaética, como também ao tempo em
que a Geometria ficou reduzida a conceitos apresentados no final dos livros didaticos e

que, muitas vezes, ndo eram vistos no decorrer do ano letivo.

No que concerne & Geometria Analitica, seu desenvolvimento e evolugdo na
historia nos remete as ideias de representacdo grafica, constru¢es geométricas ou entes
geométricos representados por funcbes algébricas (inter-relacdo entre Geometria e

Algebra), conforme citado em BOYER (1996) sobre a “Invengio da Geometria Analitica™:

A obra de Descartes [La géometrie, 1628] é com frequéncia descrita
simplesmente como aplicagio da Algebra & Geometria, a0 passo que na
verdade poderia ser bem caracterizada como sendo a traducdo de
operagdes algébricas em linguagem geométrica (BOYER, 1996. pp.231-
232).

Em outra passagem citada por Boyer (1996, p.233), temos a clara ideia de como
Descartes associava a Algebra e a Geometria. Ele interpretava o resultado de uma equacéo
algébrica como determinante para a escolha do instrumento geométrico que lhe permitiria a

construcdo geométrica correspondente aquela equacéo.

Os fundamentos da Geometria Analitica, discutidos por Descartes em sua obra La
géometrie, relacionam intimamente Geometria e Algebra, apontando em seus estudos dois

objetivos basicos do método que ora apresentava:

e por processos algébricos libertar a Geometria de diagramas;

e dar significados as operacdes da Algebra por meio de interpretacdes
geométricas (BOYER, 1996, p.233).

Diante das reflexdes apresentadas, considerando as dificuldades de aprendizagem
nos campos da Geometria e da Algebra, por fatores distintos aqui ja elencados, pela menor
incidéncia de trabalhos realizados sobre Geometria Analitica e sobre a abordagem de
provas e demonstracGes nesse conteldo, optamos por desenvolver nossa pesquisa nos

propondo a responder a seguinte questao:
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Quais organizacfes matematicas e didaticas envolvendo prova e demonstracéo
sdo propostas por materiais didaticos do Ensino Médio, no conteudo

Geometria Analitica?

N&o analisaremos o nivel de aprendizagem dos alunos ao estudarem Geometria
Analitica, mas sim, a organizacdo didatica e matematica utilizada para a apresentacdo de

alguns conceitos no que concerne ao metodo axiomatico utilizado.

Nosso objetivo € analisar como os autores dos materiais didaticos organizaram as
atividades propostas referentes ao estudo da Equacdo Geral da Reta. Essas analises
fundamentar-se-d0 na Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) — com o olhar da
organizacdo praxeoldgica — e na tipologia de provas — pragmaéticas e intelectuais —

classificadas por Balacheff.

O estudo realizado por Carvalho (2007), ao analisar livros didaticos do ensino
médio (PNLEM/2006) referentes ao tema Conjuntos e Conjuntos Numeéricos, apontou
como uma de suas observacdes que poucas colecbes tém a preocupacdo de esclarecer ao
aluno o significado de termos fundamentais como postulado, teorema, tese, demonstracéo
e raciocinio dedutivo. Buscamos, em nosso trabalho, verificar se também no contetdo
sobre a Equacdo Geral da Reta (em Geometria Analitica) ocorrera tal fato. Para tanto,

levantamos algumas hipdteses a respeito de nossa questdo de pesquisa:

e Alguns livros didaticos evidenciam® a apresentacdo de demonstractes de

teoremas em Geometria Analitica.

e Os termos: propriedade, axioma, teorema, demonstracdo e prova nao Sao

explicitados nos materiais didaticos analisados.

e Um dos fatores que podem ter influenciado a abordagem, pelos autores dos

livros didéticos, é o abandono do ensino de provas e demonstragdes.

® Evidenciar nesse contexto estd empregado como: compreender prontamente, que n&o oferece divida; claro;
manifesto; patente. No sentido de deixar claro (nota da autora).
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Buscando a confirmagdo ou refutacdo de nossas hipdteses, ressaltamos alguns
critérios preliminares por nds observados. Esses critérios nortearam nosso trabalho, com o
objetivo de categorizar os livros didaticos selecionados para respondermos, com
fundamentacdo, a nossa questdo de pesquisa. Os critérios preliminares definidos tém
abrangéncia generalista: dizem respeito ao primeiro olhar para a identificacdo de como as
coleces selecionadas tratam os tdpicos de Geometria Analitica.

Ao iniciarmos a verificacdo desses critérios nas cole¢des selecionadas, tinhamos
por objetivo a separacdo dos livros que os contemplassem para que, juntamente com o
Caderno do Professor (SAO PAULO, 2009) e o Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2009),

fossem analisados com fundamentagdo em nosso referencial tedrico.

Levantamos algumas ideias iniciais da fundacdo da Geometria Analitica’, segundo
Descartes, para ilustrar a complexidade desse conteddo matematico que envolve campos

fundamentais da Matematica e que deve ser construido sobre solidas bases.

Apresentamos, neste capitulo, justificativas que nos mostraram a importancia de
pesquisar o tema — prova e demonstracdo no Ensino Médio — e analisd-lo em materiais

didaticos.

Apresentaremos no proximo capitulo algumas discussGes levantadas pelas
pesquisas realizadas na area da Educacdo Matematica, envolvendo a elaboracdo de provas
e demonstracgdes, expressando a necessidade do desenvolvimento de novas pesquisas que
dessem continuidade aos temas propostos, no intuito de que se buscassem outros temas a

ser desenvolvidos.

Para auxiliar-nos na busca de confirmagdes as nossas hipoOteses de pesquisa,
realizamos um levantamento bibliografico sobre os temas abordados neste trabalho, que

avaliaremos no capitulo a seguir.

” Discutiremos no Capitulo 4 as contribuicdes de alguns mateméaticos para a formacdo da Geometria
Analitica, além de René Descartes. Conforme Eves (2004, p.382), ha divergéncias de opinido sobre quem
inventou a Geometria Analitica e mesmo sobre a época que merece o crédito dessa invencao.
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CAPITULO 2

ESTUDOS PRELIMINARES E LEVANTAMENTO BIBLIOGRAFICO

“E costume dividir o passado da humanidade em eras e periodos, com
particular referéncia a niveis e caracteristicas culturais. Tais divisdes
sao Uteis, embora devamos ter sempre em mente que S80 apenas uma
estrutura superposta arbitrariamente para nossa conveniéncia e que as
divisdes no tempo que sugerem ndo sdo instransponiveis.”

Carl B. Boyer, 1996

Neste capitulo apresentamos os trabalhos consultados e utilizados, que de alguma
forma nos auxiliaram na elaboracdo deste estudo. Apresentamos igualmente um breve
historico sobre o desenvolvimento do raciocinio dedutivo — da Matematica empirica a
Matematica dedutiva —, pesquisas recentes sobre temas relacionados ao ensino da
Geometria Analitica Plana, a utilizacdo da Teoria Antropolégica do Didatico (TAD) na
analise de livros didaticos, e as conceituacBes sobre prova e demonstracdo definidas em
diferentes contextos e que nos ajudaram na propria definicdo desses termos em nossa

pesquisa.

Este capitulo se constitui de fundamental importdncia em nosso estudo por
sintetizar a problematica que estamos pesquisando, trazendo contribui¢des historicas e do
contexto da Educacdo Matematica. Nosso objetivo, nesta parte da pesquisa, € realizar um
levantamento sobre os problemas apontados por estudos anteriores ao nosso, relativos ao
tema em questdo, as conclusdes a que chegaram, como também verificar quais sugestdes

foram deixadas por seus autores.

2.1 Consideragdes historicas sobre o desenvolvimento do raciocinio dedutivo

Para efetivar as analises nos materiais didaticos (Caderno do Professor/ Caderno do
Aluno-32.série/1°.bimestre/2009-SEESP) e livros didaticos (32 série/EM/PNLEM/2009),
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buscamos definir quais conceitos de prova e demonstracdo usariamos em nossa pesquisa.
Sabemos que hé& diferentes interpretagdes relativas a esses dois termos. Apresentamos a seguir
algumas reflexdes de estudiosos e pesquisadores em matematica sobre esses termos, que nos

auxiliaram nas definicdes em nosso trabalho.

Segundo os PCN (BRASIL, 1998) sobre o formalismo matematico, destaca-se:

Quando se reflete, hoje, sobre a natureza da validacdo do conhecimento
matematico, reconhece-se que, ha comunidade cientifica, a demonstracdo
formal tem sido aceita como a Unica forma de validacdo dos seus
resultados. Nesse sentido, a Matematica ndo é uma ciéncia empirica.
Nenhuma verificagdo experimental ou medigcdo feita em objetos fisicos
podera, por exemplo, validar matematicamente o teorema de Pitdgoras ou
0 teorema relativo a soma dos angulos de um triangulo. (BRASIL, 1998,
p.26).

Concordamos com esse documento ao entender que a Matematica, como ciéncia,
ndo pode se estabelecer somente no plano fisico do empirismo, mas que deve apresentar

suas validagdes, formalizagOes e generalizages.

Ainda segundo esse documento, os contetidos trabalhados, principalmente a partir
do 4° ciclo®, devem buscar e permitir a argumentacdo por parte do aluno visando &
construcdo de atributos l6gicos e raciocinios dedutivos que podem permitir a melhor
compreensdo no formalismo de uma demonstragdo. Conforme citado no proprio
documento, “o refinamento das argumenta¢des produzidas ocorre gradativamente pela
assimila¢do de principios da légica formal, possibilitando as demonstragdes” (BRASIL,

1998, p.86).

Esse refinamento s6 ocorrerd pela pratica no uso das argumentacOes, provas e
demonstracfes em sala de aula. Ao justificar formalmente uma resolu¢cdo matematica, o

professor reforca, incentiva e habilita seus alunos ao uso da linguagem simbdlica.

Citamos os PCN (BRASIL, 1998) para evidenciar a importancia da utilizacdo do

formalismo em Matematica desde o Ensino Fundamental, visando a um aprimoramento

® O Ensino Fundamental, pelos Parametros Curriculares Nacionais (1998), fica subdividido em quatro ciclos:
Ciclo 1 (18.e 22 séries), Ciclo 2 (32 e 4%.séries), Ciclo 3 (52 e 62 séries) e Ciclo 4 (72 e 82.séries). O Ensino
Médio, por sua vez, compreende as trés séries do antigo colégial.
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dessa utilizacdo no Ensino Médio, fundamentalmente pelo uso das demonstragdes. Ao final
do Ensino Médio, pela organizacdo dos contetdos estudados, esperamos que 0s alunos
“compreendam que a Matematica € uma ciéncia com caracteristicas proprias, que se

organiza via teoremas ¢ demonstragdes” (BRASIL, 2006, p.69)9

A conceituacdo sobre o que é uma prova e uma demonstracdo em Matematica é
discutida por varios pesquisadores e matematicos desde tempos remotos. Na visdo de Eves
(2004), o inicio da Matematica demonstrativa se deu pelas mudancas econdmicas e
politicas ocorridas nas civilizacGes da época, situando-se nos ultimos séculos do segundo
milénio a.C., a partir de questionamentos a respeito de por que fazer — cientificamente —
certas “coisas” em detrimento de simplesmente como fazé-las. Essa passagem é descrita

por Eves (2004) como:

Algumas experiéncias com o0 método demonstrativo foram se
consubstanciando e se impondo, e a feicdo dedutiva da Matematica,
considerada pelos doutos como sua caracteristica fundamental, passou ao
primeiro plano. Assim, a Matematica, no sentido moderno da palavra,
nasceu nessa atmosfera de racionalismo e em uma das novas cidades
comerciais localizadas na costa oeste da Asia Menor (EVES, 2004, p.94).

A Geometria demonstrativa grega, com Tales (por volta de 600 a.C.), precedida por
Euclides em Elementos (300 a.C.), trouxe grandes contribuicdes no que diz respeito as
demonstracfes matematicas, considerando inclusive os estudos realizados pela escola

pitagorica até a descoberta da irracionalidade de V2 “escandalo 16gico™® — que,

segundo Eves (2004), alguns historiadores consideram a partir dai o inicio da mudanca da

Matematica demonstrativa.

® BRASIL, 2006 — Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio.
10" A escola pitagorica trabalhava com os conceitos relativos aos nimeros inteiros e suas propriedades. Ao

descobrirem a irracionalidade da \/E ou seja, que ha pontos na reta que ndo correspondem a nenhum
nimero racional, novos nimeros tiveram que ser inventados para abranger tais casos. Essa descoberta
representou um golpe fatal aos conceitos pitagéricos, segundo os quais, tudo dependia dos ndmeros inteiros.
Essa passagem ficou conhecida como o “escandalo logico” e foi o marco para a queda da escola de Pitagoras.
(Eves, p.105)
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Milies (2006) cita que a Geometria, com Euclides e sua obra, os Elementos, passou
a ser considerada uma ciéncia na qual as proposicGes podem ser demonstradas logicamente

apoiando-se em premissas ora denominadas axiomas ou postulados.

Boyer (1996, p.53) discorre sobre o real periodo da mudanca para a Matematica
dedutiva ao asseverar que “pode ser oportuno indicar agora, portanto, que héd varias
hipo6teses quanto as causas que levaram a transformacéo das receitas matematicas dos pré-

helénicos para a estrutura dedutiva que apareceu na Grécia”.

O Periodo Helénico (c.800-336 a.C, EVES, 2004, p.90) foi marcado por admiraveis
progressos nas areas cientificas e intelectuais, os quais contribuiram para que essa época
fosse considerada uma das mais notaveis, no que diz respeito as realizacbes humanas.
Dessa época, convém destacar a existéncia e o desenvolvimento de importantes fil6sofos e
estudiosos gregos que muito contribuiram para o progresso cientifico e intelectual da

humanidade.

Estudiosos afirmam que, até o periodo pré-Helénico, a ciéncia grega tinha raizes
numa curiosidade altamente intelectual — o desejo de saber — que € frequentemente
contrastada com o utilitarismo imediatista do pensamento pré-helénico. A Matematica
desenvolvida pelos babilénios e egipcios ndo se baseava em estruturas consideradas
axiomaticas que pudessem garantir ou mesmo validar os procedimentos utilizados. A
confiabilidade do processo utilizado era conseguida a partir da utilizacdo das regras e dos

procedimentos em concordancia com a realidade a que se destinava.

Domingues (2002, p.47) acentua que

[...] essa forma de conhecimento era o produto da evidéncia fisica, da
tentativa e erro, da analogia ou do insight dos “matematicos”. Mas em
casos mais sofisticados [...] é mister admitir que os matematicos egipcios
chegaram a exercitar a ideia de demonstracdo, embora talvez de maneira
isolada e esporadica, e evidentemente sem os formalismos do método
axiomatico-dedutivo.

Dessa época, ao considerarmos 0s estudos do grego Anaxagoras de Clazomene
(c.499-c. 427 a.C.), em sua tentativa (desconhecida) da quadratura do circulo, e
posteriormente, as contribui¢cbes de Hipocrates de Quio e Hipias de Elis (c.425.a.C.),

apontamos a preocupacao tedrica com uma aproximacdo que busca a exatiddo do
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pensamento, ndo por uma experiéncia comum da pratica de manipulacdo de nimeros, mas
pela busca de uma organizacdo formal que seja aplicAvel a casos gerais. No
desenvolvimento dessa Matematica, segundo Boyer (1996, p.44), observa-se a diferenca da

Matematica pensada pelos gregos da Matematica pensada pelos egipcios e babil6nios.
Analogamente, citando Domingues (2002), a demonstracdo utilizada por Hipaso

provando a irracionalidade de V2 , baseada nas demonstracbes apresentadas por
Aristételes (IV a.C.)™, nos da a ideia de que os matematicos gregos ja tentavam encadear
propriedades que derivavam de raciocinios l6gicos, porém, sem a definicdo ainda de um
método postulacional, que desse margem a amplas utilizacfes e que obedecesse a uma
estruturacdo apoiada em, como se diz hoje, postulados e definicdes.

Figura 1 — Representagdo da Irracionalidade dav2 pelos pitagoricos (EVES, 2004, p.105)

Em particular os pitagdricos provaram que ndo ha nenhum ndmero
racional ao qual corresponda o ponto P da reta no caso em que OP é igual
a diagonal de um quadrado cujos lados medem uma unidade (EVES,
2004. p.105).

Algumas passagens, pelo que descreve Boyer (1996), nos mostram as diferentes

condic@es nas quais o0 pensamento dedutivo poderia ser utilizado e necessario, a saber:

Alguns sugeriram que Tales em suas viagens notara discrepancias na
Matemaética pré-helénica, como as regras egipcia e babilénia para a area
do circulo e que ele e seus sucessores viram, portanto, a necessidade de
um método estritamente racional. Outros, mais conservadores, colocam a
forma dedutiva muito mais tarde, talvez até no inicio do quarto século,
apos a descoberta do incomensuravel (BOYER, 1996, p.53).

1 Airracionalidade da ‘/E foi demonstrada pelo membro da escola pitagérica Hipaso de Metaponto (séc.V
a.C.), porém acredita-se que essa prova foi feita por reducdo ao absurdo. (Domingues, 2002, p.48)
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E em situacbes, inclusive fora da Matematica, é assim descrito:

[...] v& no desenvolvimento socio-politico das cidades-estado da Grécia o
surgimento da dialética e a consequente exigéncia de base racional para a
Matemaética e outros estudos (BOYER, 1996, p.53)[...] a dedugdo por ter
provindo da légica, nas tentativas de convencer um oponente de uma
conclusdo, procurando premissas das quais a conclusdo segue
necessariamente (Idem).

Ainda no Periodo Helénico (séc.lll e IV a.C.), pela apresentacdo do trabalho de
Euclides — Elementos — percebemos um modelo de Matematica dedutiva, que se baseava
de alguma maneira em evidéncias e experiéncias. Utilizamos aqui o termo “dedutiva”

apropriando-nos da defini¢do dada por Eves (2004):

O raciocinio dedutivo baseia-se em provar que uma declaragdo é
verdadeira a partir de uma outra que também é verdadeira, ou seja, provar
a veracidade de uma declaracdo exclusivamente baseada na veracidade de
outras declaracdes (EVES, 2004, p.179).

E incontestdvel a importancia dessa obra grega para a fundamentagdo da
Geometria, considerada na Idade Média (Europa: época compreendida entre os séculos V e
XV d.C.)* como uma obra muito acima das possibilidades da época (DOMINGUES,
2002, p.50). A obra de Euclides apresentava uma Geometria formal, partindo de
afirmacdes preestabelecidas (postulados e axiomas), a partir das quais ele apresentava as
demonstragdes que as comprovavam. No decorrer da historia considerou-se que 0 méetodo
postulacional inspirou-se na obra de Euclides e se espalhou por quase todos os ramos da
Matematica. Por esse método estabelecia-se uma organizacao formal que “amparava” o
processo de demonstracdo, organizando as etapas do raciocinio l6gico. O desenvolvimento
do método postulacional é creditado aos matematicos gregos antigos, e no dizer de Eves

(2004), estaria assim organizado:

12 Schmidt, M. F. Os historiadores chamam de Idade Média o periodo da histéria da Europa que se estende do
século V depois de Cristo até o século XV. Periodo no qual a Unica forca unificadora era a Igreja. Marca-se 0
inicio da Idade Média a partir da queda do Império Romano. (2008, pp.80-81)
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A fim de se estabelecer uma afirmacdo num sistema dedutivo, deve-se
mostrar que essa afirmacdo € uma consequéncia logica necessaria de
algumas afirmacdes previamente estabelecidas. Estas, por sua vez, devem
ser estabelecidas a partir de outras também estabelecidas previamente e
assim por diante. Como a cadeia nao pode recuar indefinidamente, deve-
se, ao inicio, aceitar um corpo finito de afirmagdes ndo-demonstradas
para evitar imperdodveis circulos viciosos consistindo em provar uma
afirmacdo A a partir de uma afirmacg&o B e depois fazer o contrario. Essas
afirmacdes assumidas inicialmente se denominam postulados ou axiomas
do discurso e delas devem decorrer todas as demais afirmagdes do
discurso. Quando se arranjam dessa maneira as afirmacGes de um
discurso diz-se que ele se apresenta na forma postulacional (EVES, 2004,
p.179).

A organizacdo formal a que hoje chamamos axiomatica, tem suas origens no

método postulacional grego.

As conquistas e desenvolvimentos cientificos gregos comecaram a diminuir apés o

ano 150 a.C., por vérios fatores, assim descritos por Eves (2004, p.165):

Caréncia de equipamentos;

Diminuicdo do apoio governamental ap6s a conquista do Egito por Roma em 31
a.C,;

Uso crescente da méo-de-obra escrava;

Interesse paralelo pela filosofia e a religido;

Oposicdo da parte de certos lideres religiosos.

Resistindo, ainda por cerca de cinco séculos, a ultima escola grega — Academia de

Atenas — teve suas portas fechadas por volta de 529 d.C. e, com isso, a continuidade do

desenvolvimento da ciéncia grega recebia seu golpe fatal. Segundo Eves (p.165), levaria

quase um milénio para que a ciéncia no mundo ocidental voltasse a florescer.

Perpassando por esses periodos historicos e situando-nos no inicio do século XVII

(situado na Idade Moderna®®), observamos que apesar dos estudos desenvolvidos na area

da Matemaética nesse periodo, dentre eles, a publicacdo do Discours de la méthode pour

bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences (Discurso sobre o método

13 Schmidt, M. F. A Idade Moderna comecou em algum momento do século XV e como marco histérico
apresenta-se a “descoberta” da América por Cristévao Colombo, em 1492. (2008, p.101)
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para raciocinar bem e procurar a verdade nas ciéncias) em 1637 por René Descartes, que
muito contribuiu para o desenvolvimento da Geometria Analitica — no apéndice La
géomeétrie — e que valorizava 0 método axiomatico-dedutivo, ainda nao fez uso de
postulados e demonstracdes em sua obra. Faltava, portanto, a formalizacdo matematica

propria do método axiomatico que conhecemos hoje.

Considerando o inicio do século XVIII, Domingues (2002) relata que a escrita
matematica ainda ndo estava organizada no que diz respeito ao rigor que deveria ser
estabelecido ao se declarar uma obra. Para o autor, mesmo Newton, ao tentar organizar
suas ideias com rigor matematico, fez trés tentativas, ndo sendo convincente em nenhuma
delas. O método axiomatico-dedutivo ainda ndo tinha sido organizado™ e estabelecido. O

gue se apresentava nesse momento da histéria da Matematica era

[...] que os fundamentos da Matematica, de um modo geral, careciam
ainda de uma estruturagdo mais solida e abrangente e isso ndo seria
alcangado sendo na segunda metade do século XIX, ap6s um arrastado
processo de maturacdo (DOMINGUES, 2002, p.51).

Ainda no século XVIII, o centro dos estudos matematicos distribuia-se pela Europa
alternando-se entre Alemanha, Italia, Franca, Holanda, Inglaterra e Suica. Os principais
desenvolvimentos matematicos dessa época ficaram por conta da familia Bernoulli e,
principalmente, do suico Leonhard Euler (1707-1783). Euler publicou mais de 800
trabalhos relacionados a Matemaética, e em termos de organizacdo simbdlica e formal,

escrevia na linguagem e notacdo que usamos hoje:

[...] nenhum outro individuo foi tdo grandemente responsavel pela forma
da Matematica de nivel universitario de hoje quanto Euler, o construtor
de notacdo mais bem-sucedido em todos os tempos (BOYER, 1996,
p.305) [...] Nossas nota¢des sdo hoje assim mais por causa de Euler do
que de qualquer outro matematico (Idem) Ao final do século XVIII

¥ Uma das distingBes entre a concepcdo grega e a concepcdo moderna de método axiomatico reside na
questdo dos conceitos primitivos; para 0s gregos ndo havia uma lista de conceitos primitivos. Justifica-se esse
procedimento pelo fato de que para os gregos a Geometria ndo era exatamente um estudo abstrato, mas uma
tentativa de analise ldgica do espago fisico idealizado. Para os gregos, pontos e retas eram idealizacfes de
particulas muito pequenas e fios muito finos. E essa idealizagio que Euclides procurou expressar em algumas
de suas definicdes iniciais. H& outras diferengas entre os pontos de vista grego e moderno sobre o método
axiomatico. (EVES, 2004, p.656)
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alguns matematicos ja& mostravam suas preocupagdes com a fragilidade
das bases da analise e com os fundamentos da Matematica do século XIX
(EVES, 2004, p.494).

No decorrer dos séculos XIX e XX, colhendo os frutos da Revolucgédo Industrial que
se iniciou na Inglaterra por volta do século XVIII, o desenvolvimento tecnologico teve
grande expansdo. Esse desenvolvimento industrial se deu, inicialmente, pelas invencoes
dos proprios artesdos, funileiros, carpinteiros, dentre outros que, entretanto deram margem
para que a ciéncia e os matematicos aprofundassem seus estudos a fim de aprimorar e

revolucionar o mundo industrial. Eves (2004) ilustra essa época destacando:

[...] a estrutura das cidades mudavam radicalmente (EVES, 2004, p.518)

[...] o progresso tecnoldgico répido desencadeou uma era de
investigacOes cientificas sem precedentes, especialmente na mecénica e
na quimica (ldem)

[...] as necessidades da industria no século XX exigiram a participacdo de
matematicos e cientistas com grau universitario (Idem).

Esse desenvolvimento exigia que a Matematica, mais do que nunca, passasse de
ciéncia empirica a dedutiva. As aplicacdes tecnoldgicas dos conhecimentos matematicos se
tornavam cada vez mais necessarias, e tal fato exigia uma Matematica organizada

axiomaticamente.

Dos séculos XIX e XX destacaram-se, dentre tantos matematicos ilustres, Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), o Colosso de Rhodes da Matematica, conforme Eves (2004),
que desenvolveu, entre tantos trabalhos importantes, o teorema fundamental da Algebra;
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), responsavel pelas pesquisas sobre a teoria
matematica do calor, a quem ¢ atribuida a frase: “O estudo profundo da natureza é a fonte
mais rica de descobertas matematicas”; e Siméon Poisson (1781-1840), voltado aos
estudos de mecanica, eletricidade, magnetismo, dentre outros, e que dizia: “A vida ¢ boa

por duas coisas, descobrir Matematica e ensinar Matematica” (EVES, 2004, pp.528-529).

O rigor matematico nessa época ja era exigido, tanto que, Eves (2004) informa,
Fourier submeteu um artigo a Academia em 1811 que, por falta de rigor, ndo foi indicado a
publicacdo. Por outro lado, Gauss era rigoroso em seus escritos. A primeira demonstracéo

sobre o teorema fundamental da Algebra, apesar de plenamente convincente, foi
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apresentada por ele sob uma quarta versdo, vinte anos mais tarde, na ansia de uma

demonstragdo inteiramente algébrica.

A Matematica buscava uma organizacdo formal que se apresentasse sob uma teoria
axiomatica com conceitos primitivos, que iniciasse 0s estudos dos conceitos que néo

precisassem, a principio, ser definidos.

Gravina (2001), em sua pesquisa sobre Os ambientes de Geometria dindmica e o

pensamento hipotético-dedutivo, define como estrutura para a teoria axiomatica:

[...] algumas das relagBes primitivas — os axiomas — sdo tomadas como
verdadeiras. Dai advém as novas relagcdes — 0s teoremas — passiveis de
explicagéo através de raciocinio logico dedutivo, encadeando 0s axiomas
de fundamentacdo da teoria e teoremas (da mesma forma ja deduzidos) —
as demonstragdes (GRAVINA, 2001, p.10, grifo nosso).

O compartilhamento do saber e, sobretudo, a sua inser¢do no construto
matematico, condiciona-se a sua apresentacdo sob a forma de teoremas e
demonstracdes, em variados graus de rigor e formalizagdo, determinados
pela comunidade matematica da época e pelo momento histérico.
DemonstracBes tidas como rigorosas em determinado tempo ndo
preenchem o critério de rigor de outras épocas (Idem, p.11).

Por meio da organizacdo axiomatico-dedutiva, a Matematica passa de uma ciéncia
empirica a uma ciéncia dedutiva, formalizada, a partir da qual a intuicdo inicial podera ser

confirmada ou refutada, teoricamente.

Segundo Gravina (2001),

[...] é na formalizag&o, quando proposi¢des légico-inferenciais controlam
0 raciocinio, que os resultados revelam-se falsos. Raciocinios intuitivos,
apresentados como “teoremas” legitimos na fase de criagdo, colapsam na
formalizacdo, exigindo novos ajustes de defini¢bes, novas hipoteses e
métodos (GRAVINA, 2001, p.12).

Ainda sobre a importancia da organizacdo axiomatica sem a influéncia de fatores
intuitivos na conclusdo alcancada, buscamos Eves (2004), ao descrever a estruturacdo da
axiomatica, corroborando a afirmagdo de Gravina (2001) no que concerne aos raciocinios

intuitivos presentes na fase de criacdo, sob o estatuto de “teoremas”:
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[...] é conveniente substituir os conceitos primitivos do discurso por
simbolos (EVES, 2004, 657). Entdo os postulados do discurso tornam-se
afirmacBes sobre esses simbolos e se despem assim de significado
concreto; as conclusdes sdo obtidas, portanto, a partir de uma base
estritamente Idgica, sem a intromissdo de fatores intuitivos. A axiomatica
objetiva o estudo das propriedades de conjuntos de postulados expressos
dessa maneira (Idem, grifo nosso).

Dessa maneira, entendemos a constru¢do do método axiomatico baseado em
processos logico-dedutivos, organizados por um conjunto de postulados promovendo a

transicao do raciocinio empirico ao raciocinio I6gico-dedutivo.

E a partir dessa formalizacio, observando especificamente o estudo das

demonstracdes e das provas, *>que desenvolvemos nosso trabalho de pesquisa.

As consideracOes aqui apresentadas mostram a importancia do estudo historico da
Matematica, sobretudo por proporcionar o entendimento da evolucdo dos processos de
demonstracdo. A importancia da preservacdo desses registros deixados pela Antiguidade
estd em que, a partir deles, possamos entender os estudos realizados pelos matematicos no

decorrer dos tempos.

Os fatos historicos estdo intimamente relacionados ao desenvolvimento da
Matematica e corroboram a importancia de incluirmos tdpicos da histéria da Matematica
em nossas aulas. Tal incluséo tem por objetivo apresentar aos alunos que existe significado
na elaboracdo dos conceitos matematicos. Em alguns casos, esse significado aplicar-se-a
na resolucdo de problemas em contextos praticos, porém em outros, fica restrito ao préprio
contexto matematico, tedrico. D’ Ambrosio (1996, p. 29) defende essa ideia por considerar
gue ““a historia da Matematica ¢ um elemento fundamental para se perceber como teorias e
praticas matematicas foram criadas, desenvolvidas e utilizadas num contexto especifico de
sua época”. O autor considera ainda que o grande desafio da educacdo matematica seja
conseguir desenvolver um programa que dinamize a ciéncia de hoje relacionada a

problemas de hoje e, particularmente, ao interesse dos alunos.

1> Estudaremos, oportunamente, as diferentes interpretaces dadas a esses termos.
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Buscamos mostrar historicamente algumas etapas e caracteristicas do
desenvolvimento do raciocinio dedutivo e dai, o inicio da Matemética formal, com a

organizacdo das demonstracdes estruturando-se a partir da Geometria dedutiva.

Elaboramos um quadro-sintese com o objetivo de otimizar cronologicamente 0s
momentos historicos relativos ao desenvolvimento da axiomatica dedutiva, apresentados

nesta etapa da pesquisa.

BREVE CRONOLOGIA - DESENVOLVIMENTO AXIOMATICO DEDUTIVO
BABILONIOS EUCLIDES
/EGiPCIOS (300 a.C.)
PER{ODO PRE-
HELENICO JALES SRS008 MATEMATICA DEDUTIVA;
(800-336 a.C.) (640-564 (aprox.1V a.C.) RACIOCINIO DEDUTIVO;
a.C.) bt PROVAR A VERACIDADE DE
ESTRUTURAS  NAO- ENCADEAMENTO DE UMA DECLARAGAO
AXIOMATICAS; G 50 PROPRIEDADES BASEADO
SEM GARANTIAS OU EMPR QUE DERIVAVAM DE EXCLUSIVAMENTE NA
VALIDAGOES ~ DOS EGO DO RACIOCINIOS VERACIDADE DE OUTRAS
PROCEDIMENTOS RACIOCINIO LOGICOS; DECLARAGOES;
UTILIZADOS; DEDUﬂyO EM SEM METODO FORMA POSTULACIONAL
PRODUTO DA MATEMATICA. POSTULACIONAL; DE RACIOCINIO;
EVIDENCIA  FISICA; NAO E\):lp[e)ﬁ?é‘:piés ué
TENTATIVA E ERRO; NSIDERAV. .
SEM O FORMALISMO ggNg:EDITEOS l ELEMENTOS: PROTOTIPO
Do METODO DA FORMA MATEMATICA
AXIOMATICO; PRIMITIVOS. MODERNA.
ATE ESSE PERiODO
s\éjucm GREGA COM
ZES ALTAMENTE
INTELECTUAIS. f:;?é:o::::&
LEONHARD EULER OUTROS.
(SEC. XVIII) (SEC. XIX/XX)
RENE DESCARTES
(SEC. XVII) ORGANIZACAO DESENVOLVIMENTO
SIMBOLICA E INDUSTRIAL;
VALORIZAGAO DO METODO FORMAL - MUITO DESENVOLVIMENTO DOS
AXIOMATICO-DEDUTIVO, PROXIMA A CONCEITOS
POREM SEM UTILIZAGAO DE NOTAGAO ATUAL. MATEMATICOS;
POSTULADOS E TEOREMAS, EXIGENCIA DO RIGOR
MATEMATICO.

Figura 2 — Cronologia do desenvolvimento da axiomatica dedutiva (autoria prépria)

Muitos matematicos contribuiram para esse processo. Além dos ja citados, ainda
destacamos Pasch (1843-1931), reexaminando os fundamentos da Geometria; Hilbert
(1852-1943), com Fundamentos da Geometria (1899); Peano (1858-1932), com a
axiomatica do Conjunto dos Nameros Naturais (1879); Godel (1906-1978) e Cantor (1845-

1918), pelos estudos na Teoria dos Conjuntos, dentre tantos outros.
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2.2 Estudo sobre a utilizacdo dos termos Prova e Demonstracéo historicamente e no
contexto da Educacado Matematica

Na Matematica ha algumas defini¢bes sobre o que seja provar e demonstrar. Fora
do contexto matemaético, percebemos que hd complemento de significados entre esses

termos: demonstracdo utilizada para provar e prova como verificagéo.

Em contexto matematico ainda ha algumas controvérsias sobre o0 uso dos termos
prova e demonstracdo, ora sdo usados com distin¢do, ora como sindnimos. Alguns ainda
consideram a prova mais completa que a demonstracdo. Buscando filosoficamente o
significado dos termos prova e demonstracdo, encontramos em Abbagnano (Dicionario de

Filosofia, 1982) as seguintes definicdes:

Prova [...] Um procedimento proprio para estabelecer um saber, isto &,
um conhecimento valido. Constitui P. todo procedimento desse género,
qualquer gue seja sua natureza: o mostrar ad oculos uma coisa ou um
fato, o exibir de um documento, o trazer um testemunho, o efetuar uma
inducdo sdo P. como sdo P. as demonstracdes de matematica e da logica.
O termo é, portanto, mais extenso do que demonstracdo (v): as
demonstra¢es sdo provas, mas nem todas as provas sdo demonstragdes
(ABBAGNANO, 1982, p.772).

Demonstragdo [...] O termo e o conceito de D.[...] foi introduzido na
Logica por Aristételes [...] como silogismo; distingue-se, porém, do
silogismo dialético porque, como dirdo os loégicos medievais, “facit
scire”, ¢ demonstrativa da esséncia das coisas através do conhecimento
das suas causas. Substancialmente é esse o conceito de D. que passou a
filosofia moderna:. [...] do ponto de vista l6gico se pds em evidéncia o
carater de deducdo formal de premissas (Descartes, Leibniz) que
distingue a D. (cujo tipo ou ideal resta sempre a D. matematica) de outros
géneros de prova. Na logica contemporénea, o termo D. ndo é muito
usado: em geral ele designa uma sequéncia de enunciados tais que cada
um deles é um enunciado primitivo ou entéo é diretamente derivavel de
um ou mais enunciados que o precedem na sequéncia (Idem, p.224).

Pela interpretacdo do que nos é apresentado nessa fonte, percebemos um carater
hierarquico da demonstracdo em relagdo a prova, considerando na légica matematica a

demonstracdo como um género de prova.

A distingdo entre esses termos vem sendo discutida historicamente, pelo menos

desde Aristoteles (384 — 322 a.C.), que apresentou o termo demonstracdo no campo da
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Ldgica: “o discurso comporta duas partes, pois necessariamente importa indicar o assunto
de que se trata, e em seguida a demonstracdo. [...] a primeira destas operagdes é a
exposicdo; a segunda ¢ a prova” (ARISTOTELES apud GARNICA, 2002, p.73)

Busca-se, ainda, mesmo em contexto matematico, o consenso entre as diferentes

definicBes do que seja uma prova e uma demonstracdo em Matematica.

Domingues (2002), ao discutir a evolucdo do processo de demonstragdo ao longo
dos séculos, afirma que os matematicos egipcios ja exercitavam, de certa maneira, a ideia
de demonstracdo sem o formalismo do método axiomatico-dedutivo, como ja explicitamos
no item anterior. Essa afirmacdo advém da consideracdo dos registros encontrados no
Papiro de Moscou (1890 a.C. aproximadamente), que traz a resolucéo do problema relativo
ao volume de um tronco de piramide de base quadrada. Presume-se que 0s egipcios tenham
resolvido o problema envolvendo tal sélido, apelando a uma base tedrica para substitui¢éo

de s6lidos geométricos que possuiam na época, e por calculos algébricos organizados.

Reprodugao (alto) de uma w ) e e A ; g il
parte do Papiro de Moscou, - ) ;s Z
mostrando o problema do
volume de um tronco de pi-
ramide quadrada, junta-
mente com a transcrigiao
hicroglifica (abaixo).
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Figura 3 — Papiro de Moscou (1890 a.C.). Resolucéo do problema do volume de um tronco de piramide de base quadrada
(BOYER, 1996, p.7)
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Observa-se na figura do Papiro de Moscou que h& organizacdo na escrita
hieroglifica representando a resolucdo do problema, transposta para a resolu¢do numérica

ao lado.

Como cita Balieiro Filho (2007), observamos uma concordancia com as
afirmacbes de Domingues (2002) no que concerne a metodologia do trabalho
desenvolvido pelos antigos gedmetras, apontando a utilizacdo de procedimentos
heuristicos para solucionar problemas matematicos. O autor considera que a utilizacao
de um método, com analise do problema, sintese das resolucgdes utilizadas e exposicao
da(s) solucdo(des) encontrada(s), caracteriza uma tendéncia a sistematizacdo, muito

embora, em alguns casos, os procedimentos utilizados fossem estritamente algébricos.

Essa ideia se reforga, segundo o autor: “[...] esses aspectos, analitico e sintético,
permaneceram na Matematica de Euclides de Alexandria e nos trabalhos desenvolvidos por

outros gedbmetras gregos contemporaneos e posteriores” (BALIEIRO FILHO, 2007, p.5)

Os antigos gedmetras diferenciavam problemas de teoremas (BALIEIRO FILHO,
2007, p.7) e, analogamente, o processo de analise aplicado a problemas de demonstracédo

era distinto dos problemas de determinacao.

N&o obstante ter seus primordios na classica Matematica grega, ainda no inicio do
século XIX, a Matematica tateava no campo do formalismo, diferentemente da
Geometria Euclidiana, que desde os Elementos (séc.lll a.C.) ja se mostrava firmemente
estruturada. Acredita-se que Euclides, sem duvida, teve acesso a outros trabalhos de

Geometria esbocados anteriormente ao seu, como cita Eves (2004):

Assim, é provavel que os Elementos de Euclides sejam, na sua maior
parte, uma compilacdo altamente bem-sucedida e um arranjo sistematico
de trabalhos anteriores. Ndo ha davida de que Euclides teve de dar muitas
demonstracBes e aperfeigoar outras tantas, mas o grande mérito de seu
trabalho reside na selegéo feliz de proposicdes e no seu arranjo numa
sequéncia l6gica, presumivelmente a partir de umas poucas suposicoes
iniciais (EVES, 2004, pp.168-169).

Esses trabalhos anteriores que, de certa forma, podem ter fundamentado alguns dos
trabalhos de Euclides, ndo apresentavam a organizacgdo e estruturacdo encontradas em seu

livro, sendo assim superados por ele.
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Euclides organizou sua obra em 465 proposi¢fes distribuidas em treze livros,
apresentando defini¢des, postulados e axiomas preliminares necessarios a evolucdo dos
trabalhos. As demonstracdes de Euclides tinham como caracteristica uma axiomatica
material que, na visdo de Domingues (2002, p.49), foi calcada de alguma maneira na
evidéncia e na experiéncia. Para o autor, Euclides demonstrou as 465 proposi¢oes
utilizando o método sintético, o que torna sua obra o primeiro grande testemunho do poder

do método dedutivo na Matematica.

Ao final do século XIX, a demonstracdo de uma proposi¢do tinha como objetivo
convencer 0s outros da veracidade da proposi¢cdo ora apresentada, usando-se muito da
evidéncia intuitiva. O carater de demonstracdo formal foi assumido a partir da necessidade
de realizar uma analise mais aprofundada em problemas, por exemplo, em célculos que

ndo admitiam simplesmente o recurso da intuicao.

Segundo Silva, J. (2002), as demonstragdes podem ser caracterizadas considerando

0s seguintes aspectos:

e |ogico-epistemoldgico: demonstraces como objetos l6gicos
ideais, arvores ou sequéncias ordenadas no espaco logico,
segundo relacbes de dependéncia, ou consequéncia logica
(SILVA, J., 2002, p.57)

e retdrico: demonstracdes que aparecem como portadoras de forca
coercitiva de aquiescéncia as teses demonstradas (Idem)

e heuristico: demonstragdes com a funcdo de indutoras de
descoberta matematica (Idem).

Silva, J. (2002) ainda discute a questdo do que seja uma demonstracdo e qual a sua
finalidade, apresentando alguns questionamentos em relacdo ao aspecto humano-cognitivo

das demonstracoes, ao citar:

Em particular, demonstragcdes devem ser passiveis de ser apreendidas por
um agente humano que, pressupde-se, cria suas convicgdes em bases
exclusivamente racionais (SILVA, J., 2002, p.58).

[...] do ponto de vista matematico, uma demonstragdo reduz-se a uma
sequéncia (ou arvore) finita de proposicGes logicamente encadeadas
(1dem).
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As demonstragdes, segundo o autor, devem apresentar o rigor exigido dentro da
organizacgdo l6gico-matemética. Ao considerar a finitude do objeto, a demonstragdo leva
em conta o fato do entendimento que deve possibilitar. Para isso, devem ser articuladas
dentro de um espaco logico determinado, ou seja, no contexto de um sistema dedutivo que

apresente vocabulario proprio e regras formais.

Percebemos que o autor se preocupa com o papel da demonstracdo inserida na
I6gica matematica e pertencendo a um sistema dedutivo. O autor considera que “[...] é
relevante salientar, que uma demonstracdo, do ponto de vista da teoria matematica das
demonstragdes, s6 existe no interior de um sistema formal determinado” (SILVA, J., 2002,
p.63). A respeito das consideracfes do autor sobre a logica das demonstracdes destacamos

ainda;

Pode-se dizer que, da perspectiva da teoria das demonstracdes, uma
demonstracdo ndo é aquilo que os matematicos entendem como tal, mas
uma imagem ideal disso. Ou, ainda, a demonstragdo real levada ao
paroxismo da exatiddo e do detalhe, exposta em completa nudez, cada
junta a mostra, oferecida a curiosidade do tedrico a fim de que ele possa
escrutina-la. Avaliar sua complexidade, reduzi-la a formas normais, e
outras “perversidades” do género. E assim tentar entender algo mais
sobre aquilo que ela prova ou o contexto em que isso é provado (SILVA,
J., 2002, pp.63-64).

Concordamos com Silva, J. (2002), no que diz respeito a demonstracdo representar
uma imagem ideal, ndo o objeto concretamente visto, por entendermos que em Matematica
trabalha-se muito com a “ideia de” algo, com a idealizagdo mental e abstrata dos entes
matematicos. Por esta razdo, entende-se que apesar de as demonstragdes terem o propdsito
de aceitacdo pelos académicos, elas tém seu carater social que deve ser passivel de

aprendizagem, porém aprendizagem pressupde compreensao.

Ainda em relagdo ao termo demonstracdo, buscamos as consideragdes de Bicudo
(2002), quando afirma:

A demonstracdo, como definida nos textos de Logica Matematica,
deveria modelar as demonstragdes matematicas. Ndo €, no entanto, o que
se vé nos livros e nos jornais matematicos. A demonstracdo matematica é
a que satisfaz a comunidade dos especialistas, ndo interessando o quéo
distante possa estar do ideal 16gico (BICUDO, 2002, p.65).
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Esta afirmacdo vem ao encontro do que diz Silva J.(2002), ao declarar que as
demonstragfes devem convencer os matematicos académicos, organizadas em um espaco
I6gico de um sistema formal determinado. Na acepc¢édo de Bicudo (2002), € de consideravel
importancia que o matematico, ao propor sua teoria sobre determinado tema em sua area
de pesquisa, se preocupe em esclarecé-la aos seus pares, e atuando em um campo légico-
dedutivo, defina conceitos e demonstre as propriedades desses conceitos. O autor considera
que definir um conceito significa explica-lo apoiando-se em outros conceitos
preestabelecidos, e demonstrar uma proposicdo representa a argumentacdo que se faz

necessaria para que ela seja aceita e se torne valida (grifos nossos)

Nessa busca, ao destacar a importancia do termo demonstracéo, entendé-lo, e ainda,
buscando determinar qual a definicdo que adotaremos em nosso trabalho, julgamos
interessante dar destaque a essa passagem apresentada por Shoenfield, apud Bicudo
(2002), pela explicacdo da importdncia do demonstrar em Matematica que, a Nnosso
entender, se faz bem clara nesta citagéo:

A ldgica € o estudo do raciocinio; e a l6gica matematica é o estudo do
tipo de raciocinio feito pelos matematicos. Para descobrir a abordagem
propria a légica matematica, devemos, portanto, examinar os métodos do
matematico (BICUDO, 2002, p.66).

O aspecto conspicuo da Matematica, em oposic¢do as outras ciéncias, é o
uso da DEMONSTRACAO, em vez da observacdo. Um fisico pode
provar leis fisicas a partir de outras leis fisicas; mas ele, usualmente,
considera a concordancia com a observagdo como o teste Gltimo para uma
lei fisica. Um matematico pode, ocasionalmente, usar a observacao; pode,
por exemplo, medir os &ngulos de muitos triangulos e concluir que a
soma dos angulos é sempre 180°. Entretanto, aceitara isso, como uma lei
da Matematica, somente quando tiver sido demonstrado (Idem).

Concordamos com a afirmacdo de Shoenfield (apud BICUDO, 2002), ao fazer
entender que a demonstracdo tem o sentido da generalizagdo, de tornar ampla e geral a
propriedade observada a partir da realizacdo do mesmo experimento, em condi¢fes

distintas e que apresenta a mesma concluséo.

O matematico ndo pode afirmar somente que o experimento sempre dara certo; ele
deve garantir, demonstrar que aquele experimento se torna geral. Ele parte das
observacdes, que por si s6s ndo bastam, apoia-se em defini¢cdes anteriormente concebidas

para generalizar dentro do campo da Matematica l6gico-dedutiva.
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Considerando o que Bicudo (2002) define como demonstragdo em Matematica,

apresentamos 0 que ele chama de “a l6gica definindo a ‘demonstragdo’:

Seja, agora, F um sistema formal em que todas as regras sejam finitas.
Ento, uma DEMONSTRACAO em F é uma sequéncia finita de formulas,
em que cada uma seja ou um axioma ou seja conclusdo de uma regra cujas
hipdteses precedam essa formula na sequéncia dada. Se A for a Ultima
féormula em wuma demonstracdo P, diremos que P é uma
DEMONSTRACAO de A. Uma formula A de F ser4 um teorema se existir
uma demonstragéo de A (BICUDO, 2002, p.67).

No afé de tentar responder o que vem a ser uma demonstracdo matematica, Bicudo
nos deixa a seguinte reflexdo: “DEMONSTRACAO MATEMATICA — se ndo me perguntam o

que é, eu sei; se me perguntam, e eu queira explicar, ndo sei. ” (BICUDO, 2002, p.71).

Garnica (2002) utilizada as palavras “provas formais ou demonstragdes rigorosas” e
ainda “prova rigorosa (ou demonstracao formal)” como sindénimas. O autor considera, em
seu trabalho, que a prova rigorosa ou demonstracdo formal é uma das formas de
argumentacdo acerca do objeto matematico, tendo como objetivo firmar a veracidade das
afirmag¢des matematicas. Apresenta que as “demonstragdes” em sentido amplo, assumem o

sentido de convencer, ou seja, atribuir significado.

Para De Villiers (2002), a funcdo da demonstracdo tem sido entendida,
tradicionalmente, como a ideia de verificacdo de proposi¢cGes ou mesmo para eliminar
duvidas. No entanto, para o autor, a demonstracdo tem outras funcdes também importantes

dentro da Matematica, ndo considerando somente a questdo verificadora, por exemplo:

o explicacdo (proporcionar compreenséo sobre por que é que é verdade);
e descoberta (a descoberta ou a invencgdo de novos resultados);
e comunicagdo (a negociacdo do significado);

o desafio intelectual (a realizacdo/satisfacdo pessoal por se ter construido uma
demonstracgdo);

e sistematizacdo (a organizagdo de varios resultados num sistema dedutivo de
axiomas, conceitos e teoremas) (De VILLIERS, 2002).

O autor apresenta a demonstracdo como valioso instrumento para fundamentar a
explicacdo e a descoberta, objetivando assim introduzir a demonstragdo como uma

atividade significativa para os alunos, corroborando o que afirma Silva J. (2002) ao
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destacar o aspecto heuristico das demonstracdes, a partir da sua funcdo indutora da
descoberta matematica. De Villiers (2002) ainda considera que, mesmo em contextos tdo
formais como os da axiomatizacdo e da definicdo, a demonstracdo pode frequentemente

conduzir a novos resultados.

Entendemos que as demonstragdes devam assumir seu carater de rigor, exigido pela
academia, assumindo o papel de verificadora da validade de um teorema, porém também
consideramos que o processo de producdo de uma demonstracdo leva em conta o lado

humano da compreensao de por que demonstrar.

Outros autores poderiam aqui ser citados sobre suas interpretagdes para 0s termos
prova e demonstracgao relacionados ao ensino e aprendizagem da Matematica, tanto quanto
as abordagens adotadas em sala de aula. Entretanto, no momento, até para que possamos
definir qual significado utilizaremos em nosso trabalho, julgamos que as contribuicdes

dadas por esses pesquisadores sao satisfatdrias.

Levantando 0 que as pesquisas vém apontando sobre o tema em questdo,
categorizamos as definicGes para prova e demonstracdo em dois contextos: historico e da

Educacdo Matematica. Apresentamos a seguir nossa sintese.

"~ PROVA E DEMONSTRACAO - DIFERENTES DEFINICOES

~ CONTEXTO HISTORICO

' SEGUNDO... | PROVA DEMONSTRACAO |
(;:is:?ffzsz DEMONSTRACAO ENQUANTO
, 2.C) PROVA DE UM ASSUNTO
| P ) | TRATADO. ‘
— ~— NAO DEFINIDO ——
ANTIGOS ‘ | DEMONSTRAGCAO COMO
GEOMETRAS | SOLUGCAO DE UM TEOREMA.

Figura 4 — Definigdes prova e demonstracdo historicamente (autoria propria)
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PROVA E DEMONSTRAGAO . ‘
DIFERENTES DEFINIGOES NO CONTEXTO DA FILOSOFIA E DA EDUCACAO MATEMATICA |

SEGUNDO... PROVA DEMONSTRACAO
UM CONHECIMENTO PROPRIO PARA DEDUGAO FORMAL DE PREMISSAS;
ESTABELECER UM SABER, ISTO €, UM GENERO DE PROVA;
ABBAGNANO CONHECIMENTO VALIDO. SEQUENCIADE ENUNCIADOS PRIMITIVOS OU
(FILOSOFIA, 1982) | PROVA: MAIS EXTENSO QUE DEMONSTRAGAO. | DERIVAVEIS DE UM OU MAIS ENUNCIADOS QUE 0S

| DEMONSTRAGOES SAO PROVAS, MAS NEM PRECEDEM NA SEQUENCIA.
TODAS AS PROVAS SAO DEMONSTRAGOES.
; INSERIDA EM UM SISTEMA DEDUTIVO;
; SEQUENCIA FINITA DE PROPOSICOES LOGICAMENTE
SILVA, J. 5 ENCADEADAS;

(2002) 1 OBJETO OFERECIDO PARA CONVENCER DA VERDADE DE |
i UMA ASSERGAO; ;
PASSIVEIS DE APRENDIZAGEM.
NAO DEFINIDO DEMONSTRAR UMA PROPOSICAO REPRESENTA A
BICUDO ARGUMENTAGAO QUE SE FAZ NECESSARIA PARA QUE A
(2002) MESMA SEJA ACEITA E TORNE-SE VALIDA.
DEMONSTRAGAO E UMA SEQUENCIA FINITA DE PROVAS.
SHOENFIELD ! DEMONSTRACAO COMO PROPOSIGAO A OBSERVAGAO; E
(APUD BICUDO 2002) | . A CONFIRMAGCAO TEORICA DE UMA CONSTATAGAO. |
PROVA RIGOROSA OU DEMONSTRAGAO . .
GARNICA | FORMAL: ARGUMENTACAO COM O OBJETIVO | DEMO"ST“%ngggXSg‘?ER' Ll
‘ (2002) DE FIRMAR A VERACIDADE DAS AFIRMAGOES | 4
w MATEMATICAS
DE VILLIERS [ IMPORTANTE INSTRUMENTO PARA FUNDAMENTAR A
(2002) EXPLICACAO E A DESCOBERTA.
UMA EXPLICAGAO ACEITA POR UMA
COMUNIDADE EM UM DETERMINADO
BALACHEFF MOMENTO. CASO PARTICULAR DE PROVA,
(1987;1988) £ UMA SEQUENCIA DE ENUNCIADOS SEGUINDO REGRAS
! EXPLICAGAO (DISCURSO QUE VISA TORNAR DETERMINADAS E BEM DEFINIDAS.
COMPREENSIVEL O CARATER DE VERDADE DE UMA
PROPOSICAO)

Figura 5 — Definicdo prova e demonstragdo na Educagdo Matematica (autoria propria)

Em sintese, pelo aqui exposto, esse quadro traduz as diferentes interpretacdes para
demonstracédo e prova e podemos interpretar que elas divergem no grau de rigor atribuido a
cada uma. H& casos em que a demonstragdo € uma sequéncia finita de provas (prova esta
contida na demonstracdo), e em outros, um caso particular de prova (demonstracdo esta

contida na prova).

No decorrer de nosso trabalho identificaremos qual concepgdo para prova e
demonstracdo adotaremos, porém entendemos que se demonstra para provar que a sentenca
é verdadeira, portanto, em nossa visdo, a demonstracao € parte integrante do processo de
validacao, ou seja, um caso particular de prova.

2.2.1 Estudo sobre prova e demonstracéo no contexto da Educacdo Matematica

No contexto da Educacdo Matematica, além dos autores citados anteriormente, ha

outros pesquisadores estudando temas relacionados as provas e demonstracdes em sala de
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aula, em materiais didaticos e em cursos de formacéo de professores. Destacamos a seguir

algumas dessas pesquisas.

2.2.1.1 Gravina (2001)

A autora, em sua tese Os ambientes de Geometria dinamica e 0 pensamento
hipotético-dedutivo, teve por objetivo propor uma engenharia didatica, em ambiente de
Geometria dinamica, que pudesse favorecer a ascensdo dos alunos do patamar de
conhecimento empirico ao hipotético-dedutivo. Segundo a autora, 0 processo de
demonstracdo em Geometria apresenta grandes obstaculos aos alunos do curso de
Licenciatura em Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS),
como apontam as pesquisas. A transicdo ao pensamento hipotético-dedutivo pela
organizacdo de um corpo teérico — axiomas, teoremas e demonstracdes — representativo
dos conceitos geométricos, ndo se estabelece tdo facilmente no processo de ensino e

aprendizagem.

Gravina considera, no processo de superacdo de dificuldades, dois contextos que
exigem particular atencdo: o do individuo e suas elaboracBes mentais e 0 do meio

proporcionando a interacdo do individuo com o meio social ou tecnolégico.

A autora, utilizando também como recurso didatico o software Cabri-Géométre Il

desenvolveu sua pesquisa com o intuito de responder aos seguintes questionamentos:

De que forma os ambientes de Geometria dindmica podem contribuir
para que os alunos compreendam o que é uma demonstragdo — que certas
hipoteses implicam necessariamente novas relagbes geométricas,
explicaveis via argumentacdo hipotético-dedutiva — e assim ascendam ao
patamar de conhecimento em que a Geometria € um modelo tedrico que
se organiza por via de axiomas, teoremas e demonstraces?

De que forma os ambientes de Geometria dindmica podem contribuir
para que os alunos construam suas demonstracdes, ou seja, para que se
tornem versateis no tratamento dos componentes
conceituais/proposicionais/figurais que acompanham as argumentagdes
dedutivas? Em particular, o quanto esses ambientes, com seus “desenhos
em movimento”, podem dar suporte aos experimentos de pensamento
participantes do processo de demonstracdo, dentre eles os que envolvem
pensamentos de natureza visual? (GRAVINA, 2001, p.100).
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A metodologia de pesquisa desenvolvida pela autora baseou-se nos pressupostos da
Engenharia Didatica a partir da elaboragdo de uma sequéncia de atividades caracterizadas

por niveis diferentes de complexidade:

e Nivel I: visa a compreensdo do significado de demonstracao;

e Nivel II: desenvolvimento das primeiras competéncias para construir
demonstracdes;
e Nivel IlI: propde o desenvolvimento de competéncias para o tratamento de

problemas mais complexos.

Os exercicios propostos nas atividades, em seus respectivos niveis, referem-se
basicamente a construcdo de figuras geométricas que mantenham as propriedades dos
objetos (Nivel 1), o compartilhamento das resolugbes propostas na primeira atividade com
0 objetivo de iniciar as argumentacdes (Nivel Il) que possibilitem a construcdo das
primeiras demonstracdes e, consequentemente, fundamentando-as no modelo da Geometria
euclidiana. Nas atividades de Nivel 3, a partir de uma situacdo-problema, busca-se a
construcdo de um desenho que contemple propriedades geométricas pelo tratamento desse
desenho, visando a explicitacdo das demonstracbes. A autora define demonstracdo em

contexto geométrico:

Demonstrar uma propriedade geométrica significa estabelecer sua
veracidade através de argumentacdo logica, apoiando-se nos axiomas e
nos teoremas da mesma forma ja demonstrados. O proposito é a
explicitagdo de razBes que explicam a evidéncia de uma propriedade — no
geral propriedades que sdo intuitivamente Obvias (GRAVINA, 2001,
p.64).

O desenvolvimento dessas atividades objetivava colocar os alunos em processo de
criacdo matematica em um aprendizado de Geometria, em ambiente virtual, provocando as

abstragbes empiricas™.

16 A autora usa a expressdo abstragdes empiricas, no ambito da teoria cognitivista de Piaget, para designar
que o sujeito isola propriedades observaveis nos objetos, por exemplo, peso e cor sdo noc¢des abstraidas
através da percepcao, portanto empiricas (GRAVINA, 2001, p.23).
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Em suas consideracdes, a autora destaca que o processo de construcdo de figuras
proporcionou aos alunos a compreensdo da elaboracdo de demonstragdes que
possibilitassem a explicacdo das relagdes geométricas existentes nos objetos de estudo.
Relacbes essas que ndo mais podiam ser explicadas empiricamente. A quantidade de
conjecturas, argumentacdes e esbocos iniciais de demonstracOes realizadas por eles
caracterizam o processo de “pensar matematicamente”, ainda que essas demonstracdes ndo

se apresentassem adequadamente formalizadas.

A autora confirmou suas hipéteses iniciais de pesquisa ao observar, no decorrer do
desenvolvimento das atividades, pelas producGes dos alunos referentes as demonstragdes,
que houve avancos na passagem do patamar de conhecimento empirico ao hipotético-
dedutivo favorecido pela utilizacdo do ambiente de Geometria dindmica. Considera que 0s
ambientes de Geometria dinamica proporcionam situacfes de aprendizagem préximas as
dos matematicos em seu processo de criagdo, por valorizar as atitudes investigativas, tornar
clarificada a necessidade de explicacGes tedricas (demonstracBes) para 0s objetos de estudo

e proporcionar, dinamicamente, a busca de novas descobertas.

2.2.1.2 Pietropaolo (2005)

Pietropaolo, em sua tese (RE)Significar a demonstracdo nos curriculos da
Educacdo Bésica e da formacdo de professores de Matematica, teve como objetivo
procurar compreensdes sobre as necessidades e 0 acesso as provas e demonstracdes nos
curriculos de Matematica da Educacdo Baésica, como esses conceitos podem ser
trabalhados, e investigar quais seriam as implicagcbes para os curriculos dos cursos de
formacgéo de professores, entendendo que o futuro professor deve se preparar para
desenvolver tal aspecto com seus alunos. Evidencia essa preocupacgédo ao langar o seguinte
questionamento: “[...] se a demonstracdo € uma atividade essencial para 0s matematicos,
por que ela também ndo o seria para a formagdo de um profissional que vai ensinar
Matematica?” (PIETROPAOLO, 2005, p.18).

Buscou, por meio de uma pesquisa bibliografica e documental, diferentes pontos de

vista a respeito do tema, como também entrevistou pesquisadores em Educacédo
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Matematica e professores da Educacdo Basica para tentar responder aos seguintes

questionamentos:

E desejavel e possivel desenvolver um trabalho com demonstrages nas
aulas de Matematica em escolas de Educacdo Basica? Em caso
afirmativo, qual deve ser o significado desse trabalho?

Como professores da Educagdo Bésica interpretam produgdes de “prova”
de alunos do Ensino Fundamental e as avaliam?

Que implicagdes o desenvolvimento desse trabalho — demonstragfes na
Educacdo Bésica — deveria trazer para o curso de formagédo de professores
de Matematica? (PIETROPAOLO, 2005, p.19).

O autor considera que a utilizagdo e implementagéo do uso de provas nas aulas de
Matematica na Educacdo Bésica estdo estritamente relacionadas aos cursos de formacéo de
professores. Entende que, apesar de os professores terem estudado demonstracdes em seus
cursos de formacdo matematica, ndo foram preparados para desenvolver esse tema a partir

das séries finais do Ensino Fundamental.

Em sua pesquisa, 0 autor buscou identificar quais os significados atribuidos aos
termos prova e demonstracdo, tanto no ambito matematico da Academia — matematicos —

como da Educacdo Matematica — matematicos, pesquisadores e professores.

Como em nosso trabalho também apresentaremos algumas definigdes para prova e
demonstracdo segundo alguns autores, nos limitaremos a expor, neste momento, 0
significado que Pietropaolo considerou, a partir dos depoimentos de matematicos — ndo

necessariamente professores — para trabalhar em sua pesquisa:

[...] no &mbito exclusivo da Matematica, prova e demonstracdo sdo, em
geral, sindnimas e ndo precisariam de adjetivacdes: se uma prova foi
plenamente aceita pela comunidade de matematicos, entdo ela teria
adquirido o status de rigorosa, embora a nogdo de rigor tenha sofrido
algumas adaptacGes no decorrer do tempo.

E importante ressaltar que [...] utilizaremos, salvo indicagio em contrario,
as palavras prova e demonstracdo com os significados expressos no
parégrafo anterior, ou seja, como sindnimas, uma vez que vamos recorrer
a argumentos elaborados por matematicos, ndo necessariamente
professores (PIETROPAOLO, 2005, p.49).
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A preocupacdo do autor em sua pesquisa era com a utilizagdo das provas nos cursos

de Educacdo Baésica, considerando varios aspectos nessa discussao, tais como, o curriculo,

a formacéo de professores, 0 ensino das demonstracGes, entre outros.

Apresenta as discussdes relativas a cada um desses aspectos e, em suas

consideracdes finais, deixa importantes reflexdes e contribuigdes que vém corroborar a

importancia da utilizacdo das provas desde a Educacdo Basica, com o objetivo do

desenvolvimento de argumentacdes e reflexdes acerca do raciocinio formal da Matematica.

A partir das entrevistas realizadas com professores e pesquisadores participantes de seu

trabalho, o autor apresenta as seguintes conclusdes:

H& consenso sobre a importancia das provas nas aulas de Matematica da
Educacéo Bésica.

Pode-se afirmar que h& um consenso a respeito da pertinéncia e
importancia de desenvolver um trabalho com provas nas aulas de
Matemaética da Educagdo Basica.

Os estudos referenciados indicam que a ndo-proposi¢do de provas nas
aulas de Matematica pode significar erro de representacdo do papel e da
natureza da prova na Matematica. Além disso, sugerem que essa auséncia
pode privar os alunos de uma educagdo mais ampla.

Compartilhamos desse principio, uma vez que um dos objetivos
fundamentais do ensino da Matematica na Educacdo Bésica, segundo
nosso entender, é proporcionar aos alunos situacdes que lhes permitam
adquirir uma compreensdo viva do que é a Matematica. Assim a
importancia da prova neste processo esta, a priori, estabelecida. Ou seja,
se pretendemos que os estudantes experimentem e interiorizem uma
caracteristica essencial da Matematica, ndo podemos supor um ensino
sem prova, pois estes estdo intrinsecamente  relacionados
(PIETROPAOLO, 2005, pp. 206, 207).

Assim sendo, consideramos importantes as contribui¢des deixadas por Pietropaolo

acerca do ensino de provas na Educacdo Basica e as discutiremos mais adiante em um

comparativo com outras pesquisas correlatas.

2.2.1.3 Dias (2009)

Dias (2009) apresentou em sua tese Um estudo da demonstracdo no contexto da

licenciatura em Matematica: uma articulacdo entre tipos de prova e os niveis de
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raciocinio geométrico, uma investigacdo sobre a influéncia dos ambientes de Geometria
Dinamica na construcdo de argumentacOes por alunos de um curso de Licenciatura. Essa
investigacdo se estabeleceu por meio de uma pesquisa qualitativa — um estudo de caso — na
qual foram utilizados diferentes instrumentos de coleta de dados, dentre os quais as
entrevistas semiestruturadas, os registros dos alunos nos dois ambientes: escrito e no
software Geogebra, gravacdes de &udios e as observacfes da pesquisadora. Os alunos (6)
participantes da pesquisa cursavam o 6°. Periodo (de um total de 7 periodos) do Curso de

Licenciatura em Matematica de uma institui¢do publica de ensino.

A autora concebeu a atividade com o objetivo de diagnosticar 0os conhecimentos e
as estratégias que os alunos mobilizam ao resolver as questfes em dois ambientes: a

utilizacdo de papel e lapis e o software de Geometria Geogebra.

O referencial tedrico que fundamentou as andlises dessas producdes baseou-se nos
estudos de Parzysz (2001,2006), buscando identificar os niveis de raciocinio geométrico e
Balacheff (1987) considerando os tipos de provas produzidas a partir da resolucdo das
questdes que, alias, envolviam conceitos geométricos do Ensino Médio. A utilizacdo dos
ambientes para resolucdo das atividades obedeceu a seguinte ordem: primeiro, ambiente
lapis e papel e, posteriormente, o software Geogebra, justificando a escolha que “[...] foi
devida a hipotese adotada neste trabalho de que tais ambientes possibilitam situagdes
enriquecedoras de investigacdo geométrica e construcdo de conhecimentos geométricos
[...]” (DIAS, 2009, p.82).

O levantamento bibliografico realizado pela autora proporcionou-lhe uma

reelaboracdo em suas questdes de pesquisa, que ficaram assim enunciadas:

1. Qual a influéncia da utilizacdo de softwares de Geometria dindmica
na construgdo de argumentagdes por alunos do curso de Licenciatura
em Matematica?

2. Que articulagBes podemos identificar entre os niveis de raciocinio
geométrico propostos por Parzysz (2001,2006) e os tipos de prova
proposto por Balacheff (1987) quando analisamos as argumentacdes
produzidas pelos licenciandos em Matematica? (DIAS, 2009, p.204).

A autora adotou em seu trabalho as definicdes dadas por Balacheff (1987) para

prova e demonstracdo, considerando o termo demonstra¢gdo como “uma prova aceita pela
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comunidade matematica, sendo uma sequéncia de afirmagdes organizadas segundo uma
logica preestabelecida” (DIAS, 2009, p. 37).

Em relacdo as respostas da segunda questdo, Dias (2009) tentou estabelecer
articulacGes entre as duas teorias — Parzysz, Balacheff — e pelas analises realizadas a partir
dos registros dos alunos conseguiu identificar que os tipos de provas caracterizados como
empirismo ingénuo e experiéncia crucial surgiram como resultado de raciocinios
geomeétricos situados no nivel G1, e ainda que o tipo de prova experiéncia mental estava
associado ao nivel G2 de raciocinio geométrico. A autora ainda mencionou a existéncia de

um nivel intermediario na passagem do nivel G1 ao G2 do raciocinio geométrico.

No que diz respeito ao estudo de demonstragdes em um curso de licenciatura,
pensando na formacdo do professor de Matematica e sua percepcdo para a utilizacdo das

provas e demonstracdes em sala de aula, a autora considerou:

Inferimos que, se durante o curso de licenciatura, os formadores dos
professores de Matematica ndo explorarem a potencialidade das
ferramentas dos softwares de Geometria Dinamica, como por exemplo, a
investigacio de atividades tipo caixa preta'’, os futuros professores
subestimardo a utilizacdo da Geometria Dinamica em sala de aula,
perdendo-se uma grande oportunidade de desenvolver a capacidade
investigativa dos estudantes (DIAS, 2009, p.205).

Como apontam as pesquisas mencionadas pela autora, as instituicdes de ensino
superior apresentam distingdes sobre a abordagem do ensino de demonstracfes em seus
cursos de licenciatura, porém, na maioria delas, como também vém indicando as pesquisas,
ndo ha ou, pelo menos, quase inexiste a reflexdo sobre a pertinéncia do ensino e

aprendizagem das demonstracgdes a partir do Ensino Bésico.

17 Atividades tipo caixa preta sdo aquelas nas quais é dada uma figura construida em ambiente de Geometria
Dinamica e o aluno deve reproduzi-la, mas ndo é permitido o acesso as etapas da construgdo, podendo apenas
modificar a figura na tela do computador por meio da movimentacdo de seus pontos-base. (Nota da autora,
p.205).
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2.2.1.4 Carlovich (2005)

A autora, em sua dissertacdo sobre o tema A Geometria dedutiva em livros
didaticos das escolas publicas do Estado de Sdo Paulo para o 3°. e 4°. Ciclos do Ensino
Fundamental, analisou livros didaticos referentes a época de 1990 até 2005. O objetivo de
seu trabalho era verificar como as colegdes de livros didaticos acompanharam as
discussbes na area da Didatica da Matematica relacionadas ao ensino-aprendizagem da

Geometria Dedutiva, incluindo diferentes apreensdes em épocas distintas.

Carlovich buscou responder as seguintes questdes:

Em que medida os livros didaticos paulistas de 3°. e 4°. Ciclos do Ensino
Fundamental acompanharam discussdes da Didatica da Matematica sobre
0 ensino da Geometria nos periodos anterior e posterior a implantacéo do
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), para este nivel de ensino,
em 19957

O que distingue os livros didaticos paulistas de 3°. e 4°. Ciclos do Ensino
Fundamental do periodo anterior daqueles do periodo posterior a
implantacdo do PNLD (1995) quanto a incorporacdo dos resultados de
pesquisas sobre 0 ensino-aprendizagem da Matematica, mais
especificamente sobre o ensino da Geometria Dedutiva? (CARLOVICH,
2005, p.35).

A fundamentacéo tedrica do trabalho de Carlovich baseou-se nos estudos realizados
por Parzysz (2000) sobre a classificacdo de Geometrias, e na Teoria Antropoldgica do
Didatico (TAD), sugerida por Chevallard (1999), sobre a andlise de tarefas propostas nos
livros didaticos. Na classificagdo de Geometrias, feita por Parzysz (2000), foram
consideradas duas posi¢Oes de estudo: 0s objetos em jogo — fisicos ou tedricos — e 0s
modos de validag¢Oes — perceptivos ou dedutivos.

O quadro abaixo sintetiza a classificagdo das Geometrias, segundo Parzysz (2000):
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B Classificagéo de Geometrias i
| Geometrias ndo axiomaticas Geometrias axiométicas
[ Geometria | Geometria | Geom. Proto- vl
szgtfi o | concreta | spatio-grafica | axiomatica Geometr;gg;uométlca
(GO) (G1) (G2)
Objetos Fisicos Tedricos
Validagoes Perceptivas Dedutivas

Figura 6 — Classificacdo das Geometrias conforme Parzysz (2000, apud CARLOVICH 2005, p.30)

A articulacdo entre os diferentes niveis das Geometrias € o ponto principal do
ensino da Geometria, salienta Parzysz (2000), permitindo aos iniciantes nos estudos das
demonstracdes perceberem a importancia do salto do raciocinio empirico ao dedutivo. Essa
teoria auxiliou a autora nas analises das propriedades geométricas apresentadas em cada
colecdo, na percepcdo da passagem de G1 para G2, como também na articulacdo dos dois

tipos de validacao — perceptivas e dedutivas.

Em relacdo a TAD de Chevallard, a autora analisou a Organizacdo Praxeologica,
em termos do discurso tedrico-tecnoldgico, associada aos exercicios que foram propostos

sobre propriedades geomeétricas referentes aos contetdos que requeriam demonstracdes.

A autora utilizou a pesquisa documental e bibliografica para selecionar as colecdes
de livros didaticos em épocas distintas, a0 mesmo tempo em que realizava um estudo

historico sobre o ensino-aprendizagem da Geometria Dedutiva.

Em suas consideracdes, Carlovich evidenciou que nas colecdes de 1990 ha um
predominio de validagbes dedutivas com raras verificagbes empiricas, ndo havendo
articulacdo entre G1 e G2. Uma das colecGes apresenta as demonstracdes como deducdes,
e as solicitagdes para que os alunos demonstrem alguma propriedade séo raras. Em uma
outra colecdo dessa mesma época, ha um cuidado maior com o dedutivo, como a
preocupacao em definir o que é uma demonstracdo, a apresentacdo das demonstracdes € o
enunciado dos teoremas. Entretanto, em nenhuma das colec¢des € explicada a importancia

da demonstragdo no processo axiomatico da Matematica. Observou a autora que nas
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colecBes da época de 1990 h& uma intencdo de ruptura com o ensino da Geometria nos
moldes euclidianos, buscando-se uma aplica¢do mais pratica da Geometria.

Nas colecGes analisadas a partir de 2000 percebe-se 0 estudo da Geometria
intercalado com outras partes da Matematica, até mesmo com outras areas do
conhecimento. As validagdes das propriedades geométricas ocorrem tanto em G1 —
empiricamente — como em G2 — dedutivamente. Em uma das cole¢es hé& a preocupacédo
em explicar que a demonstracdo é uma forma de mostrar uma propriedade além da
verificacdo empirica; todavia, nas colecfes analisadas ndo é feita a diferenciacdo entre os
termos postulado e teorema. Aparece como caracteristica de duas colegfes a solicitagdo de
demonstracdo nos exercicios propostos, amparada em exemplos anteriores. Nas cole¢des

de 2000 ha um equilibrio entre as validacdes empiricas e dedutivas.

Sintetizando as consideragdes da autora sobre as andlises realizadas em colec¢des de

livros didaticos na época de 1990 e 2000, citamos:

Nossa analise das colegdes de livros didaticos dos anos 2000 aponta para
algum otimismo em relacdo ao ensino da Geometria no Brasil. Em
primeiro lugar, a Geometria apresenta-se nos livros em capitulos
intercalados e mais integrada com as outras partes da Matematica. 1sso
acena para uma mudanca em relacdo ao seu abandono. Quanto ao ensino
da Geometria dedutiva, a analise das cole¢Ges de 2000 apresenta indicios
para a apropriacdo dos enforques empiricos e heuristicos nos livros
didaticos brasileiros. Os alunos sdo envolvidos para conjecturar e
descobrir  heuristicamente as demonstracbes das propriedades
geométricas (CARLOVICH, 2005, p.121).

Consideramos de fundamental importancia os estudos realizados por Carlovich,
basicamente no que diz respeito & mudancas ocorridas nas colec¢Ges de livros didaticos a
partir da década de 2000 pela criagdo do PNLD, proporcionando progressos em relacao as
abordagens dadas aos conteudos matematicos que exijam a formalizacdo que caracteriza o

método axiomatico.

Discutiremos as contribuices da pesquisa de Carlovich juntamente com as demais

pesquisas apresentadas, articulando os aspectos principais de cada uma delas.
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2.2.2 Estudos sobre prova e demonstracdo em contetdos do Ensino Médio — pesquisas

recentes

Os documentos oficiais da educacdo brasileira para o Ensino Médio, como
apontamos, mencionam a importancia da argumentacdo como ponto de apoio para 0
entendimento das demonstragdes. Em contrapartida, levantamos algumas pesquisas que
evidenciam como esses conceitos — argumentagdo, prova e demonstracdo — vém sendo

discutidos em alguns contetidos matematicos nesse nivel de ensino.

Dentre as pesquisas mais recentes consultadas, estipulamos alguns critérios para a
escolha daquelas que efetivamente apoiariam nosso trabalho, ao considerar temas que:

e envolvam o estudo de provas e demonstragdes no Ensino Médio;
e envolvam o estudo em Geometria Analitica Plana;

e tenham como fundamentacdo tedrica a Teoria Antropoldgica do Didatico
(Chevallard, 1999) para analise de materiais didaticos e tipologia de provas de
Balacheff (1987; 1988).

2.2.2.1 Carvalho (2007)

A autora desenvolveu uma pesquisa sobre Uma anélise praxeolégica das tarefas de
prova e demonstracdo em topicos de Algebra abordados no primeiro ano do Ensino
Médio. O interesse em pesquisar sobre temas que envolvessem 0s conceitos de provas e
demonstragfes em Matemaética se deu por meio das discussdes em seu grupo de pesquisa
na PUC-SP, sobre o abandono do ensino da prova e da demonstracdo nas escolas. As
pesquisas consultadas pela autora, na area de Educacdo Matematica, apontaram para o
enfoque dado ao estudo das provas e demonstra¢cdes em conteudos geométricos e demais
contetdos essencialmente no Ensino Fundamental, com pouca énfase desses estudos no

Ensino Médio.

Inicialmente a autora tentou focar a problematica do estudo de prova e

demonstracéo no ensino de Algebra do Ensino Médio, com o intuito de ter uma visio geral
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sobre o tema, sem especificidades. Posteriormente, direcionou o tema para a anélise da
problematica escolhida, em livros didaticos, focando o conteudo algébrico Conjuntos e

Conjuntos Numéricos no primeiro ano do Ensino Médio.

Carvalho (2007) buscou responder a seguinte questdo em sua pesquisa:

De que maneira os livros didaticos analisados propdem aos alunos do
primeiro ano do Ensino Médio provas e demonstracdes as propriedades
enunciadas ao longo da exposi¢do do conteddo Conjuntos e Conjuntos
Numéricos? (CARVALHO, 2007, p.63).

Em seu trabalho, a autora diferenciou, segundo Balacheff (1982), os termos prova e

demonstracdo considerando que

[...] a ideia de demonstracdo remeterd a um discurso, aceito pela
comunidade matematica e constituido a partir de uma sequéncia de
enunciados, organizados com certas regras, que tém como objetivo dar o
carater de verdade a uma proposicdo. A ideia de prova remetera a uma
explicacdo mais simples que pode ser apresentada em linguagem natural,
pictogradfica ou algébrica contendo elementos  matematicos
(CARVALHO, 2007, p.58).

Para fundamentar suas andlises, apoiou-se na nocdo de Organizacdo Praxeoldgica
(CHEVALLARD, 1999) com vistas a analisar, matematica e didaticamente, as tarefas de
prova e demonstracdo apresentadas nos livros didaticos, no que diz respeito ao conteido
Conjuntos e Conjuntos Numéricos. Na perspectiva da diferenciacdo entre os termos prova
e demonstracéo, apoiou-se nos estudos de Balacheff (1982,1988) sobre os niveis de prova
que lhe permitiram caracterizar as tarefas, resolvidas ou propostas, nesses materiais

didaticos.

A autora selecionou os livros didaticos para analise baseando-se na lista de livros
aprovados pelo MEC por meio do PNLEM/2006 — 11 colegdes. Esses livros foram
analisados, preliminarmente, para verificacdo de alguns critérios a respeito dos contetdos e
separados por grupos. Desses grupos, foram separados 3 livros — 1 representante de cada

grupo — os quais foram analisados a luz das teorias apontadas pela autora.

Em suas consideracdes, a partir das analises realizadas, a autora concluiu que

poucas colecdes (5 de 11) tém a preocupacao de esclarecer ao aluno o significado de
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termos fundamentais como postulado, teorema, tese, demonstracéo e raciocinio dedutivo.
As que o fazem, ndo o realizam de uma forma plena e significativa. A autora acredita que
esse fato pode dificultar o entendimento do aluno do que venha a ser um sistema dedutivo.
Em relacdo a utilizacdo, pelos autores, de um numero maior de provas em comparacao as
demonstragdes, foi constatado um equilibrio nas trés cole¢des, considerando que houve
poucas propriedades sem justificativa alguma. Poucos problemas do tipo prove que... ou

demonstre que... sdo propostos ao alunos.

Carvalho (2007) concluiu que houve presenca significativa de provas e
demonstracfes nas trés colecdes analisadas, porém, restringiram-se as tarefas resolvidas
pelos autores. A partir de suas analises, ndo constatou a presenca de tarefas que pudessem
propiciar aos alunos a organizacdo formal do que seja uma demonstracdo em Matematica.
Arsac et al. (1992) consideram que, para provar e/ou demonstrar, 0os alunos precisam
apropriar-se de regras de debate cientifico, e deixam a sugestdo para que os professores
proponham situagdes que possibilitem ao aluno apropriar-se da simbologia e dos conceitos

necessarios a esse debate.

2.2.2.2 Hajnal (2007)

Hajnal, em sua dissertacdo O estudo do paralelismo no ensino da Geometria
Analitica plana: do empirico ao dedutivo, teve por objetivo realizar um estudo sobre
argumentacdo e prova no tema em referéncia, com alunos da 12. série do Ensino Médio em
uma escola puablica estadual. A problematica de seu trabalho contemplava a real
dificuldade apresentada pelos alunos ao trabalhar e compreender tdpicos relacionados a
Geometria Analitica Plana, entre eles as propriedades do paralelismo entre duas retas e

questdes relativas a declividade da reta.

Sua pesquisa teve por diretrizes responder a duas questdes principais:

De que forma os ambientes de Geometria Dindmica contribuem para que
os alunos construam suas argumentagdes e provas?

Quais sdo as dificuldades ou resisténcias que se apresentam na situacdo
de aprendizagem do conceito de paralelismo no ensino da Geometria
Analitica? (HAJNAL, 2007, p.19).
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A metodologia utilizada pela autora baseou-se nos pressupostos da Engenharia
Didéatica de Michele Artigue, subsidiando a concepcao, realizagdo, observacao e as analises
de uma sequéncia de ensino. Na sequéncia didatica utilizada por Hajnal privilegiou-se a
possibilidade de os alunos levantarem conjecturas, argumentarem, suporem hipoteses,
justificando os resultados encontrados e prova-los. As etapas contempladas pela sequéncia
didatica tiveram como objetivo trabalhar atividades desenvolvidas no concreto,
posteriormente em um ambiente de Geometria Dindmica — Cabri Géometre Il — e, na fase

final, utilizando papel e lapis tanto quanto o meio informatizado.

O referencial tedrico que fundamentou as andlises baseou-se em Parzysz (2001),
explicitando o desenvolvimento do processo evolutivo do pensamento geométrico por
meio de niveis hierarquicos: Geometria concreta, Geometria espaco-grafica, Geometria
proto-axiomatica e Geometria axiomatica, e em Balacheff (1987), que destaca categorias
de provas — pragmaticas e intelectuais — produzidas por alunos, como indicadores da

evolugdo cognitiva necessaria ao entendimento e construcdo de demonstragdes.

Hajnal ainda, com o propdsito de verificar como o conteddo da Geometria
Analitica, especificamente o conceito de paralelismo, vem sendo apresentado nos livros
didaticos, analisou duas cole¢des aprovadas pelo PNLEM (BRASIL, 2006).

Concluindo sua pesquisa, apés as analises das producdes dos alunos e observacao
do processo de aplicagdo da sequéncia didatica, a autora considera que “[...] durante o
processo 0s alunos alcancaram os objetivos das atividades satisfatoriamente e produziram
algum tipo de prova” (HAJNAL, 2007, p.198, grifo nosso).

Em relacdo as questdes de pesquisa, a autora considera que foram satisfatoriamente
respondidas, partindo das anélises das conjecturas formuladas pelos alunos, das hipdteses e
argumentacoes levantadas por eles, e consequentemente, pelas justificativas que
confirmaram algumas dessas hipoteses e pelas provas produzidas por eles, caracterizando
assim o pensar matematico. Apesar de os alunos apresentarem, inicialmente, dificuldades
em diferenciar uma constatacdo empirica de uma argumentacdo dedutiva, as atividades

propostas com esse fim auxiliaram no entendimento. Nas palavras de Hajnal:

O ambiente de Geometria Dindmica proporcionou 0 processo de
investigacdo. O uso do dinamismo e estabilidade das figuras como fonte
de exploracdo ajudou os alunos na construcdo do conceito de paralelismo
em Geometria Analitica. Atividades em que o percebido ndo é o
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suficiente despertaram a importancia da justificativa e da prova
(HAJNAL, 2007, p.203).

A autora ainda destaca que os alunos perderam o medo de errar e compreenderam

que o erro deveria ser encarado como uma conjectura levantada, porém, refutada.

2.2.2.3 Rizzon (2008)

A pesquisa desenvolvida por Rizzon sob o tema Analise da linguagem Matematica
relacionada & Geometria Analitica no ensino médio, teve por objetivo investigar os
conteldos matematicos aprendidos pelos alunos de trés turmas do 3°. ano do Ensino Médio
de uma escola particular, apos a realizacdo de uma Unidade de Aprendizagem (UA) sobre
Geometria Analitica. Essa pesquisa, desenvolvida no ambito da Educacdo Matematica,
visava a apontar os principais problemas de aprendizagem referentes ao tema Geometria
Analitica, aliados a linguagem matematica no Ensino Médio. A autora utilizou-se da
elaboracdo de uma Unidade de Aprendizagem (UA), aplicada aproximadamente a cem
alunos. Ela justifica a metodologia de elaboragdo de uma Unidade de Aprendizagem por
acreditar que seja um procedimento que estimula o espirito pesquisador do professor e do

aluno:

Uma UA, embora tenha inicio, meio e fim, também é uma construgéo que
na recursividade agrega complexidade a sua estrutura, sempre flexivel e
em questionamento. A cada aula, ou mesmo a cada dialogo, se
reestrutura, se amplia, se reduz, se transforma (GALIAZZI; GARCIA;
LINDEMANN, 2004, pp. 67-68, apud RIZZON, 2008, p.26).

A pesquisa desenvolveu-se na sala de aula a partir da mediacdo do professor pela
interacdo entre o conhecimento cotidiano e o conhecimento cientifico. Por meio dos dados
coletados com a aplicacdo dessa UA, procedeu-se as analises da linguagem matematica

empregada na resolucdo de questdes sobre o conteudo Geometria Analitica.

Rizzon defende a utilizacdo de uma linguagem matematica com implicacOes
historicas, politicas e afetivas, que sejam constituidas de maneira clara, com consisténcia e
objetividade e que contribua, no cotidiano dos estudantes, para a resolucdo de problemas,

mostrando efetivamente sua aplicabilidade. Sua preocupacao se da com a aprendizagem
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significativa, apoiada em conhecimentos prévios como base a introducdo de novos

conceitos.

A autora propde em sua pesquisa a seguinte questdo: “Como os alunos aplicam a
linguagem matematica na interpretacdo de questdes sobre Geometria Analitica em uma
escola do ensino médio?” (RIZZON, 2008, p.13)

O objetivo central do seu trabalho foi identificar e analisar contetidos matematicos
lembrados e ndo-lembrados pelos alunos na resolucdo de uma UA em Geometria Analitica,
bem como compreender o0 modo como aplicam a linguagem matematica na resolucéo de
questdes. Como fundamentacdo tedrica de seu trabalho, a autora apresentou aspectos da
teoria sobre o desenvolvimento do pensamento cognitivo de Vygotsky (1987), buscando o
aspecto social de interacdo — professor-aluno — apoiando-se, ainda, no que chama de
modelos metodoldgicos ou modelos didaticos, segundo os critérios de Mizukami (1987) e
Porlan (1996).

O conteudo matematico, em Geometria Analitica, contemplado pela Unidade de

Aprendizagem, baseou-se em:
e posicéo entre duas retas
e 0 estudo do angulo formado entre duas retas
e adistancia entre ponto e reta
e equacdo da circunferéncia
e posicdo entre ponto e circunferéncia
e posicdo entre reta e circunferéncia

e posicdo entre duas circunferéncias no plano cartesiano

A autora definiu trabalhar com o grupo de questdes que envolvia o estudo da
Equacdo da Circunferéncia, levando em consideracdo a relevancia do tema em Geometria

Analitica, que tem por objetivo conciliar os fatos geométricos com as relagdes algébricas.

Na andlise dos resultados observados, a autora descreve a importancia do
desenvolvimento da autonomia do aluno em relacdo a aprendizagem. Destaca que foi

possivel identificar, para algumas questdes, a utilizacdo de contetdos e solugdes que ndo
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haviam sido previstos pelo professor, mostrando que os alunos criaram solugfes novas que

possibilitaram resolver as questdes propostas.

Dentre os contetdos mais e menos lembrados pelos alunos, foram identificados:

[...] a equacdo da circunferéncia; o centro; os termos do desenvolvimento
da equacdo normal da circunferéncia, com a variavel x e o termo com a
varidvel y; o ponto que pertence a equacdo analitica e aos eixos
coordenados; o par ordenado; e a equagéo reduzida da reta que destacava
os coeficientes angular e linear. Os menos lembrados foram: o raio da
circunferéncia; o termo independente da equacdo normal da
circunferéncia; a inclinacdo (declividade); o coeficiente angular
interpretado como a tangente do &ngulo correspondente ou razéo entre 0s
catetos oposto e adjacente; e o contetido do par ordenado correspondente
a origem (R1ZZON, 2008, p.63).

A autora considera a importancia de se desenvolver um trabalho pedagdgico
diferenciado e intensificado que possibilite aos alunos a apreensdo de mais contedos,
porém, de maneira mais significativa. Em relacdo a analise da linguagem matematica
utilizada, identificou uma maior compreensédo da linguagem formal matematica como uma
linguagem natural, com o objetivo de interpretar e comunicar as estratégias de resolugédo
das diferentes situacOes-problema apresentadas. Considera importante que o professor
tome consciéncia do papel da linguagem na aprendizagem dos alunos e que possa
oportunizar caminhos mais produtivos e agradaveis para a reconstrucdo de saberes

matematicos.

2.3 Articulacéo entre as pesquisas consultadas: contribuicdes ao nosso trabalho

Apbs o levantamento bibliogréafico e a leitura das pesquisas desenvolvidas sobre
temas relacionados ao nosso trabalho, dentre eles: concepcdo dos termos prova e
demonstracédo, o ensino de provas e demonstracdes, a prova e a demonstracdo no contexto
da Matematica escolar, a prova e a demonstracdo no contexto dos cursos de licenciatura,
analises de livros didaticos sob o referencial de Chevallard (1999), tivemos a oportunidade

de clarificar nosso entendimento a respeito desses conceitos.

Esse levantamento nos possibilitou um contato maior com os problemas apontados,

principalmente em relacdo ao ensino e aprendizagem da prova e da demonstracdo no
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ambiente educacional. Entendemos que essa problematica envolve fatores relacionados
desde a formagdo académica do docente até a propria realidade das salas de aula. Os
aportes das articulacdes entre essas pesquisas foram de fundamental importancia para o

desenvolvimento do nosso trabalho.

Os trabalhos de Carlovich (2005), Carvalho (2007) buscaram analisar desde a
evolugédo da abordagem dos conceitos relacionados ao ensino da Geometria dedutiva em
livros didaticos até a organizagdo praxeoldgica apresentada por esses materiais sobre prova
e demonstracdo em contetdos do Ensino Médio. Tiveram sua importancia ao nos orientar

em relacdo a organizacdo praxeoldgica e analises em livros didaticos.

Pietropaolo (2005) e Dias (2009) preocuparam-se, particularmente, com o estudo
das provas e demonstracdes em cursos de licenciatura e de formacdo de professores.
Constituiram base importante em nosso trabalho por discutirem em uma esfera superior 0s
problemas de formagdo existentes e que de certa maneira influenciam o ensino da escola
basica. Reforcando essa ideia, tomamos as palavras de Pires (2005, apud DIAS 2009) ao
discutir a importancia das abordagens dadas pelos cursos de licenciatura aos conteddos

matematicos:

[...] no que se refere a teoremas, axiomas, definicbes e provas, vale
observar que o conhecimento de seus enunciados e demonstragdes tal
como se apresentam nos livros-texto ndo é suficiente para dotar o
professor em formacdo de habilidades para a resolucdo de problemas, o
que constituird um obstéaculo para sua utilizagdo em sala de aula (PIRES,
2005 apud DIAS, 2009, p.67, grifo nosso).

Acreditamos, como destacam Dias (2009) e Pietropaolo (2005), que os curriculos
de Matematica dos cursos de Licenciatura devam ser revistos no que diz respeito as
disciplinas voltadas a pratica pedagdgica, “ouvindo” as constatagdes das pesquisas

realizadas nesse ambito.

A0 que concerne 0 ensino e a aprendizagem de provas e demonstracbes em ambito
escolar encontramos nos trabalhos de Gravina (2001), Rizzon (2008), Hajnal (2007) alguns
indicadores sobre as dificuldades apresentadas pelos alunos quando desenvolvem
atividades relacionadas ao raciocinio dedutivo. Pelo que concluem as pesquisas, 0s alunos
qguando colocados em situacdo de argumentacdo e de levantamento de conjecturas,

apresentam um receio inicial a exposicdo de suas ideias, como também a exposi¢do ao
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erro. A partir do desenvolvimento das atividades, como cita Dias (2009), os alunos
comegam a entender seus erros como conjecturas que ndo se confirmaram. A importancia €
entender que a proposta dessas conjecturas auxilia no desenvolvimento da elaboracdo de
um processo de demonstracdo. Estes trabalhos trouxeram contribuicdes importantes no
ambito das construgbes geométricas a partir de softwares de Geometria dindmica, e
despertaram-nos para o trabalho com a elaboracdo, explanacdo e validade de conjecturas

pela participacéo do aluno.

No tocante a exposicdo ao erro, trazemos a contribuicdo de Harel e Sowder (1998,
apud PIETROPAOLO, 2005, p.80) sobre os trabalhos com provas em aulas de Matematica
explicitando o julgamento, no que compete ao aluno, do significado dado ao que estdo

aprendendo:

Para que os estudantes possam aprender, 0s mesmos devem se dar conta
da necessidade de aprender o que vai ser ensinado para eles, sendo que o
termo ‘“necessidade” ¢ utilizado aqui nos sentido de “necessidade
intelectual”, em oposicdo a necessidade social ou econémica (HAREL E
SOWDER, 1998, p.266 apud PIETROPAOLO, 2005, p.80).

Segundo os autores, é importante que os alunos sintam a necessidade desse

aprendizado, tanto quanto o entendimento da exposi¢ao ao erro.

Isso nos leva a acreditar que os alunos, ao serem colocados em situacdes que
exijam deles argumentagdes, justificativas e levantamento de hipdteses sobre as estratégias
de resolucdo de determinados problemas, apresentem uma resisténcia inicial compreensivel
pela quebra do contrato didatico ao qual estavam acostumados. Posteriormente, pelas
intervencdes do professor, passam a entender a situacdo de maneira mais complexa,
compreendendo que podem ser ouvidos pela exposicao de suas ideias e que sdo capazes de

produzir validacgdes a partir de suas argumentacoes.

A utilizacdo dos ambientes de Geometria dindmica (Cabri Géomeétre 11, Sketchpad,
Geogebra), como vém mostrando as pesquisas, ajudam substancialmente na rapidez com
que se constroem as figuras e na fluidez que isso proporciona ao andamento da aula,
entretanto, como afirma De Villiers (2002) eles ndo eliminam a importancia e a

necessidade da compreensdo das demonstragdes
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Apesar de ferramentas como essas nos permitirem ganhar convicgoes
através da visualizacdo e de medi¢Bes empiricas, as demonstracdes ainda
sdo tdo importantes como sempre foram. Além disso, [..] as
demonstragBes também sdo muito valiosas por proporcionarem novas
compreensdes, conduzirem a novas descobertas ou ajudarem a
sistematizacdo (De VILLIERS, 2002, p.67).

O professor precisa preparar-se para realizar um trabalho em sala de aula que
contemple a participacdo dos alunos e as provas produzidas por eles. Essas participagdes
podem se constituir nas bases iniciais das argumentacdes, necessarias ao desenvolvimento

do processo de elaboracdo de demonstracdes.

A leitura dessas pesquisas colocou-nos a par de alguns dos problemas existentes e
por elas constatados, no que diz respeito ao trabalno com provas e demonstracfes, em
diferentes ambientes e niveis de ensino. Todas foram de fundamental importancia para
direcionar o desenvolvimento de nossa pesquisa. Elegemos aquelas que estdo diretamente
relacionadas com o nosso tema: Carvalho (2007) por subsidiar nosso trabalho na
estruturacdo e sugestdo para que se desenvolvessem pesquisas sobre temas referentes ao
Ensino Médio; Hajnal (2007) por ter desenvolvido sua pesquisa em topicos de Geometria
Analitica, nosso tema de interesse; Dias (2009) pelas valiosas contribui¢des relacionadas a
tipologia de provas de Balacheff (1987;1988) e Gravina (2001) pela valiosa leitura de sua
tese, em especial, sobre a Construcdo do conhecimento em Geometria, proporcionando-nos

esclarecer varias davidas. Todas contribuiram para a ampliacdo de nosso conhecimento.

Ao escolhermos trabalhar com provas e demonstracbes em Geometria Analitica
tinhamos uma idéia inicial do que representavam esses termos, porém a partir das leituras,
conseguimos ampliar nosso entendimento. A participacdo no curso de mestrado académico

possibilitou-nos uma visdo tedrica, analitica da importancia desses conceitos em sala de aula.

Efetivamente pelas sugestdes deixadas por esses trabalhos e buscando estabelecer
relacbes entre o que ha nos livros didaticos e os resultados apontados pelas pesquisas,

sentimos justificada nossa escolha em trabalhar com esse tema.
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CAPITULO 3

FUNDAMENTACAO TEORICA E ASPECTOS METODOLOGICOS

“Com efeito, ninguém pode interessar-se pela relagdo pessoal, ou pela
relacdo institucional, isto &, pelo cognitivo, sem se interessar igualmente
pela formacdo e pelas transformagoes destas relagoes.”

Chevallard, 1992

Consideramos que as relacdes institucionais e pessoais devam estar em sincronia,
objetivando o desenvolvimento da aprendizagem. Acreditamos que esse objetivo possa ser
alcancado por meio do aprimoramento de processos didaticos — teoria e pratica.

Neste capitulo, apresentaremos as bases tedricas que fundamentaram nossas
analises, bem como a metodologia adotada em nossa pesquisa. Destacamos a Teoria
Antropolégica do Didatico de Yves Chevallard (1992;1999) em relacdo aos conceitos da
Organizacdo Praxeoldgica e a tipologia de provas proposta por Nicolas Balacheff
(1987;1988).

A Teoria Antropoldgica € considerada como um importante instrumento de analise
no campo da Didatica da Matematica que, por sua vez, tem como foco de estudo o objeto
matematico a ensinar. Segundo Almouloud (2007, p.188), “uma das preocupagdes
essenciais da didatica da Matematica é a caracterizacao dos conhecimentos e saberes, além

de sua evolugéo, mais especificamente aquela que ocorre no aluno.”

Essa teoria tem como foco o “saber” concebido como “forma de organizagdo de

conhecimentos” e estuda como esse “saber” percorre as instituigdes nas quais esté inserido.

3.1 Aspectos da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD)

Em Educacdo Matemaética e, especificamente, em Didatica da Matematica ha a
preocupacdo constante com a aprendizagem e com os fendmenos que possam interferir na
fluidez deste processo. As pesquisas em Educacdo Matematica tém, dentre seus objetivos,
a investigacdo de propostas didaticas que possam auxiliar docentes em suas praticas
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profissionais e minimizar as interferéncias na aprendizagem. Essas propostas nos remetem
a um processo que envolve elaboracdo, execucdo e andlises finais para compor o0s

resultados de tais pesquisas.

Galvez (1985) resume o objetivo fundamental da didatica da Matematica:

[...] averiguar como funcionam as situacBes didaticas, quer dizer, quais
das caracteristicas de cada situagdo sdo determinantes para a evolucao do
comportamento dos alunos e, consequentemente, de seus conhecimentos.
Isso ndo significa que sO seja de interesse analisar as situa¢Oes didaticas
exitosas. Inclusive, se uma situacdo didatica fracassa em seu propésito de
ensinar alguma coisa, sua analise pode constituir um aporte a didatica, se
permitir identificar os aspectos da situagéo que se tornaram determinantes
de seu fracasso (GALVEZ, 1985, p.29).

Segundo a autora, “sendo as situagdes didaticas o objeto de estudo da didatica da
Matematica, tornou-se necessario desenvolver uma metodologia para analisa-las.” (Idem)
Buscamos essa definicdo, visto que é no ambito das analises que situamos a teoria de
Chevallard (1999), o qual apresenta uma proposta de estudo visando a organizacdo do
saber matematico para que se obtenha éxito em sua transposicdo didatica. A nocdo de
transposicao didatica proposta por Chevallard (1999) diz respeito a distin¢do dos diferentes
saberes envolvidos no processo de ensino e aprendizagem: o saber matematico, o saber do
professor e o saber do aluno. Chevallard (1991 apud ALMOULOUD, 2007, p.113) define
transposicdo didatica como um grupo de mecanismos gerais que permitem a passagem de

um objeto de saber a um objeto de ensino.

O interesse do autor ndo esta voltado ao desenvolvimento cognitivo do aluno, mas
nas acdes do professor e do aluno que possibilitem tornar um saber em objeto de

conhecimento do aluno.

Com esse propdsito, a Teoria Antropolégica®® do Didético, doravante denominada
TAD, foi desenvolvida por Yves Chevallard a partir de 1992. Segundo o autor, a TAD
situa a atividade Matematica, e em consequéncia a atividade do estudo em Matematica, no
conjunto de atividades humanas e de instituicdes sociais. A TAD, segundo Almouloud

(2007, p.111), “estuda as condi¢des de possibilidade e funcionamento de sistemas

8 O termo antropolégico é utilizado por Chevallard (1999) por situar o estudo da Matematica dentro do
conjunto de atividades humanas e de institui¢des sociais. (Chevallard, 1999)
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didaticos™®, entendidos como relacBes sujeito-instituicdo-saber (em referéncia ao sistema

didatico tratado por Brousseau, aluno-professor-saber)”.

A TAD é um importante instrumento para analise de praticas docentes pelas
escolhas das organizacdes didaticas® a serem utilizadas, como também um instrumento de
estudo do funcionamento de sistemas didaticos por meio das relagBes entre sujeito-
instituigdo-saber.

Essa teoria estuda as condi¢des que tornam possiveis o funcionamento dos sistemas
didaticos que, segundo Chevallard (1999), pressupfe pelo menos trés termos: professor,
aluno e um ou varios investimentos didaticos, explicitando que um sistema didatico nunca
existe sozinho. O autor propGe, em sua teoria, 0 estudo do homem perante as situagdes
Matematicas permitindo uma modelagem das praticas sociais em geral e, em particular, da
atividade Matematica por meio dos conceitos de tarefas, técnicas, tecnologia e teoria. As
atividades humanas pressupdem a realizacdo de tarefas e de meios que nos permitam
realizar tais tarefas, considerando que toda tarefa tem pelo menos mais de um meio de ser

realizada.

Chevallard (1999) utiliza-se de simbologia prépria para identificar cada uma dessas
etapas que apresentaremos aqui, porém no decorrer de nosso trabalho nos restringiremos
somente ao uso das designagdes: tarefas por(t), tipos de tarefas por (T), técnicas por (6),
tecnologia por (0) e teoria por (® ). O autor observa que as tarefas fazem parte ou
pertencem a um conjunto mais amplo que é o que chama de tipos de tarefas, e os simboliza
essa pertinéncia por t € T. Analogamente, ambos pertencem a um conjunto maior ainda,
especificado pelo autor como género de tarefas. O conjunto dessas técnicas, tecnologias e
teorias organizadas para um determinado tipo de tarefa é denominado de Organizagéo

Praxeoldgica e, segundo o autor, permitem modelar a atividade Matematica.

Ainda segundo o autor, tarefas, tipos de tarefas, géneros de tarefas ndo sdo dados da

natureza, sdo “artefatos”, “obras”, construgdes institucionais, cuja reconstrucdo em tal

19 Chevallard (1999) denomina sistemas didaticos as instituicdes que apresentam uma intengdo didatica, por
exemplo, a escola. Um sistema didatico comporta um ou varios sujeitos dessa instituicdo que ocupam
diferentes posigdes — professor, aluno — e um conjunto de investimentos didaticos, denominado de objeto,
pertencentes ao professor, porém que séo parte integrante da instituicéo.

20 Chevallard (1999) associa duas espécies de praxeologias (organizagGes) a um saber matematico:
organizacdo Matematica (realidade Matematica que se pode construir para ser desenvolvida em sala de aula)
e organizacdes didaticas (a maneira como se faz essa construcao).
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instituicdo, e, por exemplo, em determinada classe, € um problema completo, que é
exatamente o objeto de estudo da didatica (CHEVALLARD, 1999).

Uma tarefa para esse autor, € definida como uma acdo, por meio da qual, alguns
conhecimentos serdo mobilizados para executd-la. Em Geometria Analitica, podemos

exemplificar por:
Tipo de tarefa (T): Determinar a equacao da reta s que passa por dois pontos.
Tarefa (t): Determinar a equacdo da reta s que passa pelos pontos A(4,3) e B(0,7).

Género de tarefa: Determinar

Para realizarmos uma tarefa devemos dispor de pelo menos uma maneira que nos
possibilite realizd-la. A palavra “técnica” ¢ utilizada por Chevallard (1999) como uma
maneira de realizar uma tarefa, ou tipos de tarefas, ou seja, uma maneira de fazer uma
tarefa que, ndo necessariamente, exigira um procedimento algoritmico. Segundo o autor, a
palavra técnica é empregada com o significado original da palavra em grego (tekhné, saber
fazer). Em geral, h4 uma Unica técnica ou a0 menos um pequeno numero de técnicas
institucionalmente reconhecidas para realizar tais tarefas. Em relacdo ao exemplo dado

acima, poderiamos utilizar como técnica:

Técnica(6) 1): Aplicar a condicéo para alinhamento de trés pontos (Determinante =
0).

Sejam os pontos A(4,3), B(0,7) pertencentes a reta s e P(x,y) genérico.
A, B e P séo colineares < D =0

Temos:

o b~ X
~N W<
I
o
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Ao desenvolver esse determinante pela regra de Sarrus, temos:

=0=>3x+0+28-0-7x-4y=0=>—x-y+7=0

o b~ X
~N W<
e
o b~ X
~N W<

Logo, a equacdo geral da reta s é dada por —x -y +7 =0.

Técnica(d) 2): Utilizar a formula y —y, =m(x—Xx,) para determinar a equagédo da

reta s.

Sejam os pontos A(4,3) e B(0,7) e m (coeficiente angular da reta), temos:

Y—=Yo :m(x—xo)
7-3=m(0-4)

4 =m(-4)
m=-1

A e s e m coeficiente angular de s, temos:
y-3=-1(x-4)=>y-3=-Xx+4=
=>y-3+X-4=0=>x+y-7=0

Portanto, a equacdo daretasé x+y—7=0.

Técnica(6) 3): Resolver os sistema linear a duas incognitas utilizando a equagéao
reduzidadareta y=ax+b.

Sejam os pontos A(4,3) e B(0,7) pertencentes a reta s, temos:

Aes=>3=4a+b
Bes=7=0a+bh

Temos:

{3:4a+b
a=-1

=
7=0a+b
Acesea=-1=3=-4+b=b=7

Logo, a equacdo reduzidadaretaé y=—x+7.
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Definimos pelo menos trés técnicas distintas para realizar a tarefa proposta, porém
toda técnica precisa de uma justificativa, ou seja, um campo tedrico a fundamente. Esse
bloco inicial, tarefa-técnica € denominado pelo autor de bloco préatico-técnico, remetendo

ao significado de saber-fazer.

Segundo Chevallard (2002), uma tarefa e uma técnica sdo identificadas como um
saber-fazer (praxis), e ndo se apresentam isoladamente visto que toda técnica exige, pelo
menos, uma justificativa, ou seja, um “discurso logico” (logos) que lhe dé& suporte,

chamado de tecnologia.

A tecnologia (0) tem por objetivo justificar “racionalmente” a técnica utilizada no
cumprimento de determinada tarefa, ¢ um “discurso l6gico” que tem inclusive como

fungdo “explicar/esclarecer” a técnica para assegurar que ela seja cumprida corretamente

(CHEVALLARD, 1999)

Considerando o exemplo dado e as técnicas apresentadas como resolucdo da tarefa

proposta, podemos justifica-las por:

e Teoremas da equacdo geral da reta e da condicdo para alinhamento de trés

pontos.
e Propriedades dos determinantes.
e Formula da equacdo da reta conhecido um ponto e o coeficiente angular.
e Postulado da determinacéo da reta.
e Métodos de resolucdo de Sistemas Lineares

e Propriedades das operacdes algebricas.

Segundo Chevallard (1999), a nogdo de tecnologia se apresenta considerando trés

funcgdes basicas:

e Primeiro: com o objetivo de justificar racionalmente a técnica utilizada no

sentido de assegurar que aquela técnica escolhida realizara a tarefa.

e Segundo: com a finalidade de explicar a técnica utilizada, esclarecer, torna-la

inteligivel, ao ponto de confirmar porque foi escolhida para resolver
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determinada tarefa — sua adequagdo. Um exemplo dessa funcéo é a utilizagdo
das demonstragdes com o sentido de explicagéo.

e Terceira: com o objetivo de producdo de técnicas, entendendo que sempre ha
tecnologias potenciais a espera de técnicas que sdo pouco utilizadas, ou mesmo,

suscitar o aparecimento de uma técnica mais sofisticada.

Por sua vez o discurso tecnoldgico (0) exige um nivel superior de justificativa, o
que o autor chama de teoria (® ), que retoma, em relacdo a tecnologia, o papel que esta
ultima tem em relacdo a técnica. Esse bloco é determinado por Chevallard (1999) de bloco

tecnoldgico-tedrico (6 /@ ) e esta relacionado ao “saber”.

Para 0 exemplo apresentado, o bloco tecnoldgico-tedrico pode ser composto,

considerando-se 0s seguintes campos da Matematica:

e Geometria, Geometria Analitica e Algebra.

O bloco tecnoldgico/tedrico apresentado ndo se encerra, porém, é suficiente para
realizar as atividades a que se propde. Sempre € possivel buscar uma teoria mais complexa
ou mesmo técnicas e tecnologias mais eficazes que aprimorem a realizacdo das tarefas.
Essa situacdo é tratada pelo autor ao apresentar os momentos de estudo, considerando que

a avaliacdo final do processo € uma fase importante a ser realizada.

3.1.1 Entendendo uma Organizacao Didatica (OD) e uma Organizacdo Mateméatica (OM)

Chevallard (1999) apresenta, além da Praxeologia Didética, o termo Organizagdes
Didaticas (OD) interpretando-os como respostas as questdes do tipo: Como estudar
determinadas questfes ou obras? A intencdo do autor é saber quais 0s tipos de tarefas sdo
constitutivas de uma praxeologia didatica, ou melhor, que a¢fes podem ser consideradas
como acgdes didaticas. Segundo o autor, como organizacdo didatica entenderemos o
conjunto de tipos de tarefas, técnicas, tecnologias mobilizadas para o estudo em

determinada Institui¢ao. Segundo Rossini (2006) “o que distingue a atividade Matematica
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das outras atividades humanas é que, diante de uma tarefa, € preciso saber como resolvé-
la.” (ROSSINI, 2006, p.28, grifo nosso).

Acreditamos que o saber resolver determinada tarefa pressupde mobilizar
determinadas técnicas que possibilitem resolvé-la de maneira eficaz. A mobilizacdo de
técnicas é intrinseca ao aluno, utilizard seus conhecimentos prévios e as ferramentas
conceituais que lhe sdo proprias para resolver tais questdes. E sobre esse aspecto que
Chevallard (1999) propde a organizacdo didatica que auxiliard o trabalho do professor na

abordagem de conteidos matematicos.

Segundo o autor, a praxeologia associada a um “saber” ¢ a unido de dois blocos:
“saber-fazer” (técnico/pratico) e “saber” (tecnologico/tedrico), sendo assim as praxeologias
associadas a um “saber matematico” podem ser representadas de duas maneiras

complementares:

e Organizacdo Matematica (OM): preocupa-se com a construcdo Matematica a

ser desenvolvida em sala de aula.

e Organizacao Didatica (OD): preocupa-se em como se efetivara essa construcao.

A partir da distingdo dessas duas organizac¢Oes ou praxeologias, podem-se realizar
analises com vistas a descrever como se articulam o conjunto de tarefas, técnicas,

tecnologia e teorias apresentadas para determinado conteldo matematico.

Para que as analises sejam efetivadas, Chevallard (1999) propGe alguns critérios
que podem ser considerados ao avaliar tipos de tarefas, técnicas ou mesmo o bloco

tecnologico-teorico. Identifica que é interessante que se verifique:

e Para tipos de tarefas (CT)?: quais sdo apresentadas de forma clara e bem
identificadas; se ha validade nos tipos de tarefas apresentadas; se realmente sdo

representativas das situagcbes Matematicas frequentemente encontradas.

2! Chevallard simboliza tipos de tarefas por (T), entdo utilizaremos (CT) para critérios para anélise de tipos
de tarefas, (Cd) para niveis de técnicas e (Cr) para o quadro tecnolégico-tedrico.
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e Para técnicas (C0): utilizacdo de técnicas elaboradas; de facil utilizacdo e
imprescindiveis para a realizacdo do tipo de tarefa; confiaveis para o

cumprimento do tipo de tarefa proposto.

e Para o0 Dbloco tecnologico-tedrico (Cr): justificativas proximas das
matematicamente validas, adequadas ao problema colocado, com argumentos

cientificamente validos e que possam produzir novas técnicas.

Chevallard ndo considera uma praxeologia como um processo isolado. Todo
processo de formacdo de saberes e conhecimentos sé ocorre porque existe uma Instituicao
— de ensino — que a incorpora e torna esse processo ativo. Consideramos o termo ativo
pelas modificacBes que surgem, por aspectos que sdo acrescentados ou retirados, mas que

tém finalidades especificas para aquela Instituicdo.

Hé alguns fatores, destacados por Chevallard (2002 apud Almouloud, 2007, p.123),
relacionados aos ajustes necessarios das praxeologias, dentre os quais destacamos:

e O que diz respeito ao envelhecimento das praxeologias aplicadas a uma
Instituicdo, pelo fato de seu bloco tedrico/tecnolégico perder seu crédito, ou
mesmo, ndo se desenvolverem técnicas mais elaboradas para realizacdo das

tarefas.

e Outro fator esta relacionado a possibilidade da passagem de uma praxeologia
aplicada a uma Instituicdo inicial a uma outra Instituicdo para que possa ser

utilizada.

Essa passagem é denominada por Chevallard (2002) de transposicao, porém quando
ela ocorre em uma Instituicdo de ensino (por exemplo: escola ou mesmo a sala de aula), é

denominada transposicédo didatica.

O autor explica a transposicao didatica como a utilizagdo de mecanismos gerais que
permitem a passagem de um objeto de “saber a um objeto de ensino”. Essa teoria tem o
proposito de fazer uma andlise epistemoldgica do “saber” sob o ponto de vista didatico,
visando as transformacdes adaptativas pelas quais o conhecimento (saber cientifico) passa

para tornar-se “saber” a ensinar.
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Almouloud (2007, p.123), destaca que anteriormente a elaboracdo das atividades de
uma OD, o objeto matematico deve ser observado, analisado, descrito e avaliado para
proporcionar, apos esse estudo, a elaboracdo de atividades adequadas ao seu ensino e
aprendizagem. Portanto, a organizacdo Matematica deve ser pensada inicialmente. A
praxeologia em questdo devera se adequar as caracteristicas proprias da realidade da nova
Instituicdo.

Sintetizamos esses conceitos em um quadro que organiza o que Chevallard (1999)

chama de praxeologia.

ORGANIZACAO
PRAXEOLOGICA
" PRAXEOLOGIA OU " PRAXEOLOGIA OU
ORGANIZACAO : ORGANIZACAO
MATEMATICA DIDATICA
(OM) (OD)
i i
CONSTRUCAO COMO FAZER
MATEMATICA A SER COMO EFETIVAR A
DESENVOLVIDA CONSTRUCAO
EM SAILA DE AULA MATEMATICA:
i
; ELABORACAO DE
_| OBJETO DE ESTUDO . ATIVIDADES;
VARIAVEIS DIDATICAS

Figura 7 — Esquema representativo da Organizacao Praxeoldgica segundo Chevallard (1999) — (autoria prépria)

Apresentamos nessa parte de nossa pesquisa aspectos da teoria proposta por
Chevallard (1999) para anélise de processos didaticos.

Consideramos que essa teoria € um importante instrumento de analise, no contexto
da Educagdo Matematica, especialmente em nosso trabalho, por permitir as analises de
materiais didaticos. A praxeologia proposta pelo autor pode possibilitar ao professor, a
partir de uma analise a priori das técnicas, enquanto uma lista de instrugdes a serem
seguidas para realizar tais tipos de tarefas, alterar (ou ndo) sua proposta inicial (formulagao
de tarefas ou tipos de tarefas) para melhor adequa-las aos objetivos dos contedos
estudados.
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3.2 Balacheff — aspectos relativos a prova e demonstracao

Ao decidirmos trabalhar, em nossa pesquisa, com a andlise das provas e
demonstracdes presentes em materiais didaticos relativas ao contedtdo Geometria Analitica,
buscamos os estudos realizados por Balacheff (1987; 1988) ao categorizar os tipos de

provas produzidas por alunos.

Na Franca, a demonstracdo ocupa um lugar importante na organizacdo curricular da
Matematica, aparecendo no primeiro ciclo da escola secundaria como objeto de estudo.
Segundo Balacheff (1988) o ensino das demonstra¢cdes ndo pode se basear somente na
transferéncia aos alunos das mesmas demonstracGes utilizadas e aceitas pela comunidade
cientifica, mas que esse objeto matematico passe por uma transposi¢do didatica
(CHEVALLARD, 1991) que o transforme em um objeto de ensino.

Balacheff (1988) considera as demonstragbes um tema essencial para a
aprendizagem da Matemaética, porém, essa aprendizagem apresenta dificuldades. Balacheff

(1987) destaca que essas dificuldades

[...] estdo relacionadas a passagem (que pode ser vista como uma ruptura
de contrato didatico) de uma Matema@tica prética, caracterizada pela a¢do
e observacdo, a uma Matematica mais tedrica, devido a introducdo da
demonstracdo (BALACHEFF, 1987)

Considerando as demonstracdes aceitas pela comunidade cientifica, Balacheff

(1988) identifica dois aspectos:

Por um lado é uma forma privilegiada de prova, ela remete a uma prética
gue permite a0 mesmo tempo uma comunicacao e validacéo;

Por outro lado, é objeto de estudo para Idgicos, ela recebe uma definicdo
precisa no contexto das teorias formais (BALACHEFF, 1988, p.15,
traducdo nossa)

Ao destacar a demonstracdo como uma forma de prova, esse autor considera
importante diferenciar os termos prova, demonstracdo e explicagdo, entendendo que em
muitas situacdes, no ambito da Matematica, sdo utilizados como sinénimos e podendo

acarretar obstaculos as pesquisas sobre ensino e aprendizagem desses termos.
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Balacheff (1987) prop0e as seguintes defini¢cOes para cada um desses termos:

Chamamos explicacdo um discurso que visa tornar compreensivel o
carater de verdade, adquirido pelo locutor de uma proposi¢do ou de um
resultado. As razBes podem ser discutidas, recusadas ou aceitas.

Chamamos prova uma explicacdo aceita por uma comunidade em um
determinado momento. Essa decisdo pode ser objeto de um debate entre a
significacéo e a exigéncia de determinar um sistema de validacdo comum
aos interlocutores.

Entre as provas, certamente ha uma particular, elas sdo uma sequéncia de
enunciados seguindo regras determinadas: um enunciado é conhecido
como sendo verdadeiro, ou bem é obtido a partir daqueles que Ihe
precedem com o auxilio de uma regra de deducéo tomada de um conjunto
de regras bem definidas. Chamamos demonstracio essas provas. NOs
reservamos a palavra raciocinio para designar a atividade intelectual, na
maior parte do tempo ndo explicita e manipulacdo de informacGes para, a
partir de dados, produzir novas informagbes (BALACHEFF, 1987,
pp.147,148).

Balacheff (1987) afirma que a passagem de uma Matematica de observacédo
(validacGes empiricas) para a chamada Matematica formal (tedrica) apresenta dificuldades
no que concerne a aprendizagem dos alunos, pois passam agora a exigir deles um avango

cognitivo para o qual, em muitos casos, ainda ndo estdo totalmente preparados.

Foi a partir da distincdo dos diferentes estagios do desenvolvimento cognitivo que
Balacheff (1988), desenvolveu seus estudos com o intuito de categorizar os tipos de provas

produzidas por alunos, a partir de situagdes-problema em Geometria dedutiva.

A seguir apresentamos alguns aspectos da tipologia de provas apresentados por

Balacheff e que serdo utilizados em nossas analises.

3.2.1 Categorias e tipos de provas

Em suas primeiras pesquisas sobre o tema provas e demonstragcdes, Balacheff
(1987;1988) fez a distingdo de uma tipologia de provas relativa ao desenvolvimento
cognitivo, inserida nas duas categorias por ele estabelecidas: as provas pragmaticas e

provas intelectuais. Essa categorizacdo foi estabelecida, em sua tese de doutoramento, por
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meio das analises das producdes dos alunos, a partir do estudo de propriedades geométricas
dos poligonos.

Prova pragmatica é hipotecada pela singularidade do acontecimento que
a constitui, é preciso aceitar seu carater genérico. Ela é além disso,
tributaria de um contingente material: ferramentas imprecisas, defeitos de
funcionamento.

Prova intelectual mobiliza uma significacdo contra uma outra, uma
pertinéncia contra uma outra, um racionalidade contra uma outra
(BALACHEFF, 1988, p.54).

As categorias de provas estabelecidas por esse autor, distinguem-se pelo tipo de

validacBes que propiciam com acesso ou ndo a experimentacao.

Freitas (2003) interpreta essa categorizagdo relacionando as provas pragmaticas
aquelas que se apdiam em tentativas numéricas relacionadas a realizacdo de experiéncias e
as provas intelectuais aquelas que utilizam registros de representacdo algébricos para

validar as proposicoes.

Nas provas consideradas pragmaticas, o aluno busca fundamentar suas convicgdes
realizando algumas verificagbes numeéricas e validando-as, considerando assim que possa
torna-las gerais. Segundo Dias (2009), o papel do professor é fundamental nesse momento,

uma vez que

[...] no ambiente da sala de aula, se o professor ndo instiga o aluno a
justificar as suas afirmagfes, este pode ndo enxergar motivos para
empreender uma validagcdo para suas conjecturas, se contentando em
exemplifica-las (DIAS, 2009, p.33).

Um processo de ensino e aprendizagem que contemple a utilizacdo de provas e
demonstragdes pode permitir ao aluno desenvolver meios de validag&o que Ihe permitam ir

além das constatacGes meramente numericas.

No ambito das provas intelectuais, a elaboragdo das justificativas que validam os
resultados encontrados deve assumir um rigor maior do que o encontrado nas provas
pragmaticas, considerando a utilizacdo de uma linguagem que tenta explicar a ocorréncia

de uma propriedade Matematica, por exemplo.
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Segundo Balacheff (1988), o0 recurso as experiéncias mentais marca
verdadeiramente a passagem da producdo de provas pragmaéticas a producdo de provas
intelectuais, ndo considerando somente a producdo de acdes efetivas, mas o
desenvolvimento de acdes interiores, no sentido do desenvolvimento cognitivo de Piaget.
Segundo Dias (2009), considerando o desenvolvimento cognitivo (raciocinio) as provas

pragmaticas e as intelectuais encontram-se em po6los opostos.

De um lado, as provas pragmaticas estdo envolvidas em um raciocinar
para a préatica; enquanto que de outro lado, as provas intelectuais abarcam
um racionar voltado para a construcdo de uma rede de significados.
Podemos afirmar que as primeiras conectam-se a problematica da
eficécia; e as segundas, a problematica do rigor (DIAS, 2009, p.34).

Balacheff (1988) determina, a partir das provas pragmaticas e intelectuais, quatro
principais tipos considerando a génese cognitiva da demonstragcdo, ou seja, pelos

raciocinios desenvolvidos e conhecimentos mobilizados ao produzir uma prova:

Empirismo ingénuo: consiste em assegurar a validade de um enunciado
baseado na observacdo de um caso qualquer. Esse modo de validacdo é
bem rudimentar e insuficiente. E uma das primeiras formas utilizadas
para generalizacdes® (PIAGET, 1978 apud BALACHEFF, 1988, p.56,
traducdo nossa).

Experiéncia crucial: é um processo que consiste em verificar a validade
de uma proposicgdo a partir de duas hipoteses, podendo-se rejeitar uma em
detrimento a outra. Nesse processo, a explicitacdo da generalizacdo se da
pela realizagdo de experiéncias, na busca de um resultado geral.

Exemplo genérico: consiste na explicacdo das razdes de validacdo de
uma proposi¢éo pela realizagdo de operagdes ou de transformagdes de um
objeto presente, particular. A formulacdo de propriedades caracteristicas
e estruturas pertencentes a uma classe ou Campo.

Experiéncia mental: representa a interiorizacdo da ag&o desvinculada de
seu representante particular. A validacdo de uma proposicédo € sustentada
pela teoria (BALACHEFF, 1988, p.56).

22 p importancia das experiéncias no desenvolvimento das estruturas cognitivas, segundo Piaget e Inhelder
(1989) apud Lima (2004), é considerado um dos fatores do desenvolvimento, entretanto, é importante saber
como é que 0 sujeito exerce a sua agdo e como o sujeito registra os dados da experiéncia. Piaget considera a
importancia do papel da historia vivida pelo sujeito e da agdo das experiéncias passadas sobre a experiéncia
atual em todas as fases de desenvolvimento, desde o periodo sensério-motor até o periodo das operacGes
formais (Lima, 2004).
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Balacheff (1988) enfatiza que o recurso a experiéncia mental evidencia a passagem
das provas pragmaticas as provas intelectuais pelas agdes interiores, no sentido da
mobilizacdo cognitiva necessaria a elaboracéo desse tipo de prova, considerada pelo autor
em um nivel mais elevado. As provas intelectuais elaboradas a partir da experiéncia mental

mais se aproximam das estruturas formais exigidas em uma demonstragao.

3.3 O significado de prova e demonstracéo utilizado em nosso trabalho

Trataremos, no decorrer de nosso trabalho, da utilizagdo das provas e
demonstracdes em materiais didaticos, entretanto, julgamos necessario definirmos qual a

concepcao que adotaremos para esses termos, dentre as que aqui foram expostas.

As pesquisas apontam que existem problemas envolvendo esses termos no ambito
da formacéo de professores, como cita Pietropaolo (2005), Gravina (2001), ou ainda no
que diz respeito ao ensino e a aprendizagem da formalizacdo Matemaética em todos os

niveis de ensino como apontam Hajnal (2007), Carvalho (2007), Amorim (2008).

Duval (1995, apud ALMOULOUD 2007) analisando as possiveis causas do
fracasso do ensino e aprendizagem da demonstracdo em Matematica, aponta a atividade
cognitiva solicitada para a elaboracdo de uma prova como um empecilho natural para uma
aprendizagem tranquila. Seu aprendizado requer um desenvolvimento cognitivo particular
e especifico que, em muitos casos, 0 aprendiz ainda ndo alcangou. Outro fator importante a
considerar na producdo de provas, diz respeito a linguagem natural que esta intimamente
relacionada a esse processo, visto que as argumentagdes podem ser redigidas, relacionando

oralidade e escrita.

Amparados por essas reflexdes e considerando que muitos sédo os enfoques, por
meio dos quais esse tema possa ser discutido, julgamos importante identificar a concepgao
de prova e demonstracao que utilizaremos no decorrer do nosso trabalho. Apropriamos-nos
da concepcdo de Balacheff (1987) para os dois termos, visto que nos auxiliard nas analises
que realizaremos, portanto nosso entendimento sobre o que é uma prova e uma

demonstracdo em Matematica obedecera a partir de entdo a seguinte definicao:
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Prova: uma explicacdo aceita por uma comunidade em um determinado
momento. Essa decisdo pode ser objeto de um debate entre a significacdo
e a exigéncia de determinar um sistema de validagdo comum aos
interlocutores.

Demonstracao: caso particular de prova; é uma sequéncia de enunciados
seguindo regras determinadas: um enunciado é conhecido como sendo
verdadeiro ou bem € obtido a partir daqueles que Ihe precedem com o
auxilio de uma regra de deducdo tomada de um conjunto de regras bem
definidas. Chamamos demonstracdo essas provas (Balacheff, 1987,
pp.147-148).

Em sintese, a demonstracdo, enquanto um caso particular de prova aceita por uma
comunidade Matematica, se organiza a partir de encadeamentos légicos de afirmacdes
verdadeiras. Os encadeamentos proporcionados por essa sequéncia de afirmagdes
verdadeiras tém por objetivo justificar, validar a constru¢cdo de um corpo teorico que, em

muitos casos, iniciou-se a partir de observacGes empiricas e intuitivas.

Na construcdo desse corpo tedrico, advindo de observagdes, apoiamo-nos em Dias

(2009) ao explicitar a demonstragdo como

[...] um processo pelo qual uma conjectura, fruto de experimentagdes e
observac@es, no ambito da prética ou da teoria, passa a ter o status de
verdade Matematica, ou seja, ela é integrada ao conjunto das afirmacoes.
Esse processo visa construir um encadeamento I6gico de afirmagdes,
culminando com a veracidade ou ndo da conjectura (DIAS, 2009, p.37,
grifo nosso).

O processo matematico que leva uma conjectura a assumir o status de verdade,
citado pela autora, é tdo complexo quanto o desenvolvimento cognitivo necessario para
acompanha-lo. Nossa reflexdo permitiu-nos concordar com Balacheff (1987) ao considerar
como uma das dificuldades presentes no processo de ensino e aprendizagem das
demonstragdes, o desenvolvimento cognitivo dos individuos. Demonstrar em Matematica
ndo se torna tarefa simples, requer um dominio de encadeamento simbdlico e raciocinio

dedutivo-argumentativo pertencentes ao desenvolvimento cognitivo de cada individuo.

Ao considerar a importancia do desenvolvimento cognitivo dos individuos para a
compreensdo e elaboragdo de uma demonstracgao, citamos De Villiers (2001) ao explicitar
sobre as importantes fungdes de uma demonstragédo, inclusive como meio de desafio

intelectual
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Para os matematicos a demonstracdo é um desafio intelectual que eles
acham apelativo como outras pessoas podem achar apelativos puzzles ou
outros passatempos ou esforcos. [...] Fazer demonstragdes poderia ser
também comparado com o desafio fisico de correr uma maratona ou
contemplar uma prova de triatlo, e a satisfacdo que se sente depois. Neste
sentido, a demonstracdo serve as fungdes de realizacdo e satisfacdo
pessoais (De VILLIERS, 2001, p.35).

Entrelacando o significado de prova e demonstracdo que adotaremos em nossa
pesquisa a partir desse ponto, resta—nos ainda definir o que estamos chamando, no decorrer
desse trabalho, de método axiomatico. Entendemos axiomatica — desenvolvida entre os
séculos XIX e XX — enquanto um campo de estudo dos conjuntos de postulados e suas
propriedades, segundo Eves (2004), o qual aponta dois fatores de fundamental importancia
para esse desenvolvimento: pesquisas que visavam encontrar um conjunto de postulados
aceitavel para a Geometria euclidiana e a descoberta de Geometrias ndo-euclidianas, que

fosse igualmente consistente.

O processo de demonstracdo apoia-se em premissas consideradas verdadeiras e
segue um encadeamento l6gico, como anteriormente observado. Considerando o tema
dessa pesquisa — Geometria Analitica — e a relacdo que se estabelece entre dois campos da
Matematica — Geometria e Algebra — tomamos como exemplo 0 modelo axiomatico

definido para a Geometria euclidiana e assim descrito por Gravina (2001):

Este modelo organiza-se em nocgOes e relagcBes primitivas, axiomas,
defini¢fes e teoremas. As nogdes e as relagcdes primitivas sdo aceitas
sem explicacdo e revestem-se de significados intuitivos, é assim que se
fala, inequivocamente, de pontos, retas, estar entre, ser igual a... [...]

Axiomas sdo 0s pressupostos aceitos como ponto de partida para a
construcdo do modelo, ndo cabendo questionamentos quanto a sua
veracidade. [...]

Definicbes sdo simples facilitadores na organizagdo do modelo,
encerrando, em expressao Unica, determinadas relagcdes geométricas. [...]

Teoremas sdo afirmacdes passiveis de demonstracdo, estando sua
veracidade garantida por um encadeamento de inferéncias logicas — a
argumentacdo légico-dedutiva — apoiadas na estrutura que da inicio ao
modelo, e nos teoremas que, similarmente, ja foram ai inseridos; [...]
(GRAVINA, 2001, p.58, grifo nosso).
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Estabelecemos, portanto, a conceituacdo dos termos que utilizaremos em nosso
trabalho e que foram adotados apds nossas reflexdes acerca das pesquisas consultadas
sobre a problematica envolvendo o ensino e a aprendizagem das demonstracbes em

Matematica.

Concluimos essa parte de nossa pesquisa relacionada a apresentacdo do referencial
tedrico que utilizaremos para fundamentar nossas analises. Consideramos que as relacoes
que estabeleceremos entre a tipologia de provas proposta por Balacheff (1987;1988), e a
organizacdo praxeoldgica proposta por Chevallard (1999), nos materiais didaticos em que
essas tarefas estdo representadas, trardo ao nosso trabalho indicios das escolhas dos autores
que poderdo confirmar nossas hipdteses iniciais de pesquisa.

3.4 Metodologia de Pesquisa

“Para se realizar uma pesquisa é preciso promover o confronto entre os
dados, as evidéncias, as informacGes coletadas sobre determinado
assunto e o conhecimento teorico acumulado a respeito dele.”

Ludke, M. André, M.E.D.A., 1986

Destacaremos alguns aspectos relacionados a pesquisa qualitativa em educacdo e ao

desenvolvimento metodoldgico de nossa pesquisa.

Ao desenvolver sua pesquisa, 0 pesquisador tem por objetivo buscar respostas para
fatos que Ihe parecam problematicos ou que, pelo menos, exijam aprofundamento teorico
permitindo-lhes aprimoramentos. Entendemos pesquisa no sentido atribuido por Padua

(2004) ao afirmar que, em um sentido amplo

[...] pesquisa é toda atividade voltada para a solucdo de problemas; como
atividade de busca, indagacéo, investigacao, inquiricdo da realidade, é a
atividade que vai nos permitir, no ambito da ciéncia, elaborar um
conhecimento, ou um conjunto de conhecimentos, que nos auxilie na
compreensdo desta realidade e nos oriente em nossas a¢des (PADUA,
2004, p.31).
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Entendemos que a pesquisa, enquanto atividade de busca pode utilizar-se de
recursos metodoldgicos diferenciados promovendo uma integracdo entre eles, tais como,
caracteristicas de pesquisa — qualitativa ou quantitativa — ou diferentes enfoques —

documental, bibliografico, estudo de caso — dentre outros.

Ao realizarmos uma pesquisa e definirmos qual o tema a ser estudado, podemos
escolher trabalhar com uma pesquisa com caracteristicas qualitativas ou quantitativas.
Segundo Bogdan e Biklen (1994), os dois tipos de pesquisa podem ser comparados em
varios aspectos — um exemplo sdo os objetivos, pois, enquanto a pesquisa qualitativa
busca: desenvolver conceitos sensiveis; descrever realidades multiplas; ter teorias
fundamentadas e desenvolver a compreensdo, a pesquisa quantitativa busca: testar teorias;

descrever estatisticamente; encontrar relacdes entre variaveis.

A classificacdo entre pesquisa qualitativa e quantitativa ndo separa propriamente
uma da outra. O pesquisador levanta dados numéricos e realiza tratamentos com esses
dados, porém, analisa-os qualitativamente. As pesquisas qualitativas apresentam

caracteristicas particulares, que nao devem ser entendidas como regras.

Segundo Bogdan e Biklen (1982, apud LUDKE e ANDRE 1986), ao discutirem o
conceito de pesquisa qualitativa apresentam cinco caracteristicas basicas que configuram

esse tipo de estudo, a saber:

1. A pesquisa qualitativa tem o ambiente natural como sua fonte direta
de dados e o pesquisador como seu principal instrumento.

2. Osdados coletados sdo predominantemente descritivos.
A preocupagdo com 0 processo € muito maior do que com o produto.

4. O “significado” que as pessoas ddo as coisas e a sua vida sdo focos
de atencdo especial pelo pesquisador.

5. Aanalise dos dados tende a seguir um processo indutivo (BOGDAN
E BIKLEN, 1982 apud LUDKE e ANDRE, 1986, pp.11-13).

A partir dessas caracteristicas basicas, segundo os autores, identificamos, no ambito
de nossa pesquisa, a presenga de pelo menos trés delas ao considerar: o “significado” que
as pessoas — em nosso caso, 0s autores dos materiais didaticos ddo as coisas — escolhas
feitas para a apresentacdo das tarefas a serem, por nos, analisadas — a posi¢do do

pesquisador como instrumento fundamental na pesquisa; a nossa preocupacdo voltada ao
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processo — organizagdo praxeoldgica — e ndo efetivamente ao produto — aprendizagem da
Geometria Analitica — apesar desses dois aspectos estarem intimamente relacionados no

processo de ensino e aprendizagem.

Ao definirmos em nossa pesquisa que tratariamos de um tema que se desenvolveu
no decorrer dos séculos— a demonstracdo — consideramos que deveriamos estuda-lo
historicamente e, especificamente no conteido Geometria Analitica, como ele estaria

representado em termos da organizacao praxeoldgica em materiais didaticos.

A partir desse momento, escolhemos que desenvolveriamos nossa pesquisa,
principalmente, por meio de uma analise documental. Consideramos o termo documento
no mesmo sentido da especificagio dada por Phillips (1974, apud LUDKE e ANDRE
1986, p.38) ao destacar que sdo considerados documentos “quaisquer materiais escritos

gue possam ser usados como fonte de informacéo sobre o comportamento humano.”

Segundo Guba e Lincoln (1981, apud LUDKE e ANDRE 1986, p.38) uma das
vantagens de se trabalhar com a pesquisa documental é considerar que uma fonte tdo
repleta de informacdes sobre a natureza do contexto nunca deve ser ignorada, quaisquer

gue sejam os outros métodos de investigacdo escolhidos.

Entendemos que, ao analisar materiais didaticos sob a luz de um referencial tedrico,
estaremos considerando as escolhas dos sujeitos (autores desses materiais) relevantes as
nossas analises. Esse fato vem corroborar a ideia de que esses mesmos documentos possam

ser analisados sob outro enfoque, evidenciando, assim, a riqueza de uma fonte documental.

Consideramos, entdo, que nosso trabalho caracteriza-se como uma pesquisa

qualitativa com enfoque documental.

Decidimos por analisar materiais didaticos referindo-nos as colegdes de livros
didaticos aprovadas pelo Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio (BRASIL,
2009) e ao material disponibilizado pela Secretaria da Educacdo do Estado de S&o Paulo
(SEESP) utilizado em toda a rede publica estadual a partir da Proposta Curricular de
Matematica (SAO PAULO, 2008). Esse material ndo se caracteriza por um livro didético,
pois sdo cadernos bimestrais que contemplam atividades referentes aos conteudos
abordados no bimestre (4 cadernos ao ano), portanto utilizamos o termo materiais

didaticos para abranger as colecdes de livros e esses cadernos.
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No intuito de analisar como os autores organizaram o estudo da praxeologia
Matematica referente & Geometria Analitica, especificamente a equacao da reta, realizamos
uma pesquisa qualitativa com enfoque documental. Para tanto, buscamos as pesquisas e
demais publicacbes no ambito da Educacdo Matematica que tratam desse assunto,
considerando tipos de provas, demonstra¢Ges, contedos em Geometria Analitica, e ainda,
trabalhos relacionados a anélise praxeoldgica, proposta por Chevallard.

Realizamos um breve estudo historico relativo aos aspectos do desenvolvimento do
raciocinio dedutivo, passando pelo estudo das demonstracbes como também pelas
diferenciagcbes dadas a esses dois termos — prova e demonstragdo — inclusive por
pesquisadores da Educacdo Matematica. Buscamos também os documentos oficiais da
Educacdo Brasileira: Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (BRASIL,
2002), PCN+ Ensino Médio (BRASIL, 2002), OrientacBes Curriculares para o Ensino
Médio (BRASIL, 2006) e Proposta Curricular de Matemética para o Ensino Médio (SAO
PAULO, 2008) que organizam os conteidos matematicos a serem contemplados na 32
série/EM, com o propdsito de analisar 0 que esses documentos sugerem a respeito do

trabalho com demonstra¢es em conteldos matematicos.

Considerando esse levantamento efetivado e a bagagem de conhecimentos que essa
busca nos proporcionou, realizamos as analises nos materiais didaticos selecionados, a
partir dos critérios estabelecidos. Amparados pelo referencial tedrico escolhido, tecemos

considerac@es a partir dos resultados encontrados.
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CAPITULO 4

GEOMETRIA ANALITICA - ESTUDO DO OBJETO MATEMATICO

“Espero que a posteridade me julgue com benevoléncia, ndo pelas coisas
que expliquei, mas também por aquelas que omiti intencionalmente para
deixar a outros o prazer da descoberta.”

René Descartes (1596-1650)

Este capitulo serd dedicado aos estudos relacionados & Geometria Analitica
perpassando suas origens, a introducdo no curriculo escolar brasileiro ao se tornar
disciplina nos cursos de licenciatura e a estrutura apresentada nos documentos oficiais de
educacdo. Apresentaremos ainda alguns aspectos relativos ao estudo da Geometria
Analitica enquanto objeto matematico, com énfase ao estudo da Equacdo da Reta, foco de

nossa pesquisa.

4.1 Estudo histérico

A Geometria Analitica ndo foi criada a partir de uma data exata, fixa, porém
historicamente sabemos que muitos processos evoluiram até que chegassemos aos moldes

que estudamos hoje.

Conhecemos as utilizagdes que o0s antigos egipcios faziam dos métodos
geométricos aplicados a agricultura e que muitos dos problemas encontrados no Papiro
Rhind® (aprox.1650 a.C.) eram geométricos e envolviam célculos de areas e volumes de

terras e gréos. Reportando-nos a Geometria grega, 0 marco fundamental foi a obra de

% Uma das fontes responséaveis por informagdes sobre o desenvolvimento da Matemética na antiguidade sdo
0s papiros egipcios encontrados datando de 1650 a 2000 a.C.. Segundo Boyer (1996, p.8) um desses
documentos, comprado em 1858 (séc.XIX) numa cidade a beira do Nilo por Henry Rhind, denominava-se
Papiro Ahmes, ficando também conhecido como Papiro Rhind. E um dos mais extensos documentos da
época antiga, contendo 5m de comprimento. Seu conteldo trazia problemas diversos de calculo, aritmética,
Geometria e trigonometria, revelando varios aspectos da Matematica egipcia.
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Euclides (300 a.C.), os Elementos, a qual ap6s Tales de Mileto, considerado o precursor de
descobertas Mateméticas (EVES, p.95), organizou a Geometria formalmente, como ja

discorremos no capitulo anterior.

No século XIllII, citamos os estudos e contribuicdes de Leonardo Fibonacci que,
dentre tantos temas desenvolveu trabalhos sobre Geometria e trigonometria — Practica
Geometriae (1220) — obedecendo ao rigor matematico de Euclides. Chegamos, abreviando
nosso caminhar, ao século XIV em que encontramos o matematico francés Nicole Oresme
(1323-1382, séc.X1V), considerado de fundamental importancia para o desenvolvimento da

Geometria Analitica, visto que

Num de seus opusculos [..] ele faz a localizacdo de pontos por
coordenadas, antecipando assim a Geometria Analitica. Um século mais
tarde, esse Ultimo trabalho mereceria varias edicbes e € possivel que
tenha influenciado matematicos do Renascimento, e até mesmo Descartes
(EVES, 2004, p.295).

Muito antes de René Descartes, Nicole Oresme ja estudava a questdo da
quantificagdo das “formas variaveis”, englobando a velocidade de objetos moveis e a
variacdo de temperatura, de ponto a ponto, com a preocupacdo de como representa-las.
Oresme, por volta de 1361, teve a sensibilidade de pensar na representacdo da variacdo das
“formas” por meio de uma figura ou grafico que explicitasse tal variagdo. Por meio dessa
percepcao surgiu 0 que chamamos hoje de representacdo grafica de fungdes. A novidade
estabelecida, na época, era a da possibilidade de representar graficamente uma quantidade

variavel.

O sistema ortogonal utilizado por Oresme, para apresentar a dependéncia entre as
quantidades, assemelha-se ao que chamamos, hoje, de Sistema Cartesiano Ortogonal pelo

uso das coordenadas e eixos horizontais e verticais. Oresme interpretava que

Tudo o que é mensuravel, [...] é imagindvel na forma de quantidade
continua; por isso ele tragou um grafico velocidade-tempo para um corpo
gue se move com aceleracdo constante. Ao longo de uma reta horizontal
ele marcou pontos representando instantes de tempo (ou longitudes), e
para cada instante ele tragou perpendicularmente a reta de longitudes um
segmento de reta (latitude) cujo comprimento representava a velocidade
(BOYER, 1996, p.181, grifo nosso).
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A representacdo grafica dessa relagdo originou um tridngulo retangulo, revelando a
distancia percorrida pelo corpo (como mostra a figura 8) que, segundo Boyer (1996),

confirmou posteriormente as observacdes de Galileu sobre corpos que caem.

[...] as distancias estéo entre si como 0s nUmeros impares; e como a soma
dos n primeiros nimeros impares consecutivos € o quadrado de n, a
distancia total percorrida varia como o quadrado do tempo (BOYER,
1996, p.181).

Figura 8 — Gréfico velocidade-tempo, segundo Nicole Oresme, séc.XIV (BOYER,1996, p.181)

As contribuicbes de Nicole Oresme a Geometria Analitica, pelo uso das
coordenadas e, segundo alguns historiadores, pela primeira manifestacdo explicita da
equacdo da reta (BOYER, p.383) a partir da construcdo grafica, podem ter influenciado

matematicos em seus desenvolvimentos posteriores, inclusive Descartes.

A Geometria Analitica entendida como tratamento algébrico de problemas
geométricos ou vice-versa, tornou-se possivel a partir dos desenvolvimentos algébricos
ocorridos, principalmente, nos séculos XV e XVI pelas contribui¢cbes de Rudolff, Stifel,
Viéte, dentre outros. Considera-se, talvez por isso, que René Descartes (1596-1650) trouxe
a Geometria Analitica o desenvolvimento que ndo foi possivel na época de Oresme, ao que
concerne a simbologia algébrica necessaria. Entretanto, simultaneamente a Descartes,
desenvolviam-se trabalhos relativos a Geometria Analitica pelo também matematico
francés Pierre de Fermat (1601-1665). Os moldes da Geometria Analitica como a

conhecemos hoje, se devem principalmente, a esses dois grandes matematicos.

Segundo Eves (2004), os trabalhos de Fermat em 1636 ja tratavam da equacéo geral
da reta e da circunferéncia como ainda, discussdes a respeito de hipérboles, elipses e

pardbolas. Fermat preocupava-se inicialmente com o estudo analitico das curvas para,
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posteriormente, estudar as posi¢cdes ocupadas por elas, geometricamente. Essa idéia ia de
encontro a visdo de Descartes, que estudava inicialmente o lugar geométrico e entdo

buscava a equacdo correspondente.

Os trabalhos desenvolvidos por René Descartes tém em sua obra Discours de la
Méthode pour Bien Conduire sa Raison et Chercher la Vérité dans lés Sciences (1637)
(Discurso do Método para Bem Conduzir a Razéo e Procurar a Verdade nas Ciéncias), um
tratado filosofico, sua obra-prima. Esse trabalho apresentava trés apéndices: La dioptrique, Les
météores e La geométrie, sendo esse Ultimo, portador de suas contribuicdes a Geometria
Analitica. Descartes trazia, em suas ideias, um real avanco as ideias gregas ao relacionar
algébrica e geometricamente duas varidveis, representando assim a aritmetizacdo da

Geometria. Uma dessas ideias € assim apresentada, segundo Eves (2004):

Para 0s gregos, uma variavel correspondia ao comprimento de um
segmento, o produto de duas varidveis a area de algum retangulo e o
produto de trés varidveis ao volume de algum paralelepipedo retangulo. Os
gregos ndo iam além disso. Para Descartes, por outro lado, x2 ndo sugeria
uma area, antes porém o quarto termo da propor¢do 1:x=x:x?, suscetivel de
ser representado por um segmento de reta facil de construir quando se
conhece X. Usando-se um segmento unitario € possivel, dessa maneira,
representar qualquer poténcia de uma variavel, ou um produto de variaveis,
por meio de um segmento de reta e entdo, quando se atribuem valores a
essas variaveis, construir efetivamente o segmento de reta com o0s
instrumentos euclidianos. [..] Descartes, na primeira parte de La
géométrie, marcava X num eixo dado e entdo um comprimento y, formando
um angulo fixo com esse eixo, com o objetivo de construir pontos cujo x e
cujo y satisfizessem uma relacéo dada (EVES, 2004, p.384).

Figura 9 — Representacdo de um produto de variaveis por segmentos de reta, segundo Descartes, 1637 (EVES, 2004,
p.385)
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Interessante observar, pela figura apresentada, e pelo que cita Eves (2004) que em
nenhum momento da obra de Descartes aparecem explicitos os eixos coordenados, a
ortogonalidade entre eles, como ainda, um desenvolvimento sistematico que possa ser
considerado como um método analitico. Segundo o autor, “o texto foi escrito
intencionalmente de maneira obscura e como resultado era dificil de ler, o que limitava
muito a divulgac&o de seu contetdo. ” (EVES, 2004, p.388). Tal fato daria, mesmo antes de
sua morte, muito trabalho aos matematicos geracdes por geracfes. Contudo, no que diz
respeito a linguagem simbolica, Boyer (1996, p.232) menciona que a Algebra formal
atingiu seu auge na obra de Descartes, o qual adotou como simbologia “o uso de letras do
comeco do alfabeto para parametros e das do fim como incognitas, [...] 0 uso dos simbolos
germanicos + e — ”, fizeram com que atualmente, usassemos a mesma notacdo, pois

apoiamo-nos em seus trabalhos.

Segundo Boyer (1996), em toda a obra de Descartes — La géométrie — ndo ha a
menc¢édo da construcdo de curvas a partir de suas equacdes. A forma de apresentacdo da
Geometria Analitica como a concebemos hoje surgiu, aproximadamente, um século apos a
divulgacdo do trabalho de Descartes, por meio de sucessivas traducdes e interpretacdes,
entretanto, a nomenclatura coordenadas, abscissas e ordenadas que utilizamos atualmente

foi contribuicdo de Leibniz, em 1692.

A andlise, ferramenta Matematica importante que auxiliou o desenvolvimento do
estudo das funcdes e das séries infinitas, a partir de Newton, Leibniz e Euler, aplicou-se
também a Geometria, entdo “analitica”, ap0s 0s trabalhos de Descartes. Segundo Lacroix
(1798, apud SILVA, C., 1999, p.71) “o trabalho de Descartes serviu como ponto de
partida, mas foi somente no seculo XVIII, que os matematicos comegaram a analisar as

curvas a partir das equacdes gerais a duas incognitas.” (grifo nosso).

Silva, C (1999) relata que a Geometria Analitica no Brasil, a partir de 1812
(séc.XIX), data da primeira traducdo da Geometria Analitica de Lacroix por Jose Victorino
de Santos Souza®*, passou a fazer parte dos cursos ministrados pela Real Academia Militar

do Rio de Janeiro, a partir da utilizacdo dos livros-texto desse autor que foram

24 Segundo Silva, C. (1999) José Victorino dos Santos e Souza, formou-se em Matematica e foi docente da
Real Academia Militar do Rio de Janeiro, traduziu varias obras francesas que eram usadas pelos alunos da
Academia, com suas contribuicdes em muitas delas. Veio a falecer em 1852, no Rio de Janeiro.
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considerados “como os mais adequados para o ensino, e, por muitos anos, eles foram os

mais recomendados e utilizados na escola.” (SILVA, C., 1999, p.82).

A partir dessa data, a Geometria Analitica passou a fazer parte dos curriculos, na
educacdo brasileira, com influéncia da escola francesa por adotar os livros-texto de

Lacroix. Segundo a autora

[...] pode-se afirmar que o ensino da Geometria Analitica, no Brasil, no
século XIX, orientado pelos mesmos autores de livros-texto recomendados
nos demais paises, ndo diferia substancialmente do ensino dessa disciplina
nos outros paises, como, por exemplo, Franca, Alemanha e Estados Unidos
(SILVA, C., 1999, p.94).

Entendemos que a Geometria Analitica presente nos curriculos atuais ainda traga
resquicios dessa influéncia francesa. Silva (1999) relata que algumas traducGes ja
incorporaram contribuicdes dadas pelos proprios tradutores dos textos originais franceses.
Lacroix concebia a Geometria Analitica com duplo enfoque: como “um meio de combinar
0s teoremas da Geometria e como um meio geral de deduzir as propriedades a partir de um

menor niumero de principios” (SILVA, C., 1999, p.71).

4.2 Estudo do objeto — A equacdo da reta

Nosso objeto de estudo nessa pesquisa € a equacdo da reta ou, especificamente, a
analise sobre as organizacOes praxeoldgicas propostas pelos autores dos materiais

didaticos, para o estudo da equacéo da reta.

Como ja discorremos em 4.1., a Geometria Analitica pensada pelos matematicos
em sua origem, visava um tratamento algébrico a problemas geométricos. Consideramos o
estudo da equacdo da reta ndo isoladamente, visto que apoia-se em conceitos preliminares

para que possa estabelecer-se como objeto de estudo.

Antecedendo o estudo sobre a equacdo da reta, hd conceitos geométricos e
algébricos que devem ser contemplados, como suporte ao estudo “final”. Considerando os
dois pontos de vista que foram apresentados sobre o desenvolvimento da Geometria

Analitica, segundo Descartes (geometrico) e Fermat (algébrico), pontuamos o0s conceitos
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matematicos que julgamos necessarios a ambos, e que devam ser contemplados pelos
estudos iniciais: coordenadas na reta, coordenadas no plano, segmentos de reta no plano,
ponto médio de um segmento, distancia entre dois pontos, condi¢do para alinhamento de

trés pontos e equacOes da reta.

O estudo desses contetdos contempla a demonstragdo de alguns teoremas,
construcdes geométricas no plano e representacdo algébrica de entes geométricos, que
caracterizam o estudo da Geometria Analitica. Discorreremos brevemente sobre esses

conceitos que entendemos constituintes do estudo do objeto matematico.

Em relagcdo ao estudo da reta, existem quatro tipos principais de equagdes que

definem retas em um plano: equacédo geral da reta ax+by+c =0, coma,b,c e R,a=0ou

b= 0; equacdo reduzida da reta y=ax+b, com a, be R, a=0; equacdo paramétrica

i+X:1, com p,q eR*, e equacdo segmentéria da reta x = f(t) e y = f(t). Em nosso
q

p
trabalho, nosso olhar estard voltado aos estudos sobre equacdo geral da reta, por

entendermos que dela podem ser deduzidas as demais.

Nos paragrafos a seguir apresentaremos teoremas e propriedades que definem

alguns objetos de estudo da Geometria Analitica.

Segundo Lima, E. (2008, p.3) “a nogdo de distancia permite introduzir coordenadas
sobre uma reta, ou seja, representar os pontos da reta por meio de numeros reais”,
subsidiando o entendimento das representacbes das figuras geométricas no Plano
Cartesiano, por uma interpretacdo algébrica.

Def.: Dados os pontos A, B quaisquer, 0 comprimento do segmento de reta AB chama-se

distancia entre os pontos A e B.

A distancia entre os pontos A e B é dada pela diferenga, em modulo, das abscissas de A e
de B.

d(A B) =|x, —Xg|

Denotamos d(A,B) ou AB como indicacdo da distancia por meio de um namero real.
Observa-se que d(A,B) = d(B,A)



100

[lustramos o apresentado por Lima (2008) pela Figura 10.

A B
| | S

|xA | xB

Figura 10 — Representacéo da distancia entre os pontos A e B nareta s

A partir do conceito de distancia e definindo a reta como um eixo orientado,
considerando uma orientacdo de percurso sobre ela e a instituicdo de um ponto de origem
para esse percurso, o ponto O fica determinado o sentido positivo ou negativo em relagéo a

€SSe percurso.

O proximo conteudo a ser estudado diz respeito ao estabelecimento das
coordenadas no plano cartesiano. No plano, o sistema de coordenadas utiliza duas retas ou,
eixos orientados, para a determinacdo das coordenadas, estabelecendo-se um ponto de
origem comum, que é o ponto O de coordenadas (0,0). A nomenclatura abscissa e
ordenada — definidas por Leibniz — ficam determinadas pelos eixos OX (abscissa) e OY

(ordenada) representados ortogonalmente.

Y 4

Figura 11 — Sistema de coordenadas cartesianas (LIMA, E., 2008, p.8)

A posicdo ortogonal entre os eixos caracteriza a representacdo dos pontos pela
indicacdo numérica de um par ordenado (x,y) em duas dimensdes, R”. Essa representacao
permite que seja estabelecida uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano e o

conjunto de pares ordenados (x,y), definida pelo seguinte teorema:
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Teorema: Entre o conjunto dos pontos P do plano cartesiano e o conjunto dos pares ordenados

(X,, Y, ) de ntmeros reais existe uma correspondéncia biunivoca.

A demonstracdo desse teorema é assim realizada, segundo lezzi (1993):

12 parte

As defini¢bes dadas anteriormente indicam que a todo ponto P, P € ¢, corresponde um

anico par de pontos ( P, P,) sobre os eixos x e y respectivamente e, portanto, um

Unico par ordenado de nameros reais ( Xo1 Yo ) tais que Xy = O_P ey, = O_F’z
Esquema:P —» (P,R,) —» (X, Yp)
28, parte
Dado o par ordenado de nimeros reais (xp,yp), existem P, € Xe P, € ytais que
OP, =x, e OP, =y,
Se construirmos X // X por P, e y //'y por P,, essas retas véo concorrer em P.

Assim, a todo par ( Xo1 Yo ) corresponde um Gnico ponto P, P € ¢ .

Esquema: (X,,Y,) —» (P,R) — P

O estudo das coordenadas no plano cartesiano abrange conceitos subjacentes,
inclusive as posi¢Oes que esses pontos podem ocupar em relagdo ao sistema. O plano
cartesiano fica dividido em quatro regides angulares pela posi¢do ortogonal dos eixos x e
y, denominadas quadrantes. Os quadrantes obedecem ao sentido anti-horério de
posicionamento, portanto, as posi¢des que 0s pontos ocupam em cada uma dessas regides
apresentam caracteristicas especificas, conforme ilustra a Figura 12 apresentada por Lima

(2008), mas também presente na maior parte dos livros que tratam desse objeto.
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Va
P,
2’ quadrante Y, $---------q |° quadrante
p |
‘e 4y,
|
X4 | X4
—e > > P
; X2 Ol Xl ' X
A { o
P
K T *p 4
’ 1
3" quadrante " 4 quadrante

Figura 12 — Coordenadas cartesianas e quadrantes do plano (LIMA, E., 2008, p.10)

Os pontos pertencentes aos quadrantes, obedecem as seguintes propriedades:

PE I quadrante «> x, 20 ¢ y, 2 0
P € 20 quadrante <> x, <0 ¢ y, 20
P € 37 quadrante «» x, <0 ¢ y, <0
P € 4 quadrante «» x, 20 ¢ y, <0

Figura 13 — Posicéo de um ponto em relacéo ao sistema (IEZZI, 1993, p.3)

Ainda em relacdo a pontos pertencentes aos quadrantes do plano, da-se destaque
aqueles que pertencam as bissetrizes dos quadrantes pares e impares, também denominadas
de diagonais do plano. O 1°. e o 3° quadrantes sdo denominados quadrantes impares e 0 2°.
e 0 4°, quadrantes pares. Os pontos pertencentes a esses quadrantes obedecem as seguintes
propriedades, segundo (IEZZI, 1993):
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Seja s a bissetriz dos quadrantes impares e r a bissetriz dos quadrantes pares.
Sejaumponto P (X,,, Y ).

Temos:

12.propriedade:

Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes impares se, e somente se, tiver coordenadas

iguais.

Pesex, =y,

A bissetriz S é o conjunto dos pontos de coordenadas iguais.
28, propriedade:

Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes pares se, e somente se, tiver coordenadas

simétricas.

Perex, =-y,

A bissetriz I' € 0 conjunto dos pontos de coordenadas simétricas.

Figura 14 — Bissetrizes no Plano Cartesiano (LIMA, E., 2008, p.11, adaptado pela autora)

Ao estudar os segmentos de reta no plano, passamos pelas definigdes de ponto
médio de um segmento e distancia entre dois pontos. Tais defini¢cbes sdo apresentadas por

meio de teoremas e propriedades.

Definimos ponto médio de um segmento de reta, segundo Smole (2005, p.33)
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Teorema
Quaisquer que sejam os pontos P( Xps yp) e Q(Xq,Yo) se M(Xy,Yu) é 0 ponto médio

de PQ, entdo, é a média aritmética das abscissas de P e Q e Y,, é a média

aritmética das ordenadas de P e Q.

Demonstragédo

Dados dois pontos P( Xp ) yp Je Q( X9 Yo ), seja M( Xy, , Yy, ) 0 ponto médio de PQ .

Supondo-se ndo paralelo aos eixos (x ou y) e, sendo M ponto médio de PQ, entdo
PM=MQ.

Pelo Teorema de Tales, a abscissa Xy, € equidistante de X, e X5, ou seja, X, € a meédia

aritmética de Xp e. X,

Analogamente, desenvolvemos o mesmo raciocinio para Y, .
Assim, podemos formular que:

C XptXg

Xm 5 € Ym 5

Figura 15 — Representacdo do Ponto Médio de um segmento de reta (SMOLE, 2005, p.33)

Definido ponto médio de um segmento, o préximo topico a ser estudado é calculo
da distancia entre dois pontos. Essa formula tem muitas aplica¢fes na Geometria Analitica.
Em relagdo a distdncia entre dois pontos no plano, enunciamos 0 seguinte teorema,
segundo (LEITHOLD, 1982, p.20):
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Teorema

Quaisquer que sejam P(X,, Y ) e Q(Xq,Yq) no plano cartesiano, a distancia entre eles é

dada por:

| deg =4/ (%g = Xp)? + (Yo — Yo )*

As barras de valor absoluto sdo usadas para evidenciar que o resultado obtido representa o

comprimento entre dois pontos, portanto um nimero ndo-negativo.

Demonstragéo

Sejam os pontos P (Xp, yp) e Q(Xq,Yq) dois pontos quaisquer localizados no plano

cartesiano. A distancia entre os pontos P e Q fica denotada por PQ e pode ser

calculada, considerando-se trés casos:

1°. Caso: se Xp # Xg € Yp = Yq, entéo:

IdPQ |: \/(XQ _XP)

yp=yQ |.F Q

[\

Figura 16 — Distancia entre dois pontos quando X, # XQ e Yp = yQ (autoria prépria)

2°.caso: se Xp = X € Yp # Y, entdo:

‘dPQ‘ :\/(YP - yQ)



y A
17 S P P
yQ | . |Q
O xP=xQ X

Figura 17 — Distancia entre dois pontos quando X, = Xo e ¥Yp #Yq (autoria propria)
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3°. Caso: se Xp # Xg € Yp # Yqg ., 0u seja, 0s segmentos PQ ndo sdo paralelos ao eixo x

nem ao eixoy.

Temos:
[dow| = X = |

o] = xo = x|

‘dPQ‘ — comprimento da hipotenusa do tridngulo PMQ.

|dou| = comprimento da hipotenusa do triangulo MPQ.

O xP xQ=xM

O xP=xQ xM

>N

Figura 18 — Distancia entre dois pontos quando PQ e QM n&o paralelos a Ox e Oy (autoria propria)
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Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo PMQ, temos:

‘dPQ‘Z :|XM _XP|2 +‘yQ _yM‘Z :‘dPQ‘ :\/(XM _XP)2 +(yQ _yM)2 .

Ficam assim contemplados 0s casos principais nos quais podemos representar a
distancia entre dois pontos. As demais representac¢Ges recorrem as formulas aqui expostas.

No caminho para o estudo da equacdo da reta ainda consideramos a possibilidade
de trés pontos estarem alinhados pertencendo, assim, a mesma reta. Esse alinhamento é
definido por meio de um teorema que estabelece tal condigdo. Apresentamos a

demonstracdo segundo lezzi (1993, p.20, com adaptacGes da autora).

Teorema
Trés pontos A(X, Y;), B(X,,Y,) e C(X;,Y;) sdo colineares se, e somente se, suas

coordenadas verificam a igualdade:

(Xz - X1)(y3 - yz) = (Xs - Xz)(Yz - y1)

O x1 x2 x3 X

Figura 19 — Alinhamento de trés pontos — (autoria propria)

12, parte

Hipdtese Tese

A, B, C colineares = (X, =X)(Y5 = ¥,) = (X3 = X,)(Y, — V1)
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Demonstragdo

Pode ocorrer uma das seguintes trés situacdes:

12)) dois dos pontos distintos coincidem (A = B, por exemplo).

22)) os trés pontos sdo distintos e pertencem a uma reta paralela a um dos eixos (Ox ou Qy).
3%) os trés pontos sdo distintos e pertencem a uma reta ndo paralela a Ox nem a Qy.

Demonstraremos aqui a (32.) situacao.

. . AB
Neste caso, seja I a razdio — . Temos:
BC
r:XZ_Xl e r:yz_yl
X3 — X, Ys =Y,
X, — X —
e dai 275 _ Y2 decorre que:
Yo=Y Ys =Y
(Xz - X1)(Y3 - yz) = (Xs - Xz)(yz - yl)
28 Parte: Validade da Reciproca
Hipdtese Tese
(X =% )(Y3 = ¥2) = (X3 =X )(Y2 — Y1) = A, B, C colineares

Demonstragédo

Pode ocorrer uma das seguintes trés situagdes:
12) X; —X, =0 (ou seja, X, = X;)

22) Y, —Y, =0 (ouseja, y, -y, =0)

3?) X;—X, #0 e y, -y, #0

Como na etapa anterior, demonstraremos aqui a (32.) situagéo.

Neste caso, resulta da hipétese que:

(X =% )(Y3 —¥,) =(X; —%,) # 0

e dai vem:

X, =X — Yo=Y
X3 =X, Ys— Y2




109

Entdo os tridngulos ABD e BCE sdo retdngulos e tém lados proporcionais, logo sdo
semelhantes. Por isso temos « = [ e resulta que os pontos A, B, C estdo

alinhados.

Yip---

Figura 20 — Alinhamento de trés pontos por semelhanga de tridngulos (IEZZI, 1993, p.22)

Pode-se considerar ainda, que a condi¢do para alinhamento de trés pontos
(Xz - Xl)(y3 - yz) = (X3 - Xz)(yz - yl)

possa ser expressa pelo determinante, ou seja:

O =x) (=)= =%)(~y) =0
XY = 3G~ XYy + XYy T XYy + Ky, + 3 Ky, = 0

(Y = ¥) = Y% = %) + (%9 = %y) = 0

X, ¥, |
X y: ] = 0
X; ¥y |

Figura 21 — Condic¢do para alinhamento de trés pontos expressa por determinante nulo (IEZZI, 1993, p.22)

Caso os pontos A, B, C, ndo fossem colineares existiria a area do tridngulo ABC

1 N . .
como > ID| e D néo seria nulo, o que contraria D = 0.

Como ultimo topico a ser apresentado neste capitulo, estudaremos a equacao geral
da reta definida via teorema e deixaremos como indicagdo suas outras formas de
representacdo: forma reduzida, segmentaria e parameétrica. Faremos essa demonstracao

apoiando-nos em lezzi (1993).
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Reta: Equacéo geral
Teorema

A toda reta r do plano cartesiano esta associada a0 menos uma equacao da forma ax + by
+c = 0 em que a, b, ¢ sdo nimeros reais, a = 0 ou b = 0, e (X, y) representa um

ponto genéricoder .
Demonstragéo
Sejam Q(X;, ;) e R(X,,Y,) dois pontos distintos do plano cartesiano. Isto significa que

X1y Y11 X5, Y,, sd0 nimeros reais (constantes) conhecidos.

Seja r a reta definida pelos pontos Q e R. Se P(x,y) € um ponto que percorre r, entdo x e y

sdo variaveis. Como P, Q, R séo colineares, temos necessariamente:

X Yy
X Y =0
X, Y

Figura 22 — Representagdo P, Q, R, colineares e r determinada por ax + by + ¢ = 0 (IEZZI, 1993, p.28)

Desenvolvendo esse determinante pela regra de Laplace, temos:

Y1
_y.
Y, j‘

(yl_yz)'x+(xz_xl)'y"'(xlyz _X2y1):O

X Y
X, Y2

X- =0

Fazendo Yy, —Y, =a, X, — X, =be X Y, —X,Y, =C, decorre que as coordenadas
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(x, y) do ponto P e r devem verificar a equagdo ax +by +c =0, chamada equagéo

geral der.

Convem ressaltar as seguintes observaces relativas ao teorema da equacao da reta:

1°) Ficou provado que toda reta (por mais “‘esquisita’” que seja sua posi-
¢40) tem equacdo geral.

2°) Convém notar que a mesma reta admite varias (infinitas) equagdes
gerais pois, se usarmos Q’(x], y7) € R’(x}, y;) para definirmos r, com Q" # Q
e R’ # R, obteremos provavelmente uma outra equagdo: @'x + b’y + ¢ = 0.
Veremos, no item 39, que &’x + b’y + ¢ = 0 ¢, entretanto, equivalente a
ax + by + ¢ = 0.

Isso significa que a toda reta r do plano cartesiano est4 associado um con-
junto de equagdes equivalentes entre si.

3°) Os coeficientes a ¢ b ndo podem ser simultaneamente nulos, pois:

a=0 = y~y,=0 = y =y
b=0 = x,~%x, =0 = x, =X,

¢ Q # R por hipbtese.

}‘Q:R

Figura 23 — Consequéncias do teorema da equacéo geral da reta (IEZZI, 1993, p.29)

A reta também pode ser representada por sua equacdo geral na forma reduzida,

segmentaria e paramétrica. Ater-nos-emos aqui a apresentar estas outras formas, porém
sem as devidas demonstracoes.

e Forma reduzida: Dada a equacdo geral da reta s, ax + by + ¢ = 0, se b+0, temos:

by =—ax-c= y—(—EJXJr(—Ej
b b)
Fazendo (— Ej =me (— Ej =(q, temos;
b b

y =mx+q
denominada equacéo reduzida da reta a qual expressa y em funcao de Xx.
e Forma segmentaria: Considera-se a equacéo da reta que intercepta o0s eixos

cartesianos nos pontos Q(0,q) e P(p,0), distintos.

1+X:1

P qQ
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e Forma paramétrica: Considera-se as equacOes que dao as coordenadas (x,y) de

um ponto qualquer da reta em funcdo de uma terceira variavel t:

x=f(t)e y="1,(1)

Ao apresentarmos a definicdo para 0s conceitos que julgamos importantes,
precedentes ao estudo da equacdo da reta, queremos resgatar o estudo dos objetos
matematicos por meio de sua organizacdo formal, amparando-nos de certo modo, as
comparagOes que podemos estabelecer nos materiais didaticos que analisaremos. Uma de
nossas hipdteses de pesquisa € que 0s termos: propriedade, axioma, teorema,
demonstracdo e prova ndo sdo explicitados nos materiais didaticos disponiveis.
Consideramos essa questdo pertinente de analise pela importancia desses termos na
organizacdo do sistema dedutivo. Pela exposicdo dos teoremas acreditamos que teremos

parametros para realizar tal analise.

4.3 Documentos Oficiais da Educacéo Brasileira para o Ensino Médio

Ao definirmos em nosso tema de estudo analisar as organizacdes praxeoldgicas
apresentadas em materiais didaticos, entre eles, a Proposta Curricular de Matematica (SAO
PAULO, 2008), por meio do Caderno do Professor e do Aluno (3* série/ EM, 2009)%,
sobre o contelido Equacdo da Reta em Geometria Analitica Plana, decidimos por realizar
um levantamento a respeito dos principais documentos oficiais da educacao brasileira que

organizam os contetdos a serem abordados no ensino médio.

Em ambito nacional destacamos os seguintes documentos: Parametros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio (BRASIL, 2002), PCN+ Ensino Médio (BRASIL, 2002),
Orientagfes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006) e, regionalmente, a
Proposta Curricular de Matemética para o Ensino Médio (SAO PAULO, 2008). Entre os

% Convém registrar que pela Proposta da Secretaria da Educagdo do Estado de Sdo Paulo, a partir da
Proposta de 2008, o professor recebe um material de apoio pedagogico — Caderno do Professor — abordando
0s conteudos a serem contemplados no bimestre (4 cadernos no decorrer do ano letivo) e o aluno também
recebe o seu material, denominado Caderno do Aluno, com adaptaces em relacdo ao material do professor.
No material docente ha orientacdes tedricas e sugestdes de abordagens metodoldgicas sobre os contelidos
matematicos a serem ensinados, enquanto no material discente ha somente a apresentacdo dos exercicios
propostos para cada tema.
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documentos de apoio citamos: Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio
(BRASIL, 2005/2009) e Caderno do Professor e Caderno do Aluno — Matematica — Ensino
Médio, 32, série — 1°. Bimestre (SAO PAULO, 2009).

Nosso intuito ao realizar esse levantamento é o de analisar como os contetdos
matematicos estdo organizados, para o Ensino Médio, dos anos 90 até 2008, ano da
implementacdo da Proposta Curricular de Matematica do Estado de S&o Paulo (2008).
Consideramos esse periodo baseando-nos nos estudos realizados por Carlovich (2005), ao
pesquisar a Geometria Dedutiva em livros didaticos das Escolas Publicas do Estado de Sao

Paulo para 3°. e 4°. Ciclos do Ensino Fundamental em épocas distintas. Segundo a autora

[...] identificamos nos ultimos dez anos uma mudanga significativa na
historia da Educagdo Matematica brasileira, [...] — a implantagdo do
Programa Nacional de Livros Didaticos (PNLD), em 1995 — e vamos
analisar colec@es de livros didaticos num periodo anterior e num posterior a
essa mudanca. O periodo anterior escolhido é o inicio dos anos 1990,
influenciado pelo declinio da influéncia do Movimento da Matemética
Moderna no Brasil e suas criticas e pela Didatica da Matematica. O periodo
posterior escolhido é o inicio dos anos 2000, influenciado pelo PNLD,
pelos estudos em Educacdo Matematica e também pelos Parametros
Curriculares Nacionais — PCN (1998) (CARLOVICH, 2005, pp.28-29).

Ficou evidenciado, segundo a autora, nesse periodo de 1990 a 2005 (época de sua
pesquisa) mudancas significativas nos livros didaticos a partir da implementacdo dos
programas destacados, portanto consideramos os fatos acima apresentados pela autora,

justificativas para o periodo por nés escolhido.

Consideramos para a organizacdo dos contelidos matematicos a parte destinada a
Geometria Analitica, tema de estudo em nossa pesquisa, com a preocupacgéo de verificar a

ocorréncia de mudancas no contedo proposto.

Com tal finalidade, levantamos as seguintes questdes para nortear, especificamente,

o levantamento desses documentos:

e Quais os contetdos de Geometria Analitica Plana que estdo contemplados, no
Ensino Meédio, pelas Propostas Curriculares de Matematica de 1990 até 2008,

na Educacdo Brasileira?

e Quais os objetivos dos conteudos de Geometria Analitica Plana contemplados

por essas Propostas?
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Discorreremos a seguir sobre os objetivos e blocos tematicos de cada um desses
documentos, porém os conteudos propostos para Geometria Analitica serdo apresentados

no quadro sintético que elaboramos para esse fim.

Nosso levantamento apontou que a Proposta Curricular para o Ensino de
Matematica — 2°. Grau — do Estado de S&o Paulo (SAO PAULO, 1992), era a que estava
em vigor antes da elaboracdo dos Pardmetros Curriculares Nacionais para 0 Ensino Médio
(BRASIL, 2000). Cabe destacar que essa Proposta (SAO PAULO, 1992) foi elaborada a
partir das mudangas ocorridas na grade curricular do 2° Grau pela retirada da
obrigatoriedade do ensino profissionalizante (Lei 7044/82). Nesta Proposta o contetido
Geometria Analitica Plana aparece na 32 série/ EM com o objetivo de tratar algebricamente

conceitos e propriedades da Geometria Plana.

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (BRASIL, 2002)
vieram substituir a Proposta (SAO PAULO, 1992), porém deliberaram sobre a parte
comum e especifica dos curriculos de Matematica no pais. Os temas estruturadores séo

discutidos nas OrientacGes Educacionais Complementares — PCN+ (BRASIL, 2002).

Nesse documento (BRASIL, 2002) os contedos matematicos sao divididos em trés
temas estruturadores: Algebra: Numeros e FuncBes; Geometria e Medidas; Anélise de
dados. A Geometria Analitica Plana estd presente no bloco de Geometria e Medidas.
Dispde que os contetdos em Geometria Analitica ttm como funcéo tratar algebricamente
as propriedades e os elementos geométricos, para propiciar aos alunos condicdes de

observar que um mesmo problema pode ser tratado por diferentes objetos matematicos.

As Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006) constituiu-se
como um documento auxiliar a implementacdo do PCN+ (BRASIL, 2002) e foi elaborada
pela Secretaria Nacional da Educagdo Bésica com a intencdo de apresentar um conjunto de
reflexdes que alimente a pratica docente (BRASIL, 2002, p.8), sendo encaminhada aos
professores do Ensino Médio do pais. Esse documento (BRASIL, 2006) apresenta 0s
conteldos matematicos organizados em quatro blocos tematicos. A Geometria Analitica
Plana, nesse documento, aparece no bloco da Geometria, permitindo a articulacdo entre
Geometria e Algebra. No estudo da Equacgio da Reta e do Circulo, a recomendacéo é que

essas equacOes sejam deduzidas, desenvolva-se o raciocinio-l6gico matematico e néo
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somente as apresentem, “para que assim se tornem significativas, em especial quanto ao

sentido geométrico de seus parametros.” (BRASIL, 2006, p.77).

No documento oficial da Educacfo para o Estado de S&o Paulo (SAO PAULO,
2008), por meio da Proposta Curricular de Matematica, é proposto um curriculo para 0s
niveis de ensino Fundamental Il e Médio, procurando garantir a todos uma base comum de
conhecimentos e competéncias, para que as escolas estaduais funcionem de fato como uma

rede. Essa Proposta apresenta como principios centrais:

[...] a escola que aprende, o curriculo como espago de cultura, as
competéncias como eixo de aprendizagem, a prioridade da competéncia
de leitura e de escrita, a articulagdo das competéncias para aprender e a
contextualizagdo no mundo do trabalho (SEESP, PROPOSTA
CURRICULAR DE MATEMATICA, 2008, p.11).

Por essa Proposta, 0s contelldos matematicos para o Ensino Médio estéo divididos
em quatro blocos tematicos: Numeros; Geometria; Medidas; Representacdo de dados e
tratamento da Informacdo. Os conteddos de Geometria Analitica Plana sdo contemplados
na terceira série — 1°. Bimestre, porém segundo esse documento, é desejavel que tanto a
Geometria dedicada ao Ensino Fundamental quanto a Geometria do Ensino Médio, sejam
contempladas no decorrer do ano letivo em todas as séries. A mesma recomendacao é feita
em relacdo aos conteldos que possam ser abordados com niveis de aprofundamento

diferenciados em série subjacentes.

Apresentamos sinteticamente no quadro as mudangas ocorridas no referido periodo
(1992 a 2009%), referente ao tratamento dado & Geometria Analitica Plana, pelos

documentos oficiais da educacéo.

% Apesar da Proposta Curricular de Matemética ter sua implantagdo em 2008, a cronologia foi estendida &
2009 pois contempla-se os conteldos de Geometria Analitica propostos no Caderno do Professor no ano
letivo de 20009.
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Documento Contetdo
Oficial Ano Geometria Objetivos
Ensino Médio Analitica
Estudo do Ponto e
Pronoets Carrcul da Reta.
drngossta o lég';uazr 1992 g?rt;?:f:raénda | Tratar algebricamente conceitos e propriedades
Paikor - Mslemifics Posices relativas da Geometria Plana.
entre pontos, retas
e circunferéncias.
Representacbes no
P plano cartesiano e . ‘
C::gﬁ: 2002 equacdes; Tratar algebricamente as propriedades e 0s
Nacionais (PCN+ Intersecgdo e elementos geométricos.
) posigdo relativas de
figuras.
gﬂre:ctjla‘;? 2: 2006 E:::l:;(lj: daretaedo | permiti a articulagao entre geometria e digebra.
_ 0 Plano Cartesiano _ ,
Proposta Curricular A equagéo da reta | Aproximacao entre a Geometria e a Algebra, pela
do Estado de Sao 2009 A equagéo da representacao da reta, sua equacdo e
Paulo - Cadermo circunferéncia propriedades com significado na Geometria
do Professor /c\b equacdo das Analitica.
nicas.

Figura 24 — Conteldo Geometria Analitica — periodo: 1992 a 2009 (autoria propria)

Pela andlise desses documentos percebemos que em todos ficou evidenciado o
estudo da Geometria Analitica Plana como aprofundamento dos estudos realizados sobre
Geometria nas séries iniciais, articulando os conhecimentos geométricos com 0s
algébricos. A Geometria Analitica Plana entendida como representacdo algebrica de

conceitos geométricos.

Essa analise faz-se importante em nosso trabalho ao verificarmos que no periodo de
1992 a 2008, pelos documentos oficiais que tratam do curriculo de Matematica para o
Ensino Médio, a Geometria Analitica Plana continuou presente, com pequenas mudancas
em seu contetido, porém com recomendacfes (BRASIL, 2006) para que as formulas ndo
sejam apresentadas com fim em si mesmas, mas que sejam deduzidas, demonstradas, para
que os alunos possam ascender ao desenvolvimento l6gico-dedutivo que as demonstragdes

proporcionam.
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Por meio desse levantamento permitimo-nos dizer que a Geometria Analitica
continua ocupando lugar de destaque como contelldo matematico, dentre tantos fatores,
pela importancia em relacionar a Algebra e a Geometria, fato esse destacado em todos 0s
documentos educacionais analisados, haja vista ela estar presente nos curriculos
educacionais brasileiros desde o seéculo XIX. Consideramos, entdo, a relevancia em

realizarem-se pesquisas e estudos relativos a esse conteudo matematico.
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CAPITULO5

ANALISE DE MATERIAIS DIDATICOS

“O matematico ndo comunica seus resultados tal como os obteve, mas 0s
reorganiza, lhes da a forma mais global possivel, realiza uma ‘didatica
pratica’ que consiste em dar ao saber uma forma comunicavel,
descontextualizada, despersonalizada, fora de um contexto temporal.”

Guy Brousseau, 1996

Neste capitulo apresentamos as andlises realizadas a partir dos materiais didaticos
selecionados. Tal como afirma Brousseau (1996), acreditamos que nossas analises visam
apresentar a organizacdo de um conhecimento ja existente nesses materiais e que podem

ser melhor explorados pelo professor, aprimorando o processo de ensino e aprendizagem.

As anélises ocorreram em dois momentos: realizamos um estudo preliminar,
considerando inicialmente alguns aspectos a fim de que pudéssemos reduzir a quantidade
de materiais a analisar €, na sequéncia, prosseguimos aprofundando-as efetivamente a luz

do referencial teérico.

5.1 Escolha dos Livros Didaticos

Como mencionamos no inicio deste trabalho, realizamos nossas analises, a respeito
da organizagdo praxeoldgica e niveis de prova sobre tarefas que estudam o conceito da
Equacdo da Reta em Geometria Analitica, em livros didaticos do Ensino Médio e por meio

do material disponibilizado pela SEESP/2009 — Cadernos do Professor e do Aluno.

Inicialmente, pela quantidade de coleces de Matematica destinadas a esse nivel de
ensino, escolhemos — por um critério bem simples — selecionar as cole¢des aprovadas pelo

Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio (PNLEM) para 2009.

O referido programa foi implantado a partir de 2004 pela Resolucéo n°. 38 do Fundo

Nacional de Desenvolvimento da Educacdo (FNDE) — Ministério da Educagdo. Esse
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programa tem, entre seus objetivos, a distribuicdo de livros didaticos para os alunos do
ensino médio das escolas publicas do pais. Inicialmente, atendeu os alunos das escolas
publicas da Regido Norte e Nordeste, com a distribuicdo de livros para a 12.série do Ensino

Médio nas disciplinas de Portugués e Matematica no ano letivo de 2005.

A Resolucdo n° 38 prevé gradativamente a ampliacdo da distribuicdo dos livros
didaticos para as trés séries do Ensino Médio em todas as escolas publicas do Brasil. Em
2007, ampliou-se a grade das disciplinas contempladas com os exemplares para Biologia €, a

partir de 2008, houve a escolha de livros para as disciplinas de Geografia e Fisica.

A escolha dos livros que serdo utilizados nas escolas publicas é feita pelos
professores dessas escolas, a partir do Catalogo do Programa Nacional do Livro para o
Ensino Médio fornecido pelo Ministério da Educacdo, enviado as escolas e disponivel em

pagina eletrénica (www.mec.gov.br).

O objetivo da criacdo desse catdlogo é selecionar, dentre as cole¢Ges de livros
didaticos para o Ensino Médio disponiveis no pais, aquelas que atendam a critérios que
permitam a melhoria da qualidade da educacdo basica, como também o respeito as

diferencas e a inclusdo social.

O livro didatico ainda é considerado um eficaz instrumento de trabalho para a
atividade docente e para a aprendizagem dos alunos, segundo a Secretaria de Educacao
Bésica (BRASIL, 2008, p.5). A preocupacédo principal da elaboracdo desse catalogo, que
permitira o acesso ao livro didatico por milhGes de alunos da rede publica brasileira, reside
no fato da correcdo conceitual dessas obras. H& o cuidado para que 0s conceitos ndo sejam
difundidos erroneamente e que ocorra a propagacao de valores que estimulem o respeito as

diferengas, a ética e a convivéncia solidaria (Idem).

A comissdo avaliadora dessas obras é composta por uma equipe de especialistas nas
respectivas areas do conhecimento, professores de universidades publicas de varias regides do
pais, como também pesquisadores no ensino das disciplinas, que elaboram uma Ficha de
Avaliacdo com os pareceres sobre as obras avaliadas. As obras, uma vez avaliadas e aprovadas

para escolha, atenderam aos aspectos conceituais, metodoldgicos e éticos.

O atendimento a esses aspectos diz respeito aos objetivos gerais para o Ensino
Médio estabelecido pelo Artigo 35 da Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional
(LDB: Lei n°.9.394/96 apud BRASIL, 2008) segundo o qual tem como finalidades:
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I. a consolidacdo e o aperfeicoamento dos conhecimentos adquiridos no
ensino fundamental, possibilitando o prosseguimento dos estudos;

Il. a preparacéo bésica para o trabalho e a cidadania do educando, para
continuar aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com
flexibilidade a novas condi¢cGes de ocupacdo ou aperfeicoamento
posteriores;

I1l. o aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a
formacdo ética e o desenvolvimento da autonomia intelectual e do
pensamento critico;

IV. a compreensdo dos fundamentos cientifico-tecnoldgicos dos
processos produtivos, relacionados a teoria com a pratica, no ensino de
cada disciplina (LDB: Lei n°. 9.394/96 apud BRASIL, 2008, pp.11-12).

Com base nesses critérios as obras ndo podem

[...] veicular preconceitos de qualquer espécie; ignorar as discussdes
atuais das teorias e praticas pedagdgicas; repetir estere6tipos; conter
informacBes e conceitos errados ou andlises equivocadas; ou ainda,
contrariar a legislacéo vigente (Idem, p.12).

A partir desses principios, a elaboracdo do Catalogo do Programa do Livro Didéatico
para 0 Ensino Médio, abrangendo as disciplinas constituintes desse nivel de ensino — até
2009 atendidas — em nosso caso a disciplina Matematica, torna-se uma importante fonte de
consulta ao professor para que possa livremente analisar as obras aprovadas e optar por

uma delas.

E importante salientar que essa escolha é livre e que a utilizagdo do livro didatico ndo

tolhe a liberdade do professor de agregar a sua pratica outros instrumentos didaticos

Entende-se que a prética dos professores ndo deve se respaldar tdo
somente no uso da obra didatica, mas que esse material deva contribuir
para que eles organizem sua pratica e encontrem sugestdes de
aprofundamentos e proposi¢cdes metodoldgicas coerentes com as
concepgbes pedagogicas que postulam e com o projeto politico-
pedagogico desenvolvido pela escola (BRASIL, 2008, p.13).
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As obras aprovadas constituem o Catalogo, o qual se apresenta aos professores com

importantes contribuicdes, podendo auxilia-lo em sua prética.

Face ao exposto, consultamos o Catalogo do PNLEM/2009, por meio do qual

tivemos acesso aos titulos das colecBes aprovadas. Essas cole¢des correspondem a um total

de 8 titulos, diferenciando-se entre volumes Gnico — 3 titulos — e seriado®’ — 5 titulos. As

colecdes aprovadas estdo apresentadas a seguir:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

DANTE, R. Matematica. Volume Unico. Editora; Atica.

GIOVANNI, J.R. BONJORNO, J.R. Mateméatica completa. 32.série/ EM.
Editora: FTD.

GOULART, M.C. Matematica no ensino médio. 32 série/EM. Editora:

Scipione.
PAIVA, Manoel. Matematica. VVolume Unico. Editora: Moderna.

PANADES RUBIO, A. FREITAS, LM.T. de. Matematica e suas
tecnologias. 32. série/EM. Editora: IBEP.

SILVA. C.X. da. BARRETO, B.F. Matematica aula por aula. 3
série/EM.Editora: FTD.

SMOLE, K.C.S. DINIZ, M.l.de S. Matematica ensino médio. Volume 3.
Editora: Saraiva.

YOUSSEF, AN. SOARES, E. FERNANDEZ, V.P. Matemética. Volume

Unico. Editora: Scipione.

Em nossa pesquisa, além dos livros didaticos, analisamos, concomitantemente, o

material disponibilizado pela Secretaria da Educacdo do Estado de S&o Paulo (SEESP), em

utilizacdo por toda a rede publica do Estado:

Caderno do Professor — Matematica. Ensino Médio. 32. série. Vol.1, 2009.

Caderno do Aluno — Matematica. Ensino Médio. 32. série. VVol.1, 2009.

27 Algumas colecBes sdo propostas em um Gnico volume abrangendo todos os conteidos das trés séries do
Ensino Médio enquanto outras adotam o critério de trés volumes, um para cada série.
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5.2 Analise preliminar das cole¢des de Livros Didaticos

Das 8 colecdes de Livros Didaticos aprovadas no PNLEM 2009, somente 7
estavam disponiveis?® para analise. Analisamos essas 7 colecBes juntamente com o
material disponibilizado pela SEESP. Essas cole¢Oes selecionadas seréo, a partir desse
momento, citadas como LD1, LD2, LD3,..., assim respectivamente, até LD7 e o material
da SEESP — Caderno do Professor — sera identificado por CP2009 e — Caderno do Aluno —
CA2009, para facilitar nossa escrita e, consequentemente, a descricdo das analises.
Ficaram assim especificados os materiais didaticos:

ESPECIFICA TIPO DA
CAO DA IDENTIFICACAO DA COLECAO i
COLECAO COLECAO
LD1 DANTE, L.R. Matematica. Volume Gnico. 1.ed. S0 Paulo: | yojume Gnico - V.U.
Atica, 2005.
SILVA. C.X. da. BARRETO, B.F. Matematica aula por : :
LD2 aula.2* ed renov. S3o Paulo: FTD, 2005.(Colegao Matematica | Volume seriado/ V.S.
aula por aula) Volume 3
L3 PAIVA, Manoel. Matematica. Volume Gnico. 1%ed. Sao Paulo: Wikt iV
Moderna, 2005 olume énico - V.U.
GIOVANNI, J.R. BONJORNO, J.R. Matematica completa. | Volume seriado
LD4 2*ed.renov. S&o Paulo: FTD, 2005. (Colecdo matematica | V.S.
completa) Volume 3
YOUSSEF, AN. SOARES, E. FERNANDEZ, VP.
LD5 Matematica: ensino médio. Volume danico. S0 Paulo: | Volume Gnico - V.U.
Scipione, 2005.
SMOLE, K.C.S. DINIZ, M.|.de S. Matemética ensino médio. | Volume seriado
LD6 volume 3. 3* série. 5*.ed. Sdo Paulo: Saraiva, 2005. V.S.
Volume 3
PANADES RUBIO, A. FREITAS, LM.T. de. Matematica e | Volume seriado
LD7 suas tecnologias: ensino médio. Sao Paulo: IBEP, 2005. VS.
Volume 3
Caderno do Professor: matematica, ensino médio — 3° )
CP2009 série, volume 1. Maria Inés Fini (coord.). Granja,C.E.de S.C. | Volume seriado —
Mello, J.L.P.Machado, N.J. Moisés, R.P. Spinelli, W. Sao | VS
Paulo: SEE, 2009. Volume |
Caderno do Aluno: matematica, ensino médio — 3*. série. | Volume seriado —
CA2009 Volume 1. Machado, N.J. et al - 2009 VS.
Volume 1

Figura 25 — Identificacdo dos materiais didaticos selecionados (autoria propria)

%8 A colegdo: GOULART, M.C. Matemética no ensino médio. 3. série/EM. Editora: Scipione., ndo estava
disponivel na editora no momento que a contatamos, na época da pesquisa, por falta de estoque e nédo foi
encontrada pela pesquisadora em outros locais.
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Apo0s a selecdo desses livros, optamos por categoriza-los ainda, a partir de alguns
critérios simples, porém significativos para o bom desenvolvimento de nossas analises
devido a inviabilidade de tempo, considerando a duracdo de nosso curso. Essa
categorizacdo teve o propdsito de selecionar uma amostra dessas colecBes representativa

para nossa pesquisa. Os critérios adotados consideraram:

e livros pertencentes as colecOes didaticas adotadas na escola onde a pesquisadora
trabalha, pelo acesso a elas.
e livros que apresentem mais conceitos matematicos abordados, em Geometria

Analitica, precedentes ao estudo da Equacéo da Reta.

Apesar de nosso interesse estar voltado as tarefas propostas para Equacdo da Reta,
especificamente, verificamos o conteudo de Geometria Analitica que precede o estudo da
reta, para que pudéssemos ter uma ideia geral de como séo trabalhados os conceitos de
prova e demonstracdo nesses materiais e como sdo construidos na obra os elementos para

compor o discurso teodrico-tecnolégico.

Em relacdo aos critérios estabelecidos preliminarmente, os livros que foram
adotados na escola da pesquisadora sdo 0 LD1 e o LD6. O segundo critério ficou
contemplado pela andlise preliminar que realizamos nos materiais selecionados
considerando somente 0s conceitos relacionados a Geometria Analitica que se faziam
presentes antecedendo o estudo da equacdo de uma reta. Convém observar que essa analise
foi pontual, considerando somente o aspecto quantitativo em relacdo aos contetdos. As
analises relativas a organizacdo Matematica e didatica apresentadas nesses materiais serdo
realizadas posteriormente. Nesse critério ficou selecionado o material LD7 por apresentar
o0s estudos antecedentes a equagdo de uma reta com uma maior quantidade de conceitos

abordados, na comparacao entre os materiais didaticos.
A Figura 26 apresenta os critérios verificados nessa analise preliminar dos materiais

didaticos selecionados, observando que os itens assinalados com o simbolo (®) foram

contemplados, mesmo que parcialmente.
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' CONTEUDOS QUE ANTECEDEM O ESTUDO DA EQUAGAO DA RETA NOS MATERIAIS
15 el S Y e DlDAT'COSSELEClONADQS_ g )
| CONTEUDOS ABORDADOS , LD1 [ D2 103 ] | LD4 [ LD5 | D6 | LD7 | CP2009 | CA2009 |
| RETA REAL ! . I M | 1T
|SISTEMA CARTESIANO e I l l 38 S ——
ORTOGONAL bl | © @ d o » J .
[ BISSETRIZES DOS T ! ] ! = I 1
| QUADRANTES . ® | | o |
DISTANCIA ENTRE DOIS ) 1 R T S A
| PONTOS - @ B B B . - @ °
"PONTO MEDIO DE UM oy I ! 1 G I T e
| SEGMENTO DE RETA 'r~~.~ LS -t | ¢ I (I ht
BARICENTRO DE TRIANGULOS | ‘ - -
| "CONDICAO DE ALINHAMENTO | 1 [ [ 1 Tt 1
| DE TRES PONTOS = e i A o o ® |
AREA DE TRIANCULOS ’ ; Y PY 4
| COEFICIENTE ANGULAR DE | _ | [ [ 1T a

Figura 26 — Contetdos abordados precedentes ao estudo da equacéo de uma reta (autoria propria)

Selecionamos os materiais didaticos LD1, LD6, LD7, CP2009 e CA2009, assim

discriminados:

MATERIAS DIDATICOS PARA ANALISE A LUZ DO REFERENCIAL TEORICO
LIVROS DIDATICOS MATERIAL SEESP
LD1 LD6 LD7 CP2009 CA2009
DANTE, L.R. | SMOLE, K.C.S. | PANADES Cademmo do | Caderno  do
Matemitica. DINIZ, M.l.de S. | RUBIO, A. | Professor: Aluno:
Volume (nico. | Matematica FREITAS, mateméatica, matematica,
Atica, 2005. ensino médio. | LM.T. de. | ensino médio — | ensino médio -
volume 3. | Matematica e | 3*.série, volume | 3% série. Volume
3° série. suas 1. SAO PAULO: | 1. SAO PAULO:
Saraiva, 2005. | tecnologias: 3*. | SEE, 2009. SEE, 2009
série
IBEP, 2005.

Figura 27 — Materiais didaticos selecionados ap6s analise preliminar (autoria propria)

Entendemos que as cole¢des que abordam mais contetdos, relacionados a
Geometria Analitica, precedentes ao estudo da equacdo de uma reta podem propiciar ao
aluno contato com uma amplitude de conceitos que Ihe serdo Uteis para o entendimento
desse topico. Em relagdo aos cadernos utilizados pela SEESP, vemos a importancia em
analisd-los por estarem em utilizacdo pela rede publica paulista constituindo-se em

material efetivo do professor e do aluno em sala de aula.
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Definidos os materiais didaticos a serem analisados, julgamos pertinente conhecer
qual a visdo dos autores sobre a metodologia adotada em suas obras. Para isso analisamos
0os Manuais do Professor, parte integrante de cada colecdo e que traz caracteristicas
importantes sobre a obra: a disposicdo dos capitulos, idéias sobre trabalhos
interdisciplinares, pressupostos tedricos sobre o ensino da Matematica, orientagdes sobre
as Diretrizes Curriculares Nacionais para 0 Ensino Médio e a adequagdo dos livros
didaticos, indicacédo de recursos didaticos auxiliares, enfim, da énfase as escolhas de cada
autor. Visto que o nosso interesse é voltado a utilizacdo de provas e demonstracdes em
Geometria Analitica, visando o estudo da equacdo da reta, voltaremos nosso olhar a
exposicao dos autores sobre essa questdo, especificamente.

Em LD1, O Manual do Professor (LD1, p.3) faz mencédo aos principios gerais da
educacdo: aprender a conhecer, a fazer, a conviver e a ser. A proposta do autor é
apresentar “uma nova proposta pedagdgica de ensino da Matematica para o Ensino
Médio ”, no que diz respeito a contetidos e metodologias. Destacamos:

A organizacdo das atividades foi feita com o objetivo de proporcionar a
construgdo de conceitos, procedimentos e algoritmos, de modo
equilibrado e sem descuidar das aplicagdes.

Sempre que possivel, valorizaram-se diferentes enfoques e articulagGes
com diversos campos da Matematica e de outras ciéncias.

A presenca do método dedutivo pode ser notada em todo o livro e ndo
apenas na Geometria (grifo nosso)

Procurou-se um equilibrio no emprego da linguagem usual e da
linguagem Matematica, evitando exacerbar esta Ultima e tornando a
comunicacdo clara e adequada ao nivel do aluno a que se destina este
livro (LD1, Manual do Professor, p.5).

Interpretamos, pelas justificativas do autor, que houve a preocupagcdo com 0O
desenvolvimento do processo de ensino e aprendizagem considerando ambos os agentes: o
aluno, em seus aspectos cognitivos e o professor, pela organizacdo metodoldgica dos

conteddos e atividades.

O material LD6 apresenta a colecdo a partir do Manual do Professor com
Orientacdes Didaticas, pretendendo “contemplar as orientagcdes mais atuais para o ensino e
a aprendizagem dessa disciplina, observando a necessidade de adequacdo a alunos com

diferentes motivacdes, interesses e capacidades.” (Manual do Professor, LD6, p.2).
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As autoras reconhecem o papel fundamental ocupado pelo ensino da Matematica,
considerando a dupla funcéo de desenvolver habilidades e competéncias e de levar o aluno
a adquirir conhecimentos que possam contribuir com sua participacdo no mundo atual.
Nesse material é proposto que os alunos elaborem seus proprios problemas com o objetivo
de desenvolver a habilidade de criar, de fazer Matematica e adquirir nogdes sobre a forma
de utilizacdo da linguagem Matematica. A importancia dessa elaboracéo se da pelo fato de
apresentar ao professor como 0 aluno esta elaborando internamente os conteddos
estudados, ou seja, cognitivamente. A organizac¢do das atividades ¢ explicitada em “Texto

acompanhado de exercicios resolvidos ”, ao descrever:

Escrito para permitir que o aluno possa obter informacGes a partir do
préprio livro, o texto procura adotar uma linguagem precisa, sem 0s
exageros do formalismo excessivo. Os exemplos e exercicios resolvidos
complementam as explica¢bes dadas no texto e permitem ao aluno refletir
sobre a teoria apresentada (LD6, Manual do Professor, p.14).

Igualmente ao material LD1, observamos a preocupacdo das autoras com 0O
desenvolvimento cognitivo do aluno e com a organizacdo didatica das atividades que

auxiliam o professor & introducéo aos conteudos.

No material LD7, os autores apresentam um documento denominado Planejamento
e Metodologia por meio do qual discutem temas referentes aos pressupostos do processo
de ensino e aprendizagem, tecnologias aplicadas a educacao e diretrizes gerais da avaliacdo
escolar. S&@o apresentadas teorias que fundamentam os estudos referentes ao
desenvolvimento cognitivo dos alunos como também se discute o papel da avaliacdo na
atividade escolar, considerando pontos importantes que podem nortear o trabalho do
professor. Destacamos a proposta dos autores referente a resolucdo de problemas e o
ensino de Matematica:

No nosso enfoque, toda atividade que envolve algum tipo de desafio
intelectual deve ser considerada como resolucdo de um problema. Assim,
em nosso trabalho, as atividades propostas aos alunos procuram explorar,
sistematicamente, 0S processos mentais relevantes que ocorrem no
processo. Por isso, buscamos propor atividades

e diversificadas, propiciando formas diferentes de raciocinio;

e significativas, atendendo aos objetivos propostos;
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e abertas, dando espaco & criatividade e permitindo respostas
alternativas (LD7, Planejamento e Metodologia, p.48).

Ao que diz respeito as atividades propostas, 0s autores se posicionam afirmando que

A maioria das atividades propostas procura desenvolver habilidades mais
significativas, levando o aluno a pensar, comparar, pesquisar, criar,
extrapolar, generalizar, criticar, de preferéncia a partir de situacdes novas
e significativas (Ibid, p.51).

Analisando o documento apresentado pelos autores do material LD7, observamos
tanto quanto em LD1 e LD6 a preocupacdo com o desenvolvimento cognitivo do aluno e
com a organizacdo das atividades propostas, na tentativa de estabelecer a metodologia que
seja mais adequada para garantir o sucesso desses dois eixos fundamentais do processo de

ensino e aprendizagem.

No material CP2009 ndo ha um Manual do Professor, visto que os Cadernos sdo
bimestrais e ndo seriados ou em volume Unico. Entretanto, os autores apresentam
OrientacGes Gerais sobre os Cadernos e os conteldos do bimestre, discriminando as
SituacGes de Aprendizagem presentes em cada um deles e sugerindo, sempre que possivel,
materiais que possam auxiliar o trabalho do professor, tais como: textos, softwares, videos,
sites. Especificamente para o conteldo em Geometria Analitica, foco do bimestre em

questdo, os autores afirmam:

[...] consideramos que a parte correspondente as retas, suas equagdes,
suas propriedades e suas aplicacOes pode ser especialmente representativa
do significado da Geometria Analitica como um método de abordagem
dos problemas geométricos que contempla o ideal cartesiano — ou o

“plano” de Descartes, que buscava uma aproximagdo efetiva entre a
Geometria e a Algebra (CP2009, p.8).

Entendemos que esse material, como j& mencionamos, por ser bimestral apresenta
complei¢do diferenciada, ndo apresentando todos os tdépicos constantes em um livro
didatico. Os objetivos das abordagens dos contetdos levam em consideracdo a
contextualizagdo, as competéncias pessoais envolvidas tais como leitura e escrita

Matematica, como também elementos culturais internos e externos a Matematica.
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5.3 Colec0es selecionadas — critérios de andlise da organizacgéo didatica

Definidos os materiais didaticos a serem analisados, coube-nos identificar os
critérios por meio dos quais essas analises se efetivardo. Nosso objetivo é analisar qual a
organizacdo didatica e Matematica apresentada nesses materiais no que diz respeito aos
estudos da Equacdo da Reta, em Geometria Analitica. Como j& estabelecemos
anteriormente, a organizacdo didatica preocupa-se com o fazer ou construir em termos de
tarefas, técnicas e bloco tecnoldgico-tedrico aquilo que a organizagdo Matematica ira

estudar — o conceito.

Nossas analises basearam-se em quatro questdes que julgamos relevantes verificar
ao que concerne o estudo das provas e demonstracdes em contelldos matematicos e que nos
auxiliardo a responder nossa questao de pesquisa. Essas questdes ficam identificadas como
Questdo 1(Q1), Questdo 2(Q2), Questdo 3(Q3) e Questdo 4(Q4). Cada questdo
norteadora apresenta pelo menos uma tarefa a ser realizada tendo por justificativa as
técnicas escolhidas pelos autores e que poderdo ser mobilizadas pelos alunos. Os blocos
tarefa-técnica e teorico-tecnologico serdo explicitados adiante, juntamente com as
especificidades de cada uma das quatro questes. Nesse momento, clarificamos somente as
tarefas pertencentes a cada uma delas e a simbologia utilizada nessa parte da pesquisa.

t: identifica tarefa

70: identifica técnica

Q: identifica questao

Questao 1 (Q1): Qual a abordagem utilizada pelo autor para introducdo ao
contetdo Geometria Analitica?

Tarefal (t1Q1): Apresentar parte introdutéria®® & Geometria Analitica.

Questao 2 (Q2): Como os conceitos matematicos que antecedem o estudo da
Equacao da Reta sdo apresentados?

% Consideramos aqui o termo “parte introdutdria” como o inicio do capitulo, ou seja, como o capitulo sobre
Geometria Analitica esta sendo apresentado ao aluno em seu “primeiro contato” com o tema.
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Tarefal (t1Q2): Identificar quais conceitos séo trabalhados precedentes ao estudo
da Equacéo da Reta.

Tarefa2 (t2Q2): Identificar as abordagens utilizadas para descrever esses conceitos.

Questdo 3 (Q3): Na introducdo aos conceitos que antecedem o Estudo da
Equacdo da Reta séo utilizados os termos propriedade, teorema, demonstracéo, prova,
ou mesmo é feita alguma diferenciacdo entre eles?

Tarefal (t1Q3): Identificar a utilizacdo dos termos nas tarefas executadas e
propostas.

Tarefa2 (t2Q3): Identificar se é apresentada alguma diferenciacdo entre os termos

utilizados pelo método axiomatico-dedutivo.

Questao 4 (Q4): As tarefas propostas, voltadas ao estudo da Equacéo da Reta,
apresentam demonstracdes ou provas?

Tarefal (t1Q4): Identificar as tarefas propostas para o estudo da Equacdo da Reta.

Tarefa2 (t2Q4): Identificar, por meio das tarefas, a utilizacdo de provas ou

demonstracoes.

Visando organizar de maneira clara e coerente o desenvolvimento de nossas
analises, optamos por dividi-las em dois blocos: a andlise das tarefas executadas pelos
autores na introducdo ao conceito (incluindo os exemplos) e das tarefas propostas aos
alunos, a partir das escolhas de cada autor. Essa separacdo se justifica ao passo que
conseguiremos ter uma visdo geral ao comparar o que foi utilizado pelo autor e
efetivamente solicitado ao aluno. Esses dois blocos ficam identificados por Bloco de
Tarefas 1 (BT1 — atividades executadas pelos autores) e Bloco de Tarefas 2 (BT2 —

atividades propostas aos alunos). Sintetizamos nossa proposta conforme Figura 28:
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ANALISE DA ORGANIZAGCAO DIDATICA

/

com base em

4 QUESTOES NORTEADORAS

analisando

/\

BT1 BT2
TAREFAS EXECUTADAS PELOS TAREFAS PROPOSTAS AOS
AUTORES ALUNOS

Figura 28 — Especificacdo da divisdo das analises por Blocos (autoria propria)

5.3.1 Tarefas executadas pelos autores — BT1

Anteriormente a analise da 12 Questdo é importante observar que em todos 0s
materiais didaticos analisados a Geometria Analitica aparece em capitulo préprio. Nas
colecdes de volume seriado LD6 e LD7, o capitulo nédo é apresentado como introdutorio do
volume, o que ndo significa que seja abordado na ordem dos contetdos selecionados. No
material CP2009 o contetdo é apresentado em volume Unico tanto quanto no caderno do
aluno, CA2009. Esse material aborda todas as atividades a serem contempladas sobre o

conteddo do bimestre.

5.3.1.1 Analise quanto a 12 Questao

Q1: Qual a abordagem utilizada pelo autor para introdugdo ao conteldo Geometria

Analitica?

Descrevemos, a seguir, um bloco tarefa-técnica que nos possibilitara ter uma viséo

geral apresentada nos materiais didaticos, relativa a essa questéo.
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Tarefal (t1Q1): apresentar parte introdutdria & Geometria Analitica.
Técnical (t601Q1): abordagem historica
Técnica2 (t62Q1): abordagem direta sem recorrer a histéria da Matematica

Técnica3 (t63Q1): utilizagdo de registros de representacéo®.

Em relacdo a Q1, a tarefa (t1Q1) e a técnica (t01Q1) sdo contempladas nas trés
colegdes selecionadas (LD1, LD6, LD7) ao iniciarem o assunto com um breve histérico
sobre a origem da Geometria Analitica, portanto a técnica (t62Q1) ndo € contemplada. Os
textos introdutorios referem-se aos estudos de Nicole Oresme, René Descartes citando sua
obra La Géométrie, o Sistema Cartesiano Ortogonal, os estudos de Newton e Pierre de
Fermat. Observamos no texto da colecdo LD1 e no exemplo utilizado na colecdo LD7 a
correlacdo da Geometria Analitica com elementos e processos algébricos, mencionando
que é possivel tratar algebricamente muitas questdes geométricas e representar, por meio

da Geometria, algumas questbes algébricas.

A técnica (t63Q1) é verificada nas trés colegdes (LD1, LD6, LD7) por
apresentarem registros de representacdo (algébricos, figurais e textuais) para exemplificar a
utilizacdo da Geometria Analitica. No material LD6 o registro figural remete ao estudo do
ponto e das coordenadas cartesianas no plano, além das imagens de dois matematicos
citados: Descartes e Fermat.

Especificamente em LD7, é apresentada uma situacdo cotidiana de localizacdo de
ruas, por meio da linguagem natural e figural. A localizagdo se d& pela utilizacdo de uma
malha quadriculada, com o objetivo de promover a adequacao de trajetos, quantidade de
pracas e ruas que possam ser instaladas na regido. Essa situacdo promove a substituicdo de
pontos por nimeros ou pares de nameros, relacionando contetdos algébrico e geométrico.
Em LD1, os registros de representagdo utilizados séo algébricos ao exemplificarem

equacOes que podem representar retas no plano.

% Um registro de representacdo é, segundo Duval (1999), um sistema semidtico que tem as fungdes
fundamentais em nivel do funcionamento consciente. Esses registros podem ser: desenho ou figura
geométrica, a linguagem natural ou mesmo a linguagem Matematica/simbdlica. (ALMOULOUD, 2003,
p.125).



Registramos a seguir as representagdes figurais utilizadas nesses materiais.

A Prefeitura (P) fica na intersegédo das linhas horizontal e vertical, corresponden-
tes ao 0. A linha vermelha é a avenida principal da cidade. No mapa, temos ainda a
localizagéo da rodovidria (R), do hospital (H), de uma igreja (I), de um supermerca-
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Figura 29 — Introducdo a Geometria Analitica, registro figural (LD7, p.150)
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Ao ponto A corresponde o par (3, 5).
Ao par (-2, 4) corresponde o ponto B.

Figura 30 — Introducdo a Geometria Analitica — registro algébrico (LD1, p.395)
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2 Se o 1elo passa pelo origem O[O, 0), entdo suc equagdo
fomay = oxouy =ax+ b, comb = 0,

Figura 31 — Introducdo a Geometria Analitica — registro algébrico (LD1, p.395)
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No material CP2009 a Geometria Analitica aparece sob o tema “O plano de
Descartes: a parceria entre a Algebra e a Geometria” com destaque & equacio da reta,
relacionando a Geometria Analitica com um método de abordagem dos problemas
geométricos, contemplando o ideal cartesiano, aproximando a Geometria e a Algebra.
Nesse material a tarefa (t1Q1) é contemplada algebricamente em Roteiro para Aplicacédo
da Situacdo de Aprendizagem 1 e a técnica (t61Q1) ndo é verificada. Em CA2009, nao sédo
contempladas a tarefa (t1Q1) nem a técnica (t1601Q1). Contempla-se a técnica (t62Q1), em
ambos os materiais, visto que a introducdo a Geometria Analitica é realizada de forma
direta. Essa abordagem contempla a técnica (t63Q1) pela utilizacdo de registros figurais e
algébricos que exemplificam o estudo da distancia entre dois pontos, da inclinacdo de um
segmento de reta, do alinhamento de trés pontos e das posicoes relativas entre duas retas.

No material CA2009, verificamos que 0os mesmos registros figurais e algébricos,
utilizados em CP2009, se fazem presentes na atividade 4, proposta ao aluno como modelo

comparativo para o exercicio anterior.

Roteiro para aplicagao da Situagdo  figuras geométricas por meio de operagdes
algébricas sobre os pares de coordenadas.

Célculo de distdncia entre dois pontos da in-

De Aprendizagem 1

Na Geometria Analitica Plana, repre-
sentamos os pontos de um plano por coor-
denadas (x; y) e fazemos céalculos relativos a

clinagdo de um segmento, por exemplo, po-
dem ser realizados conforme as expressdes
indicadas a seguir:

d,g = distincia entre Ae B

dAs=‘/"‘a-xA)2+(yn~ Ya)? m, = —2—-A

A, B, C ndo alinhados: m,,# m,,.

BC paralelo a DE: my. = m,,

Figura 32 — Introdugdo a Geometria Analitica em CP2009, registros figurais e algébricos (CP2009, p.12)
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Considerac0es a respeito das andlises da 12. Questao (Q1)

Nas trés colecdes selecionadas (LD1, LD6, LD7) foi detectada a apresentacdo da
parte introdutéria a Geometria Analitica por meio de abordagem historica. Nesses
materiais didaticos estabeleceu-se correlagdo entre a Geometria e a Algebra, ora pelo
tratamento algébrico as questbes geométricas, ora representando geometricamente
expressdes algébricas. A utilizacdo de registros de representacdo (algébricos, figurais e
textuais) também foi verificada nas trés colecbes, por meio de exemplos no contexto

matematico e fora dele.

Nos materiais didaticos CP2009 e CA2009, a parte introdutéria a Geometria
Analitica é contemplada algebricamente por meio de abordagem direta. Devido a essa

abordagem, os registros de representacdo utilizados sao do tipo figurais e algébricos.

As consideracbes que tecemos relativas a essa questdo (Q1), dizem respeito a
importancia da presenca da Historia e da Historia da Matematica no contexto de sala de
aula. A “localizacdo” temporal, historicamente, pode trazer esclarecimentos sobre a
necessidade do desenvolvimento de conceitos matematicos essenciais para 0 seu tempo e
que sdo estudados e utilizados até hoje. Assim, os alunos podem compreender que a
Matematica é uma ciéncia e ndo uma disciplina que imp&e formulas e conceitos acabados.
Segundo Vianna, (1995 apud Balestri, 2008), houve uma época (inicio do Movimento da
Matematica Moderna) na qual considerava-se que a histdria ndo contribuiria para o ensino

de Matematica:

As razBes apontadas por Lichnerowicz contra o uso didatico da historia
da Matematica parecem hoje paradoxais. Muitas delas sdo relembradas
justamente pelos defensores do uso da histéria da Matematica nos livros e
curriculos escolares. Por exemplo, sé a historia da Matemética é que
poderia contribuir para anular a sensacdo de ser a Matematica uma coisa
pronta e acabada (VIANNA, 1995, p. 15 apud BALESTRI, 2008, p.13).

A insercdo da Historia da Matematica em sala de aula néo diz respeito somente ao
trabalho com biografias de matematicos as quais, isoladamente, podem ndo ter significado
para os alunos. A importancia dessa abordagem é destacada também nas Orientagdes
Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006) como um elemento essencial ao

processo de atribuicao de significados aos conceitos matematicos.
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A recuperacdo do processo histérico de construcdo do conhecimento
matematico pode se tornar um importante elemento de contextualizacdo
dos objetos de conhecimento que vao entrar na relacdo didatica. A
Historia da Matematica pode contribuir também para que o préprio
professor compreenda algumas dificuldades dos alunos, que, de certa
maneira, podem refletir histéricas dificuldades presentes também na
construcdo do conhecimento matematico (BRASIL, 2006, p.86).

No processo de ensino e aprendizagem algumas dificuldades apresentadas pelos
alunos em seu contato com objetos matematicos podem, também ter ocorrido na fase de
construcdo do conceito, por exemplo: a construcdo dos nimeros irracionais a partir do

“escandalo 16gico” dos pitagoricos.

Tendo em vista 0 aqui exposto e as andlises realizadas nos materiais didaticos
selecionados, consideramos que seria interessante que nos materiais CP2009 e CA2009
fossem incluidos, pelo menos tdpicos relativos a Histdria da Matematica ao tratar os
contetidos da Geometria Analitica, visto que 0s outros materiais didaticos apresentam essa

inclusao.

Entendemos que o material CA2009 como de efetivo uso do aluno, na rede publica
estadual de Séo Paulo, tem como um de seus propdsitos o de auxilia-lo na construcdo de
seus conhecimentos matematicos devendo, portanto, propiciar momentos que possam

desperta-lo para a investigacdo e descoberta, inclusive histdricas.

Comparando as cole¢des de livros didaticos (LD1, LD6, LD7) com o material
CP2009 e CA2009 apontamos uma caréncia, no aspecto da abordagem historica, nos
materiais da SEESP. As introducdes apresentadas nos livros didaticos podem despertar no
aluno o interesse em saber mais..., pesquisar sobre..., alem de apresentar a Geometria
Analitica enquanto a representacdo de pontos no plano, a partir dos trabalhos de Descartes,
e ndo somente por meio do tratamento algébrico como uma férmula pronta. Entendemos
gue os materiais didaticos devam ser trabalhados conjuntamente, porém na ndo

observancia desse fato, o estudo poderia tornar-se empobrecido.
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5.3.1.2 Andlise quanto a 22 Questéo

Questao 2 (Q2): Como sédo apresentados 0s conceitos matematicos que antecedem

0 estudo da Equacéo da Reta?

Tarefal (t1Q2): identificar quais conceitos séo trabalhados precedentes ao Estudo

da Equacéo da Reta.

Técnical (161Q2): levantamento dos conteldos abordados em cada material

didatico.

Devido a anélise preliminar que realizamos nos materiais didaticos disponiveis
levantamos quais os contetidos abordados em Geometria Analitica que antecedem o estudo
da Equagdo da Reta, com divergéncias de um volume para outro. Encontramos o0s
seguintes contetidos contemplados no total de materiais verificados, atendendo a tarefa
(t1Q2) e a técnica (1601Q2): estudos sobre a Reta Real (LD7), o Sistema Cartesiano
Ortogonal (LD1, LD6, LD7, CP2009, CA2009), Bissetrizes dos Quadrantes (LD®6),
Distancia entre dois pontos (LD1, LD6, LD7, CP2009, CA2009), Ponto Médio de um
segmento de reta (LD1, LD6, LD7, CP2009, CA2009), Baricentro de triangulos (LD6,
LD7), Condicdo de Alinhamento de trés pontos (LD1, LD6, CP2009, CA2009), Area de
triangulos (LD6, LD7) e Coeficiente angular de uma reta (LD1, CP2009, CA2009).
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CA2009 R . . e

Figura 33 — Contetdos abordados que antecedem o estudo da Equacéo da Reta (t1Q2) — (autoria propria)
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Apos a realizacdo de t1Q2 e 161Q2, pontuamos as seguintes tarefas:
Tarefa2 (t2Q2): localizar pontos na reta real.

Técnical (t01t2Q2): utilizacdo do sistema de coordenadas.

Essa tarefa (t2Q2) foi realizada somente pelo autor do material LD7. O objetivo era
relembrar 0s conceitos sobre a correspondéncia entre 0s nimeros reais e 0s pontos na reta
numérica e estabelecer uma unidade de comprimento sobre a reta. A reta numérica,
posteriormente no Sistema Cartesiano Ortogonal, se denominara eixo a partir de sua
orientacdo positiva e negativa. A técnica utilizada pelo autor para desenvolver essa tarefa
fez uso de um registro figural (reta orientada) para exemplificar a localizacdo dos pontos e

o célculo da distancia entre dois pontos sobre a reta.

A generalidade desse célculo € exemplificada numericamente partindo de dois
pontos denominados P(-1) e Q(4). A intencdo é fazer com que o aluno entenda a
generalidade a partir de um exemplo numérico. Referindo-nos a categorizacdo de provas
idealizada por Balacheff (1988), podemos classificar esse exemplo numérico utilizado pelo
autor como a representacdo de uma prova pragmatica, do tipo exemplo genérico, utilizada
com o intuito de mostrar ao aluno como se estabelece o célculo (numérico) da distancia

entre dois pontos na reta com posterior generalizacgéo.
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Distancia na reta real

Podemos obter faciimente a distancia entre dois pontos na reta real. S6 temos de
conhecer as abscissas de seus extremos.
Na figura, temos os pontos P(-1) e Q(4).

P Q

1 0 1 2 3

A distancia PQ é igual a 5. Veja que ela pode ser obtida por subtraggo: 4 — (-1) = 5,
ou seja, a distancia é a diferenga entre a maior e a menor das abscissas dos extremos,
nessa ordem.

Na pratica, tomamos essa diferenga em médulo. Assim, a ordem em que a sub-
tragao é feita nao interfere no resultado.

PQ=|4~(1)l= |la+1|l =|5|=50uPQ=|-1-4|=|-5|=5

Generalizando: se A(x,) e B(x,) sdo dois pontos da reta real, a distancia entre
eles é o médulo da diferenga de suas abscissas.

A B
—
x, Xy

Chamando essa diferenga de Ax,

‘ : I
| AB=BA=|x, —%|=|xs —x,|=|Ax]| i

—— ———————————————————————————————

Figura 34 — Calculo da distancia na reta real (LD7, p.151)

A generalizacdo da distancia entre dois pontos sobre a reta é apresentada sem
mencdo ao termo teorema, sendo apresentada em linguagem natural e Matematica

simbdlica, com destaque a expressao AX.

Ao avaliarmos a técnica escolhida pelo autor para realizar a tarefa proposta,
conforme especifica Chevallard (1999) sobre critérios de avaliacdo de técnicas (citado no
Cap.3), acreditamos que outros exemplos numéricos fossem necessarios e que a
generalizacao fosse apresentada nos moldes de um sistema dedutivo, com a apresentacéo do

teorema em questao e a preocupacéo da utilizacdo da linguagem formal.

O discurso tecnoldgico-tedrico que justifica a técnica utilizada na resolugdo da
tarefa de localizar pontos na reta real, baseia-se no campo da Geometria a partir de eixos
orientados que dao suporte ao Sistema Cartesiano Ortogonal e o teorema da distancia entre

dois pontos.
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Tarefa3 (t3Q2): localizar pontos no plano.

Técnical (t01t3Q2): utilizacdo do sistema cartesiano ortogonal.

A tarefa (t3Q2) foi realizada pelos autores de trés materiais didaticos como
introducdo a esse topico. O material CA2009 e CP2009 ndo apresentam tarefas
introdutorias, resolvidas pelos autores, sobre localizacdo de pontos no plano. Em LD1,
LD6 e LD7 o Sistema Cartesiano Ortogonal é apresentado com o intuito de relembrar os
conceitos sobre eixos orientados, correspondéncia biunivoca entre nimeros reais e pontos
no plano, coordenadas de um ponto (abscissa, ordenada), divisdo do plano em quatro

quadrantes e apresentacdo das bissetrizes dos quadrantes pares e impares.

As técnicas escolhidas pelos autores utilizam registros figurais (representacdao do
plano cartesiano) em malha quadriculada (LD1, LD7) e linguagem Matematica simbolica
para o0 par ordenado ora constituido (abscissa, ordenada). Ainda nesses materiais,
apresentam-se pontos a serem localizados por exemplos numeéricos, sem definir a

generalizacdo para um ponto qualquer do plano.

oF
Ao

em

*D

O plano cartesiano xOy é determinado por dois eixos perpendiculares. O eixo x
€ o0 das abscissas; o eixo y, 0 das ordenadas.

A intersegao dos eixos é o ponto O(0, 0), chamado origem. Considerando o lado do
quadriculado como unidade de medida, temos ainda os pontos

v A4, 2) do 1.° quadrante;

v B(-3, 4) do 2.° quadrante;

C(-5, -3), do 3.° quadrante;

D(=, -2), do 4.° quadrante;

E(-2, 0), do eixo x das abscissas;
7 F(0, 3), do eixo y das ordenadas.

Q &

<

Figura 35 — Representacdo de pontos no plano (LD7, p.152)



140

Exemplo:
TV
8 {
o--44
! M3, 2)
2t .
c
2 + | 2 X
- - — 4 — - ———— -
o1 Ol 3
-1 | .
| D
|
|
-4-3
L4 |
c
Ao par ordenado de nimercs reais
¢ [0, O} estd associodo o ponto O [origem)
® (3, 2 esid associodo © ponto A

Figura 36 — Representacédo de pontos no plano (LD1, p.395)

Tal generalizacdo é constatada em LD6 que apresenta a localizacdo de pontos a
partir de suas coordenadas gerais: P(xP, yP). Percebemos em LD6 que a técnica escolhida
pela autora privilegia a linguagem Matematica simbdlica, caracteristica do método
axiomatico. Essa escolha antecipa o contato do aluno com aspectos generalizadores que

permeiam a elaboracdo de uma demonstracéo.

Em todo o estudo da Geometria analitica, vi
utilizaremos o plano cartesiano — um sistema
A - . » Y@ [reremmmmme ’ P(Xp, Yp)
formado por dois eixos perpendiculares entre si :
no ponto O, como se vé na figura ao lado. '
L] ——
a & (o] Xp x
Ox — eixo das abscissas
Oy — eixo das ordenadas
L |

Cada ponto P do plano possui uma abscissa xp € uma ordenada yp, que indicamos
pelo par (xp, yp) € chamamos de coordenadas cartesianas de P.

Figura 37 — Representa¢do de pontos no plano (LD6, p.32)
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No material CP2009, a técnica empregada privilegia a utilizacdo do sistema
cartesiano ortogonal, a partir da representacdo de segmentos de reta e retas, porém ndo

apresenta atividades resolvidas sobre localizacdo de pontos no plano.

O discurso tecnoldgico-tedrico que justifica a utilizacdo dessas técnicas é o campo

da Geometria, pela formalizacdo do Sistema Cartesiano Ortogonal, pelo teorema que

estabelece a correspondéncia biunivoca entre pontos do plano e pares ordenados.

TAREFAS EXECUTADAS PELOS AUTORES - BT1
Tarefa cl!‘izt:t?ca; Atividades Técnicas r'::rgelzgr?t:::o Tipo de prova
Localizagao
de numeros
Localizar rert:snicr)r?;?i:a' Figural;
t2Q2 LD7 pontos na Localizagdo ’ Linguagem
reta real. de pontos natural;
sobre a reta
numerica;
Localizar
LD1 pontos no | Utilizagéo de Néo houve
plano malha necessidade
cartesiano. | quadriculada Figural; de producao
3 Determinar | no referencial linguagem de prova.
3Q2 as cartesiano, natural
LD7 coordenadas | com unidade linguagem
dos pontos | de medida; matematica
AB,CDEF. simbdlica;
LD6 Utilizacao do
No referencial
t4Q2 LD6 elaborada. cartesiano.

Tarefad (t4Q2): Estudar as bissetrizes pertencentes aos quadrantes pares e

impares.

Figura 38 — Sintese das tarefas executadas pelos autores em BT1 (autoria propria)

Técnical (t01t4Q2): definicdo de bissetriz.

Técnica 2 (t62t4Q2): definicdo da relacdo de pertinéncia entre ponto e reta.

A tarefa (t4Q2) é realizada somente pelo autor do material LD6. Em LD7 ha

somente a representacdo das bissetrizes no plano cartesiano (registro figural), porém
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consideramos que a tarefa ndo foi executada por ndo apresentar o significado de bissetriz,
ndo permitindo assim, o estudo das mesmas. Nesse material (LD7) o autor propde uma
reflexdo sobre o comportamento das coordenadas dos pontos localizados nas bissetrizes.
Entendemos que essa escolha possa ser interpretada como uma técnica para incutir no
aluno a curiosidade da busca dessa definicdo e, apesar de ndo se tratar de uma
demonstracdo explicita, pode suscitar a descoberta nos moldes propostos por De Villiers

(2002) sobre as funcdes das demonstracdes.

REFLETINDO

O que tém em comum todos os pontos do eixo x? E os do eixo y? Quais sao 0s

sinais da abscissa e da ordenada em cada quadrante?

1.” bissetriz. A reta formada pelas Dissetrizes dos quadrante
2." bissetriz

REFLETINDO

parativamente, 0 que ocorre com a abscissa e a ordenada dos pontos da

1.* bissetriz? E da 2.* bissetriz?

Figura 39 — Estudando as bissetrizes (LD7, p.153)

Em LD6 a técnica (t61t4Q2) ndo foi aplicada. A técnica escolhida pela autora para
realizar a tarefa (t4Q2) da destaque a representacdo geometrica das bissetrizes nos plano
cartesiano, a linguagem natural para apresentacdo da propriedade e a linguagem

Matematica simbdlica. Vale ressaltar que o termo propriedade nao € utilizado.
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a) Bissetriz do 1? e do 3° quadrantes
Pertencem a essa reta (r) tod

tém abscissa 1gual a ordenad P

Se A(x va) € 1, entao x ” + -~

) Bissetriz do 2° e do 4° quadrantes

Pertencem a essa reta (s) todo

nosto da

Figura 40 — Estudo das bissetrizes (LD6, p.32)

A linguagem simbolica utilizada para estudar a propriedade de pertinéncia de um
ponto a bissetriz dos quadrantes pares ou impares poderia ser deduzida a partir da
utilizacdo de provas pragmaticas. Essa escolha privilegiaria o entendimento da propriedade
ora definida a partir de exemplos numéricos que conduzissem a uma generalizacdo.
Entendendo esse processo como uma etapa da definicdo de uma propriedade geral a partir

de casos particulares.

Comparando as técnicas utilizadas em ambos 0s materiais — representacao
geométrica e a reflexdo sobre as coordenadas dos pontos pertencentes a uma bissetriz —
acreditamos que uma juncdo das duas seria interessante, ora a apresentacdo de uma técnica

gue suscitasse a busca e, em um segundo momento, a formalizacdo da propriedade.

Tarefab (t5Q2): Definir e calcular a distancia entre dois pontos.

Dentre as técnicas que nos permitem realizar tal tarefa destacamos:

Técnical (t01t5Q2): demonstracdo da formula da distancia entre dois pontos.
Técnica2 (t02t5Q2): apresentacdo da formula da distancia entre dois pontos.
Técnica3 (t03t5Q2): utilizacdo de exemplos para aplicagdo da formula.

Técnicad (t04t5Q2): representacdo geométrica para o célculo da distancia.

A técnica (t61t5Q2) no material CP2009 ndo € contemplada. Esse material d&

destaque a realizacdo das técnicas (t04t5Q2) por meio de representagcdo figural e
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(t62t5Q2) apresentando a férmula pronta para o célculo da distancia entre dois pontos.

Como esse material é dedicado ao professor, especificamente, acreditamos que a escolha

do autor tenha privilegiado o comentario deixando a metodologia a cargo do professor.

Figura 41 — Apresentacdo da distancia entre dois pontos (CP2009, p.12)

'
'
4
! X, X, X

d ap = distanciaentre Ae B

dyp = v (xg = X2)2 + (yg ~ y4)?

Nesse material ndo ha a utilizacdo de exemplos para esse calculo, isto ocorre

somente nas tarefas propostas aos alunos, as quais explicitaremos em BT2.

Nas colecdes LD1 e LD7, os autores optaram por desenvolver a técnica (t63t5Q2)

anterior a (t61t5Q2).
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Distéancia entre dois pontos no plano

A figura a seguir mostra os pontos A(2, 5) e B(7, 2) do plano cartesiano xOy.
Como podemos obter a distancia entre eles? A figura a seguir e o teorema de Pita-
goras podem nos ajudar.

Para isso, construimos o tridngulo retAngulo ABC. O lado AB é a hipotenusa. Os
catetos AC e BC séo paralelos aos eixos x e y.

Podemos calcular os dois catetos (distAncia na reta). Depois, é sé usar o teore-
ma de Pitagoras.

AC=PQ=|2-5| =3eBC=NM=|2-7|=5
(AB)Y* = (ACYy* + (BCY = (ABy* = 3% + 5 = 34
= AB = /34

Vamos analisar, agora, o caso geral: obter a distancia entre os pontos A(x,, y,)
B(x,, ¥,) do plano xOy. Usaremos o mesmo raciocinio.

Matemitica o suss Tecnologias .

< Ya

I W 2

|

ta

&
x

or- :-

Na figura, ABC é um tridngulo retangulo. A hipotenusa é AB. Os catetos AC e BC
Depois, vamos usar o teorema de Pitdgoras.

BC=lx~-x,| e AC=ly,—y,l|

(AB)* = (BCy* + (ACYy*
= (ABF =|x,— %, 12 + lyg—y.|?

= AB:J(;._XA)=+(YO_YA)=

Figura 42 — Distancia entre dois pontos — (t63t5Q2/t61t5Q2) (LD7, p.153-154)

A opcdo dos autores pela utilizagdo de um exemplo numeérico inicial, em
atendimento a técnica (t63t5Q2), evidencia a experimentacdo anterior a generalizac&o.
Logicamente, ndo podemos generalizar férmulas somente a partir de um ou dois exemplos
numéricos, nem acreditamos que essa tenha sido a intengdo do autor. Analisando essa
escolha mediante nosso referencial, aproximamos as provas realizadas de uma prova
pragmatica (BALACHEFF, 1988), na busca de conjecturas iniciais utilizando para isso a
experimentacdo. A validacdo dos resultados numéricos encontrados pode ser realizada por
meio de uma escala, reforcando assim o tratamento empirico. Segundo Balacheff (1987), o

acesso ou nao a experimentacdo diferencia as provas pragmaticas das intelectuais. Por



146

meio das tarefas executadas pelos autores, a prova pragmaética pode aproximar o
entendimento de como calcular a distancia entre dois pontos, a uma forma pratica de
utilizacdo. Enquanto que, o caso geral proposto na sequéncia da técnica numérica,
evidencia um raciocinio formal sobre o conceito ao utilizar termos e simbolos matematicos
nas definigdes preliminares, mais adequados as apresentaces das provas intelectuais, por
envolver um raciocinio voltado a construcdo de uma rede de significados, mais amplo que
a utilizacao pratica simplesmente (BALACHEFF, 1988)

! ~ . . . . r
Disténcia entre dois pontos
Dodos dois pontos, A e B, o distincia entre eles, que

Copitule 31 Geometric on

! serd indicada por diA, B), € ¢ medido do segmento de extre
| midodes AeB

Exemplos:
?
" It
l
{gt, J 831
I - O
of 1 2 3
d‘,A Bj=3-1=2
" m 3
1 )‘“ N (ZYTI Mo 2* exew
Q37 oo foi usodo
© relogo de
Pubgoras

(OIA, BIF = 37 + 22 = diA, B) = J1T

Férmula da distancia
entre dois pontos

Podemos determinar ume expressdo que indica ¢ disindo
entre A e B, quoisquer que sejom Alx,, v, e Blx,, vl

O angubo ABC é resingulo em C, logo podemos usor

0 000 Ce FROUOIas

8%, v2)
”t'l >, Mk
Ay
hlﬂ y) "E“'o-vc)
+7_¢l._.'“_ﬁ‘.f__l
x5 x,
(|
«} -
O(A.U): ldy
A Ax c
(A, BIf = A + Ar =diA B) = Jax? +4ay? =
= Joo %) - +ly2~y i
Concliimos, endo, que o dis
’ A 550
¥ncio enre dois pontos, A e B, ,o,m »ng:
quosquer do plano, 1ol que pende do locoli
zxBode AeB

Ay, yi) € Blxy, y,), & doda por

dA. B = Jo = x 1 + lys — yi )P

Figura 43 — Distancia entre dois pontos — (t63t5Q2/t61t5Q2) (LD1, p.396-397)

Ainda considerando a escolha dos autores, identificamos a apresentacdo da
Geometria Analitica, no estudo da distancia entre dois pontos, como a integracdo entre a
Algebra e a Geometria. A representacdo de entes geométricos por expressdes algébricas,
nos moldes propostos por Nicola Oresme, é evidenciada pela determinacdo do
comprimento de um segmento de reta AB (Figura 42) e (Figura 43) expresso nas formas

numeérica e algébrica:
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AB =+/34, e d(A, B) =+/13, como também, AB :\/(xB — X0+ (Vs =Y )7 .

Esse fato é igualmente verificado na colecdo LD6. Nessa colecdo, a opcdo das
autoras, ao iniciar o contetdo, privilegiou o caso geral para a apresentacdo da nocao de
distancia, utilizando a representacdo figural, a técnica (t64t5Q2) aliada ao
desenvolvimento algébrico. A demonstracdo apresentada pela autora em (t61t5Q2), apoia-
se na localizacéo de dois pontos quaisquer P e Q, no plano cartesiano, e a determinacao da
distancia entre eles. E utilizada uma linguagem simbélica formal com definicdes iniciais
pertinentes ao processo da demonstragdo que ora se apresenta, caracterizando uma prova
conceitual, segundo Balacheff (1988).

ek

Sejam os pontos P(xp, yp) € Q(xq, o)
representados no grafico ao lado. Yo
Como podemos calcular a distancia
entre P e Q?

Inicialmente vamos supor que xp # X
e yp # ¥o. O segmento PC mede [xg - xp| € 0 ; '
segmento QC mede |y, — ypl- o Xp Xa X

Yp

A distancia entre P e Q ¢€ igual a medida da hipotenusa do tridgngulo PQC, retan-
gulo em C. Para calcular essa medida, aplicamos o teorema de Pitagoras:

(PQ)* = (PC)* + (QCY’ ou
(PQ)* = (xg ~ Xp)* + (Yo — Yp)?
PQ = V(xq — XpF + (yq - o’

Essa relagdo € valida também quando xp = xq € yp = yo.

Como (xg — Xp)* = (Xp — Xo)* € (Yo — ¥p)* = (¥p — Yo)’, podemos também escrever:

dpg = "r(xP - XQ)Z +(yp - )’())2

Figura 44 — Distancia entre dois pontos — (t63t5Q2/t61t5Q2) (LD6, p.37)

Nessa colecdo, por essa tarefa especificamente, entendemos que a demonstragdo
apresentada tem a funcdo de comunicagéo, segundo De Villiers (2002), com o objetivo de
negociar e apresentar o significado do conceito ora estudado. N&o houve a preocupagéo

nesse momento de comprovar ou justificar nenhum resultado numérico anterior.
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Nos materiais LD1 e LD7 as demonstragcdes apresentadas pelos autores definem
provas intelectuais com o objetivo de confirmar uma conjectura verificada numericamente,
porém, considerando as diferentes funcdes da demonstracdo segundo De Villiers (2002),
entendemos que elas também possam desempenhar a fungédo de explicacdo ao proporcionar

a compreensao do porque aquele calculo inicial era verdadeiro.

O bloco tecnoldgico-tedrico que justifica as técnicas ora apresentadas é formado
pela nocdo de distancia entre dois pontos, pela aplicacdo do Teorema de Pitagoras para
compor a férmula da distancia, pela localizacdo de pontos e segmentos de reta no plano

cartesiano, situados no campo da Algebra e da Geometria.

As colegOes LD1, LD6 e LD7 apresentam tarefas resolvidas utilizando o conceito
de distancia entre dois pontos estdo assim distribuidas: em LD1 sdo duas tarefas; em LD6
sdo quatro tarefas e em LD7 sdo duas tarefas. Como citamos anteriormente, em CP2009
ndo ha apresentacdo de tarefas resolvidas enquanto exemplos, aparecendo somente nas

atividades propostas aos alunos.

Pelas técnicas utilizadas pelos autores pudemos observar que privilegiaram as
resolucdes algébricas por meio de provas ora pragmaticas ora conceituais e, com excecao a
colecdo LD7 (tarefa 2), todas as tarefas executadas utilizaram a representacdo geomeétrica

como auxiliar no processo.

Com o proposito de organizar da melhor maneira possivel nossas andlises,
propomos um quadro representativo dessas tarefas, adequando os enunciados para uma

melhor interpretacao.
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TAREFAS EXECUTADAS PELOS AUTORES - BT1
M
di:?;:;: Atividades Técnicas :‘eepg'l:st;?ta‘:;:o Tipo de prova
Um ponto P(a,2) é
equidistante dos pontos : .
A(3,1) e B(2,4). Calcular a F'gura"
LD1 abscissa do ponto P. |rliguagem
Demonstrar que o tridangulo - gébn_ca. ”
com vértices A(-2,4), B(- numérica;
5,1) e C(-6,5) é isosceles.
Determine no eixo das
abscissas, um ponto que
dista 5 unidades de A(6,-3).
a Determine na bissetriz do Demonstra-
e} 2°. E do 4°. Quadrante, o ¢é&o por
e ponto equidistante de resolug&o Figural: Producéo de
e A(3,2) e de B(-4,-1). algébrica fin guag‘em prova pragmatica
] LD6 | A3.1) e B(1,5) sdo vértices | . mateméatica e intelectual
.2 consecutivos de um simbélica
quadrado ABCD.Determine representa- »
os outros vértices. géo (generalizago)
Determine o centro da geomeétrica.
circunferéncia que passa
pelo ponto A(1,2) e
tangencia os eixos
coordenados.
Calcular o perimetro do
triangulo de vértices A(2,0), Figural;
LD7 B(-2,-3) e C(-1,4). linguagem
Determinar o ponto da 2°. algébrica e
bissetriz que é equidistante numeérica;
de A(1,2) e B(-4,-1).

Figura 45 — Tarefas do bloco BT1 — (t5Q2) — (autoria propria)

Em relacdo aos critérios propostos por Chevallard (1999) para avaliar tipos de

tarefas (CT), técnicas (C6) e bloco tecnoldgico-tedrico (6/0), explicitado no Capitulo 3,

entendemos que as tarefas propostas pelos autores sdo representativas das situacoes iniciais

de estudo. Em relacdo as técnicas escolhidas foram efetivamente esbocadas e de facil

utilizacdo desde que haja dominio dos conhecimentos prévios necessarios para a realizagao

de tais técnicas: localizagdo de pontos no plano cartesiano, resolugdo de triangulos

retangulos e aplicacdo do teorema de Pitagoras, dentre outros. O bloco tecnoldgico-tedrico

apresentou justificativas inseridas no campo da Algebra e da Geometria, por vezes pela

utilizacdo da linguagem Matematica simbolica, podendo suscitar novas técnicas para a

resolucéo de novas tarefas.
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Tarefab (16Q2): Definir e calcular as coordenadas do ponto médio de um
segmento de reta.

Tarefa7 (t7Q2): Definir e estudar o conceito de baricentro de um triangulo.

Para as tarefas 6 e 7 definimos algumas técnicas que podem ser aplicadas para a

resolugéo de ambas, tais como:

Técnical (t01Q2): demonstracdo da férmula.

Técnica2 (162Q2): apresentacdo da formula.

Técnica3 (t03Q2): utilizacdo de exemplos para aplicacdo da formula.

Técnicad (t64Q2): representacdo geométrica como registro figural do conceito

estudado.

Ao analisarmos as tarefas (t6Q2 e t7Q2) no material CP2009 encontramos somente
a tarefa (t6Q2) ja nas atividades propostas aos alunos — Atividade 1, item ¢ —, porém nédo
iremos analisa-la nesse bloco, sendo que a tarefa (t7Q2) nao é contemplada nesse material.
Consequentemente, analisando as atividades executadas pelo autor, ndo verificamos a

aplicacéo das técnicas (163Q2 e 104Q2).

Em LD1 a tarefa (t7Q2) ndo é realizada completamente, lembrando que nosso
estudo verifica os conteidos apresentados anteriores a Equacao da reta. O termo baricentro
é definido como o ponto de encontro das trés medianas de um triangulo, porém ndo é
utilizada nenhuma técnica especifica para o céalculo do baricentro, a preocupacdo na

atividade proposta é o calculo do comprimento das medianas.

Nos materiais LD1 e LD6, a tarefa (t6Q2) é apresentada por meio da aplicacdo da
técnica (t61t6Q2) com utilizacdo da linguagem Matematica simbolica, caracterizando uma
prova conceitual (BALACHEFF, 1988). Os autores aplicam ainda a técnica (t64t6Qz2) para
fundamentar a utilizacdo do Teorema de Tales na comparacdo de segmentos proporcionais.
Observamos que para essa tarefa ndo houve a aplicacdo da formula para um exemplo
numerico, inicialmente, para posterior generalizacdo. Importante ressaltar que em LD1 o
autor, ao terminar a demonstracdo da tarefa (t6Q2), langca uma observacdo para reflexéo
utilizando o termo demonstragédo, porém ao desenvolvé-la ndo houve a explicitacao de que

aquela sequéncia representava os passos de uma demonstragéo.
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Dado um segmento de reta
AB tal gue Alx;, yil e Blxz, y,) séo  IIRFLY devem ser
pontos distintos, vamos determi- tos dis'i"mepon'
nar as coordenadas de M, ponto
médio de AB.

Considere:
® um segmento com extremidades Alx,, y,) e B{x,, y,);

® o ponto Mlx, y), ponto médio do segmento AB.

ATCT. Por que A e B

Aplicando o teorema de Tales, temos:

AM A]M1 N =N

= ‘|= 1
MB M|B| - XQ—X=
=>x—x.=x2—x=>2x=x2+x,=,x=%
AM _ AM, Yy = yi

- = 1= 1Tt _ =
MB M;B; y2=y

Figura 46 — Aplicacéo da técnica (t04t6Q2) — (LD1, p.398)

+
Sy-yi=yn-y=2y=y+y=y= L1

Entdo, podemos concluir que, dado um segmento de ex-
tremidades Alx,, y,) e Blx,, ys):

® o abscissa do ponto médio do segmento é a média aritmé
tica das abscissas das extremidades:

17_;_"1.
X =

® o ordenada do ponto médio do segmento é a média
aritmética das ordenadas das extremidades:

y=Yaiy

® A demonstraco independe da locolizacso de A e B
quadrantes.

nos :
o Chamando de M o ponto médic de AB, temos:

(e )

Figura 47 — Finalizagdo da tarefa (t6Q2) — técnica (161Q2) (LD1, p.398)
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Em LD6, a autora utiliza uma linguagem sincopada para apresentar a técnica
(t61t6Q2) ao explicitar suas premissas. Entendemos que a técnica (t62t6Q2) também é

aplicada a partir da explicagdo da tarefa como Teorema ao coloca-lo em destaque.

Teorema: Quaisquer que sejam 0s pontos P(xs, vs) ¢ (X0, Vo), s¢ M(x.,
ponto médio de PQ, entdo

r—— ——— [—————

") X0 X Ou X0 ¥

Figura 48 — Aplicacdo da técnica (t62t6Q2) (LD6, p.33)

Ao realizar a tarefa (t7Q2) em LD6, a autora aplica a técnica (t01t7Q2) em
linguagem Matematica simbolica e apresentando a técnica (t64t7Q2) como suporte a
demonstracdo. O termo teorema novamente € utilizado, porém nesse caso, a demonstragdo

se apresenta completa, como uma prova conceitual.

Em LDS6, tanto na realizacdo da tarefa (t6Q2) quanto (t7Q2), entendemos que as
demonstracdes apresentadas tém a funcdo de comunicacédo, segundo De Villiers (2002), no
intuito de comunicar ao aluno o significado de ponto médio para, posteriormente, aplica-lo

em situacOes diversas.

Na colecdo LD7, na apresentacdo da definicdo de Ponto Médio de um segmento
(t6Q2), o autor optou por iniciar a partir de um exemplo numérico na reta real e
posteriormente buscar o caso geral. Considerando a op¢do do autor, ao analisa-la segundo
0s moldes definidos por Balacheff (1988) para provas pragmaticas e intelectuais, pode
retratar o caminho a ser trilhado na elaboracdo de uma prova pragmatica e sua evolugdo a
uma prova conceitual. Ao utilizar a técnica (t61t6Q2) aliada a (t064t6Q2), aplicada ao caso
geral, sua escolha pode evidenciar a importancia dessa evolugdo, com a fungdo de
explicacdo e sistematizacdo, conforme De Villiers (2002). Analogamente, ao realizar a
tarefa (t7Q2), a prova pragmatica é descartada, segue-se diretamente o caminho da
demonstragdo (t61t7Q2), produzindo uma prova intelectual, juntamente com a técnica
(t0417Q2) auxiliando a compreensdo do objeto ndo-ostensivo — nog¢ao de baricentro de um

triangulo.
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Distancia na reta real

Podemos obter facilmente a distancia entre dois pontos na reta real. S6 temos de
conhecer as abscissas de seus extremos,
Na figura, temos os pontos P(-1) e Q(4).
P Q

i 0 1 2 3

A distancia PQ é igual a 5. Veja que ela pode ser obtida por subtragdo: 4 — (-1) = 5,
ou seja, a distancia é a diferenga entre a maior e a menor das abscissas dos extremos,
nessa ordem.

Na prética, tomamos essa diferenga em médulo. Assim, a ordem em que a sub-
tracgao é feita nédo interfere no resultado.

PQ=l4~(-1)l= |l4+1]l =|5|=50uPQ=|-1-4|=|-5|=5

Generalizando: se A(x,) e B(x,) sdo dois pontos da reta real, a distancia entre
eles é o médulo da diferenga de suas abscissas.

A B
—
x

Chamando essa diferenga de Ax,

——— — — —_———— —— .

| ,
| AB=BA=|x, -Xg | =|%g ~x, |=|Ax|
|

Figura 49 — Tarefa (t6Q2) (LD7, p.157)

As atividades propostas pelos autores referentes as tarefas (t6Q2) e (t7Q2) estdo
assim divididas: em CP2009 ndo foram apresentadas tarefas, pelo autor, anteriores as
atividades destinadas aos alunos; em LD1 ha duas atividades resolvidas sobre a nocéo de
ponto médio e ndo ha atividades sobre baricentro; em LD6 ha duas atividades sobre ponto
médio e uma sobre baricentro; finalmente em LD7, sdo executadas duas atividades sobre

ponto médio e uma sobre baricentro.

Nos materiais LD1, LD6 e LD7, as atividades relativas as tarefas (t6Q2) e (t7Q2)
sdo executadas a partir da técnica (t103Q2). Pela analise dessas atividades observamos que
as escolhas dos autores privilegiaram as aplicagdes diretas das formulas ora demonstradas,
caracterizando o que Balacheff (1987) denomina de raciocinar para a pratica, inclusive em
questdes que exijam aprofundamentos, seja pela organizacdo Matematica ou pela
interpretacdo do enunciado da questdo. Neste caso, os autores de LD1 e LD6 recorrem a
representacdo geomeétrica para uma melhor interpretacdo do enunciado. Segundo Duval
(2003, p.14) a mobilizagdo simultanea de pelo menos dois registros de representacao
caracteriza a originalidade da atividade Matematica, portanto analisando que o autor

propds uma tarefa em linguagem natural, interpretou-a geometricamente e a resolveu
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algebricamente pode possibilitar ao aluno a compreenséo do conceito estudado a partir da
coordenacdo de diferentes registros. Ha a elaboracdo de provas pragmaéticas a partir de
deducdes de propriedades com posterior aplicacdo das férmulas do ponto médio e do

baricentro de um tridngulo.

O bloco tecnoldgico-teodrico que fundamenta as técnicas adotadas para a realizacdo
das tarefas (t6Q2) e (t7Q2), comporta as no¢des de ponto médio de um segmento de reta e
baricentro de triangulos, definidas nos campos da Algebra e da Geometria. A nocdo de
demonstracdo é apresentada tanto na introducdo ao conceito quanto na execucdo das
tarefas, pela formalizagdo utilizada e adequacdo dos termos: seja, entdo, logo,

caracteristicos da linguagem formal e do método axiomatico.

Em relacdo aos critérios estipulados por Chevallard (1999) para avaliar as tarefas,
técnicas ou mesmo o bloco tecnolégico teérico® adotados em BT1 para as tarefas (t6Q2) e
(t7Q2) consideramos contemplados CT1 e CT2 nos trés materiais didaticos que
apresentaram tais tarefas. Entendemos que o critério CT3 é apresentado com
aprofundamentos por exigir, primeiramente, a interpretacdo do enunciado para que se
possa entdo, adequar uma resolucdo. Igualmente, considerando as técnicas utilizadas pelos
autores na realizacdo das tarefas, entendemos que séo efetivamente elaboradas e que
tenham alcance satisfatério, em atendimento aos critérios (C61) e (C63), inclusive por
utilizarem mais de um registro de representacdo — apresentam resolucdo algébrica do
calculo do ponto médio de um segmento e resolucdo geométrica pela construcdo da figura
no plano cartesiano. Podem proporcionar aos alunos o contato com a organizacao
simbdlica nas resolucdes de exercicios. Quanto a avaliagdo do bloco tecnoldgico-teodrico
(6/0) que sustenta as tarefas propostas (t6Q2) e (t7Q2), consideramos contemplados
alguns critérios (Cr) apontados por Chevallard (1999), principalmente ao que concerne as
formas candnicas da Matematica, pela linguagem simbdlica utilizada e por entendermos

que o bloco tecnolégico podera ser explorado e adaptado a resolucéo de outras tarefas.

Sintetizamos as atividades executadas pelos autores referentes ao bloco BT1 e as
tarefas (t6Q2) e (t7Q2).

%1 Discorremos sobre esse tema no Capitulo 3, item 3.1.
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TAREFAS EXECUTADAS PELOS AUTORES - BT1
Registros
;d‘:;eﬁr:;: Atividades Técnicas rep do - Tipo de prova
tagdo
Determinar M, ponto médio do
segmento AB, nos seguintes Z?;g:;:?;o
LD1 :‘;’7&;’2) © B(-1,-6) Ja':gmﬁo
b) A(1/2:1/3) e B(-1:2/3) ® formuls)
Calcular os comprimentos das
~ medianas de um tridngulo de
(e} vértices A(2,-6), B(-4,2) e C(0,4).
g Calcular as coordenadas do ponto
K. médio do segmento AB cujas
[ extremidades séo
Pl A(-4.8) e B(7,-1).
LD6 Determinar o ponto de intersecgdo Produgéo de
das diagonais e o 4°. vértice de Resolugdo prova
um paralelogramo ABCD cujos algébrica Figural; pragmaética e
outros vértices sdo A(3,-5), B(5,-3) com linguagem intelectual;
e C(-1,3) representa- matematica
- simbélica. Demonstragéo
Achar o ponto médio do segmento | §80 com fungdo de
de extremos A(5,-4) e B(-3,8). geomeétrica comunicagao.
LD7 Encontrar o ponto simétrico de
P(1,-1) em relagdo ao ponto Q(-
2,3).
Determinar os vértices AB, C e o
baricentro G do triangulo ABC,
~ LD6 sabendo que M(2,-1), N(-1,4) e P(-
154 2,2) sado os pontos médios,
A respectivamente, dos lados AB,
= BC e AC.
g Determinar o baricentro do | Resolugdo
- LD7 triangulo de vértices A(6,-3), | algébrica
B(3,4) e C(-3,2). (aplicagéo
da férmula)

Figura 50 — Apresentacdo sintética das atividades executadas pelos autores—BT1-tarefas (t6Q2/t7Q2) (autoria propria)

Tarefa8 (t8Q2): Definir a condi¢do de alinhamento de trés pontos.

Técnical (t01t8Q2): relacdo de pertinéncia entre ponto e reta.

Técnica2 (t62t8Q2): relacdo de semelhanga entre tridngulos retangulos.

Técnica3 (t63t8Q2): demonstragdo da colinearidade por determinante nulo.

Técnicad (t04t8Q2): apresentacdo da colinearidade por determinante nulo.

Técnica5 (t65t8Q2): utilizacdo da representacdo geométrica para definicdo do
alinhamento de trés pontos.

Analisando a existéncia da tarefa (t8Q2) no material CP2009 observamos que ela é

apresentada somente como atividade proposta aos alunos (BT2), portanto ndo a
analisaremos nesse bloco (BT1). O material faz mengdo ao alinhamento de trés pontos a
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partir da igualdade de seus coeficientes angulares, observados por meio de um registro
figural igualmente apresentado no material do aluno (CA2009).

A, B, C nao alinhados: m, g # m

B«

BC paralelo a DE: mg. = m,,

Figura 51 — Condig&o de alinhamento de trés pontos (CP2009, p.12)

Analogamente a CP2009, o material LD7 apresenta a condicdo de alinhamento de
trés pontos somente como tarefa proposta aos alunos (BT2), posterior ao estudo da Area de
um triangulo. Interpretamos que a escolha do autor possa privilegiar a conjectura de que
caso a area seja igual a zero, a figura ndo se concretiza, portanto os pontos estariam
alinhados. Por ndo se apresentar como tarefa executada pelo autor (BT1) ndo temos como
analisar a tarefa (t8Q2) em LD7.

A tarefa (t8Q2) é apresentada em LD1 e LD6 utilizando a técnica (t63t8Q2) aliada
a técnica (t62t8Q2) por meio de uma demonstracdo, caracterizada como prova intelectual
(BALACHEFF, 1988) pela linguagem formal na qual é apresentada, incluindo a
demonstragdo de sua reciproca, em ambos os materiais. Entendemos que a opgéo pela
demonstracdo pode ter a funcdo, segundo De Villiers (2002), de explicagdo tentando
proporcionar a compreensao de uma verdade, mas também, pode desempenhar o papel de
comunicadora de um significado importante ao entender que o resultado de um
determinante nulo representa, em verdade, a auséncia de area — enquanto superficie —
consequentemente, 0s pontos ora especificados determinam uma reta e ndo uma superficie.

Os autores optaram por utilizar o registro figural, segundo a técnica (t65t8Q2), para
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representar a nogédo de alinhamento de trés pontos (objeto ndo-ostensivo) geometricamente,
privilegiando a relagdo entre Algebra e Geometria em resolucdes de problemas na
Geometria Analitica, segundo Oresme e Descartes. A importancia em estabelecer essa

relacdo é destacada em LD1 ao observar:

Z VN Mais uma  proprie

REFLETIR Jeoe s geométrica es

G sendo comprovor

da por um Processc
aigébrico

Figura 52 — Observag&o relacéo entre Algebra e Geometria (LD1, p.400)

Essa observacdo é feita ao final da demonstracdo da condi¢do de alinhamento em
LD1, e a partir da manipulacdo de objetos matematicos: razdes provenientes da
semelhanca de triangulos, igualdade entre sentencas algébricas, calculo de determinantes, a

fim de definir a condicédo de alinhamento de trés pontos por determinante nulo.

As atividades executadas pelos autores para institucionalizacdo do conceito
estudado constituem provas pragmaticas, caracterizadas pela funcdo de verificacdo da

veracidade de uma propriedade.

TAREFAS EXECUTADAS PELOS AUTORES - BT1
Material . o Registros de .
didatico Atividades Técnicas representacao Tipo de prova
Verificar se sdo
o~ li
B ;‘;,','t‘s:fes o8 Producéao de prova
€| Lbe |a) (?(-13'-15)' B(1.3) Resolugéo Figural; mrt;alemctauﬂ;
Bl g) A(«1 4)) B(5.2) algébrica, pelo linguagem prag '
§ eC23 caiculo de mgtemétiga Demonstragdo com
Varflicar 86 o8 determinante. simbdlica; funcdo de comunicacdo
pontos A(-3,5), e explicacao;,
LD1 1 B1,1)e C(3-1) pach
estdo alinhados.

Figura 53 — Sintese das tarefas executadas pelos autores BT1-tarefa (t8Q2) — (autoria prépria)
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O bloco tecnolodgico-tedrico que justifica as técnicas utilizadas apoia-se nos campos
da Algebra e da Geometria por abranger propriedades relativas a resolucéo de igualdade de
sentencas algébricas, da semelhanca de triangulos, das opera¢cdes no conjunto dos numeros
reais e o sistema de coordenadas cartesianas que permitiu a representacdo geomeétrica e a

visualizagéo do alinhamento de trés pontos.

Interessante observar que, apo6s a formalizacdo das demonstragdes em LD1 e LD6,
as atividades propostas privilegiaram a técnica do determinante caracterizando-se, segundo
Balacheff (1987), como esferas de pratica. Esse autor define esferas de pratica como
aquelas situagdes nas quais ndo ha a necessidade de validacao das acBes, uma vez que elas
podem ser asseguradas por aplicagdo de um algoritmo, ou mesmo, pela aplicacdo de
estratégias padronizadas. Como o objetivo das atividades era verificar se 0os pontos dados
estavam alinhados, o resultado D = 0 garante o alinhamento e D = 0 refuta o alinhamento,

fundamentado pela demonstracdo anterior.
Tarefa 9 (19Q2): Determinar o coeficiente angular de uma reta.
Técnical (t01t9Q2): deducgéo da formula do coeficiente angular.
Tecnica2 (t62t9Q2): apresentacdo da formula do coeficiente angular.

Técnica3 (t63t9Q2): utilizacdo da representacdo geométrica.

Em relagdo ao cumprimento da tarefa (t9Q2) em CP2009, observamos somente a
realizacdo da técnica (t62t9Q2) aliada a técnica (t63t9Q2). N&o ha tarefas resolvidas pelo

autor.

Ressaltamos que nos materiais didaticos LD6 e LD7 o tema Coeficiente angular e
inclinacdo de uma reta é tratado posterior a introducdo sobre Equacdo da Reta, portanto

nao analisaremos essa tarefa nesse momento.
Em LD1, esse assunto € estudado anteriormente ao topico Equacdo da Reta. A

abordagem utilizada pelo autor faz referéncia a inclinacdo (o) de uma reta I em relagdo ao

eixo X, sem mencionar a equacao geral ou reduzida da reta, visto que esses assuntos ainda
ndo foram estudados. Inicialmente, o autor apresenta a formula do coeficiente angular

contemplando a técnica (t62t9Q2), escolhendo explicitad-la posteriormente. O autor
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observa quatro casos para estudar a declividade da reta, considerando 0° <« <180°:
a=0° 0°<a<90°; 90°<a <180° e a =90°. A deducéo da formula (t61t9Q2) se d4,
aliada a técnica (t03t9Q2), a partir da elaboracdo de provas intelectuais abrangendo duas
maneiras para obtengdo do coeficiente angular: conhecendo a inclinagdo (o) da reta e
conhecendo dois pontos quaisquer da reta A(X,,Y,) € B(Xz,Yg). Na elaboracdo dessas

provas, o autor utiliza-se do célculo da tangente de um angulo por meio da diferenca entre
abscissas (Ax) e ordenadas (Ay ) de dois pontos, para definir o coeficiente angular (m) de

uma reta.

Na tarefa apresentada pelo autor como exemplo do contetido estudado, observamos
a elaboracdo de uma prova pragmatica pertencente ao bloco (BT1), a partir da aplicacdo da
férmula para calculo do coeficiente angular. Fica como sugestdo do autor a verificacdo ou
validacdo do resultado por meio da comparacdo com a propriedade: se m>0, entdo a reta
apresenta sentido crescente em relagdo ao eixo x, como também a sugestdo da construcdo
geométrica. Entendemos que, ap6s o processo de demonstracdo elaborado para abordar o
tema Coeficiente angular de uma reta, a execucdo da tarefa poderia se clarificar ao dar

énfase ao desenvolvimento algébrico e geométrico anterior.

Consideramos que essa tarefa seria mais um momento oportuno para se explorar a
aplicacdo da linguagem simbélica na producdo de uma prova. A técnica escolhida pelo
autor pode criar condicGes para o aluno interpretar o significado de coeficiente angular de
uma reta como um procedimento puramente mecanico, singular, no sentido de nao

entender a necessidade de uma analise e validacdo do resultado encontrado.

TAREFAS EXECUTADAS PELOS AUTORES - BT1
Material 2 . Registros de .
didatico Atividade Técnicas representacio Tipo de prova
Calcular o coeficiente
- angular da reta que i
S pagsa pelos por?tos g;;::;gégoda
% NES) AT, coeficiente Figural; Prod d
3 . : lar pela linguagem r .ug:éo € prova
S| LD1 | Sugestdo: O angulo a ¢ | @NQUIAr P A intelectual e
- agudo tangente matematica raomdtica
- (0° < <90°), pois trigonométrica; simbélica; e ‘
m>0. Confirme resolu;éo
construindo a figura com | algébrica.
AeB.

Figura 54 — Sintese das tarefas executadas (t9Q2) em LD1.(autoria propria)
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O bloco tecnoldgico-tedrico que justifica as técnicas escolhidas pelo autor é
composto pela Algebra, Geometria e trigonometria ao representar geometricamente, no
plano cartesiano, dois pontos pertencentes a uma reta e utilizar o conceito de tangente
(trigonometria) para determinacdo do coeficiente angular. A nogdo de demonstracéo, pode
ser verificada no emprego da técnica (t01t9Q2) pela utilizacdo dos termos seja, temos e

entdo... pertencentes a linguagem simbolica da demonstracéo.

Seja r a reta determinada por Alx;, v, e Blx,, v, e sejo
C(X}, \/IJ
No tridngulo retangulo ABC (C & refo), temos

d(C, B) Y
YO =yt = ———‘—A\' = L= 1

dlA, C) Ax X %
P‘MOO
o Y

X2 X

Figura 55 — Prova intelectual tarefa (t9Q2) (LD1, p.401)

Considerac0es a respeito das andlises da 22 Questao (Q2)

O propoésito da elaboracdo dessa questdo foi o de analisar quais conteudos
matematicos os materiais didaticos propunham como precedentes ao estudo da equacao da
reta, a organizacdo didatica (OD) e Matemética (OM) desses contetdos a partir das
abordagens escolhidas e a existéncia de provas segundo a tipologia proposta por Balacheff
(1987;1988). Essa andlise nos permitiu levantar os conteudos matematicos que esses
autores consideraram necessarios como suportes & compreensao da representacdo de uma
reta por meio de sua equacdo. A partir do levantamento realizado nos materiais didaticos
conseguimos identificar tais conteidos (Figura 33), inclusive com destaque aos que sdo
comuns a todos eles, tais como: sistema cartesiano ortogonal, distancia entre dois pontos e
ponto médio de um segmento de reta. A condi¢do de alinhamento de trés pontos e o
coeficiente angular de uma reta foram contemplados pela maioria dos materiais
antecedendo o estudo da equagdo da reta. Os estudos com baricentro e area de triangulos
foram contemplados somente por dois materiais didaticos (LD6, LD7). Entretanto,
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consideramos que seria interessante se 0s outros materiais também os tivessem
contemplado, pela possibilidade de relacionar a area do triangulo ao teorema que
estabelece a condicdo de alinhamento de trés pontos, uma vez que trés pontos nao
colineares definem um triangulo e colineares definem uma reta. Essa interacdo poderia ser
proposta nos demais materiais didaticos. Apesar de existirem conteddos de Geometria
Analitica ndo contemplados em alguns desses materiais, todos atendem as recomendagdes
dos documentos oficiais que estabelecem tais contetdos, conforme Figura 24.

E importante salientar que o levantamento considera como contemplado o contetido
que aparece representado antes do topico equacdo da reta (em qualquer uma de suas
diferentes representacoes).

A partir dessa andlise, tivemos um panorama geral da OM referente ao contetdo
Geometria Analitica proposto por cada um dos materiais didaticos até o estudo da equacao
da reta, bem como, as escolhas dos autores, por meio da OD proposta. Chevallard (1999)
considera de fundamental importancia a elaboragdo de uma OD, visto que tem por objetivo
o ensino e a aprendizagem de uma OM, ou seja, “fazer existir uma relacdo pessoal com a
organizagcdo Matematica ou modificar a relacdo ja existente com essa organizagdo”.
Entende-se por modificacdo a mobilizacdo de novas técnicas para uma tarefa ja existente,
ou mesmo, a ampliacdo do bloco tecnolégico-tedrico.

Esse levantamento mostrou-nos, preliminarmente, que os autores elaboram provas
que vao de pragmaticas as intelectuais nas tarefas executadas, como também
demonstracdes, dao énfase a utilizacdo de mais de um registro de representacao, seja ele
figural, linguagem natural ou linguagem Matematica simbolica. H4 a preocupacdo em
relacionar a linguagem algébrica e geométrica que representam 0s objetos matematicos
estudados. As técnicas mobilizadas utilizam-se dos conhecimentos especificos do capitulo
como também retomam conhecimentos anteriormente adquiridos. Cabe aqui considerar
que a elaboracdo de demonstragdes com maior grau de rigor ocorra somente em dois dos
materiais didaticos selecionados. Relacionamos as técnicas mobilizadas as recomendac6es
das Orientagc6es Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006, p.77) ao priorizar que
“memorizagdes excessivas devem ser evitadas; [...] equacbes devem ser deduzidas, e ndo
simplesmente apresentadas aos alunos, para que, entdo se tornem significativas.”

Consideramos, pelos conteudos propostos nesses materiais, que ha subsidio
suficiente para que o aluno possa compreender a representacdo de uma reta no plano,

algebricamente e geometricamente, contemplando um dos objetivos da Geometria
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Analitica, porém ainda consideramos que alguns conteudos, como foram abordados,
podem causar o entendimento de formula pronta, desvinculado de teoremas e propriedades.

Os materiais didaticos da SEESP apresentam diretamente as atividades que sao
propostas aos alunos, sem fazer alusdo a exercicios resolvidos enquanto exemplos.
Observamos que esse material poderia ser caracterizado como um caderno de exercicios,

por meio do qual se coloca em prética a teoria estudada em material distinto.

5.3.1.3 Andlise quanto a 32 Questao (Q3)

Questao 3 (Q3): Na introdugéo aos conceitos que antecedem o Estudo da Equacao
da Reta sdo utilizados os termos propriedade,axioma, teorema, demonstracao, prova, ou

mesmo € feita alguma diferenciacdo entre eles?

Tarefal (t1Q3): Identificar a utilizacdo dos termos propriedade, teorema,

demonstragéo, prova nas tarefas executadas.

Tarefa2 (t2Q3): Identificar se é apresentada alguma diferenciacdo entre os termos

utilizados em um sistema dedutivo.

Técnica (t61t1Q3): Levantamento sobre a utilizagdo e diferenciagdo dos termos

propriedade, teorema, demonstracdo e prova nos materiais didaticos selecionados.

Nos materiais didaticos CP2009 e CA2009 as tarefas que antecedem o estudo da
equacdo da reta ndo apresentam exercicios resolvidos, porém analisamos esses materiais
considerando as tarefas propostas aos alunos (BT2) e pudemos observar que as tarefas
(t1Q3) e (t2Q3) ndo sao contempladas. Analisamos os materiais CP2009 (12. série, Volume
4 e 22.série, Volume 4) que tratam dos contelidos sobre Geometria, Trigonometria e

Geometria Métrica Espacial e ndo encontramos defini¢ao para os termos especificados.

No material LD1, o autor utiliza os termos demonstrar, demonstre que...,
propriedade, reciproca em tarefas realizadas e propostas, porém nédo apresenta explicacfes
sobre seu significado nem diferenciacdo entre eles. Consideramos que a tarefa (t1Q3) &

contemplada nesse material, poréem a tarefa (t2Q3) néo é realizada nesse capitulo.
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2°.) Vamos demonstrar que o triangulo com vértices
A(-2,4), B(-5,1) e C(-6,5) é isosceles.
(tarefa realizada em LD1, p.397)

14. Demonstre que os pontos A(6,-13), B(-2,2),
C(13,10) e D(21,-5) sdo os vértices consecutivos de um quadrado.

(Sugestao: verifique que os lados sdo congruentes e que os angulos sdo retos.)

(tarefa proposta em LD1, p.398)

Figura 56 — Utilizag8o do termo demonstre que... em LD1 (p.397-398)

Nesse material, a distancia entre dois pontos ndo é apresentada como um teorema,
mas por sua formula como uma expressao geral. O teorema da condicdo de alinhamento de
trés pontos é apresentado como uma propriedade geométrica e o termo reciproca nao €
definido.

Analisando o material LD1 em sua integra, encontramos no Capitulo 28 sobre
“Geometria espacial de posi¢do e métrica” (LD1, p.342) alguns esclarecimentos a respeito
dos termos que seriam empregados a partir daquele capitulo. Observamos o cumprimento
da tarefa (t1Q3) ao apresentar-se a diferenciacdo entre os termos: definicdo, axiomas ou
postulados e teoremas. O autor tem a preocupacdo em dar destaque diferenciado (cores) a

esses termos e utiliza-se desse método no decorrer de todo o capitulo.

Vocé vai perceber também, no decorrer deste capitulo,
tlermos ndo definidos, como ponto, reta, plano e espago. As
definicdes de outros termos serdo baseadas neles. Vai se de-
parar também com alguns enunciados bésicos, fundamen-
fais, que nGo sGo demonstrados: sdo chamados axiomas ou
postulados. Outros enunciados sGo demonstraveis. Eles séo
chamados de feoremas e sGo conseqiiéncia dos postulados.

Figura 57 — Diferenciacdo entre os termos do método dedutivo (LD1, p.343)
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Figura 58 — Diferenciagdo entre os termos do método dedutivo — destaque cores (LD1, p. 343)

Esses esclarecimentos sdo retomados adiante (LD1, p.358) no tdpico: “O método
dedutivo: algumas demonstra¢des”. Por meio de um texto faz-se a diferenciacéo,
novamente, entre postulado ou axioma e teoremas, como também sdo apresentadas
algumas demonstracdes. Observamos que esses conteudos estdo programados para a 22.
série do Ensino Médio, portanto os alunos que utilizaram essa cole¢do em anos anteriores
tiveram acesso e estariam relembrando essas defini¢cdes e, caso ndo a tenham utilizado,

podem ser consultadas.

Entendemos que no capitulo destinado a Geometria Analitica (Capitulo 31, p.395),
uma recordacdo dos termos utilizados pelo método axiomatico dedutivo se faz necessaria,
inclusive para que seja esclarecido o que pode ser demonstrado (teoremas). Como
sugestdo, o autor poderia deixar a recomendacdo do Capitulo28 para revisao desses termos.

No material LD7, os autores utilizam a palavra reciproca no estudo da Equacao
geral da reta, porém ndo explicitam o que seja a reciproca de um teorema. O teorema é
“mostrado” como resposta a uma pergunta: “Sera que toda reta do plano cartesiano xOy
esta associada a uma equacao de 1°.grau de varidveis x e y?” A resposta ¢ “mostrada” em
destaque, entretanto ndo h& mencdo ao termo teorema ou mesmo propriedade. Em
contetdos estudados, anteriores & Equacdo da reta, observamos a apresentacdo das

formulas como finalizagdo de um procedimento no qual aparece o termo “conclusao”.
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U —

|

Conclus&o: ix,,:i“.%}i e yv_-_y_%l_e. |
{

L n— i—

Figura 59 — Defini¢do de ponto médio apresentada pelo termo “conclusdo” em LD7 (p.158)

Entendemos que essa sistematizacdo organiza a resolucdo, mas ndo favorece a
elaboracdo de uma demonstracdo ou mesmo de uma prova, Visto que 0s teoremas nao sao
demonstrados conforme a axiomatizacdo do método dedutivo. A linguagem aplicada se
torna muito préxima da utilizada pelo aluno ndo propiciando uma evolucdo em relacdo a

formalizagdo axiomatica.

Analisando o material LD7 na integra, encontramos no mesmo volume o capitulo
“Geometria espacial de posicao” (LD7, p.7), em qual sdo apresentados os conceitos
primitivos, a definicdo para postulados ou axiomas, entretanto o autor nao faz mencao a

interpretacdo do termo teorema, apesar de menciona-lo nas paginas seguintes.

Alguns postulados e definicoes

Certas proposi¢des da Geometria plana sao aceitas sem demonstrag2o. Sao os
postulados ou axiomas. Eles relacionam os conceitos primitivos e sao a base de

toda a teoria.
A seguir, vamos estudar alguns desses postulados e apresentar algumas defini-

¢oes envolvendo os conceitos primitivos.

Figura 60 — Definicdo de termos do sistema dedutivo (LD7, p.9)

Consideramos importante a apresentacdo das definicdes no mesmo volume nessa
colecdo seriada, porém como sugestdo o autor poderia complementar as defini¢cbes dos
termos de um sistema dedutivo para que o aluno tivesse oportunidade de consulta-los
sempre que houvesse a duvida e que o auxiliaria na diferenciacdo desses termos no

processo de demonstracdo ou elaboracédo de prova.

Em LD6, a utilizacdo do termo teorema, tarefa (t1Q3), aparece na apresentacdo das
no¢Oes de Ponto Médio de um segmento, de Baricentro de um triangulo, da Distancia entre
dois pontos, Area de um triangulo e de colinearidade entre trés pontos. O termo é utilizado,
via de regra, ap6és uma demonstracdo e, em alguns casos, apds as expressdes assim...,

portanto..., podemos enunciar..., podemos escrever....
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De () e (2), podemos escrever a condigdo de alinhamento de trés pontos:

LR ;
Teorema: A, B e C sdo colineares < ix” yg | | 0.
Xc Yo 1]

Figura 61 — Utilizagao do termo teorema nos conceitos referentes & Equacdo da reta — LD6 (p.45)

Analogamente ao termo teorema, observamos o emprego das palavras propriedade
e reciproca, aplicadas ao estudo das noc¢des de Colinearidade entre trés pontos, Equacao

geral de uma reta.

Portar

p— e
A cada reta r do plano cartesiano associamos uma equaga
ax +by + ¢ =0, onde a, b ¢ ¢ 830 nimeros reais,coma ¥ Ooub
as coordenadas de um ponto qualquer de r
; e

Figura 62 — Utilizacdo do termo propriedade nos conceitos referentes a Equagdo da reta— LD6, (p.51)

Apesar da utilizacdo desses termos observamos que ndo ha a explicacdo da
diferenca existente entre eles. Analisamos o capitulo destinado & Geometria Analitica
(Parte 2 — Unidades 2 a 5), como também a integra do material LD6 e ndo observamos a
presenca de um texto informativo sobre o significado dos termos empregados. Acreditamos
que as autoras possam ter considerado que para esse nivel de ensino — 3?2 série do Ensino
Médio — os alunos estejam familiarizados com tais termos. Buscamos nos volumes da
mesma colecdo destinados a 12 e 22 série a fim de observarmos se em algum momento, em
outros conteudos, se essa diferenciacdo se faz presente. Encontramos no Volume 2 (22
série, 2006. Parte 3. Geometria Espacial, p.199), um quadro explicativo sobre o que vem a

ser um sistema dedutivo. Apresentaremos a seguir um “recorte” dessa explicacao:
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O que é um sistema dedutivo?

A Matematica, enquanto ciéncia, utiliza como recurso para provar fatos os cha-
mados sistemas dedutivos.

A idéia é que, para provar de forma logica alguma coisa, é preciso partir de
alguns elementos que devem ser aceitos como a base de uma teoria e de alguns
fatos verdadeiros que envolvam esses elementos. Todas as demonstracoes devem
ser feitas a partir desses dois itens

As caracteristicas de um sistema dedutivo sao as seguintes:

a) Algumas nog¢oes ou conceitos, chamados primitivos, sao colocados sem defi-
nicao e devem ser aceitos como existentes e verdadeiros. Em Geometria, os con-
ceitos primitivos sao: ponto, reta e plano

b) Séo escolhidos alguns postulados,

| postulado lDo lat. postulatu] S.m. 1.

S e =7
\

ou seja, fatos que relacionam 08 CON- | FEijlos. Proposicdo nao evidente nem de-
ceitos primitivos e que também de- | monstravel, que se admite como principio
vem ser aceitos como verdades. | de um sistema dedutivel, de uma opera-
A escolha dos postulados pode variar, | ¢80 logica ou de um sistema de normas
dependendo de que teoria se quer de- : praticas. 2. Fato ou preceito reconhecido

sem révia demonstra éo
senvolver e do que se quer provar. ol .

Figura 63 — Definicdes sobre sistema dedutivo. (SMOLE, K.S.Matematica Ensino Médio, vol.2, 2006, p.199)

Nesta unidade veremos um conjunto | tooroma [Do gr. thedrema, ‘objeto de |

de postulados para o estudo de Geo- atencao’, ‘assunto de estudo’, pelo lat.
metria espacial. theorema) S.m. Proposi¢do que, para ser
admitida ou se tornar evidente, necessita

)s teoremas sao todos os fatos que ;
. 5 - st b 1 | de demonstragio.

podem ser provados por dedugao 10- Fonte: FERREIRA. Aurélio B. H
gica a partir dos postulados e de ou- Novo Aurélio Século XX1. Rio de Janeiro: Nova
tros teoremas ja demonstrados. Fronteira, 1999

|

O conjunto das nogdes primitivas, dos postulados e teoremas compde um sis-

tema dedutivo.

Figura 64 — Definicdo sobre o termo teorema (SMOLE, K.S., vol.2, 2006, p.200)
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Consideramos que esses esclarecimentos sdo importantes ao iniciarmos os estudos

sobre conteudos que possam exigir demonstracGes em suas resolucdes. Por meio dessas

defini¢bes o aluno passa a conhecer parte da organizacdo exigida no processo dedutivo,

compreendendo o significado de cada termo, como também, a posicdo que ele pode ocupar

nesse desenvolvimento. Esse quadro de defini¢cBes é apresentado pelas autoras somente no

Volume 2 da colecdo, entendemos que seria interessante apresenta-lo nos trés volumes

como parte integrante aos estudos de Trigonometria (Vol.1) e Geometria Analitica (Vol.3).

Ocuparia a funcéo de reforco ao significado dos termos para alunos que utilizam a colec¢do

desde a 18 série do Ensino Médio e de esclarecimento para aqueles que nédo tiveram

contato com essas definicbes em outras colecdes. Deixamos aqui como sugestdo aos
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autores, porém entendemos que o professor, ao trabalhar com o processo de demonstragéo,
defina esses termos quando o material didatico utilizado por ele ndo o faz.

Considerac0es a respeito das anélises da 32 Questdo (Q3)

Nosso objetivo ao propor essa questdo foi o de analisar se os termos propriedade,
teorema, demonstracdo e prova foram utilizados pelos autores dos materiais didaticos no

desenvolvimento do capitulo sobre Geometria Analitica até os estudos sobre equagdo da reta.

Por meio dessa analise pudemos observar que esses termos permeiam os contetidos
apresentados, porém em nenhum dos materiais eles foram definidos. Ndo ha diferenciacao
relativa a esses termos. Em alguns casos, 0s teoremas sdo representados pelas formulas
aliadas a linguagem natural que o define, porém sem a explicacdo de que aquele enunciado
é um teorema passivel de demonstracédo e por isso, aceito como verdadeiro. Observa-se que
a linguagem natural utilizada dé indicios de deducéo, de raciocinio l6gico-matematico pela
organizacdo proposta no exemplo, pela simbologia Matematica utilizada, porém ainda

assim, o termo teorema ndo € explicitado.

H& a preocupacdo dos autores em apresentar a generalizacdo partindo de casos
particulares, com o propoésito de tornar explicita a validade da afirmacdo para todos 0s

casos, porém a generalizacdo aparece por meio de uma férmula.

Por meio da Figura 65, apresentamos uma sintese da situacdo encontrada nos
materiais didaticos relativa a utilizacdo dos termos propriedade, teorema, reciproca,

demonstracéo e prova nos contetdos analisados em Geometria Analitica.

[ UTILIZAGAO DE TERMOS DO METODO AXIOMATICO-DEDUTIVO EM MATERIAIS DIDATICOS |
B o QUESTAO3(Q3) N 1
Material | N— Jormos __ I
Iy | Proprie- | Axioma | Teore- | Reciproca | Demonstragdao Prova | Situagédo 1
| didético | I ‘ '
\oo | dade | _ma | i I S S
LD1 | 0 . 1 o | 0 0 e | Utilizamas |
1 —% **** — = — nao define |
e | o | ® o | o +_ . + * 1l © |
[ s B & - T Utlizae |
o7 | » ; | ,
(e L S ENL A ML LB B I YOW
i | | | u’ |
} CA209'9-4‘0_W”4 . l?’“—.* 1l e -l—— B e | 0 Utiiza
[ cP00s | o | o | o | 1 . e | ©

Figura 65 — Sintese da utilizagdo de termos relativos ao sistema dedutivo em materiais didaticos (autoria propria).
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Observamos que, com excec¢do dos materiais da SEESP, as outras colec¢des utilizam
alguns desses termos, propdem tarefas solicitando que o aluno demonstre que, porém nédo
especificam que a resolucdo apresentada pelos autores pode ser considerada uma
demonstracdo ou prova intelectual (BALACHEFF, 1988). Entendemos que o aluno pode
seguir os passos da resolucdo apresentada sem saber que esta elaborando um tipo de prova.

5.3.1.4 Andlise quanto a 42. Questao (Q4)

Questao 4 (Q4): As tarefas utilizadas, voltadas ao estudo da equacéo da reta,

apresentam demonstragdes ou provas?
Tarefal (t1Q4): Identificar as tarefas propostas para o estudo da Equacdo da Reta.

Tarefa2 (t2Q4): ldentificar, por meio das tarefas propostas, a utilizacdo de provas

ou demonstragdes.

Teécnica 1 (t01t1Q4): Analise dos tipos de provas e das demonstragdes nos

materiais didaticos selecionados.

As analises realizadas nessa questdo (Q4) terdo um aprofundamento maior visto
que é o foco principal de nosso estudo, portanto apresentaremos algumas caracteristicas

diferenciadas das utilizadas até o momento.

Analisaremos a questdo (Q4) obedecendo a constituicdo dos dois Blocos (BT1) e
(BT2) referentes as tarefas propostas pelos autores.

No material didatico CP2009, os estudos relativos & Equacao da Reta sdo propostos
a partir da Situacdo de Aprendizagem 2 sob o titulo: A reta, a inclinacdo e a
proporcionalidade (CP2009, p.20). Segundo os autores, as tarefas propostas visam o

desenvolvimento das seguintes competéncias e habilidades:

Compreensdo da linguagem algébrica na representacdo de situacles e
problemas  geométricos; expressdo de  situacBes envolvendo
proporcionalidade por meio de equac@es e inequagbes envolvendo retas
(CP20009, p.20).
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Entendemos que os autores escolheram por estabelecer as relacGes existentes entre
Algebra e Geometria em contetidos da Geometria Analitica, explicitando tal fato como

[...] vamos procurar representar curvas por equacdes com base na
expressdo algébrica das propriedades que tais curvas apresentam. E
vamos iniciar com a mais simples das “curvas”, ou seja, com a reta, que ¢
como uma “curva sem imaginagdo”, pois segue sempre na mesma direcao

(CP2009, p.21).

A opc¢do dos autores ao trabalhar a equacdo da reta se deu pela utilizacdo da
equacéo reduzida y = mx + h, com énfase na proporcionalidade entre duas grandezas. A

relacdo entre as grandezas x (abscissas) e y (ordenadas) é mostrada como diretamente

proporcionais, ou seja Y _ constante = m, ou ainda, y =mx (passando pela origem), ou
X

—h : - . :
y—o =m (sem passar pela origem). O coeficiente angular (m) na equagdo reduzida da
X_
reta, representa a variagdo do valor de y quando o valor de x aumenta de uma unidade.

Assim demonstrada:

Xx=>y=mx+h

X=x+1 =2y=mx+1)+h=
mx+m+h=y+m

X~-x=1=>y-y=m

Figura 66 — Determinacéo de coeficiente angular por proporcionalidade direta (CP2009, p.21)

Os autores apresentam estudo sobre os sinais dos coeficientes (m) e (h)
relacionando-os as posi¢fes ocupadas pela reta, utilizando para isso registros figurais
aliados as equagdes da reta em cada caso. Apresentamos na Figura 67 e Figura 68 alguns

exemplos:
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Figura 67 — Andlise do Coeficiente angular em retas paralelas (CP2009, p.22)

y=h (th>0)

y=h (h<0)

Nestes casos m = 0

xx
AN
ox
=%
v
ox

Nestes casos ndo existe m

Figura 68 — Equacdo reduzida da reta quando paralela ao eixo x ou eixo y (Idem)
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Interpretamos que, como o material CP2009 é destinado especificamente ao
professor, esses conteddos estdo representados de maneira resumida, deixando a

metodologia de abordagem a seu cargo.

Em relacdo a tarefa (t1Q4), e a técnica (t61t1Q4), ndo identificamos tarefas propostas
pelos autores (BT1), somente um exemplo ilustrativo, porém sem resolucdo, para a seguinte

propriedade: quando x aumenta de uma unidade, a variacdo dey serd y’ —y =m.

Em relacdo as tarefas propostas (BT2) sdo apresentadas 8 (oito) atividades
constantes da Situacdo de Aprendizagem 2. Para facilitar a descrigdo de cada uma delas,

adequamos os enunciados em termos de tarefas.

ESTUDO DA EQUAGCAO DA RETA Tarefa (t1Q4)

BLOCOS (BT1) (BT2)
Material
didatico TAREFAS (BT1) TAREFAS (BT2)
Atividade 1: Representar no plano cartesiano as retas r1 a r9 correspondentes aos
valores de h e m tabeladas abaixo.
Atividade 2: Determinar a equagdo da reta que passa pelo ponto A(2;5) e tem
inclinagdo m=3.
Dileorias Atividade 3: Escrever a equagdo da reta que passa pelos pontos A(1;7) e B(4;16).
. Atividade 4: Escrever as equagdes das retas representativas dos lados das figuras
variacéo do valor S g A . : s
de y na equacéo: geomeétricas especificadas (quadrado de lados 5 unidades e tridngulo eqilatero de
.| lado dez unidades).
y=473,5x+12,879, — -
. Atividade 5: Escrever a equagdo da reta que passa pelo ponto A e é perpendicular a
CP2009 | se x variar de uma
unidade reta r nos casos apresentados pela tabela.
passando, por Atividade 6 e 7: Representar algebricamente e no plano cartesiano situagbes que
. envolvam o estudo de semiplanos determinado a partir da inequacao representativa
exemplo, de 2008
para 2009. de uma reta.
Atividade 8: Representar relacoes algébricas e representacdes geométricas a partir
de situagdes contextualizadas. Problema: Um fazendeiro dispde de 18 alqueires para
plantar milho e alfafa. Chamando de x a 4rea a ser plantada de milho e de y a drea a
ser plantada de alfafa, e sabendo-se que o fazendeiro pode optar por deixar uma
parte das terras em plantar qualquer uma das culturas.

Figura 69 — Apresentagdo das tarefas relativa a questdo (Q4) — (CP2009)

Apresentadas as tarefas propostas pelos autores no material didatico CP2009, as

técnicas relativas as essas tarefas serdo analisadas no item (t2Q4).

Em LD1, os estudos referentes a equacédo da reta séo iniciados a partir do topico
Determinacgéo da equacéo da reta quando sdo conhecidos um ponto qualquer PB,(x,,Y,) €
a declividade (m) da reta. A equacdo da reta & demonstrada, partindo de algumas
premissas tais como: dois pontos distintos determinam uma reta, ou seja, dados dois
pontos distintos, existe uma unica reta que passa pelos dois pontos, aliada a representacado

geomeétrica.
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by

.,’. a = m lemos

Figura 70 — Demonstracdo da Equagdo da reta — 1°. Caso (LD1, p.402)

Analisando a demonstracdo realizada podemos caracteriza-la como uma prova
intelectual (BALACHEFF, 1988), com a func¢édo de explicacdo (De VILLIERS, 2002) para
o fato de uma reta ser representada algebricamente por meio de uma equacdo. A
importancia dessa demonstracdo é propiciar ao aluno o entendimento de que somente 0s
pontos que satisfacam a equacdo possam pertencer a essa reta. Nesse topico o cumprimento
da tarefa (t1Q4) se da por meio de duas tarefas executadas pelo autor e trés tarefas
propostas incluindo um desafio, contemplando a técnica (t61t1Q4). No tdpico seguinte,
considera trés formas de apresentacdo da Equacdo da Reta: forma reduzida, equacdo geral

e forma segmentéria. A forma reduzida da equacao da reta y = mx+n é deduzida por meio
da equagdo y—y, =m(X—X,) a partir de um ponto particular (0,n). Para a apresentacéo
da Equacdo Geral da reta ndo ha elaboracdo de uma demonstracéo, ela é somente definida

e, posteriormente, o autor apresenta alguns exemplos numeéricos.

Equacgdo geral da reta
Toda reta do plano possui uma equagdo

'8 v r 'S 7als < £ >
ax + oy+c = 0 ";’;,’)Ob‘;C/./ nsiagnies e a €

Figura 71 — Defini¢do da Equacdo Geral da reta. (LD1, p.403)
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Figura 72 — Equacdo geral da reta (LD1, p.402)

LOgO
J

7; =V
5 2
=) =IX ¥ ¥ 24+ 10+y 2x=0=
= /.A",‘y*:’:,fl;ﬂ/u( by - 8=0=
2x=3y=4=0

Figura 73 — Equagdo geral da reta — tarefa realizada em LD1(p.402, continuagao)

Em LD1, o autor ndo apresenta uma demonstracdo para a Equacao geral da reta.
Em relacdo ao processo de ensino da demonstracdo, entendemos que no momento de
estudo da Equagdo Geral da reta seria de fundamental importancia a apresentacdo da
demonstracdo do teorema, pelo menos no material didatico utilizado. No bloco (BT1)
selecionamos uma das tarefas a fim de analisarmos as técnicas escolhidas para resolucao
da tarefa.

Adequamos o enunciado para melhor identificacdo da tarefa: Determinar a equagéo
da reta que passa pelos pontos A(-1,-2) e B(5,2). O autor privilegia duas técnicas distintas:

a aplicacédo da formula y —y, =m(x—X,), e o teorema da condicdo de alinhamento de trés
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pontos, conhecidos dois pontos e um terceiro P(x,y) qualquer, pertencentes a reta. O autor
utilizou provas do tipo empirismo ingénuo, por meio das quais buscou justificar a validade

da igualdade y-y,=m(x—X,). Esse tipo de prova permite ao aluno verificar a

conjectura experimentalmente e, nesse caso, comprova-la pela igualdade dos resultados

encontrados: equacdo da reta 2x - 3y — 4 = 0, determinada pelas duas técnicas utilizadas.

Consideramos importante a escolha do autor em apresentar duas técnicas de
resolucéo para a tarefa definida propiciando ao aluno apropriar-se de ambas e possibilitar-
Ihe o entendimento de que poderia mobilizar qualquer uma das duas para executar tal
tarefa. A linguagem Matematica simbolica se faz presente em ambas as resolu¢des com o
significado de implica em..., entdo.... Observamos ainda a utilizacdo dos termos: temos,

logo, caracteristicos da linguagem utilizada em um sistema dedutivo.

O bloco tecnoldgico-tedrico que justifica as técnicas utilizadas pelo autor de LD1 €
composto pelas propriedades e teoremas da Geometria Analitica, tais como: a equacédo da

reta, condicdo de alinhamento de trés pontos e coeficiente angular de uma reta.

Em LDB6, os estudos relacionados a equacdo da reta iniciam-se pelo tépico Equacao
Geral de uma reta. A opc¢do das autoras foi apresentar, inicialmente, um exemplo algébrico
com posterior generalizacdo para determinar a equacao de uma reta r que passa por quatro
pontos distintos: A(0,2), B(3,0), C(-3,4) e P(X,y). Representou-se geometricamente a
colinearidade entre esses pontos e algebricamente a equacéo geral da reta determinada por
eles. Nesse material sdo executados dois exercicios relativos ao contetudo estudado e 12
exercicios propostos. Em relagdo a tarefa (t2Q4) entendemos que a tecnica (t61t1Q4) €
realizada no momento da generalizagdo proposta pelas autoras. A propriedade descrita

para a equacdo geral de uma reta, define:

A cada reta r do plano cartesiano associamos uma equagdo da forma
ax + by + ¢ = 0, onde a, b e ¢ sdo nimeros reais, coma # Oou b # 0, e (x, y) sdo
as coordenadas de um ponto qualquer de r.

Figura 74 — Propriedade equacdo geral de uma reta (LD6, p.51)

Para provar essa propriedade as autoras de LD6 utilizam a condicdo de

alinhamento entre trés pontos, por meio do calculo do determinante nulo, considerando trés
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pontos quaisquer, A(X,,Y.), B(Xs,Ys) € P(X,y) pertencentes a reta r, obtendo a

equacdo ax+by+c=0. A validade da reciproca dessa propriedade também ¢ provada.

sty . -

A toda equagdo da forma ax + by + ¢ =0, com a, b ¢ ¢ reais, a # 0 ou b#0,
corresponde uma tnica reta r do plano cartesiano, cujos pontos tém coordenadas
satisfazendo a equagdo.

A equagio ax + by + ¢ =0, coma # 0 ou b # 0, ¢ denominada equagio geral
daretar.

Resnnancsnrsv cotns e st ¢ 5 iner o e O 2 = w90 500

B T - - S o o

Figura 75 — Reciproca da propriedade da equacdo geral de uma reta (LD6, p.52)

Considerando-se os trés pontos dados A, B e P, a técnica utilizada apresenta a
composicao do sistema linear de trés equacgdes a trés incognitas (a, b e c reais, com a=0 ou
b+0), com solugdo ndo nula e as coordenadas desses pontos compondo uma matriz 3x3,

com célculo do determinante nulo. Portanto, prova-se que A, B e P sdo colineares.

Vamos, agora, analisar a validade da sua reciproca.

Sejam A(x,, ya) € B(xg, yg) pontos distintos e P(xp, yp) um ponto qualquer, cujas
coordenadas satisfazem a equagdo ax + by +¢=0,coma,becreaisea # O oub # 0.
Temos:

axp+byy, +c=0
axg +byg+c=0
axp +byp +¢c=0

que ¢ um sistema linear homogéneo em a, b e ¢, com solugdes diferentes da solugdo nula.
Logo:

XA ya 1
xg ¥y [1|=0,o0useja, A, Be P sio colineares
Xp yp |

Figura 76 — Validade da reciproca da equagao geral de uma reta (LD6, p.52)

Analisando a elaboracdo dessa prova a partir da tipologia proposta por Balacheff
(1988) poderiamos classifica-la como uma prova do tipo exemplo genérico. Houve a
preocupacao inicial com a elaboracdo de uma resolugdo numérica — caso particular — que
pudesse propiciar ao aluno a compreensdo da determinacdo da equacdo geral de uma reta a
partir da colinearidade entre trés pontos (Determinante = 0), posteriormente houve a

generalizacdo.
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As autoras de LD6 apresentam 7 tarefas relativas a equagdo geral da reta. Dentre

essas tarefas selecionamos o exercicio ER2 para analisarmos as técnicas mobilizadas em

sua resolucao.

Substituindo (D em (), obtemos: y ‘T
D=-~7xc+9

Para:

D=16= ~7xc+ 9= 16 = xp=~1 c? """ 4

D=—16=—7Xc+ 9=~-16= XC=2_75

Dai, em (1) obtemos:

Xc=-1=> Yc= 4

=25 __36
Xc= 7 —>Yc= B2
Portanto, C(-1, 4) ou C( _27§. - %)

Figura 77 — Exercicio resolvido ER2, parte | (LD6, p.53)

T—Eﬁzdl Num tridngulo ABC, A(1, -2), B(2, 3), C pertence 4 reta r: 2x + y-2=0eaarea
é igual a 8. Determine C.

Resolugéo:
Temos:
r2x+y-2=0
CEr=2+yc-2=0= c
= Ye=2-2x¢ 0] oB
Como o AABC tem érea 8, vem:

r Y“

-;—- D] =8=D=1416

Célculo de D: >
0 X
1T -2 1
D=|2 3 1=

Xc ye 1 oA
=>D=3—2xc+2yc—3xc-yc+ 4=
==bXc+yc+7 @

Figura 78 — Exercicio resolvido ER2, parte Il (LD6, p.53)
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Identificamos que a tarefa a ser cumprida é determinar o vértice C; a técnica
utilizada para executar tal tarefa é a resolugdo algébrica apoiada em uma representacao
geomeétrica, visto que o autor utiliza-se do registro figural para indicar a posicéo inicial do
triangulo. A partir da equacdo geral da reta e do célculo da area do triangulo chega-se ao
resultado procurado. Essa resolucdo algébrica pode ser classificada como uma prova
pragmatica, realizada no bloco BT1, no sentido de raciocinar para a pratica
(BALACHEFF, 1988) e, do ponto de vista da tipologia de provas, na passagem das provas

pragmaticas as provas intelectuais, como um exemplo genérico.

A importancia da elaboracéo dessa tarefa reside no fato de o autor propiciar ao aluno
0 contato com uma técnica de resolugcdo que mobiliza conceitos da Geometria Analitica,

anteriormente estudados, em detrimento a uma resolucao por aplicacdo direta de férmulas.

O bloco tecnologico-tedrico que justifica as técnicas utilizadas em LD6 apoia-se
nos campos da Algebra, da Geometria e da Geometria Analitica, pelas propriedades de
sistemas lineares e determinantes, teorema do alinhamento de trés pontos, representacéo de

pontos no plano cartesiano e propriedades da fatoracéo.

Em LD7, os estudos relativos a Equacdo geral de uma reta, tarefa (t1Q4), iniciam-
se pela apresentacdo das equagOes correspondentes as retas paralelas aos eixos x e y, a
partir de exemplo numérico. A generalizagcdo é feita assumindo como k o valor da
constante que torna a reta paralela aos eixos: y = k ou x = k (com k €%R). Ao se referir as
retas ndo paralelas aos eixos x e y, 0s autores utilizam um exemplo numérico usando trés
pontos alinhados, P(2,1), Q(3,3) e M(X,y). A equacdo geral da reta que passa por esses trés
pontos é determinada a partir do teorema para o alinhamento de trés pontos utilizando
como técnica o calculo do determinante nulo. Os autores de LD7, destacam que toda reta
do plano cartesiano esta associada a uma equacdo de 1°.grau, porém ndo ha destaque se
essa afirmagdo constitui um teorema ou uma propriedade. Afirmam ainda que “a reciproca

também ¢é verdadeira” sem explicitar o que é uma reciproca.

— —

| Toda reta do plano cartesiano xOy esta associada a uma equacao de 1. grau |
|Ax+By+C=0,comA, BeCreais, sendo A # 0 ou B # 0,

Figura 79 — Teorema equacdo geral da reta (LD7, p.164)
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Em relacdo a determinacdo da equacdo geral da reta, ndo observamos a elaboragéao
de demonstragdes. Entendemos que a op¢do dos autores seguiu uma apresentacdo mais
pratica da representacdo algébrica de uma reta, caracterizando a realizacdo de uma prova
do tipo empirismo ingénuo (BALACHEFF, 1988) para validar uma conjectura baseada na

observagdo de um numero restrito de casos.

Ainda em cumprimento da tarefa (t1Q4) no bloco BT1, os autores apresentam duas
tarefas: uma com énfase a representacdo geométrica da equacdo geral de uma reta, e a
outra, uma prova pragmatica, porém com forte carater genérico por validar a premissa

estabelecida.

") Analisar se M(2, -1) e N(3, 5) s&o pontos da reta de equacéo geral 5x +y -9 =0.

Para que cada ponto pertenca a reta, suas coordenadas devem satisfazer a
equagao.

EmM(2,-1),5%x+y~9=0=5.2+ (-1)-9=0

= 10 -1 -9 =0 = 0 = 0 (igualdade verdadeira).
EmN(3,5),5x+y-9=0=5.3+ 5-9=0

- 15+ 5 - 9 =0 = 11 = 0 (igualdade falsa). Concluimos que M é ponto da reta
dada, mas N néo é.

Figura 80 — Prova pragmatica — tarefa (t2Q4) (LD7, p.165)

Ao identificarmos essa tarefa, proposta pelos autores em LD7, consideramos sua
importancia pela validacdo das conjecturas que ela pode propiciar. Segundo Balacheff
(1987), os tipos de provas produzidas estao relacionados, inclusive, com as acdes presentes
nas situacdes de validacdo. A problematica do rigor, apontada pelo autor, diz respeito a
validacdo das conjecturas apoiada na teoria. A técnica escolhida para realizacdo da tarefa
foi a elaborac¢do de uma prova partindo da premissa “para que cada ponto pertenca a reta,
suas coordenadas devem satisfazer a equagéo”, a partir da qual o resultado deveria ser
analisado — igualdade verdadeira para ambos 0s pontos — o qual tornaria a tarefa
efetivamente cumprida. Para a validacdo dessa prova, o autor apoiou-se no postulado de
determinacdo da reta — “dois pontos distintos determinam uma Unica (uma, e uma so) reta
que passa por eles.” (DOLCE, 1993) — portanto, as coordenadas esses pontos devem
satisfazer a igualdade para que sejam considerados pertencentes a essa reta. A prova

pragmatica elaborada pode ser classificada como do tipo exemplo genérico.
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Entendemos que a proposta dessa tarefa e a técnica utilizada possam oportunizar
aos alunos o entendimento de que a andlise é fundamental na validacdo de suas
conjecturas. As respostas encontradas, a partir das técnicas aplicadas, devem ser analisadas
como efetivas solugdes para as tarefas propostas. Essa analise é realizada pelos autores
pela veracidade da igualdade, ao refutar o resultado diferente de zero, refletindo sobre a

pertinéncia dos pontos a reta.

O bloco tecnoldgico-teodrico que justifica as técnicas aplicadas para a realizacdo das
tarefas em LD7 situa-se nos campos da Algebra, Geometria e Geometria Analitica,
composto pelas nogcbes basicas de localizacdo de pontos no plano cartesiano, a equagdo
geral de uma reta e a condigdo de alinhamento de trés pontos, postulado de determinacgao

da reta e propriedades das operacdes algebricas.

Considerac0es a respeito das anélises da 42 Questéo (Q4)

Em geral, todos os materiais didaticos selecionados apresentaram tarefas relativas
ao estudo da equacdo de uma reta com divergéncias quanto a forma das equacles
inicialmente estudadas. Os materiais CP2009 e CA2009 contemplaram a equagao reduzida
de uma reta que, pela abordagem utilizada, foi trabalhada pelo viés de proporcionalidade
entre duas grandezas. A equacdo geral da reta ndo foi contemplada em nenhum dos dois
materiais, CP2009 e CA2009.

Os materiais LD6 e LD7 iniciaram os estudos pela equacdo geral de uma reta e a
partir dela as demais equacbes foram apresentadas: equacdo reduzida (LD6, LD7) e
equacédo segmentaria (LD6). Em LD1, a preferéncia foi dada a determinacéo da equacéo de
uma reta conhecendo um ponto genérico e sua declividade, com posterior estudo das

equacdes reduzida, geral e paramétrica de uma reta.

Como discorremos no topico anterior, apesar dos autores utilizarem alguns dos
termos constitutivos do sistema dedutivo, tais como teorema, propriedade, dentre outros,
esses termos ndo sdo definidos. Portanto o teorema da equacdo geral da reta que era
apresentado em LD®6, por exemplo, poderia ser interpretado como uma simples afirmacao
em LD7 e LD1, em contrapartida nem foi apreciado em CP2009 e CA2009.
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Com excecgéo do material CA2009 que ndo apresenta tarefas resolvidas no material
do aluno, todos os outros materiais elaboram tipos de prova (BALACHEFF, 1987;1988)
como também demonstracdes. Na elaboracdo das provas os autores utilizam pelo menos
dois registros de representacdo — figural e algébrico — além da linguagem natural e

Matemaética simbolica na organizacéo dessas provas.

Vale ressaltar que em alguns materiais didaticos os autores ndo fazem mencéo a
elaboracdo da demonstracdo como técnica em cumprimento a tarefa especificada, portanto
0 aluno ndo interpreta aquela resolugdo como um processo de demonstracao. Ao realizar
novas tarefas o aluno pode mobilizar as mesmas técnicas, porém sem ter se apropriado do

processo de elaboracdo de uma prova.

Considerac0es a respeito das analises realizadas no bloco BT1

Esse bloco foi destinado as tarefas apresentadas pelos autores dos materiais
didaticos ao iniciarem os conteldos de Geometria Analitica. Nosso objetivo foi o de
separar as tarefas realizadas das tarefas propostas, com o intuito de observar a organizacao
Matematica (OM) e didatica (OD) construida por eles. A realizacdo dessas tarefas tém
particular importancia pois apresentam-se em atividades que servirdo de modelo de
resolucao, os chamados “Exercicios resolvidos”, por meio dos quais os alunos apoiam-Se

para o desenvolvimento de suas proprias técnicas de resolucdo.

Entre as propostas da obra do autor de LD1 esta a utilizacdo do método dedutivo
que foi realmente notada pelas tarefas propostas em Geometria Analitica, inclusive pela
articulacdo dos registros de representagdo utilizados (linguagem natural, linguagem
algébrica, representacdo figural) por meio das técnicas de resolu¢do. Em relagdo ao método
dedutivo sentimos a auséncia da definicdo dos termos teorema, propriedade, demonstracéo,
apesar de terem sido contemplados, como ja mencionamos. A linguagem empregada pelo
autor, no decorrer do capitulo, equilibrou-se entre formal e menos formal, possibilitando ao
aluno apropriar-se de termos pertencentes ao método dedutivo, tais como: correspondéncia
biunivoca, concluimos entdo..., demonstre que..., verifique se ... Em termos gerais,
observamos a coeréncia da proposta do autor com o que foi realizado no capitulo destinado

aos estudos da Geometria Analitica.
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As autoras do material LD6 tiveram a preocupacdo de adequar a obra as
necessidades dos alunos, considerando o desenvolvimento de habilidades e competéncias e
a aquisicdo de conhecimentos que possam auxilia-los na sua vida em sociedade. Nos
capitulos destinados a Geometria Analitica observa-se a coeréncia entre o que foi
apresentado como conteldo e as tarefas propostas. Em relagdo ao método dedutivo,
observamos a preocupacdo das autoras com a organizacdo didatica (OD) e Matematica
(OM) das tarefas propostas, visto que as tarefas executadas foram elaboradas com niveis

diferentes de dificuldade.

Em LD?7, a proposta dos autores visa o desenvolvimento cognitivo do aluno, tanto
quanto em LD1 e LD6. Observamos, pela organizacdo proposta, que os contetdos, apesar
de carregarem aspectos da linguagem Matematica formal, buscaram generalizacbes

apresentando os teoremas como férmulas deduzidas.

Em relagdo aos materiais CA2009 e CP2009, o trabalho com provas e
demonstracfes ou mesmo elementos constituintes do sistema dedutivo ndo foram
priorizados nos contetdos de Geometria Analitica. A proposta do Caderno de Matematica

(SAO PAULO, 2009) refere-se & forma de abordagem dos temas do bimestre ao buscar

[...] evidenciar os principios norteadores do presente curriculo,
destacando-se a contextualizacdo dos contetudos, as competéncias
pessoais envolvidas, especialmente as relacionadas com a leitura e a
escrita Matematicas, bem como os elementos culturais internos e externos
a Matematica (CP2009, p.8).

Em relacdo ao material destinado ao professor CP2009, as tarefas executadas sé&o as
mesmas destinadas aos alunos, a mudanca diz respeito as abordagens e aplicagdes dos
conteddos matematicos. Propbe as resolugdes as tarefas solicitadas (restringe-se ao
Caderno do Professor), trabalha com registros de representacdes figurais e algébricos,

apresenta organizacédo nas resolugdes e uso de linguagem Matematica simbolica.

Uma consideracdo que fazemos diz respeito a utilizacdo dos termos teorema,
propriedade, demonstracdo, ou mesmo a diferenciacgdo entre eles (Figura 65). Evidenciou-se
a lacuna existente ao que concerne a organizacao do sistema dedutivo, visto que, apesar de
alguns materiais didaticos contemplarem essa nomenclatura, ndo ficou explicito ao aluno o
que ela representa. Propor um teorema por meio de um enunciado “colorido” pode nio ser

garantia de que o aluno se aproprie do papel que ele desempenha no processo dedutivo. A
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importancia de clarificarem-se o significado desses termos vem sendo apontada por
Balacheff (1987) por julgar que, mesmo no meio académico, alguns termos sédo usados
como sinénimos podendo “constituir um obstaculo as pesquisas sobre questdes de ensino e

aprendizagem.”

Outra consideracdo é em relacdo as provas produzidas pelos autores que atingem
nivel de prova intelectual (Balacheff, 1988), possibilitam a mobilizacdo de técnicas que
podem ser empregadas em atividades futuras, inclusive pelas demonstracfes realizadas,
apesar de ndo explicitar que a resolucdo apresentada constitui-se uma demonstracdo ou

prova intelectual.

5.3.2 Tarefas propostas aos alunos — BT2

Nessa parte de nossa pesquisa as analises estardo voltadas as tarefas propostas pelos
autores dos materiais didaticos selecionados. Essas andlises serdo feitas considerando as
tarefas que envolvem termos como mostre que..., demonstre que..., prove que..., analise
se..., verifique se..., ou algum outro termo que exija do aluno uma reflexdo sobre a

resolucédo das tarefas propostas que nao exigem uma mera aplicagdo de formulas.

Para organizar essa parte das andlises referentes ao bloco BT2, nos ateremos as

tarefas voltadas para a determinacdo da equacgéo geral de uma reta.

Buscamos algumas reflexdes relacionadas a resolucdo de problemas visando a uma
categorizacdo das tarefas. O foco de nossa pesquisa ndo € o estudo da resolucdo de
problemas, mas acreditamos que ela permeie a elaboracdo das tarefas que sdo propostas

pelos professores e autores de materiais didaticos.

Inicialmente realizamos um levantamento acerca das tarefas que sdo propostas nos
materiais didaticos relativas ao estudo da Equacao geral da reta. Para selecéo das tarefas a
serem analisadas, definimos dois critérios simples, porém pertinentes a nossa pesquisa. As

tarefas selecionadas deveriam atender ao menos a um deles:

1°. Critério (C1BT2): Apresentar no enunciado dos exercicios propostos um dos

seguintes termos: mostre que..., demonstre que..., prove que..., analise se..., verifique se....
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2°. Critério (C2BT2): Utilizar na apresentacdo ou na resolucdo do exercicio uma

representacdo figural (geométrica).

Definidos tais critérios passamos a escolha das questdes e analises a luz das teorias
de Balacheff (1987;1988) e Chevallard (1999).

No material LD7, as tarefas propostas na sequéncia do estudo da Equacéo geral da
reta sdo distribuidas em seis questbes (Q17 a Q22), sob o titulo Questdes e Problemas
(p.165). Pela andlise dos enunciados, observamos duas questdes que utilizam os termos
verifique se... (Q18) e analise se... (Q21) atendendo ao critério (C1BT2), porém essa
ultima trata especificamente das equacdes paramétricas da reta, entdo optamos por analisar
a questdo (Q18). Em termos de analise de producdo de tipos de prova consideraremos

somente os itens (a) e (b) dessa questdo.

Q18. No plano xOy, considere a reta r, que passa por A(3, 6) e B(2, -1), e a reta s, que passa
por P(1, 3) e pela origem.

a) Utilizando a condicéo de alinhamento de trés pontos, obtenha uma equacéo geral de re
outrade s.

b) Verifique se M(4, 13) e N(-2, -6) pertencem ares.

¢) Indique um ponto de r e outro de s, diferentes dos pontos ja citados.

d) Obtenha os pontos de interse¢ao de r com 0s eixos coordenados.

Figura 81 — Tarefa proposta — verifique se ... .(LD7, p.165)

Em relacdo ao item (a) identificamos:

e tarefa (a): obter uma equacédo geral da reta r e outra da reta s a partir dos pontos

dados.

e técnica (a) definida pelo autor: calculo do determinante a partir das coordenadas
dos pontos A(3,6), B(2,-1) e P(x,y) genérico para determinar a equacéo geral da

reta r e dos pontos P(1,3), O(0,0) e Q(x,y) genérico para a equacao da reta s.

e tecnologia: teorema da condicdo para alinhamento de trés pontos.
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Apresentamos a seguir a resolucdo do autor de LD7 para o item (a).

Q18.a) Se P(x, y) é um ponto genérico de r, ele esta ali-
nhado com os pontos A e B. Aequacdoder é
Ix vy 11

3 6 1=0 = equaghoder. 7x~y~15=0
2 -1 1

Se Q(x, y) é um ponto genérico de s, ele est4 ali-
nhado com P(1, 3) e O(0, 0). A equagdo de s é
(x y 1
131
(0 0 1

=0 =» equacdode s 3x-y=0

Figura 82 — Resolucéo tarefa proposta, (LD7, Planejamento e Metodologia, p.88)

O autor produz uma prova pragmatica do tipo experiéncia crucial (BALACHEFF,
1988) e uma generalizacdo explicita utilizando-se da seguinte premissa: Se P(x,y) € um
ponto genérico de r, ele estda alinhado com os pontos A e B que dard suporte a sua
experimentacdo. A partir dessa premissa ele organiza os pontos pertencentes a reta r — caso
particular — e determina a equacédo geral da reta pelo calculo do determinante e a condicao
para alinhamento de trés pontos. Vale ressaltar na producdo dessa prova que a utilizacdo da
premissa e da simbologia (simbolo de implicacdo) sdo caracteristicas do processo de

demonstragéo.
Interpretamos que a tarefa correspondente ao item (b) pode ser entendida como:

e tarefa (b): Verificar se M(4,13) e N(-2,-6) pertencem a retar e a reta s.
e técnica (b) utilizada pelo autor: substituicdo das coordenadas dos pontos dados
na igualdade proveniente da equagdo geral das retas r e s para verificar sua

veracidade.

A seguir apresentamos a resolucdo do autor para o item (b).
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b) Substituindo os dois pontos na equacéo de r,
M(4, 13): 7.4 ~ 13 -~ 15 = 0 (verdadeira)
N(-2, ~8): 7.(~2) ~ (-6) — 15 = 0 (falsa)
= M é ponto de r e N nédo é ponto de r
Substituindo os dois pontos na equacéo de s,
M(4, 13): 3.4 ~ 13 = 0 (falsa)

N(-2, ~6): 3.(~2) -~ (-6) = 0 (verdadeira)
=> M néo é ponto de s e N é ponto de s.

Figura 83 — Resolucéo da tarefa proposta (b) (LD7, p.165)

Para resolver a tarefa acima o autor utiliza a seguinte propriedade: “Para que cada
ponto pertenca a reta, suas coordenadas devem satisfazer a equac¢do”, mas essa

propriedade ndo foi apresentada de forma explicita.

O bloco tecnoldgico-tedrico que justifica as técnicas aplicadas pelos autores em
LD?7 situa-se nos campos da Algebra, Geometria e Geometria Analitica pela determinagio
da equacéo geral de uma reta, condicdo para alinhamento de trés pontos e propriedades das
operacdes algebricas.

Em LD6, as tarefas propostas para o estudo da equacéo geral de uma reta abrangem
12 exercicios na secdo Problemas e Exercicios (p.55) e uma tarefa da secdo Invente Vocé™
(p.56). Néo identificamos nessas tarefas a utilizagdo de termos que atendam ao critério
(C1BT2), entretanto algumas delas atendiam a (C2BT2), dentre elas a tarefa proposta no
exercicio 12 (p.55), que selecionamos por considerarmos as técnicas que podem ser

mobilizadas em sua resolucao.

%2 A secdo Invente Vocé é proposta pelas autoras com o objetivo de propiciar aos alunos o desenvolvimento
da habilidade de criar seus proprios problemas. Por meio dessa “criagdo” eles tém a oportunidade de
organizar os conceitos estudados e elaborar sua propria escrita Matematica, revelando o que entenderam e o
que precisa ser revisto e reforcado. Por essa tarefa os alunos tém contato com os elementos constituintes de
um problema: dados, pergunta e resposta e a importancia da articulacdo entre eles (SMOLE, 2005)
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Apresentamos a seguir a integra do exercicio 12 proposto pelas autoras em LD6.

12 A area de um triangulo ABC vale %; dois

de seus vértices sao A(2, -3) e B(3,-2) e
o baricentro pertence a reta de equacao
3x -y -8 =0. Determine C.

Figura 84 — Tarefa proposta para determinar a equacéo geral de uma reta (LD6, p.55)

A partir do enunciado identificamos a seguinte tarefa:
e tarefa (Ex.12): Determinar o vértice C do triangulo ABC.

A seguir apresentamos parte da resolucdo proposta pelas autoras e as técnicas

aplicadas.

12 Ajnec = '2—

A(2, -3)

B(3, -2)

Ger
r3x-y-8=0

e I o [ N i e D
=5 IDI=5 —~IDI=3—D=3

Xc yc 1
2 -3 1
3 -2 1
—3Xc +3Yc—4+ 9+ 2%c — 2yc =
~Xc+Yc+5

~Xc+Yc+5=3 —yc=-2+Xxc
ou—Xc+Yyc+5=-3—yc=-8+x¢

D

]

Ger

y=3x-8

G(x, 3x - 8)
XG=2+33+XQ=5-SXC=X ®

- —3-§+Vg= "5§Yc =3x-8 @

Substituindo () em (@), vem:

-_5%&;:3.(5%(;)_8
S5 +yc=15+3xc~-24
Yc=3%xc-4

Assim:

{Yc=-2+xc B0 {Yc='8+xc
yC=3xc-4 yc=3Xc—4
-2+ Xc=3xc—-4 -8+ Xc=3%xc—-4
2xc =2 2xc=-4
Xc=1 Xc=—2

c=-1 S ye=-10

LY
C=1(1,-1) ou C(-2, -10)

Figura 85 — Resolucéo da tarefa proposta equacéo geral da reta (LD6, p.49 — Resolugdo dos exercicios)
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Essa questdo, apesar de ndo atender ao critério (C1BT2) pela auséncia dos termos
indicados exige que seja estabelecida uma estratégia de resolucdo, uma vez que para
executar a tarefa proposta deve-se mobilizar mais de um conceito relativo a Geometria

Analitica.

As autoras iniciam a resolugéo da questdo organizando os dados do problema a fim
de verificar quais propriedades, teoremas, formulas e operages possam estar relacionadas

aos dados iniciais. Identificamos como técnicas escolhidas pelas autoras:

e técnica 1 (Ex.12): célculo do determinante (Determinante = 0) a partir da area
do triangulo ABC.

e técnica 2 (Ex.12): célculo da ordenada do vértice C a partir do determinante e

dos pontos A, Be C.

O teorema da area de um triangulo estd implicito nessa resolucdo justificando o
calculo do determinante a partir do valor da area dada. Apresentamos na Figura 85 a integra

da resolucéo.

Considerando que o baricentro pertence a reta r (Ger), as autoras utilizam as

seguintes técnicas:

e técnica 3 (Ex.12): célculo das coordenadas do vértice em funcdo do baricentro

G(Xs,Ys) do triangulo ABC.

e técnica 4 (Ex.12): calculo de C(x.,Y.) a partir da equagéo da retar.

Analisando essa resolucdo em sua totalidade, podemos caracterizd-la enquanto uma
prova intelectual (BALACHEFF, 1987), a partir da qual objetiva-se um raciocinio que esteja
voltado para a construgdo de uma rede de significados. A identificacdo da tarefa necessitou
da mobilizacdo dessa rede de significados ao considerar que o vértice C somente sera
determinado a partir do emprego correto das relagfes que se estabelecem entre os dados do

problema e os teoremas que fundamentam essa resolucao.

Balacheff (1987) afirma, ao definir uma tipologia de provas, que para a passagem

de provas produzidas pragmaticamente as produzidas intelectualmente, h4 uma evolugéo
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em relacdo ao conhecimento mobilizado e o tipo de raciocinio empreendido. Acreditamos
que atividades como essa possam auxiliar nessa evolugdo e tornam-se interessantes no
processo de elaboracdo de uma demonstracdo, visto que a utilizacdo da simbologia
Matematica se faz presente, a organizacdo dos dados e a relacdo existente entre eles
justifica o estabelecimento de algumas premissas ao se determinar 0s teoremas que

fundamentarao as técnicas utilizadas.

O bloco tecnologico-tedrico que justifica as técnicas escolhidas pelas autoras em
LD6 é composto pelo conceito da area e do baricentro do triangulo, condicdo de
pertinéncia entre um ponto e uma reta, das propriedades dos sistemas lineares e das

operaces algébricas.

Essa questdo exige um trabalho heuristico e uma grande variedade de processos de
pensamento, tornando sua resolucdo um pouco mais complexa. E uma atividade que
depende de organizagdo e estratégia para a resolucdo apesar de apresentar dados em seu
enunciado que d&o indicios do que pode ser utilizado na sua resolucao.

Em LD1, sdo propostos 19 exercicios relativos aos diferentes tipos de representacdo
da equacdo de uma reta e um exercicio Desafio. Dessas 20 tarefas propostas identificamos
a utilizacdo dos termos estipulados em (C1BT2) somente em um exercicio. Selecionamos o
Exercicio proposto (32) por utilizar-se do termo verifique se.... Nesse material, a maior
parte das tarefas propostas tem por enunciado os termos: determine, calcule e escreva.

1. Verfique se o ponfo P(2, 3] pertence @ refa r que passa

pelos pontos (T, 1] e B[O, =],

Figura 86 — Tarefa proposta (LD1, p. 403)

Entendemos que os exercicios do tipo verifique se... exige, além da resolucdo, uma
reflexdo em relagdo ao resultado encontrado. Portanto, com esse tipo de exercicio o aluno é
solicitado a analisar se a resposta encontrada realmente é a solu¢do do problema. Para a

questdo (32), identificamos a seguinte tarefa:

o tarefa 1 (Ex.32): Determinar uma equacdo da reta r que passa pelos pontos
A(1,1) e B(0,-3).

e tarefa 2 (Ex.32): Verificar se o ponto P(2,3) pertence a retar.
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A seguir apresentamos a resolucdo proposta pelo autor (LD1) e as técnicas
escolhidas para realizar tal tarefa.

32. Vamos obter a equagao da reta que passa por A(1, 1) e

B(0, - 3):

y ¥ =mx — X)

miﬂivyl\ = 3’1 7_>4_,4
XB XA O = 1 - 1

Entao:

y 1=4x - 1)=sy~1=4x~-4=y 4x+3=0
Para o ponto P(2, 3) pertencer a reta AB, devemos ter
Yo —=4% +3=0=23-4-24+3=3-8+3=-2#0
Logo, P & AB.

Figura 87 — Tarefa proposta do tipo verifique se... (LD1, p.403)

e técnica 1 (Ex.32): pela utilizacdo da férmula m= y—yo’ determinar o
X — X,

coeficiente angular da retar.
e técnica 2 (Ex.32): utilizando a formula da equacéo da reta y—y, =m(x—X,) €

um dos pontos pertencentes a reta r.

e técnica 3 (Ex.32): pela equacdo da reta r determinada substituir o ponto P(2,3).

A técnica escolhida pelo autor privilegiou a utilizagdo da equacdo da reta quando
sdo conhecidos um ponto pertencente a ela e a declividade da reta. Pela resolugéo
apresentada houve a preocupacdo com a utilizacdo da linguagem Matematica simbolica, a
organizacdo com as etapas da resolucdo considerando a implicacdo dos dados calculados
na fase seguinte — entdo, devemos ter, logo. Consideramos, em termos de producdo de
provas, que essa resolucdo caracteriza-se por uma prova pragmatica. Segundo Balacheff

(1988), poderiamos classifica-la como do tipo experiéncia crucial.

Entendemos que tal prova poderia assumir a condi¢do de exemplo genérico, por
trabalhar sobre um objeto particular e buscar justificativa na teoria geometrica, ao
estabelecer, inicialmente, as premissas que justificam tais resolugfes, por exemplo: Um

ponto P(x.,Y,) e a declividade m determinam uma reta s; Para que um ponto P(X,Y,)

pertenca a reta s, suas coordenadas devem satisfazer a equacdo dessa reta, ou seja,
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confirmar a igualdade. Nas tarefas pertencentes ao bloco (BT2) observamos que o autor
seguiu maior rigor nas resolucdes, visto que sdo tarefas que objetivam a compreenséo
sobre os conceitos estudados. Em relacdo ao cumprimento da tarefa 2 (Ex.32) pela

aplicacdo da técnica 3, consideramos que a resposta  encontrada
Yp —4X, +3=0=3-42+3=3-8+3=—220, logo, Pg¢AB, foi devidamente

contemplada, tornando-se a parte principal dessa resolucdo.

O bloco tecnolégico-tedrico que justifica as técnicas escolhidas pelo autor em LD1
é constituido pela determinacdo da equacdo de uma reta, condicdo de pertinéncia de um
ponto a uma reta, a definicdo de coeficiente angular de uma reta e as propriedades das

operacdes algebricas.

Em CA2009, ndo ha énfase ao estudo da Equacdo geral de uma reta, somente a
Equacdo reduzida da reta é contemplada (y = mx+h). Pelas tarefas propostas identificamos
a utilizacdo dos termos represente, determine, escreva e escolha. As tarefas que
representam, especificamente, o estudo da equacdo reduzida da reta ficam distribuidas em
5 exercicios pois 0s outros incluem a posicao relativa entre duas retas no plano. Nessas 5
atividades, ndo identificamos nenhuma que obedecesse ao critério (C1BT2), porém em
relacdo a (C2BT2) duas atividades foram identificadas — atividade (2) e atividade (5).

Analisaremos a atividade (5).
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5. Considere 0 quadrado ABCD cujo lado mede 5 unidades ¢ o tridngulo equilitero EFG cujo
lado mede 10 unidades, representados no sistema cartesiano.

Y4
|
|
|

A B

0 X

a) Escreva as equagbes das retas AB, BC, CD, DA, AC e BD.

b) Escreva as equagbes das retas EF, FG, GE ¢ OM, onde M ¢ o ponto médio do lado EF ¢ O
¢ o ponto médio do lado GE.

Figura 88 — Tarefa proposta em CA2009 (CA2009, p.16)

Identificamos as seguintes tarefas:

tarefal (Atba): determinar as coordenadas dos pontos A,B,C,D.

tarefa2 (Atba): determinar as equagdes das retas AB, BC, CD, DA, AC e BD.

Apresentamos a seguir a resolucéo proposta pelo autor em CP2009.

a)reta AB: y=5 retaDC:y=0
reta AD: x=0 retaCB: x=35
retaDB: y=x reta AC: y=-x+1

Figura 89 — Resposta Atividade 5 item a — (CP2009, p.25)

O autor ndo apresenta a resolucdo para o item (a). A partir do sistema de

coordenadas determinado define as equacOes para cada uma das retas solicitadas.

Diferentes resolucdes ficariam a cargo do professor, como comenta o proprio autor:
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Outros sistemas de coordenadas pode-
riam ser escolhidos. Em sala de aula, essa
diversidade possibilita algumas compa-
ragdes interessantes sobre quais resulta-
dos dependem e quais ndao dependem de
tal escolha. Nesse momento também é
interessante analisar qual o sistema mais
conveniente, no sentido de simplificar as
equagdes a serem obtidas.

Figura 90 — Observagdes do autor sobre as técnicas utilizadas (CP2009, p.26)

Em relacdo ao item (b), identificamos as seguintes tarefas:
o tarefal (Atbb): determinar as coordenadas do ponto M, médio do lado EF.
o tarefa2 (Atbb): determinar as coordenadas do ponto O, médio do lado GF.

e tarefa 3 (At5bh): determinar as equacdes das retas EF, FG, GE e OM.

Apresentamos a seguir as técnicas escolhidas pelo autor para realizacdo dessas
tarefas.
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b) reta FG: y = 0

» calculando a altura do tridngulo eqiui-
latero, obtemos h = 5\ 3; logo, as retas
EF e EG tém equagoes do tipo

Yy =mx + 5V 3;

» cormo a reta EF passa pelo ponto F(5;

), concluimos gque O = m .5 + 5\ 3, ou
seja, m = 3, a4 equagdo de EF ¢
y = x + 5 g~

» analogamente, como EG passa pelo por-

re (-5 0), concluinmos gque sua inclinagdao
5V 3 )
y —, oUu scja, € igual a v 3; sua equa-
gdo ¢ y = $ % ¥ 5v 3
» areta OM rera equagdo do tipo v = nr. x,

tna vez que passa pela origem

Como as coordenadas do ponto M sdo
5 5V 3
wox - \. calculamos o valor de M e ob-

18rmos m = 3, portanto, a equagdo de OM

- >
3 — 3 X

Figura 91 — Resolugéo proposta Atividade 5, item b (CP2009, p.26)

Por meio da resolugdo apresentada, caracterizada por uma prova pragmatica, o
autor deixa implicita algumas defini¢bes, como a altura do triangulo equilatero e do ponto

médio de um segmento. Ao determinar a equacdo da reta EF, apesar de indicar que o
coeficiente angular (m) é igual a — J3, apresenta a equagdo como y = —X+543 quando o

correto seria y = —/3x+5+/3 . No célculo da equacdo da reta OM, fica implicito que como

os coeficientes angulares de OM e EG sdo iguais as retas sao paralelas, fato esse que
poderia ser destacado adiantando-se a definigdo sobre as posi¢des relativas de duas retas.
Consideramos que as técnicas utilizadas podem ser melhor exploradas pelo professor
inclusive pela utilizacdo de uma linguagem Matematica que explore os termos relativos a
producdo de demonstragdes, tais como: logo, entdo, implica em, acompanhada da

respectiva simbologia.

A importancia da apresentacdo desse tipo de atividade reside no fato de o aluno ter
que interpretar os dados do problema a partir de um registro figural (geométrico). Situa-se
ai a questdo abordada por Duval (2003, p.14) sobre a importancia da mobilizacdo
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simultanea de mais de um registro de representacdo dos objetos matematicos, visto que a

maioria deles ndo é perceptivel nem concreta.

O bloco tecnoldgico-tedrico que justifica as técnicas utilizadas pelo autor em
CP2009 e composto pelos teoremas da equacao da reta, ponto médio de um segmento de
reta, propriedades da localizacdo de pontos no plano cartesiano, altura do triangulo
equilatero e das operagBes algébricas. Situa-se nos campos da Geometria, Algebra e

Geometria Analitica.

Considerac0es a respeito das analises realizadas no bloco BT2

As tarefas analisadas nesse bloco referem-se as atividades propostas aos alunos
pelos autores dos materiais didaticos. Nosso interesse foi o de analisar se, a partir da
organizacao didatica (OD) e Matematica (OM) construida por eles, apresentou coeréncia
com as tarefas solicitadas, ao que diz respeito as técnicas que poderiam ser mobilizadas.

Como descrevemos em 5.3.2 Tarefas propostas aos alunos — BT2, as tarefas
selecionadas obedeceram a um critério devido a quantidade de tarefas propostas nos
materiais didaticos, portanto foram selecionadas de maneira que contribuissem

efetivamente com a nossa pesquisa, definimos entéo:

1°. Critério (C1BT2): Apresentar no enunciado dos exercicios propostos um dos

seguintes termos: mostre que..., demonstre que..., prove que..., analise se..., verifique se....

2°. Critério (C2BT2): Utilizar na apresentagdo ou na resolucdo do exercicio uma

representacdo figural (geométrica).

Em relagdo as organizacfes Didatica (OD) e Matemética (OM) construidas a partir
das tarefas executadas pelos autores, observamos que houve coeréncia com as tarefas
propostas visto que elas proporcionaram a mobilizagdo de técnicas ja desenvolvidas nas
atividades resolvidas, como também, solicitaram a busca de conhecimentos adquiridos, ndo

explicitos naquele capitulo especifico.

Consideramos que a quantidade de tarefas solicitadas pelos materiais didaticos

também foi coerente com os contetidos abordados, observando a organizacao adotada por
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cada obra a apresentacdo desses conteldos, uma vez que, alguns autores optam por
apresentarem um bloco de topicos relacionados e depois propor as atividades.

Ao analisarmos, dentre os critérios estabelecidos, o enunciado das questdes,
observamos que em pouquissimos casos 0s enunciados contemplam termos como:
demonstre que..., mostre que..., analise se..., aparecendo somente em dois dos materiais
didaticos analisados. A maioria das questdes trabalha com enunciados do tipo: determine,
calcule, represente, escolha, escreva, obtenha e encontre. A esse respeito, buscamos a
contribuicdo de Carlovich (2005) que em sua pesquisa menciona as mudancgas ocorridas
nos livros didaticos pés Movimento da Matematica Moderna, citando a critica ocorrida em
relagdo ao dedutivo e ao formalismo na Matemaética que influenciou os livros didaticos da
época de 1980, que acabaram por conservar as demonstracdes dos teoremas mais
tradicionais e abandonarem o0s exercicios de carater ldgico ou que exigissem

demonstracoes.

A consideracdo que tecemos a esse respeito apoia-se na teoria que sustenta a
Geometria Analitica pelos teoremas e propriedades que a fundamentam. Entendemos que a
Geometria Analitica € um campo da Matematica que pode proporcionar a elaboracéo de
tarefas que viabilizem o exercicio da demonstracdo, das provas em seus diferentes niveis,
da verificacdo de validade de propriedades, e encontramos sensivelmente tal elaboragédo

nos materiais analisados.

Um dos fatores que tornam as demonstracdes importantes na Matematica, no
ambito do ensino e aprendizagem, diz respeito ao que ela pode proporcionar alem da
constatacdo da veracidade de proposi¢des, como comumente é entendida. De Villiers
(2002) interpreta essa importancia destacando que “as demonstracdes também sdo muito
valiosas por proporcionarem novas compreensdes, conduzirem a novas descobertas ou
ajudarem a sistematiza¢do.” Entendemos que o aluno ao ser colocado frente ao processo de
demonstracdo tem a possibilidade de interpretar a Matematica a partir de sua linguagem
simbodlica e desenvolver, cognitivamente, muitas vezes por meio de uma linguagem

33
I

natural®, sua compreensdo. Essa compreensdo pode ser traduzida pelo tipo de prova que

%3 Utilizamos aqui o termo linguagem natural no sentido da expressao verbal ou escrita, por considerarmos o
tipo de registro mais simples que o aluno pode ter para expressar seu entendimento inicial de uma
demonstracgdo, quando nédo esta habituado a ela.
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ele produz, da mais elementar as mais elaboradas, no sentido da tipologia de provas de
Balacheff (1988).

Em relacdo as provas produzidas observamos uma quantidade reduzida de questdes
que proporcionem a elaboracéo de provas do tipo experiéncia mental ou mesmo exemplo
genérico — LD6, Ex.12, prova intelectual. Pelas tarefas propostas as resolucdes restringem-
se ao nivel de provas pragmaticas com a funcdo de verificagdo ou mesmo de explicagdo
(De VILLIERS, 2002).

Outra consideracdo que fazemos diz respeito aos materiais CA2009 e CP2009, ao
observarmos que as definicbes ndo foram priorizadas, principalmente no material
destinado ao aluno, CA2009. A linguagem Matematica simbolica, por meio das expressdes
algébricas utilizadas para representacdo dos contetdos estudados, foi privilegiada. Em
verdade, os registros figurais (geométricos) aliados aos registros algébricos (formulas) séo
apresentados em CA2009 como sintese dos contetdos estudados. A interpretacdo que essa
abordagem pode suscitar ¢ a idéia, como ja& mencionado, de que a Matematica é a
disciplina das formulas prontas. No material do aluno pouco se apresenta em termos de
tipos de prova. Ndo sdo apresentados exercicios resolvidos para que o aluno possa se
apropriar de algumas técnicas que possam auxilia-lo na resolucdo das tarefas propostas.
Outrossim, consideramos que esse material deva ser de utilizacdo do aluno aliado a um
outro material didatico, que Ihe dé suporte tedrico necessario a compreensao dos objetos

matematicos estudados, além, sala de aula.

Relacionando as tarefas propostas nos materiais didaticos com a Proposta
Curricular de S&o Paulo (SAO PAULO, 2008), no que tange as competéncias para
aprender, apoiada no referencial teérico do ENEM, destacamos:

IV. Relacionar informagOes, representadas em diferentes formas, e
conhecimentos  disponiveis _em situacdes concretas, para construir
argumentacéo consistente (SAO PAULO, 2008, p.20).

A construcdo de argumentacdo consistente, se considerada no ambito da linguagem
Matematica, implica em exercicio do processo argumentativo, inclusive por elaboracao de
conjecturas em linguagem natural com posterior representacao simbolica. Pela organizagéo
didatica escolhida, a respeito do tipo de tarefas que foram solicitadas com grande parte dos

enunciados solicitando calcule, determine, represente, escolha, acreditamos que a pratica
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da argumentacdo ndo se efetive. Em contrapartida, alguns materiais didaticos apresentam
sessdes incorporadas ao capitulo que privilegiam alguns aspectos dessas acgdes
possibilitando ao aluno a elaboracdo das questbes para que ele proprio possa propor e
validar suas conjecturas. E 0 caso das sessdes: Invente vocé (LD6), Para refletir (LD1),
Refletindo (LD7). Entendemos que uma possibilidade de utilizacdo dessas atividades seja
estabelecer uma dindmica em sala de aula para que a idéia de todos seja contemplada e o

professor possa avaliar como os contetdos estudados foram internalizados.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nossas consideracGes finais tém por objetivo resgatar pontos importantes
levantados no decorrer de nossa pesquisa, bem como apresentar as conclusdes que
elaboramos apds as analises realizadas. Entendendo pesquisa no sentido atribuido por
Péadua (2004) “como a atividade de busca, no ambito da ciéncia, que nos permite elaborar
um conjunto de conhecimentos que nos auxilie na compreensao da realidade e nos oriente
em nossas agdes”, esperamos contribuir com este vasto campo de investigacdes ao propor
nossas reflexdes sobre o tema em estudo. Em verdade, as consideracGes que apresentamos
nessa parte da pesquisa encerram um ciclo que veio se desenvolvendo a partir das anélises

pontuais que fizemos ao final de cada questdo.

Em relacdo ao teor de nossa pesquisa, estudar a organizacdo praxeoldgica de provas
e demonstracGes em Geometria Analitica, deve-se ao desenvolvimento de trabalhos em
contetidos do ensino médio, em especial aqueles que se relacionam & Algebra, como foi
sugerido por Carvalho (2007), visto que ha muitas pesquisas abordando provas e
demonstracdes, porém em conteddos geométricos. Vimos na Geometria Analitica uma
oportunidade de pesquisa uma vez que dois campos importantes da Matematica se
relacionam Algebra e Geometria, portanto diferentes registros de representacdo podem ser
utilizados, além dos contetidos serem definidos via teoremas e propriedades, passiveis de

demonstracdo.

Nossa pesquisa dedicou-se ao estudo da problematica envolvendo as abordagens
dadas as provas e demonstracbes no conteudo Geometria Analitica, na terceira série do
Ensino Médio, em materiais didaticos. Desenvolvemos nosso trabalho por meio de uma
pesquisa qualitativa com enfoque documental. A problematica levantada diz respeito as
organizacOes didatica (OD) e Matemética (OM) propostas nos materiais didaticos, sob o
olhar da Teoria Antropologica do Didatico (TAD) de Chevallard (1999), e da producéo de
provas segundo a proposta de Balacheff (1988).

As pesquisas vém mostrando que as inconsisténcias no trabalho com provas e
demonstragcbes vao desde cursos de formagdo de professores de Matematica
(PIETROPAOLO, 2005), (DIAS, 2009), fator de extrema importancia se considerarmos
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que o trabalho com argumentacfes é recomendado a partir do terceiro ciclo da escola
basica, até os diferentes cenarios constituintes do ambiente escolar, tais como:
apresentacdo em materiais didaticos (CARVALHO, 2007), elaboracdo de argumentacdes e

provas em contetdos matematicos (HAJNAL, 2007), dentre outros.

A consideracdo que tecemos relativa a problemética estabelecida, diz respeito a
conceituacdo dos termos pertencentes ao sistema dedutivo, que para alguns sdo
considerados sindénimos e o alto grau de rigor que € atribuido a uma prova ou
demonstracdo Matematica, podendo acarretar a interpretacdo que somente um matematico
pode elaborar uma demonstracdo. Concordamos que a prova, concebida com a finalidade
de validar uma proposicao via demonstracdo de teoremas, deva apresentar maximo rigor
matematico visto que sera avaliada pela comunidade de matematicos, porém acreditamos
que as demonstracdes ndao devam desempenhar somente o papel de verificacdo. Nossa
reflexdo se da apoiada na proposta de De Villiers (2002) sobre os diferentes papéis que a
demonstracdo pode desempenhar e, analogamente, sobre a tipologia de provas proposta por
Balacheff (1987;1988), que evidencia um pensar de acordo com o nivel de conhecimento

interiorizado por cada um.

Ao considerarmos a Geometria Analitica como campo para pesquisa, focamos
nosso objeto de estudo na equacéo da reta, visto que a praxeologia proposta por Chevallard
(1999) exige, inicialmente, que o objeto de estudo seja definido, descrito, analisado e
avaliado, portanto a organizacdo Matematica deve ocorrer antes da organizacdo didatica.
Diante do quadro aqui exposto e antecedendo as conclusGes obtidas a respeito das
organizacOes praxeoldgicas em Geometria Analitica, a partir das analises de materiais

didaticos, retomamos nossa questdo de pesquisa:

Quais organizag¢fes matematicas e didaticas envolvendo prova e demonstracéo
sdo propostas por materiais didaticos do Ensino Medio, no conteudo
Geometria Analitica?

O objetivo de nossa pesquisa foi analisar como os autores dos materiais didaticos

organizaram as atividades propostas referentes ao estudo da equacdo geral da reta no que
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concerne ao trabalho com provas e demonstracfes. Visando responder a nossa questdo de
pesquisa levantamos algumas hipdteses:

e Alguns livros didaticos evidenciam a apresentacdo de demonstracBes de

teoremas em Geometria Analitica.

e Os termos: propriedade, axioma, teorema, demonstracdo e prova, ndo Sao

explicitados nos livros didaticos analisados.

e Um dos fatores que pode ter influenciado a abordagem, pelos autores dos livros

didaticos, é o abandono do ensino de provas e demonstracoes.

Retomada nossa questdo de pesquisa e as hipoteses que nos auxiliaram a respondé-
la, faremos uma anélise geral do quadro que encontramos referente ao contetido Geometria
Analitica. Apesar de nosso objeto de estudo ser a equacdo geral da reta, nosso olhar
“varreu” o conteido de Geometria Analitica proposto na 3?. série do Ensino Médio até os
estudos relativos a equacdo da reta. Essa verificacdo se deu com o propdsito de
analisarmos, em ambito geral, como estavam organizados os contetdos que antecedem o
estudo da equacdo da reta, como também, quais contetdos foram considerados pelos
autores como necessarios a compreensao da representacdo de uma reta por sua equacdo.
Por meio desse levantamento, apontamos que sdo unanimes 0s conteddos: sistema
cartesiano ortogonal, distancia entre dois pontos e ponto médio de um segmento de reta,
seguidos da condicdo para alinhamento de trés pontos (LD1, LD6, CA2009, CP2009).
Outros contetdos foram abordados pelos materiais didaticos, entretanto com incidéncia

diferenciada entre eles.

Em relacdo a nossa primeira hipOtese de pesquisa, apos as analises realizadas,
verificamos que ela se confirmou, porém somente um material didatico (LD6) valida essa
hipbtese. Ao realizarmos o estudo do objeto em 4.2. nosso intuito foi o de comparar a
organizacao apresentada pelos materiais didaticos com as demonstracdes dos teoremas em
estudo. Em LD6, a técnica mobilizada para calcular a area do triangulo evidencia a
demonstracdo de um teorema em Geometria Analitica, ou seja, uma prova intelectual no
sentido de Balacheff (1988), e deixa explicito na sequéncia da demonstragdo que “o
calculo feito para a area do AABC pode ser repetido para qualquer outro triangulo, o que

resulta no seguinte teorema [..]7 (LD6, p.42). Esse bloco tarefa-técnica —
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demonstrar/prova conceitual — com a apresentacdo do teorema como resultado da
demonstracdo, constitui uma organizacdo Matematica (OD) na qual os elementos do
sistema dedutivo estdo inter-relacionados, podendo propiciar o que Balacheff (1988)
denomina de rede de significados. O aluno, ao utilizar a formula da area do triangulo como
metade do modulo do determinante, estard interiorizando que hd um teorema que
fundamenta essa “férmula”. O material didatico LD1, apesar de apresentar demonstragoes
de teoremas, inclusive ao utilizar o termo demonstracdo, ndo evidencia tal relacdo. A
interpretacdo que se tem € de uma resolucdo formal sem relacdo com uma propriedade, que
culmina em uma férmula, pois o teorema ndo é enunciado. Nos demais materiais didaticos

néo ficaram evidentes as demonstragdes de teoremas.

Nossa segunda hipotese de pesquisa diz respeito aos termos propriedade, axioma,
teorema, demonstracdo e prova nao estarem explicitos nos materiais didaticos, a qual
também se vé confirmada apds as andlises da utilizacdo desses termos no decorrer da
apresentacdo dos contetidos, como podemos observar em Figura 65. No capitulo destinado a
Geometria Analitica ndo foram definidos nenhum desses termos apesar de utilizados.
Convém destacar, como apontamos na andlise da Questdo 3 (Q3) que, trés dos cinco
materiais didaticos analisados (LD1, LD6, LD7) apresentam algumas definicGes relativas a
esses termos, porém em outros capitulos da colecdo (LD1, LD7), ou mesmo em outro
volume (LD6, v.2). Os materiais didaticos CA2009 e CP2009 ndo fazem mencéo a essa
terminologia. Nossas consideracdes, nesse aspecto, sdo que tais definicbes acompanhem os
capitulos dedicados aos contetdos que utilizam o sistema axiomatico-dedutivo,
proporcionando ao aluno o contato reincidente, porém acessivel e necessario, com essa
terminologia. Outra consideracdo que tecemos é que como os teoremas e as propriedades
ndo séo enunciados formalmente (LD1, LD7) ndo se estabelecem como fundamentais para
a existéncia da “formula” em questdo, ou seja, ndo se cria uma rede de significados entre a
formula e o teorema que ela representa. Esse fato pode acarretar a interpretacdo da

Matematica enquanto disciplina das formulas prontas.

Nossa terceira hipOtese de pesquisa diz respeito aos fatores que podem ter
influenciado a abordagem dos autores dos materiais didaticos, dentre eles, o abandono do
ensino de provas e demonstraces. Consideramos, pelas analises realizadas em termos de
organizacdo praxeologica e pelas técnicas mobilizadas, que essa hipotese foi refutada, ao

entendermos que as provas e demonstraces foram contempladas pelos autores de trés dos
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cinco materiais didaticos selecionados (LD1, LD6, LD7) ao que concerne as tarefas
propostas, dando indicios de que ndo houve um abandono em termos de utilizagdo de

provas e demonstracdes, pelo menos, nos materiais didaticos analisados.

A partir das analises das tarefas propostas no bloco BT1 observamos que a maioria
dos materiais didaticos (3 das 5 cole¢des) contemplam a abordagem historica para
introducédo ao contelido Geometria Analitica, estabelecendo correlagdo entre a Geometria e
a Algebra. A abordagem escolhida pelos autores privilegia a utilizagdo de registros de
representacdo algébricos, figurais ou textuais por meio de exemplos no contexto
matematico ou fora dele. Reiteramos nossas consideracdes sobre essa questdo observando
que as abordagens apresentadas nos livros didaticos, diferentemente da auséncia de
abordagem histérica em CP2009 e CA2009, podem despertar no aluno o interesse em
pesquisar sobre..., querer saber mais..., além de apresentar a Geometria Analitica
enquanto uma teoria que foi construida a partir das contribuicdes de alguns matematicos no
decorrer dos séculos, ou seja, ndo nasceu pronta. As andlises relativas a segunda questdo
(Q2) nos mostraram que 0s autores consideraram que o0 sistema cartesiano ortogonal, a
distdncia entre dois pontos, ponto médio de um segmento de reta — (unanimidade) — e
condicdo de alinhamento de trés pontos — (LD1;LD6;CA2009;CP2009) — sdo contetdos
fundamentais precedentes ao estudo da equacdo de uma reta. H& a elaboragdo consistente
de provas intelectuais em pelo menos dois dos materiais didaticos (LD1;LD6) aliadas as
representacdes figurais. Algumas demonstracdes propostas por estes materiais utilizam
conceitos ensinados no Ensino Fundamental, tais como: Teorema de Pitagoras, semelhanca
de triangulos, medianas de um tridngulo, evidenciando que a linguagem de uma
demonstracdo, ndo necessariamente, assume um formalismo que inviabiliza a elaboragéo
de uma demonstracdo em nivel de Ensino Médio. Convém ainda destacar que dois desses
materiais didaticos (LD1;LD7) ao adotarem por técnica um conceito ensinado
anteriormente, explicam-no resumidamente. Em geral, na apresentacdo das tarefas relativas
aos conteudos precedentes a equacgdo da reta, no bloco BT1, a organizagdo Matematica
(OM) escolhida pelos autores dos trés materiais didaticos exige que o aluno tenha dominio
sobre localizagdo de pontos no plano cartesiano, propriedades algébricas e geométricas,
situando-se o bloco tecnoldgico-tedrico nos campos da Geometria, Algebra e Geometria
Analitica. O material didatico CP2009 elabora, na maioria das tarefas propostas, provas

pragmaticas, porém no material CA2009 essas provas nao estdo disponiveis.
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Em relagdo a quarta questdo (Q4), relativa as tarefas voltadas ao estudo da equacao
de uma reta observamos que todos os materiais contemplam pelo menos uma das formas
de representacdo de uma reta: os materiais CA2009 e CP2009 trabalham somente com
atividades sobre a equacdo reduzida da reta e os demais materiais apresentam estudos
também sobre as demais formas: geral, paramétrica e segmentéria. Observamos a
apresentacdo da equacédo geral da reta explicitada como propriedade somente em um dos
materiais didaticos (LD6), por meio da elaboracdo de uma demonstracdo do tipo prova
intelectual, aliada a uma representacdo figural no plano cartesiano. Nos demais materiais
(LD1; LD7) aparece como uma afirmacdo relacionada a uma representacédo algébrica, com
a elaboracdo de prova pragmatica do tipo empirismo ingénuo. Na andlise das tarefas
executadas pelos autores, que contemplam o estudo da equacdo da reta, identificamos 7
atividades das quais apenas uma utilizava o termo analisar se... Esse tipo de tarefa torna-se
interessante no sentido da andlise da resposta encontrada como efetiva solucdo para o
problema, proporcionando ao aluno, segundo o que afirma De Villiers (2002),
“oportunidades suficientes para explorar, conjecturar, refutar, reformular, explicar’ e

validar suas resolucgoes.

Em relacdo as analises do bloco BT2, referente as tarefas propostas aos alunos,
sobre os estudos da equacdo de uma reta (equacdo geral ou reduzida) encontramos 42
atividades propostas (LD1;LD6;LD7;CA2009) das quais somente trés utilizavam um dos
termos mostre que..., demonstre que..., prove que..., analise se..., verifique se.... As demais
tarefas se reduziam a enunciados do tipo determine, calcule, represente, escreva, obtenha e
encontre. Essa conclusdo vem ao encontro do que diz Almouloud (2003, p.130) ao
especificar que “os tipos de problemas propostos nos livros didaticos, em geral, nao
envolvem questdes de interpretacdo de textos matematicos (definicGes, teoremas,
enunciados de problemas...”. No bloco BT2 selecionamos quatro atividades que atendiam
os critérios definidos para analise e as resolugGes propostas mobilizaram técnicas que
propiciaram a elaboracdo de uma prova intelectual (LD6) e trés provas pragmaticas sendo

duas do tipo experiéncia crucial (LD1; LD7).

Nossas conclusdes em relacdo a nossa questdo de pesquisa, diante das abordagens
analisadas e sob o olhar das teorias que as fundamentaram, resumem-se em quatro pontos
chaves: i) a auséncia de definicdo para os termos que constituem o método dedutivo; ii) a

falta de clareza da organizagdo Matematica ao realizar uma demonstragdo que verifica um
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teorema; iii) incidéncia ndo representativa de tarefas propostas aos alunos que permitam a
elaboracdo de provas nos diferentes niveis de raciocinio dedutivo; iv) inconsisténcia na
identificacdo de um teorema: ndo esta explicito na maioria dos materiais didaticos
analisados, se uma afirmacdo representa uma propriedade, um teorema ou somente deduz

uma féormula matematica.

Antes de finalizarmos, gostariamos de ressaltar, até para pesquisas futuras, algumas
recomendacdes que os documentos oficiais da educacdo brasileira orientam a respeito do
desenvolvimento do aluno enquanto cidaddo consciente, critico e aberto a resolucdo de

problemas:

A argumentacdo esta fortemente vinculada a capacidade de justificar uma
afirmacdo e, para tanto, é importante produzir alguma explicacdo, bem
como justifica-la. [...] é desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para
desenvolver a argumentacdo; [..] para que o aluno reconhega a
importancia das demonstracGes em Matematica, compreendendo provas
de alguns teoremas (BRASIL, 1998, pp.70-71).

A Matematica é considerada um meio para o desenvolvimento de
competéncias tais como a capacidade de expressdo pessoal, de
compreensdo de fendmenos, de argumentagdo consistente, de tomada de
decises conscientes e refletidas. [...] (SAO PAULO, 2008, p.44).

Consideramos que pela organizacdo didatica proposta na maioria dos materiais
didaticos analisados nesse trabalho, ndo seja possivel desenvolver na terceira série do
Ensino Médio a argumentacdo consistente, esse processo deve ser iniciado muito antes na
escola bésica. Enquanto privilegiar-se a aplicacdo de férmulas em detrimento a anélise de
situacOes-problemas e falta de clareza na identificacdo dos termos de um sistema dedutivo,

a compreensao e a elaboracgao de provas e demonstragdes continuaréo inconsistentes.

Concluindo nossas consideracdes, acreditamos que nosso trabalho trouxe
contribuicbes importantes sobre a abordagem dada aos conteidos matematicos que
possibilitem a elaboragdo de provas e demonstracdes, principalmente no que diz respeito a
identificacdo dos termos principais de um sistema dedutivo e & proposta de tarefas que

incentive a producdo de conjecturas e justificativas.

Entendemos que essas consideracOes estdo limitadas aos materiais didaticos

analisados e ao olhar das teorias em quais nos apoiamos.
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Sugerimos para pesquisas futuras que seja analisada, em conteldos de Geometria
Analitica, a producgdo dos alunos em termos de provas e demonstragcbes com a investigacéo
sobre o entendimento adquirido em relacdo aos termos propriedade, axioma, teorema,

demonstragdo e prova.

Outro estudo que julgamos interessante que seja realizado diz respeito a
interpretacdo dada por professores de Matematica relativa a producdo de provas de seus
alunos e como eles abordam as questdes do tipo demonstre que..., trazidas pelos materiais

didaticos.

“Porque tudo aconteceu para que eles compreendessem

que as dguas mais turvas contém as vezes as pérolas mais belas.”

(Vinicius de Moraes)



207

REFERENCIAS

ABBAGNANO, Nicola. Dicionario de Filosofia. Trad. coord. rev. Alfredo Bosi e Maurice
Cunio et al. 22. ed. Sdo Paulo: Mestre Jou, 1982.

ALMOULOUD, Saddo Ag. Registros de representacdo semidtica e compreensdo de
conceitos geométricos. In: MACHADO, Silvia D.A. Aprendizagem em Matematica:
Registros de representacdo semiotica. Campinas, SP: Papirus, 2003 (Colecdo Papirus
Educacao).

. Fundamentos da Didatica da Matematica. Curitiba: UFPR, 2007.

. Prova e Demonstracdo em Matematica: Problematica de seus processos de ensino
e aprendizagem. GT: Educacdo Matematica, n°. 19. 30%. ANPED, Caxambu, MG, 2007.
Disponivel —em:  <www.anped.org.br/reunioes/30ra/trabalhos/GT19-2597--Res.pdf.>.
Acesso em 24 abr., 2008.

ALMOULOUD, Saddo Ag. et al. A Geometria no ensino fundamental: reflexdes sobre
uma experiéncia de formacdo envolvendo professores e alunos. In: Revista Brasileira de
Educacéo, n°. 27, 2004.

AMORIM, Marcia Cristina dos S. Argumentacdo e prova: uma situacdo experimental
sobre quadrilateros e suas propriedades. 2009. 144 pp. Dissertacdo de Mestrado
Profissional em Ensino de Matematica — Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo.
PUC/SP, Séao Paulo.

ANDRADE, Roberto Carlos Dantas. Geometria Analitica Plana: praxeologias
matematicas no ensino médio. 2007, 121 pp. Dissertacdo de Mestrado em Educacdo em
Ciéncias e Matematicas. Universidade Federal do Para. Belém, Para.

BALACHEFF, Nicolas. Processus de Preuve et Situations de Validation. In: Educational
Studies in Mathematics, n.18, pp. 147-176, 1987.

. Processus de Preuve et Situations de Validation. In: Educational Studies in
Mathematics, n°.18, pp.147-176, 1987.

. Une étude des processus de preuve em mathématique chez des eleves de Collége.
1988, 619 pp., vols.1 e 2. These (Docteures — Sciences Didactique des Mathématiques).
Université Joseph Fourier — Grenoble 1. Institut National Polytechnique de Grenoble.

BALESTRI, Rodrigo D. A participagéo da historia da Matematica na formacao inicial de
professores de Matematica na Otica de professores e pesquisadores. 2008, 106 pp.
Dissertacdo de Mestrado em Ensino de Ciéncias e Educagdo Matematica. Universidade
Estadual de Londrina — UEL. Londrina, Parana.

BALIEIRO FILHO, Inocéncio Fernandes. Andlise e sintese: vestigios de heuristica no
método de demonstracdo dos antigos gebmetras. X ENEM. Julho, 2007. Disponivel em:
http://www.sbem.com.br/files/ix_enem/Comunicacdo_Cientifica/Trabalhos/CC776690889
15T.rtf. Acesso em: 4 nov.2008.



http://www.anped.org.br/reunioes/30ra/trabalhos/GT19-2597--Res.pdf
http://www.sbem.com.br/files/ix_enem/Comunicação_Científica/Trabalhos/CC77669088915T.rtf
http://www.sbem.com.br/files/ix_enem/Comunicação_Científica/Trabalhos/CC77669088915T.rtf

208

BICUDO, Irineu. Demonstracdo em Matematica. Rio Claro: Bolema, 2002, ano 15, n°. 18,
pp. 65-72.

BOGDAN, Roberto C. & BIKLEN, Sari K. Investigacdo Qualitativa em Educacao.
Tradugdo de Maria Jodo Alvarez, Sara Bahia dos Santos e Telmo Mourinho Baptista.
Porto: Porto, 1994.

BOYER, Carl B. Historia da Matematica. Trad. Elza F.Gomide. 22, ed. S&o Paulo: Edgard
Blucher, 1996.

BRASIL. Ministério da Educagdo. Secretaria de Educagdo Fundamental. Parametros
Curriculares Nacionais: Matematica. Brasilia: MEC, SEF, 1998, 148 pp.

Ministério da Educacdo. Secretaria de Educacdo Média e Tecnoldgica.
Parametros Curriculares Nacionais: Ensino Médio. Brasilia: Ministério da Educacao,
2000.

. ldem, 2002.

Ministério da Educacdo. Secretaria de Educacdo Média e Tecnoldgica. PCN+
Ensino Médio: orientagbes educacionais complementares aos Parametros Curriculares
Nacionais. Ciéncias da natureza, Matematica e suas tecnologias, 2002.

. Ministério da Educacdo. Secretaria de Educacdo Basica. Orientacdes curriculares
para o Ensino Médio, v.2. Brasilia: 2006, 135 pp.

. Ministério da Educacdo. Secretaria de Educacdo Basica. Fundo Nacional de
Desenvolvimento da Educacdo. Matematica: catalogo do Programa Nacional do Livro para
0 Ensino Médio: PNLEM/2009. Brasilia: 2008, 88 pp.

. Ministério da Educacdo. Secretaria de Educacdo Bésica. Guia de Livros
Didaticos: PNLD 2010: Alfabetizacdo Matematica e Matematica. Brasilia: 2009, 264 pp.

BROUSSEAU, Guy. Os diferentes papéis do professor. In: PARRA, Cecilia; SAIZ, Irma
et al. Didatica da Matematica: reflexdes psicopedagogicas. Trad. Juan Acufia Llorens.
Porto Alegre: Artmed, 1996.

CARDIA, Luciana S. Ferreira. Integrando a Geometria com a Algebra na construgdo de
expressdes algébricas. Dissertacdo de Mestrado em Educacdo Matematica — Pontificia
Universidade Catolica de Séo Paulo. PUC/SP. S&o Paulo, 2007.

CARLOVICH, Marisa. A Geometria dedutiva em livros didaticos das escolas publicas do
Estado de S&o Paulo para o 3° e 4° ciclos do Ensino Fundamental. 2005. 150 pp.
Dissertacdo de Mestrado em Educacdo Matematica. Pontificia Universidade Catolica de
Séo Paulo. PUC/SP, Séo Paulo.

CARVALHO, Claudia Cristina Soares de. Uma analise praxeoldgica das tarefas de prova
e demonstracdo em topicos de Algebra abordados no primeiro ano do Ensino Médio.
Dissertacdo de Mestrado em Educagdo Matematica. Pontificia Universidade Catolica de
Séo Paulo. PUC/SP. S&o Paulo, 2007.



209

CHEVALLARD, Yves. Organiser I’etude.1. Structures & fonctions. Actes de la 11 Ecole
d’ Eté de Didactique dés Mathématiques. France: La Penseé Sauvage. 2002. Disponivel
em: <www.yves.chevallard.free.fr>. Acesso em: 15 jul.2009.

. Analise des pratiques enseignantes et didactique des mathematiques: ’approche
anthropologique. Recherches em Didactique des Mathématiques. Vol.19, n°.2, pp. 221-
266,1999.

. Concepts fondamentaux de la didactique: perspectives apportées par une approche
anthropologique. Recherches em Didactique dés Mathématiques. Grenoble, v.12.1, p.73-
112, 1992.

. La Transposition Didactique: du savoir savant au savoir enseigne. Recherches em
Didactique dés Mathématiques. Grenoble, 1991.

DANTE, Luiz Roberto. Matematica. Volume Gnico. Sdo Paulo: Atica, 2005.

D’AMBROSIO, Ubiratan. Educacio Matematica: da teoria a pratica. Campinas, SP:
Papirus, 1996 (Colecdao Perspectivas em Educagdo Matematica).

DE VILLIERS, M. D. Papel e fun¢des da demonstracdo no trabalho com o Sketchpad. In:
Educacdo e Matemética, n.63, maio/junho, 2001.

. Para uma compreensdo dos diferentes papéis da demonstracdo em Geometria
Dindmica. Em: Actas do ProfMat 2002 (pp. 65-72). Lisboa: APM. Disponivel em:
<http://mzone.mweb.co.za/residents/profmd/homepage.html>. Acesso em: 19 ago. 2009.

DIAS, Mbonica S. da Silva. Um estudo da demonstracdo no contexto da licenciatura em
Matematica: uma articulacdo entre os tipos de prova e 0s niveis de raciocinio geométrico.
2009, 214 pp. Tese (Doutorado em Educacdo Matemdtica). Pontificia Universidade
Catdlica de Sao Paulo. PUC/SP, Séao Paulo.

DOLCE, Osvaldo & POMPEO, José N. Fundamentos da Matematica elementar. Vol. 9:
Geometria Plana. 72. ed. Sdo Paulo: Atual, 1993.

DOMINGUES, Hygino H. A demonstracdo ao longo dos séculos. Rio Claro: Bolema,
2002, ano 15, n°. 18, pp.46-55.

DUVAL, Raymond. Registros de representacdes semioticas e funcionamento cognitivo da
compreensdo em Matematica. In: MACHADO, Silvia D. A. Aprendizagem em
Matematica. Campinas, SP: Papirus, 2003 (Colecdo Papirus Educacdo).

EVES, Howard. Introducdo a historia da Matematica. Trad. Hygino H. Domingues.
Campinas, SP: UNICAMP, 2004.

FREIRE, Paulo. Pedagogia da autonomia: saberes necessarios a pratica educativa. Sdo
Paulo: Paz e Terra, 1996 (Colecdo Leitura).

FREITAS, José Luiz M de. Registros de representacao na producao de provas na passagem
da aritmética para a Algebra. In: MACHADO, Silvia D.A. (org.). Aprendizagem em


http://www.yves.chevallard.free.fr/
http://mzone.mweb.co.za/residents/profmd/homepage.html

210

Matematica: Registros de representacdo semiotica. Campinas, SP: Papirus, 2003 (Colec¢éo
Papirus Educacéo).

GALVES, G. A didatica da Matematica. In: PARRA, Cecilia; SAIZ, Irma (org.). Didatica
da Matematica: reflexBes psicopedagogicas. Traducdo de Juan Acufia Llorens. Porto
Alegre: Artmed, 1996.

GARNICA, Antonio V. Marafioti. As demonstracdes em Educacdo Matematica: um
ensaio. Rio Claro: Bolema, 2002, ano 15, n°. 18, p.73.

GIOVANNI, J.R. BONJORNO, J.R. Matematica completa. 22.ed. renov. S&o Paulo: FTD,
2005 (Colecdo matematica completa)

GOUVEA, Filomena A. Teixeira. Aprendendo e ensinando Geometria com a
demonstracdo: uma contribuicdo para a pratica pedagogica do professor de Matematica do
Ensino Fundamental. 1998, 264 pp. Dissertacdo de Mestrado em Educacdo Matematica.
Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo. PUC/SP, S&o Paulo.

GRAVINA, Maria Alice. Os ambientes de Geometria dindmica e o pensamento hipotético-
dedutivo. 2001, 277 pp. Tese de Doutorado em Informatica na Educacdo. Universidade
Federal do Rio Grande do Sul. UFRGS, Rio Grande do Sul.

HAJNAL, Fabiana. O estudo do paralelismo no ensino da Geometria Analitica Plana: do
empirico ao dedutivo. 2007, 236 pp. Dissertacdo de Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica. Pontificia Universidade Catolica de Séo Paulo. PUC/SP, S&o Paulo.

IEZZI, Gelson. Fundamentos de Matematica elementar, 7: Geometria Analitica. 4. ed. Sdo
Paulo: Atual, 1993.

JESUS, Gilson B. de. Construgcbes Geomeétricas: uma alternativa para desenvolver
conhecimentos acerca da demonstracdo em uma formacgdo continuada. 2008, 235 pp.
Dissertacdo de Mestrado em Educagdo Matematica. Pontificia Universidade Catolica de
Sao Paulo. PUC/SP, Séo Paulo.

LAJOLO, Marisa. Livro didatico: um (quase) manual de usuario. In: Em aberto. Livro
didatico e qualidade de ensino. Ano 16, n°. 69. Brasilia: jan./mar.1996. SEDIAE/INEP.

LEITHOLD, Louis. O Célculo com Geometria Analitica. Tradugdo de Antonio Paques,
Otilia Teresinha W. Paques e Sebastido Antonio José Filho. 2.ed. Sdo Paulo: Harper &
Row do Brasil, 1982.

LIMA, Elon Lages. Geometria Analitica e Algebra linear. 2. ed. Rio de Janeiro: IMPA,
2008.

LIMA, Isolda Giani de. A equilibracdo dos processos cognitivos na aprendizagem de
Matematica no ambiente do Mecam. 2004, 230 pp. Tese (Doutorado em Informatica na
Educacao). Universidade Federal do Rio Grande do Sul. Porto Alegre, RS.

LUDKE, Menga & ANDRE, Marli E. D. A. Pesquisa em educacdo: abordagens
qualitativas. Sdo Paulo: EPU, 1986.



211

MACHADO, S. D. A. (org.). Aprendizagem em Matematica: Registros de representacdo
semiotica. Colecdo Papirus Educacdo. Campinas, SP: Papirus, 2003.

MILIES, Francisco C. Polcino & COELHO, Soénia P. Ndmeros: uma Introducdo a
Matematica. 32. ed. S&o Paulo: Universidade de Sao Paulo, 2006.

PADUA, Elisabete M. M. de. Metodologia da pesquisa: abordagem tedrico-pratica. 102,
ed. Campinas, SP: Papirus, 2004.

PAIVA, Manoel. Matematica. VVolume Unico. 12. ed. Sdo Paulo: Moderna, 2005.

PANADES, Rubi6. A. FREITAS, L. M. T. de. Matematica e suas tecnologias: ensino
médio. Sdo Paulo: IBEP, 2005.

PASINI, Mirtes Fatima. Argumentacdo e prova: exploracdes a partir da analise de uma
colecdo didatica. 2007, 225 pp. Dissertacdo de Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica. Pontificia Universidade Catolica de Sao Paulo. PUC/SP, Séo Paulo.

PIETROPAOLDO, Ruy Ceésar. (Re)Significar a demonstracdo nos curriculos da Educacéo
Basica e da Formacdo de professores de Matematica. 2005, 388 pp. Tese (Doutorado em
Educacdao Matematica). Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo. PUCSP, Sao Paulo.

RIZZON, Katya. Anélise da linguagem Matemética relacionada a Geometria Analitica no
ensino médio. 2008, 73 pp. Dissertacdo (Mestrado em Educacdo em Ciéncias e
Matemética). Pontificia Universidade Catélica do Rio Grande do Sul — PUCRS, Porto
Alegre, RS.

ROSSINI, Renata. Saberes docentes sobre o tema funcdo: uma investigacdo das
praxeologias. 2006, 384 pp. Tese (Doutorado em Educacdo Matematica). Pontificia
Universidade Catdlica de S&o Paulo. PUCSP, Séo Paulo.

SAO PAULO (Estado). Proposta Curricular do Estado de Sdo Paulo: Matematica. Coord.
Maria Inés Fini. Sdo Paulo: SEE, 2008 (Ensino Fundamental e Médio).

. Secretaria da Educacdo. Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagogicas.
Proposta curricular para o ensino de Matematica: 2°. Grau. 3.ed. Sdo Paulo: SE/CENP,
1992.

. Secretaria da Educacdo. Caderno do professor: Matematica, ensino médio —
3%.série, volume 1/ Secretaria da Educacdo. Maria Inés Fini (coord.). S&o Paulo: SEE,
2009.

. Secretaria da Educacdo. Caderno do aluno: Matematica, ensino méedio — 32.série,
volume 1/ Secretaria da Educacdo Maria Inés Fini (coord.). Sdo Paulo: SEE, 20009.

SCHMIDT, Mério Furley. Nova historia critica. Ensino Médio. Sdo Paulo: Nova Geragéo,
2005.

SERRALHEIRO, Tatiane Dias. Formacdo de professores: conhecimentos, discursos e
mudancas na pratica de demonstracdes. 2007, 147 pp. Dissertagdo de Mestrado em
Educacdo Matematica. Pontificia Universidade Catdlica de Sao Paulo. PUC/SP, S&o Paulo.



212

SILVA, Circe Mary Silva da. Lacroix e a popularizacdo da Geometria Analitica. In:
Educacdo Matematica. Pesquisa: Revista do Programa de Estudos Pés-Graduados em
Educacdo Matematica. Pontificia Universidade Catolica de S&o Paulo, n.1. Sdo Paulo:
EDUC, 1999, semestral.

SILVA, C. X. da. BARRETO, B. F. Matematica aula por aula. 22 ed. renov. Sdo Paulo:
FTD, 2005. (Colecéo aula por aula)

SILVA, Jairo José da. A Demonstracdo Matematica da Perspectiva da Logica Matematica.
Rio Claro: Bolema, 2002, ano 15, n°. 18, pp. 56-64.

SILVA, Marcilio Farias da. Argumentacdo e prova envolvendo conceitos de multiplos e
divisores: uma experiéncia com alunos do ensino fundamental. 2008, 146 pp. Dissertagédo
de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica. Pontificia Universidade Catdlica de
Sdo Paulo. PUC/SP, Séo Paulo.

SMOLE, Katia C. S. & DINIZ, Maria Ignez de S. V. Matemética. vol. 2, 22, série. Ensino
Médio. 4.ed. S&o Paulo: Saraiva, 2006.

. Matematica. vol. 3. 32. série. Ensino Médio. 5. ed. S&o Paulo: Saraiva, 2005.

USISKIN, Zalman. Resolvendo os dilemas permanentes da Geometria escolar. In:
LINDQUIST, Mary M. & SHULTE, Alberto P. (orgs.). Aprendendo e ensinando
Geometria. Trad. De Domingues, Hygino H. Sdo Paulo: Atual, 1994.

VIEIRA, Wellington Zarur Viana. Argumentacdo e prova: uma experiéncia em Geometria
espacial no ensino médio. 2007, 189 pp. Dissertacdo de Mestrado Profissional em Ensino
de Matemética. Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo. PUC/SP, S&o Paulo.



