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ver-se privados de tudo. Mais ainda, pessoas que vivem em diferentes países matam umas 
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RESUMO 

 

 

O presente estudo tem como objetivo analisar como os autores de materiais didáticos do 

Ensino Médio organizaram as tarefas propostas envolvendo provas e demonstrações no 

conteúdo Geometria Analítica para a 3ª. série do Ensino Médio. Com o intuito de propor 

algumas reflexões a esse respeito, decidimos analisar as coleções de livros didáticos 

aprovadas pelo Programa Nacional do Livro Didático para o Ensino Médio 

(PNLEM/2009) e os cadernos bimestrais adotados pela Secretaria da Educação do Estado 

de São Paulo (SEESP/2009), disponibilizados para alunos e professores, distintamente. 

Julgamos a pertinência de analisar conjuntamente esses materiais por atuarmos na rede 

pública estadual paulista, visando às contribuições que vierem a ocorrer. A análise desses 

materiais foi realizada considerando as tarefas propostas sobre o conteúdo Geometria 

Analítica, limitado ao estudo da equação de uma reta. O aporte teórico que fundamentou 

nossas análises seguiu os pressupostos da Teoria Antropológica do Didático de Yves 

Chevallard (1999), que focaliza o estudo das organizações praxeológicas – Matemática e 

didática – pensadas para o ensino e aprendizagem da Matemática, e o trabalho de Nicolas 

Balacheff (1988), que visa ao estudo da tipologia de provas produzidas por alunos. 

Apoiado por esse referencial teórico efetivamos nossas análises com o intuito de responder 

à nossa questão de pesquisa: Quais organizações Matemáticas e didáticas envolvendo 

prova e demonstração são propostas por materiais didáticos do Ensino Médio, no conteúdo 

Geometria Analítica? Visando a responder a esta questão, desenvolvemos uma pesquisa 

qualitativa com enfoque documental, e a partir do levantamento bibliográfico pudemos ter 

ideia da problemática envolvida no ensino e na aprendizagem de provas e demonstrações 

em conteúdos matemáticos, tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio. A 

análise desses materiais confirmou duas de nossas hipóteses de pesquisa e nos revelou que 

o trabalho com provas e demonstrações em materiais didáticos não foi abandonado, porém 

a clareza dos termos pertencentes ao sistema dedutivo é insatisfatória no que diz respeito à 

compreensão do que seja passível de demonstração em Matemática. 

 

Palavras-chave: Prova e demonstração em Geometria Analítica. Teoria Antropológica do 

Didático. Tipologia de provas. 



 

 

ABSTRACT 

 

 

This study aims to analyze how the authors of teaching materials of high school 

have organized tasks proposals with proofs and demonstrations on content proposed of 

Analytic Geometry on 3rd series of high school. With a view to proposing some thoughts 

in this respect, we analyze the collections of textbooks approved by the National Program 

of textbook for high school (PNLEM/2009) and the notebooks bimonthly adopted by the 

Education Secretary of the State of São Paulo (SEESP/2009), made available to students 

and teachers, distinctly. We judge the relevance in analyzing these materials because we 

act in the public network of State of São Paulo aiming contributions that may occur. The 

analysis of these materials was carried out considering the tasks proposed on the content 

Analytic Geometry, limited to studying the equation of a line. The theoretical contribution 

that substantiate our analyses followed the assumptions of Anthropological Theory of 

didactic Yves Chevallard (1999) that focuses the study of praxeological organization – 

mathematics and didactics – designed for teaching and learning of Mathematics and the 

work of Nicolas Balacheff (1988), which aims to study the typology of proofs produced by 

students. Supported by this theoretical, we realize our analyses with the purpose of 

responding to our question: Which mathematics and didactics organizations involving 

proofs and demonstration are proposed for didactics materials of high school, on content 

Analytic Geometry? Answering this question, we developed a qualitative research with 

approach documentary and from survey bibliographic we might have idea of problems 

involved in the teaching and learning of proofs and demonstrations on mathematical 

content, both in elementary and high school. The analysis of these materials confirmed two 

of our research hypotheses and showed that the work with proofs and demonstrations in 

didactics materials was not abandoned, but the clarity of the terms belonging to deductive 

system is unsatisfactory for understanding of what is demonstration in Mathematics. 

 

Keywords: Proof and demonstration in Analytic Geometry. Anthropological Didactical 

Theory. Typology of proof. 



 

 

SUMÁRIO 

 

 

INTRODUÇÃO..................................................................................................................15 

CAPÍTULO 1......................................................................................................................20 

PROBLEMÁTICA ............................................................................................................ 20 

1.1 Problematização e Justificativas .............................................................................. 20 

1.2 Objetivo e Questão de Pesquisa............................................................................... 25 

CAPÍTULO 2......................................................................................................................31 

ESTUDOS PRELIMINARES E LEVANTAMENTO BIBLIOGRÁFICO ................. 31 

2.1 Considerações históricas sobre o desenvolvimento do raciocínio dedutivo............ 31 

2.2 Estudo sobre a utilização dos termos Prova e Demonstração historicamente e no 

contexto da Educação Matemática ................................................................................ 43 

2.2.1 Estudo sobre prova e demonstração no contexto da Educação Matemática... 51 

2.2.1.1 Gravina (2001) ....................................................................................... 52 

2.2.1.2 Pietropaolo (2005) ................................................................................. 54 

2.2.1.3 Dias (2009) ............................................................................................ 56 

2.2.1.4 Carlovich (2005) .................................................................................... 59 

2.2.2 Estudos sobre prova e demonstração em conteúdos do Ensino Médio – 

pesquisas recentes .................................................................................................... 62 

2.2.2.1 Carvalho (2007) ..................................................................................... 62 

2.2.2.2 Hajnal (2007) ......................................................................................... 64 

2.2.2.3 Rizzon (2008) ........................................................................................ 66 

2.3 Articulação entre as pesquisas consultadas: contribuições ao nosso trabalho......... 68 

CAPÍTULO 3......... ............................................................................................................ 72 

FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA E ASPECTOS METODOLÓGICOS .................... 72 

3.1 Aspectos da Teoria Antropológica do Didático (TAD)........................................... 72 

3.1.1 Entendendo uma Organização Didática (OD) e uma Organização Matemática 

(OM) ........................................................................................................................ 78 

3.2 Balacheff – aspectos relativos à prova e demonstração .......................................... 82 

3.2.1 Categorias e tipos de provas ........................................................................... 83 

3.3 O significado de prova e demonstração utilizado em nosso trabalho...................... 86 

3.4 Metodologia de Pesquisa ......................................................................................... 89 



 

 

CAPÍTULO 4......... ............................................................................................................ 93 

GEOMETRIA ANALÍTICA – ESTUDO DO OBJETO MATEMÁTICO ................. 93 

4.1 Estudo histórico ....................................................................................................... 93 

4.2 Estudo do objeto – A equação da reta ..................................................................... 98 

4.3 Documentos Oficiais da Educação Brasileira para o Ensino Médio ..................... 112 

CAPÍTULO 5......... .......................................................................................................... 118 

ANÁLISE DE MATERIAIS DIDÁTICOS ................................................................... 118 

5.1 Escolha dos Livros Didáticos ................................................................................ 118 

5.2 Análise preliminar das coleções de Livros Didáticos ............................................ 122 

5.3 Coleções selecionadas – critérios de análise da organização didática................... 128 

5.3.1 Tarefas executadas pelos autores – BT1 ....................................................... 130 

5.3.1.1 Análise quanto à 1ª. Questão ............................................................... 130 

5.3.1.2 Análise quanto à 2ª. Questão ............................................................... 136 

5.3.1.3 Análise quanto à 3ª. Questão (Q3)....................................................... 162 

5.3.1.4 Análise quanto à 4ª. Questão (Q4)....................................................... 169 

5.3.2 Tarefas propostas aos alunos – BT2 ............................................................. 183 

CONSIDERAÇÕES FINAIS.......... ................................................................................ 199 

REFERÊNCIAS....... ....................................................................................................... 207 



 

 

LISTAS DE FIGURAS 

 

 

Figura 1 – Representação da Irracionalidade da√2 pelos pitagóricos (EVES, 2004, p.105)

 ............................................................................................................................................. 35 

Figura 2 – Cronologia do desenvolvimento da axiomática dedutiva (autoria própria) ....... 42 

Figura 3 – Papiro de Moscou (1890 a.C.). Resolução do problema do volume de um tronco 

de pirâmide de base quadrada (Boyer, 1996, p.7) ............................................................... 44 

Figura 4 – Definições prova e demonstração historicamente (autoria própria) .................. 50 

Figura 5 – Definição prova e demonstração na Educação Matemática (autoria própria) ... 51 

Figura 6 – Classificação das Geometrias conforme Parzysz (2000, apud CARLOVICH 2005, 

p.30) ................................................................................................................................................. 60 

Figura 7 – Esquema representativo da Organização Praxeológica segundo Chevallard 

(1999) – (autoria própria) .................................................................................................... 81 

Figura 8 – Gráfico velocidade-tempo, segundo Nicole Oresme, séc.XIV (BOYER,1996, p.181)

 ............................................................................................................................................. 95 

Figura 9 – Representação de um produto de variáveis por segmentos de reta, segundo 

Descartes, 1637 (EVES, 2004, p.385) ................................................................................. 96 

Figura 10 – Representação da distância entre os pontos A e B na reta s (autoria própria) 100 

Figura 11 – Sistema de coordenadas cartesianas (LIMA, E., 2008, p.8) .......................... 100 

Figura 12 – Coordenadas cartesianas e quadrantes do plano (LIMA, E., 2008, p.10) ...... 102 

Figura 13 – Posição de um ponto em relação ao sistema (IEZZI, 1993, p.3) ................... 102 

Figura 14 – Bissetrizes no Plano Cartesiano (LIMA, E., 2008, p.11, adaptado) .............. 103 

Figura 15 – Representação do Ponto Médio de um segmento de reta (SMOLE, 2005, p.33)

 ........................................................................................................................................... 104 

Figura 16 – Distância entre dois pontos quando QP xx   e QP yy   (autoria própria) .... 105 

Figura 17 – Distância entre dois pontos quando QP xx   e QP yy   (autoria própria) ... 106 

Figura 18 – Distância entre dois pontos quando PQ e QM não paralelos a Ox e Oy (autoria 

própria) .......................................................................................................................................... 106 

Figura 19 – Alinhamento de três pontos – (autoria própria) ............................................. 107 

Figura 20 – Alinhamento de três pontos por semelhança de triângulos (IEZZI, 1993, p.22)

 ........................................................................................................................................... 109 

Figura 21 – Condição para alinhamento de três pontos expressa por determinante nulo (IEZZI, 1993, 

p.22) .............................................................................................................................................................. 109 

Figura 22 – Representação P, Q, R, colineares e r determinada por ax + by + c = 0 (IEZZI, 1993, 

p.28) ..................................................................................................................................................... 110 

Figura 23 – Consequências do teorema da equação geral da reta (IEZZI, 1993, p.29) ..... 111 

Figura 24 – Conteúdo Geometria Analítica – período: 1992 a 2009 (autoria própria) ..... 116 

Figura 25 – Identificação dos materiais didáticos selecionados (autoria própria) ............ 122 

Figura 26 – Conteúdos abordados precedentes ao estudo da equação de uma reta (autoria 

própria) .............................................................................................................................. 124 

Figura 27 – Materiais didáticos selecionados após análise preliminar (autoria própria) .. 124 

Figura 28 – Especificação da divisão das análises por Blocos (autoria própria) .............. 130 

Figura 29 – Introdução à Geometria Analítica, registro figural (LD7, p.150) .................. 132 

Figura 30 – Introdução a Geometria Analítica – registro algébrico (LD1 p.395) ............. 132 

Figura 31 – Introdução a Geometria Analítica – registro algébrico (LD1, p.395) ................. 132 



 

 

Figura 32 – Introdução a Geometria Analítica em CP2009, registros figurais e algébricos (CP2009, 

p.12) ....................................................................................................................................................... 133 

Figura 33 – Conteúdos abordados que antecedem o estudo da Equação da Reta (t1Q2) – 

(autoria própria) ................................................................................................................. 136 

Figura 34 – Cálculo da distância na reta real (LD7, p.151) ............................................... 138 

Figura 35 – Representação de pontos no plano (LD7, p.152) ........................................... 139 

Figura 36 – Representação de pontos no plano (LD1, p.395) ........................................... 140 

Figura 37 – Representação de pontos no plano (LD6, p.32) ............................................. 140 

Figura 38 – Quadro sintético das tarefas executadas pelos autores em BT1 (autoria própria)

 ........................................................................................................................................... 141 

Figura 39 – Estudando as bissetrizes (LD7, p.153) ........................................................... 142 

Figura 40 – Estudo das bissetrizes (LD6, p.32) ................................................................. 143 

Figura 41 – Apresentação da distância entre dois pontos (CP2009, p.12) ........................ 144 

Figura 42 – Distância entre dois pontos –- (ô3t5Q2/ô1t5Q2) (LD7, p.153/154) ........... 145 

Figura 43 – Distância entre dois pontos – (ô3t5Q2/ô1t5Q2) (LD1, p.396/397) ............ 146 

Figura 44 – Distância entre dois pontos –- (ô3t5Q2/ô1t5Q2) (LD6, p.37) .................... 147 

Figura 45 – Tarefas do bloco BT1 – (t5Q2) – (autoria própria) ........................................ 149 

Figura 46 – Aplicação da técnica (ô4t6Q2) – (LD1, p.398) ............................................ 151 

Figura 47 – Finalização da tarefa (t6Q2) – técnica (ô1Q2) (LD1, p.398) ....................... 151 

Figura 48 – Aplicação da técnica (ô2t6Q2) (LD6, p33.) ................................................. 152 

Figura 49 – Tarefa (t6Q2) (LD7, p.157) ............................................................................ 153 

Figura 50 – Apresentação sintética das atividades executadas pelos autores–BT1–tarefas 

(t6Q2/t7Q2) (autoria própria) ............................................................................................ 155 

Figura 51 – Condição de alinhamento de três pontos (CP2009, p.12) .............................. 156 

Figura 52 – Observação relação entre Álgebra e Geometria (LD1, p.400) ....................... 157 

Figura 53 – Síntese das tarefas executadas pelos autores BT1-tarefa (t8Q2) – (autoria 

própria) .............................................................................................................................. 157 

Figura 54 – Síntese das tarefas executadas (t9Q2) em LD1.(autoria própria) .................. 159 

Figura 55 – Prova intelectual tarefa (t9Q2) (LD1, p.401) ................................................. 160 

Figura 56 – Utilização do termo demonstre que... em LD1 (p.397;398) .......................... 163 

Figura 57 – Diferenciação entre os termos do método dedutivo (LD1, p.343) ................. 163 

Figura 58 – Diferenciação entre os termos do método dedutivo – destaque cores (LD1, p. 

343) .................................................................................................................................... 164 

Figura 59 – Definição de ponto médio apresentada pelo termo “conclusão” em LD7 

(p.158) ............................................................................................................................... 165 

Figura 60 – Definição de termos do sistema dedutivo (LD7, p.9) .................................... 165 

Figura 61 – Utilização do termo teorema nos conceitos referentes à Equação da reta – LD6 

(p.45) ................................................................................................................................. 166 

Figura 62 – Utilização do termo propriedade nos conceitos referentes à Equação da reta – 

LD6, (p.51) ........................................................................................................................ 166 

Figura 63 – Definições sobre sistema dedutivo. (SMOLE, K.S.Matemática Ensino Médio, 

2006, p.199) ....................................................................................................................... 167 

Figura 64 – Definição sobre o termo teorema (SMOLE, K.S., 2006, p.200) .................... 167 

Figura 65 – Síntese da utilização de termos relativos ao sistema dedutivo em materiais 

didáticos (autoria própria). ................................................................................................ 168 

Figura 66 – Determinação de coeficiente angular por proporcionalidade direta (CP2009, 

p.21) ................................................................................................................................... 170 

Figura 67 – Análise do Coeficiente angular em retas paralelas (CP2009, p.22) ............... 171 

Figura 68 – Equação reduzida da reta quando paralela ao eixo x ou eixo y (Idem).......... 171 



 

 

Figura 69 – Apresentação das tarefas relativa a questão (Q4) – (CP2009) ....................... 172 

Figura 70 – Demonstração da Equação da reta – 1º. Caso (LD1, p.402) .......................... 173 

Figura 71 – Definição da Equação Geral da reta. (LD1,p.403) ......................................... 173 

Figura 72 – Equação geral da reta (LD1, p.402) ............................................................... 174 

Figura 73 – Equação geral da reta – tarefa realizada em LD1(p.402, continuação) ......... 174 

Figura 74 – Propriedade equação geral de uma reta (LD6, p.51) ..................................... 175 

Figura 75 – Recíproca da propriedade da equação geral de uma reta (LD6, p.52) .......... 176 

Figura 76 – Validade da recíproca da equação geral de uma reta (LD6, p.52) ................. 176 

Figura 77 – Exercício resolvido ER2, parte I (LD6, p.53) ................................................ 177 

Figura 78 – Exercício resolvido ER2, parte II (LD6, p.53) ............................................... 177 

Figura 79 – Teorema equação geral da reta (LD7, p.164) ................................................. 178 

Figura 80 – Prova pragmática – tarefa (t2Q4) (LD7, p.165) ............................................. 179 

Figura 81 – Tarefa proposta – verifique se ... .(LD7, p.165) ............................................. 184 

Figura 82 – Resolução tarefa proposta, (LD7, Planejamento e Metodologia, p.88) ......... 185 

Figura 83 – Resolução da tarefa proposta (b) (LD7, p.165) .............................................. 186 

Figura 84 – Tarefa proposta para determinar a equação geral de uma reta (LD6, p.55) ... 187 

Figura 85 – Resolução da tarefa proposta equação geral da reta (LD6, p.49 – Resolução 

dos exercícios) ................................................................................................................... 187 

Figura 86 – Tarefa proposta (LD1, p. 403)........................................................................ 189 

Figura 87 – Tarefa proposta do tipo verifique se... (LD1, p.403) ...................................... 190 

Figura 88 – Tarefa proposta em CA2009 (CA2009, p.16) ................................................ 192 

Figura 89 – Resposta Atividade 5 item a – (CP2009, p.25) .............................................. 192 

Figura 90 – Observações do autor sobre as técnicas utilizadas (CP2009, p.26) ............... 193 

Figura 91 – Resolução proposta Atividade 5, item b (CP2009, p.26) ............................... 194 

 

 



 

INTRODUÇÃO 

 

“Não há ensino sem pesquisa e pesquisa sem ensino.” 

Paulo Freire, 1996. 

 

Em nossa função de professora de Matemática da Rede Pública de Ensino do 

Estado de São Paulo, há doze anos, sempre houve a convicção de que a atualização 

docente é muito importante na prática profissional, devendo ser contínua. O professor 

desempenha papel fundamental no processo de ensino e aprendizagem e sua especialização 

vem ao encontro do aprimoramento desse processo. 

Acreditamos que o professor que tem a oportunidade de participar de cursos de 

atualização e grupos de estudos voltados ao ensino de sua disciplina, tendo contato com as 

pesquisas desenvolvidas na área da Educação e da Educação Matemática e com outros 

docentes que relatam suas experiências, como também convivendo em um ambiente 

universitário diferente daquele que fez parte de sua graduação, passa a desenvolver 

reflexões acerca de sua prática que lhe possibilitam enxergar novos caminhos a serem 

trilhados no processo de ensino e aprendizagem. Dizemos ambiente universitário diferente 

no sentido de que a sua atenção agora está voltada, especificamente, ao aprimoramento de 

sua prática pedagógica e não mais às obrigações do estudante (como provas e trabalhos).  

Apoiamo-nos nas reflexões de Freire (1996), no despertar para a pesquisa, porém 

sem nos despojarmos do papel de professora: 

 

Fala-se hoje, com insistência, no professor pesquisador. No meu entender 

o que há de pesquisador no professor não é uma qualidade ou uma forma 

de ser ou de atuar que se acrescente à de ensinar. Faz parte da natureza da 

prática docente a indagação, a busca, a pesquisa. O de que se precisa é 

que, em sua formação permanente, o professor se perceba e se assuma, 

porque professor, como pesquisador (FREIRE, 1996, p.32). 

 

Tendo a oportunidade de nos atualizarmos, buscamos ingressar em um curso de 

especialização stricto sensu e conseguimos aprovação na seleção do curso de Mestrado 

Acadêmico em Educação Matemática da Pontifícia Universidade Católica de São Paulo 
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(PUCSP), no início de 2008. Nossa participação foi direcionada ao grupo de pesquisa 

PEAMAT – Processo de Ensino e Aprendizagem em Matemática – que tem por objetivo o 

desenvolvimento de núcleos de estudos de temas voltados ao ensino e à aprendizagem dos 

conteúdos matemáticos nos Campos da Álgebra, Geometria, Números e Tratamento da 

Informação.  

Ao ingressar nesse grupo, dentre os temas que estavam sendo discutidos, destacou-

se o interesse pela pesquisa em assuntos que envolvessem provas e demonstrações de 

conceitos matemáticos no Ensino Fundamental e Médio.
1
 Algumas pesquisas já foram 

realizadas no âmbito da Educação Matemática no Campo da Geometria, da Álgebra, como 

também sobre a Concepção de Professores no que diz respeito ao trabalho com provas e 

demonstrações, principalmente no Ensino Fundamental. Dentre essas pesquisas 

destacamos Gouvêa (1998); Pietropaolo (2005); Carlovich (2005); Serralheiro (2007); 

Silva M (2008); Jesus (2008).  

Por meio das discussões no grupo de pesquisa e visando dar continuidade aos 

estudos referentes às abordagens dadas às provas e demonstrações em materiais didáticos, 

interessou-nos o desenvolvimento de um trabalho que contemplasse conteúdos 

matemáticos no Ensino Médio, visto que, no âmbito da Educação Matemática, há poucos 

trabalhos que discutem essa problemática nesse nível de ensino. Utilizamos aqui o termo 

“materiais didáticos” para referir-nos às coleções de livros didáticos referendadas e 

aprovadas no Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio 2009 (PNLEM/2009) e ao 

material disponibilizado pela Secretaria da Educação do Estado de São Paulo (SEESP), 

denominados Caderno do Professor e Caderno do Aluno
2
 – Matemática – que 

explicitaremos nesta pesquisa mais adiante. Entre esses trabalhos citamos Carvalho (2007); 

Vieira (2007); Andrade (2007), e Rizzon (2008). 

                                                 

 

1
 Pela Lei de Diretrizes e Bases da Educação Nacional (LDB 9394/96), fica instituída a composição dos 

níveis escolares em: Educação Básica – Educação Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio – e 

Educação Superior – (Cap.I – Art.21) . Estabelecendo a Educação Infantil (até 6 anos de idade), Ensino 

Fundamental (obrigatório, com duração de 9 anos) e Ensino Médio (com duração mínima de 3 anos). 
2
 No Estado de São Paulo, a Proposta Curricular de Matemática para o Ensino Médio (SEESP/2008) fornece 

o Caderno do Professor e Caderno do Aluno com os conteúdos e exercícios que deverão ser trabalhados por 

bimestre, em cada série. 
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Nossa pesquisa, então, focou a problemática envolvendo as abordagens dadas às 

provas e demonstrações no conteúdo de Geometria Analítica, no Ensino Médio, em 

materiais didáticos.  

A princípio, nosso trabalho tentava abranger o conteúdo Geometria Analítica 

estudado na 3ª. série do Ensino Médio. Porém, ao aprofundarmos nossos estudos 

percebemos que deveríamos focar especificamente um conceito dentro da Geometria 

Analítica pela amplitude que nos daria a análise do conteúdo geral, considerando a duração 

de nosso curso. Assim sendo, nos restringimos ao estudo da Reta – Equação Geral.  

Nossa pesquisa se deu pela análise de materiais didáticos visando a estudar a 

abordagem dada pelos autores desses materiais à questão do desenvolvimento das provas e 

demonstrações, nos conteúdos de Geometria Analítica especificados. Nossas análises se 

fundamentaram na Teoria Antropológica do Didático de Yves Chevallard (1992/1999) e 

nos estudos sobre Tipos de Prova de Nicolas Balacheff (1987/1988). No decorrer do nosso 

trabalho, explicitaremos os aspectos principais dessas duas teorias. 

Optamos por analisar materiais didáticos por acreditarmos que ainda se constituem 

ferramenta importante no trabalho docente, porém concordamos com Lajolo (1996) ao afirmar:  

 

O caso é que não há livro que seja à prova de professor: o pior livro pode 

ficar bom na sala de um bom professor e o melhor livro desanda na sala 

de um mau professor. Pois o melhor livro, repita-se mais uma vez, é 

apenas um livro, instrumento auxiliar da aprendizagem (LAJOLO, 1996, 

p.8, grifo nosso). 

 

Consideramos que a opção de trabalhar com um livro didático não tolhe a liberdade 

do professor em relação ao planejamento de suas atividades. Fizemos essa opção de 

análise, inclusive, por atuarmos na Rede Pública Estadual de Ensino e termos em mãos um 

material de apoio didático – Cadernos do Professor – elaborado por uma equipe de autores, 

dentre os quais alguns estão presentes na Educação Matemática, desenvolvendo pesquisas 

e publicações. Esse material é parte integrante da Proposta Curricular do Estado de São 

Paulo (SÃO PAULO, 2008) destinada aos níveis de ensino Fundamental II e Médio, com o 

objetivo de garantir a todos uma base comum de conhecimentos e competências, para que 

as escolas estaduais funcionem efetivamente como uma rede. Ao valorizar o 

desenvolvimento de competências há a implicação em analisar, entre outras coisas, 
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[...] como o professor mobiliza conteúdos, metodologias e saberes 

próprios de sua disciplina ou área de conhecimento, visando desenvolver 

competências em adolescentes, bem como instigar desdobramentos para a 

vida adulta (SÃO PAULO, 2008, p.9). 

 

Pela mobilização de metodologias, interpretamos que uma delas possa estar 

relacionada à utilização do livro didático pela importância que ele assume no sistema 

educacional, como aponta Lajolo (1996, p.4), [...] “faz com que ele acabe determinando 

conteúdos e condicionando estratégias de ensino, marcando, pois, de forma decisiva, o que 

se ensina e como se ensina o que se ensina”. O material didático disponibilizado pela 

SEESP não inviabiliza a utilização do livro didático, mas apresenta-se como suporte à 

metodologia desenvolvida pelo docente, com a proposta de unificação dos conteúdos 

matemáticos que devam ser abordados em cada série. 

Pela abrangência da pesquisa e pela própria opção de analisar materiais didáticos, 

realizamos algumas análises preliminares a fim de delimitar as coleções de livros que 

seriam utilizadas. Optamos por trabalhar com as coleções de livros didáticos que foram 

aprovadas pelo PNLEM/2009, os quais ficam à disposição dos professores para escolha, 

em âmbito nacional. 

No decorrer de nossa pesquisa, realizamos as análises desses materiais, 

promovendo reflexões a respeito da elaboração de provas e demonstrações no conteúdo 

Geometria Analítica, considerando a praxeologia (organização) apresentada em relação às 

características apontadas por Chevallard e classificando as provas conforme a tipologia 

estipulada por Balacheff.  

Apresentamos os principais aspectos dessas duas teorias, bem como a fundamentação 

que proporcionaram as nossas análises, o estudo histórico da Geometria Analítica ao ser 

incluída no currículo da disciplina Matemática no Brasil, assim como um estudo dos termos 

prova e demonstração e seu desenvolvimento por matemáticos e educadores matemáticos. 

Levantamos ainda as discussões relativas às pesquisas que nos auxiliaram na composição do 

nosso trabalho e as importantes considerações a que chegaram.  

Estruturamos nosso trabalho em 5 capítulos.  

No Capítulo 1 apresentamos a problemática em torno do tema prova e 

demonstração, abordando alguns aspectos levantados pelas pesquisas já realizadas sobre o 
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tema. Neste capítulo, propomos nossa questão de pesquisa e as hipóteses que levantamos e 

que nortearam as análises realizadas. 

No Capítulo 2 apresentamos os estudos preliminares realizados e o levantamento 

bibliográfico considerando os trabalhos já publicados sobre a utilização dos termos prova e 

demonstração, como também o estudo sobre o desenvolvimento do raciocínio dedutivo na 

Antiguidade e a diferenciação utilizada por matemáticos e pesquisadores em Educação 

Matemática relativa aos termos prova e demonstração.  

No Capítulo 3 buscamos apresentar os aspectos principais do quadro teórico que 

fundamentou nossas análises. A Teoria Antropológica do Didático proposta por Yves 

Chevallard (1999), que estuda as organizações praxeológicas – didáticas e matemáticas –

apresentadas pelos autores de materiais didáticos na abordagem de conteúdos matemáticos, 

muito embora não sejam utilizadas somente nessas situações. Apresentamos ainda aspectos 

significativos e relevantes sobre os estudos realizados por Nicolas Balacheff (1987;1988) 

sobre tipologia de provas produzidas por alunos, bem como as diferenciações sobre os 

termos prova e demonstração. 

No Capítulo 4 decidimos por apresentar os estudos referentes ao desenvolvimento 

da Geometria Analítica no decorrer da história ao tornar-se disciplina escolar no Brasil. 

Inserido nesse campo matemático situam-se nossos estudos sobre a reta, especificamente 

nosso objeto de estudo – a Equação Geral da Reta. 

No Capítulo 5 apresentamos os materiais didáticos selecionados para o 

desenvolvimento de nossa pesquisa, detalhando os critérios para escolha desses materiais, 

como também descrevendo as análises realizadas, preliminar e à luz do referencial teórico. 

Concluindo trazemos nossas considerações referentes às análises realizadas, 

apresentando os resultados encontrados que possibilitaram a verificação de nossas 

hipóteses iniciais e que responderam à nossa questão de pesquisa. 
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CAPÍTULO 1 

 

PROBLEMÁTICA 

 

“Seja o que for que imaginemos, é finito. Portanto não existe qualquer 

ideia, ou concepção, de algo que consideramos infinito. [...] Quando 

dizemos que alguma coisa é infinita, queremos apenas dizer que não 

somos capazes de conceber os limites e fronteiras da coisa designada, 

não tendo concepção da coisa, mas da nossa própria incapacidade.” 

Thomas Hobbes (1588 – 1679) 

 

Apresentamos neste capítulo os questionamentos que nos levaram a pesquisar sobre 

a elaboração de provas e demonstrações em materiais didáticos, a definição de nossa 

questão de pesquisa, os critérios preliminares para análise das coleções de livros didáticos, 

como também o objetivo principal ao propor nossa questão. 

Buscamos nesta etapa de nosso trabalho levantar algumas discussões apresentadas 

na área de Educação Matemática, no que diz respeito ao ensino e aprendizagem dos 

conceitos matemáticos relativos à Geometria Analítica, considerando a relação existente 

entre a Álgebra e a Geometria. 

 

1.1 Problematização e Justificativas 

 

A problemática referente à prática das provas e demonstrações vem sendo estudada 

nos programas de Educação Matemática em vários aspectos, ora quanto ao ensino e 

aprendizagem – inclusive pela abordagem em materiais didáticos -, ora ao que concerne à 

formação de professores e ora no que concerne à apreensão do aluno. Encontramos 

pesquisas que se referem a esses estudos, principalmente voltadas às séries do Ensino 

Fundamental e ao campo da Geometria: Carlovich (2005); Pasini (2007); Jesus (2008); 

Amorim (2009), dentre outros. Igualmente, em relação às preocupações com o estudo das 
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demonstrações voltadas à sala de aula em cursos de formação, destacamos as pesquisas de 

Gouvêa (1998), Pietropaolo (2005) e Serralheiro (2007).  

Por meio desse levantamento bibliográfico, observamos o que Carvalho (2007) 

deixou como sugestão de pesquisa nas considerações finais de seu trabalho sobre o estudo 

praxeológico das tarefas de prova e demonstração em tópicos de Álgebra abordados no 

primeiro ano do Ensino Médio, mencionando: 

 

Outra consideração que fazemos, diz respeito à ênfase dada ao estudo do 

uso de provas e demonstrações somente em conteúdos geométricos e do 

Ensino Fundamental. Percebemos que há algumas pesquisas [...] que 

tratam do uso de demonstrações em Geometria, porém não encontramos 

nenhuma pesquisa que tratasse do mesmo tema em conteúdos algébricos 

(CARVALHO, 2007, p.154). 

 

E ainda sugerindo que “[...] para pesquisas posteriores um trabalho voltado a outros 

conteúdos algébricos abordados no Ensino Fundamental ou Médio” (Idem, p.158). 

Nessa busca de justificativas para o desenvolvimento de nosso trabalho com prova 

e demonstração em Matemática, citamos Pietropaolo (2005), por identificar em sua tese 

dois fatores (dentre outros) que atestam a importância da retomada dos trabalhos com as 

demonstrações, ao salientar que 

 

[...] essa retomada das demonstrações nos currículos prescritos de alguns 

países decorreu do reconhecimento das pesquisas de muitos educadores 

de que a prova, sendo um aspecto fundamental da atividade Matemática, 

deveria estar presente também na formação dos alunos, principalmente 

em função de suas potencialidades para desenvolver o raciocínio dedutivo 

(PIETROPAOLO, 2005, p.72). 

 

O autor prossegue:  

 

A urgência em estudar esse tema também pode ser atestada pelas 

discussões que têm ocorrido nos dois principais congressos internacionais 

de Educação Matemática – The Internacional Group for the Psychology 

of Mathematics Education – PME, e o Internacional Congress on 

Mathematical Education – ICME. Inclusive, no 10º. ICME, realizado em 

Copenhagen, 2004, dois grupos de trabalho tiveram como tema 

“Reasoning, Proof and Proving in Mathematics Education” (Idem, p.72). 
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Pesquisadores em Educação Matemática, reconhecendo a importância desses 

congressos, sabem que as questões neles levantadas direcionam pesquisas nesse campo. 

Em termos de currículo, ao buscarmos os documentos oficiais da educação 

brasileira a respeito das recomendações sobre os trabalhos com argumentações, provas e 

demonstrações em Matemática, observamos que os Parâmetros Curriculares Nacionais 

para o Ensino Fundamental (BRASIL, 1998) apontam a importância do trabalho com 

argumentações desde o Ensino Fundamental como fundamentação ao trabalho, com provas 

e demonstrações nos ciclos posteriores, assim recomendando que: 

 

[...] é desejável que no terceiro ciclo
3
 se trabalhe para desenvolver a 

argumentação, de modo que os alunos não se satisfaçam apenas com a 

produção de respostas a afirmações, mas assumam a atitude de sempre 

tentar justificá-las. Tendo por base esse trabalho, pode-se avançar no 

quarto ciclo para que o aluno reconheça a importância das demonstrações 

em Matemática, compreendendo provas de alguns teoremas. [...] Este 

trabalho terá continuidade no quarto ciclo, uma vez que a prática da 

argumentação é fundamental para a compreensão das demonstrações 

(BRASIL, 1998, pp. 71, 86, 87). 

 

Considerando que o trabalho com argumentações deva iniciar-se ainda no 3º. Ciclo 

do Ensino Fundamental, acreditamos que no Ensino Médio ele seja intensificado, voltado 

ao entendimento e elaboração de algumas demonstrações, próprias dos conteúdos das 

séries nesse nível de ensino. Em relação a isso, as Orientações Curriculares para o Ensino 

Médio (BRASIL, 2006) afirmam que a escolha dos conteúdos para esse nível de ensino 

considere o que foi estudado nas séries iniciais e fundamentais anteriores, e espera-se que 

ao final do Ensino Médio, os alunos saibam compreender que a Matemática é uma ciência 

com características próprias, que se organiza via teoremas e demonstrações (Idem, p.69). 

Recomenda ainda que o aluno seja colocado em um processo de ensino e aprendizagem 

que valorize o desenvolvimento do raciocínio matemático nos seguintes aspectos: 

 

                                                 

 

3
 Os ciclos de ensino a que se referem os PCN dizem respeito à organização das séries escolares proposta a 

partir da Lei de Diretrizes e Bases da Educação Nacional (1998). O Ensino Fundamental abrange as antigas 

1ª.à 8ª.séries, agora organizadas em ciclos: Ensino Fundamental I (Ciclos I e II – 1ª/2ª.e 3ª/ 4ª.séries) e 

Ensino Fundamental II (Ciclos III e IV – 5ª/6ª e 7ª/8ª séries). 



 

 

23 

[...] formular questões, perguntar-se sobre a existência de solução, 

estabelecer hipóteses e tirar conclusões, apresentar exemplos e contra-

exemplos, generalizar situações, abstrair regularidades, criar modelos, 

argumentar com fundamentação lógico-dedutiva (BRASIL, 2006, p.70). 

 

Consideramos nas recomendações dos documentos citados que a elaboração das 

demonstrações deva aprimorar-se no Ensino Médio, seja para o entendimento de alguns 

teoremas, seja para o próprio domínio da linguagem formal na Matemática. Por meio do 

levantamento bibliográfico que realizamos, pontuamos que as pesquisas voltadas ao estudo 

sobre a abordagem de provas e demonstrações em conteúdos matemáticos do Ensino 

Médio se apresentam em menor incidência. Esse fator contribuiu para que decidíssemos 

por situar nossa pesquisa no campo da Geometria Analítica, especificamente na 3ª série do 

Ensino Médio. 

Amorim (2009), ao desenvolver sua pesquisa sobre o ensino da argumentação e 

prova em Matemática, menciona que um dos fatores motivadores para o desenvolvimento 

de seu trabalho foi a percepção de que, muitas vezes, os conceitos matemáticos são 

ministrados de forma mecânica, sem a possibilidade da discussão e construção de 

argumentos por parte dos alunos. Ao discutir a utilização de provas e demonstrações em 

conceitos matemáticos aponta: 

 

O trabalho com provas e demonstrações de teoremas ou propriedades, 

principalmente em Geometria, também deixa muito a desejar. Quanto à 

Álgebra, não há sequer menção de justificativas ou provas de 

propriedades. De modo geral, o resultado a que se chega pode ser 

comparado a um “passe de mágica”, em virtude da falta de explicitação 

de “como se chega a tal resultado.” (AMORIM, 2009, p.14). 

 

As observações de Amorim (2009) vêm corroborar o que observa Carvalho (2007) 

ao discutir a menor incidência de pesquisas sobre argumentação, prova e demonstração em 

conteúdos matemáticos fora do campo da Geometria. O trabalho da autora destaca-se por 

ampliar essa pesquisa para o Ensino Médio. 

Em relação à análise de materiais didáticos, justificamos nossa escolha pela 

importância desse instrumento pedagógico em sala de aula, conforme Lajolo (1996, p.9) ao 

afirmar que “a escolha e o uso de livro didático precisam resultar do exercício consciente 

[...] do professor no planejamento cuidadoso das atividades escolares, [...] em cujo dia-a-
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dia ele reescreve o livro didático”. O Guia de Livros Didáticos (BRASIL, 2010
4
) destaca a 

importância do livro didático: 

 

O livro didático entra neste processo [ensino-aprendizagem] como um 

recurso auxiliar na condução do trabalho didático. Ele é mais um 

interlocutor que passa a dialogar com o professor e com o aluno. Nesse 

diálogo, o livro didático é portador de uma perspectiva sobre o saber a ser 

estudado e sobre o modo de se conseguir aprendê-lo eficazmente 

(BRASIL, 2010, p.18). 

 

E ainda: 

 

Outra função que tem sido muitas vezes realizada pelo livro didático é a 

de levar à sala de aula as modificações didáticas e pedagógicas propostas 

em documentos oficiais, assim como resultados de pesquisas sobre a 

aprendizagem da Matemática (BRASIL, 2010, p.19). 

 

Concordamos com as afirmações do referido documento e acreditamos que, apesar 

de o livro didático ser um dos elementos disponíveis ao professor para auxílio às suas 

aulas, em muitas situações torna-se ferramenta única. Como vêm mostrando as pesquisas, 

entre elas citamos as de Carlovich (2005), a tendência na elaboração desses materiais é 

seguir o que apontam os documentos oficiais:  

 

Segundo Chervel (1990), uma tendência de abordagem apresentada nos 

manuais pedagógicos se estabelece após mudanças importantes na 

história da educação. Nesta última década, uma mudança significativa na 

história da Educação Matemática brasileira foi a implantação do 

Programa Nacional do Livro Didático (PNLD), em 1995 (CARLOVICH, 

2005, p.9). 

 

                                                 

 

4
 Ressaltamos aqui que o Programa Nacional do Livro Didático (PNLD) abrange todo o Ensino Fundamental 

de nove anos, com coleções aprovadas, inclusive, para o 1º.e 2º.anos, e outras para o 3º., 4º. e 5º. anos, 

separadamente. Essa divisão se deu pelas especificidades de as crianças de 6 a 8 anos serem alfabetizadas 

matematicamente e ocorreu no PNLD/2010. Em contrapartida, o Programa Nacional do Livro para o Ensino 

Médio (PNLEM) preocupa-se somente com as coleções destinadas às três séries do Ensino Médio, coleções 

estas que podem ser apresentadas em volume único ou seriado. 
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Acreditamos, assim, de fundamental importância, analisar, em materiais didáticos – 

pelas reflexões aqui apresentadas – como estão organizados praxeologicamente os 

conteúdos de Geometria Analítica, no que diz respeito à Equação da Reta, observando as 

escolhas de cada autor. 

 

1.2 Objetivo e Questão de Pesquisa 

 

Diante do quadro aqui exposto, decidimos por realizar uma pesquisa abordando o 

conteúdo Geometria Analítica, pela relação que ela estabelece entre dois campos principais 

da Matemática: Geometria e Álgebra, e pelos teoremas relativos ao estudo da equação da 

reta, passíveis de demonstração. 

Ao escolhermos estudar aspectos do conteúdo Geometria Analítica apresentados 

em materiais didáticos na terceira série do Ensino Médio, tínhamos dentre nossos 

objetivos, analisar as tarefas
5
 propostas para introduzir os conteúdos matemáticos no que 

concerne à utilização de provas e demonstrações. 

Ao desenvolvermos nossa pesquisa, nosso olhar também se volta à utilização da 

linguagem formal, pertencente à lógica dedutiva e ao método axiomático – estudo dos 

sistemas de postulados e suas propriedades – na apresentação dos conteúdos de Geometria 

Analítica. 

Entendemos que o estudo da Geometria Analítica não se apresenta de maneira 

tranquila por parte dos alunos, como aponta Andrade (2007) ao relatar:  

 

[...] escutamos dos alunos, inclusive daqueles que tinham desempenho 

satisfatório, o comentário de que esta [Geometria Analítica] era a parte da 

Matemática mais complicada e difícil, ocasionando, como consequência, 

baixo rendimento por parte destes do ponto de vista da avaliação 

somativa (ANDRADE, 2007, p.22). 

 

                                                 

 

5
 Utilizamos aqui o termo tarefa referindo-nos à nomenclatura utilizada por Chevallard (1992) para 

identificar as etapas de uma organização praxeológica, que será explicitada no decorrer de nosso trabalho. 
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A dificuldade de aprendizagem na Geometria Analítica pode estar relacionada ao 

fato de trabalhar conjuntamente dois campos da Matemática que, como indicam as 

pesquisas, trazem dificuldades no processo de ensino e aprendizagem – Álgebra e 

Geometria -, segundo Almouloud et al. (2004):  

 

Apesar de a Geometria ser um ramo importante da Matemática, por servir 

principalmente de instrumento para outras áreas do conhecimento, 

professores do ensino fundamental apontam problemas relacionados tanto 

ao seu ensino quanto à sua aprendizagem (ALMOULOUD et al., 2004, p. 

94). 

 

Comparamos essas afirmações com os relatos de Usiskin (1994):  

 

Quase todos os trabalhos sobre a Geometria escolar decorrem de dois 

problemas principais: o fraco desempenho dos alunos e um currículo 

ultrapassado. Esses problemas nos acompanharam há algum tempo 

(USISKIN, 1994, p.21). 

 

E entendemos que as discussões sobre o ensino e aprendizagem da Geometria não é 

recente. O autor cita Allendoerfer (1969), destacando:  

 

O currículo de Matemática nas nossas escolas elementar e secundária 

enfrenta um sério dilema no que se refere à Geometria. É fácil 

encontrar falhas no curso tradicional de Geometria, mas é muito difícil 

encontrar um caminho correto para superar essas falhas [...] grupos de 

reforma curricular aqui e em outros lugares atacaram o problema, mas 

com singular insucesso ou inadequação [...]. Vemo-nos pressionados, 

portanto, a fazer algo pela Geometria; mas o quê? 

(ALLENDOERFER, 1969, apud USISKIN, 1994, p.21). 

 

Buscamos tratar tais problemas considerando aspectos diferentes de abordagem. 

Duval (1995, apud ALMOULOUD, 2003, p.126) trata as dificuldades apresentadas na 

aprendizagem dos conceitos geométricos pela análise dos processos cognitivos, destacando 

que a Geometria envolve três espécies de processos cognitivos com específicas funções 

epistemológicas: visualização, construção de configurações e raciocínio, sendo este último 

responsável por conduzir à prova e à explicação. Ainda segundo o autor, esses processos 

são entrelaçados e cognitivamente necessários à proficiência da Geometria (Idem, p.126). 
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Supomos que tais dificuldades perpassem, inclusive, pelo próprio tratamento dado à 

Geometria nos últimos anos. Almouloud et al. (2004) destacam que além das dificuldades 

apresentadas por alguns professores no trabalho com a Geometria,  

 

[...] em relação à formação dos professores, que esta é muito precária 

quando se trata de Geometria, pois os cursos de formação inicial não 

contribuem para que façam uma reflexão mais profunda a respeito do 

ensino e da aprendizagem dessa área da Matemática (ALMOULOUD et 

al., 2004, p.95), ainda identificam:  

[...] como fator de dificuldades o nosso sistema educativo, que define a 

política da educação com recomendações e orientações gerais sobre os 

métodos, os conteúdos e o saber-fazer, deixando para cada escola definir 

os conteúdos que julga importantes para a formação de seus alunos, o que 

faz com que a Geometria seja frequentemente esquecida (Idem, p.99). 

 

Dentre as dificuldades apresentadas pelos alunos na aprendizagem da Geometria, as 

pesquisas destacam: falhas no reconhecimento e aplicação de propriedades das figuras 

planas, o estatuto das definições, dos postulados e dos teoremas (ferramentas do processo 

de demonstração), interpretação incorreta de um problema ou mesmo a falta de 

coordenação de mais de um registro de representação, como afirma Duval (1995, apud 

ALMOULOUD, 2003, p.130): “a maior parte dos problemas de ensino e de aprendizagem 

da Geometria é de origem didática e linguística”. 

Ao que concerne à Álgebra, podemos citar Cardia (2007, p.23), ao mencionar 

estudos realizados por Bell (1996), que mostram a necessidade de buscar alternativas para 

melhorar a compreensão dos alunos a respeito dos conceitos algébricos. Segundo Cárdia 

(2007), Bell considera a Álgebra como um campo complexo para os alunos. Esta autora 

registra em sua pesquisa algumas dificuldades apresentadas pelos alunos em conceitos 

algébricos, com destaque à compreensão da formação da expressão algébrica e da 

manipulação das quatro operações.  

 

Essas dificuldades ocorrem porque o aluno tem dificuldade na 

compreensão dos problemas envolvendo o pensamento algébrico e, 

depois não consegue desenvolver e efetuar os cálculos entre as 

expressões. Esses fatos são apresentados com frequência nas pesquisas 

realizadas sobre o tema “Expressões Algébricas”.(CARDIA, 2007, p.19). 
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Consideramos, então, que essas dificuldades possam dizer respeito tanto ao 

processo de formação acadêmica do professor de Matemática, como também ao tempo em 

que a Geometria ficou reduzida a conceitos apresentados no final dos livros didáticos e 

que, muitas vezes, não eram vistos no decorrer do ano letivo. 

No que concerne à Geometria Analítica, seu desenvolvimento e evolução na 

história nos remete às ideias de representação gráfica, construções geométricas ou entes 

geométricos representados por funções algébricas (inter-relação entre Geometria e 

Álgebra), conforme citado em BOYER (1996) sobre a “Invenção da Geometria Analítica”: 

 

A obra de Descartes [La géometrie, 1628] é com frequência descrita 

simplesmente como aplicação da Álgebra à Geometria, ao passo que na 

verdade poderia ser bem caracterizada como sendo a tradução de 

operações algébricas em linguagem geométrica (BOYER, 1996. pp.231-

232). 

 

Em outra passagem citada por Boyer (1996, p.233), temos a clara ideia de como 

Descartes associava a Álgebra e a Geometria. Ele interpretava o resultado de uma equação 

algébrica como determinante para a escolha do instrumento geométrico que lhe permitiria a 

construção geométrica correspondente àquela equação. 

Os fundamentos da Geometria Analítica, discutidos por Descartes em sua obra La 

géometrie, relacionam intimamente Geometria e Álgebra, apontando em seus estudos dois 

objetivos básicos do método que ora apresentava: 

 

 por processos algébricos libertar a Geometria de diagramas; 

 dar significados às operações da Álgebra por meio de interpretações 

geométricas (BOYER, 1996, p.233). 

 

Diante das reflexões apresentadas, considerando as dificuldades de aprendizagem 

nos campos da Geometria e da Álgebra, por fatores distintos aqui já elencados, pela menor 

incidência de trabalhos realizados sobre Geometria Analítica e sobre a abordagem de 

provas e demonstrações nesse conteúdo, optamos por desenvolver nossa pesquisa nos 

propondo a responder à seguinte questão: 
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Quais organizações matemáticas e didáticas envolvendo prova e demonstração 

são propostas por materiais didáticos do Ensino Médio, no conteúdo 

Geometria Analítica? 

 

Não analisaremos o nível de aprendizagem dos alunos ao estudarem Geometria 

Analítica, mas sim, a organização didática e matemática utilizada para a apresentação de 

alguns conceitos no que concerne ao método axiomático utilizado. 

Nosso objetivo é analisar como os autores dos materiais didáticos organizaram as 

atividades propostas referentes ao estudo da Equação Geral da Reta. Essas análises 

fundamentar-se-ão na Teoria Antropológica do Didático (TAD) – com o olhar da 

organização praxeológica – e na tipologia de provas – pragmáticas e intelectuais – 

classificadas por Balacheff. 

O estudo realizado por Carvalho (2007), ao analisar livros didáticos do ensino 

médio (PNLEM/2006) referentes ao tema Conjuntos e Conjuntos Numéricos, apontou 

como uma de suas observações que poucas coleções têm a preocupação de esclarecer ao 

aluno o significado de termos fundamentais como postulado, teorema, tese, demonstração 

e raciocínio dedutivo. Buscamos, em nosso trabalho, verificar se também no conteúdo 

sobre a Equação Geral da Reta (em Geometria Analítica) ocorrerá tal fato. Para tanto, 

levantamos algumas hipóteses a respeito de nossa questão de pesquisa: 

 Alguns livros didáticos evidenciam
6
 a apresentação de demonstrações de 

teoremas em Geometria Analítica. 

 Os termos: propriedade, axioma, teorema, demonstração e prova não são 

explicitados nos materiais didáticos analisados. 

 Um dos fatores que podem ter influenciado a abordagem, pelos autores dos 

livros didáticos, é o abandono do ensino de provas e demonstrações. 

 

                                                 

 

6
 Evidenciar nesse contexto está empregado como: compreender prontamente, que não oferece dúvida; claro; 

manifesto; patente. No sentido de deixar claro (nota da autora). 
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Buscando a confirmação ou refutação de nossas hipóteses, ressaltamos alguns 

critérios preliminares por nós observados. Esses critérios nortearam nosso trabalho, com o 

objetivo de categorizar os livros didáticos selecionados para respondermos, com 

fundamentação, à nossa questão de pesquisa. Os critérios preliminares definidos têm 

abrangência generalista: dizem respeito ao primeiro olhar para a identificação de como as 

coleções selecionadas tratam os tópicos de Geometria Analítica. 

Ao iniciarmos a verificação desses critérios nas coleções selecionadas, tínhamos 

por objetivo a separação dos livros que os contemplassem para que, juntamente com o 

Caderno do Professor (SÃO PAULO, 2009) e o Caderno do Aluno (SÃO PAULO, 2009), 

fossem analisados com fundamentação em nosso referencial teórico. 

Levantamos algumas ideias iniciais da fundação da Geometria Analítica
7
, segundo 

Descartes, para ilustrar a complexidade desse conteúdo matemático que envolve campos 

fundamentais da Matemática e que deve ser construído sobre sólidas bases.  

Apresentamos, neste capítulo, justificativas que nos mostraram a importância de 

pesquisar o tema – prova e demonstração no Ensino Médio – e analisá-lo em materiais 

didáticos. 

Apresentaremos no próximo capítulo algumas discussões levantadas pelas 

pesquisas realizadas na área da Educação Matemática, envolvendo a elaboração de provas 

e demonstrações, expressando a necessidade do desenvolvimento de novas pesquisas que 

dessem continuidade aos temas propostos, no intuito de que se buscassem outros temas a 

ser desenvolvidos.  

Para auxiliar-nos na busca de confirmações às nossas hipóteses de pesquisa, 

realizamos um levantamento bibliográfico sobre os temas abordados neste trabalho, que 

avaliaremos no capítulo a seguir. 

                                                 

 

7
 Discutiremos no Capítulo 4 as contribuições de alguns matemáticos para a formação da Geometria 

Analítica, além de René Descartes. Conforme Eves (2004, p.382), há divergências de opinião sobre quem 

inventou a Geometria Analítica e mesmo sobre a época que merece o crédito dessa invenção. 
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CAPÍTULO 2 

 

ESTUDOS PRELIMINARES E LEVANTAMENTO BIBLIOGRÁFICO 

 

“É costume dividir o passado da humanidade em eras e períodos, com 

particular referência a níveis e características culturais. Tais divisões 

são úteis, embora devamos ter sempre em mente que são apenas uma 

estrutura superposta arbitrariamente para nossa conveniência e que as 

divisões no tempo que sugerem não são instransponíveis.” 

Carl B. Boyer, 1996 

 

Neste capítulo apresentamos os trabalhos consultados e utilizados, que de alguma 

forma nos auxiliaram na elaboração deste estudo. Apresentamos igualmente um breve 

histórico sobre o desenvolvimento do raciocínio dedutivo – da Matemática empírica à 

Matemática dedutiva –, pesquisas recentes sobre temas relacionados ao ensino da 

Geometria Analítica Plana, a utilização da Teoria Antropológica do Didático (TAD) na 

análise de livros didáticos, e as conceituações sobre prova e demonstração definidas em 

diferentes contextos e que nos ajudaram na própria definição desses termos em nossa 

pesquisa. 

Este capítulo se constitui de fundamental importância em nosso estudo por 

sintetizar a problemática que estamos pesquisando, trazendo contribuições históricas e do 

contexto da Educação Matemática. Nosso objetivo, nesta parte da pesquisa, é realizar um 

levantamento sobre os problemas apontados por estudos anteriores ao nosso, relativos ao 

tema em questão, as conclusões a que chegaram, como também verificar quais sugestões 

foram deixadas por seus autores. 

 

2.1 Considerações históricas sobre o desenvolvimento do raciocínio dedutivo 

 

Para efetivar as análises nos materiais didáticos (Caderno do Professor/ Caderno do 

Aluno-3ª.série/1º.bimestre/2009-SEESP) e livros didáticos (3ª. série/EM/PNLEM/2009), 
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buscamos definir quais conceitos de prova e demonstração usaríamos em nossa pesquisa. 

Sabemos que há diferentes interpretações relativas a esses dois termos. Apresentamos a seguir 

algumas reflexões de estudiosos e pesquisadores em matemática sobre esses termos, que nos 

auxiliaram nas definições em nosso trabalho. 

Segundo os PCN (BRASIL, 1998) sobre o formalismo matemático, destaca-se: 

 

Quando se reflete, hoje, sobre a natureza da validação do conhecimento 

matemático, reconhece-se que, na comunidade científica, a demonstração 

formal tem sido aceita como a única forma de validação dos seus 

resultados. Nesse sentido, a Matemática não é uma ciência empírica. 

Nenhuma verificação experimental ou medição feita em objetos físicos 

poderá, por exemplo, validar matematicamente o teorema de Pitágoras ou 

o teorema relativo à soma dos ângulos de um triângulo. (BRASIL, 1998, 

p.26). 

 

Concordamos com esse documento ao entender que a Matemática, como ciência, 

não pode se estabelecer somente no plano físico do empirismo, mas que deve apresentar 

suas validações, formalizações e generalizações. 

Ainda segundo esse documento, os conteúdos trabalhados, principalmente a partir 

do 4º ciclo
8
, devem buscar e permitir a argumentação por parte do aluno visando à 

construção de atributos lógicos e raciocínios dedutivos que podem permitir a melhor 

compreensão no formalismo de uma demonstração. Conforme citado no próprio 

documento, “o refinamento das argumentações produzidas ocorre gradativamente pela 

assimilação de princípios da lógica formal, possibilitando as demonstrações” (BRASIL, 

1998, p.86). 

Esse refinamento só ocorrerá pela prática no uso das argumentações, provas e 

demonstrações em sala de aula. Ao justificar formalmente uma resolução matemática, o 

professor reforça, incentiva e habilita seus alunos ao uso da linguagem simbólica. 

Citamos os PCN (BRASIL, 1998) para evidenciar a importância da utilização do 

formalismo em Matemática desde o Ensino Fundamental, visando a um aprimoramento 

                                                 

 

8
 O Ensino Fundamental, pelos Parâmetros Curriculares Nacionais (1998), fica subdividido em quatro ciclos: 

Ciclo 1 (1ª.e 2ª. séries), Ciclo 2 (3ª. e 4ª.séries), Ciclo 3 (5ª. e 6ª. séries) e Ciclo 4 (7ª e 8ª.séries). O Ensino 

Médio, por sua vez, compreende as três séries do antigo colégial. 
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dessa utilização no Ensino Médio, fundamentalmente pelo uso das demonstrações. Ao final 

do Ensino Médio, pela organização dos conteúdos estudados, esperamos que os alunos 

“compreendam que a Matemática é uma ciência com características próprias, que se 

organiza via teoremas e demonstrações” (BRASIL, 2006, p.69)
9
 

A conceituação sobre o que é uma prova e uma demonstração em Matemática é 

discutida por vários pesquisadores e matemáticos desde tempos remotos. Na visão de Eves 

(2004), o início da Matemática demonstrativa se deu pelas mudanças econômicas e 

políticas ocorridas nas civilizações da época, situando-se nos últimos séculos do segundo 

milênio a.C., a partir de questionamentos a respeito de por que fazer – cientificamente – 

certas “coisas” em detrimento de simplesmente como fazê-las. Essa passagem é descrita 

por Eves (2004) como: 

 

Algumas experiências com o método demonstrativo foram se 

consubstanciando e se impondo, e a feição dedutiva da Matemática, 

considerada pelos doutos como sua característica fundamental, passou ao 

primeiro plano. Assim, a Matemática, no sentido moderno da palavra, 

nasceu nessa atmosfera de racionalismo e em uma das novas cidades 

comerciais localizadas na costa oeste da Ásia Menor (EVES, 2004, p.94). 

 

A Geometria demonstrativa grega, com Tales (por volta de 600 a.C.), precedida por 

Euclides em Elementos (300 a.C.), trouxe grandes contribuições no que diz respeito às 

demonstrações matemáticas, considerando inclusive os estudos realizados pela escola 

pitagórica até a descoberta da irracionalidade de 2  – “escândalo lógico”
10

 – que, 

segundo Eves (2004), alguns historiadores consideram a partir daí o início da mudança da 

Matemática demonstrativa.  

                                                 

 

9
 BRASIL, 2006 – Orientações Curriculares para o Ensino Médio. 

10
 A escola pitagórica trabalhava com os conceitos relativos aos números inteiros e suas propriedades. Ao 

descobrirem a irracionalidade da 2 , ou seja, que há pontos na reta que não correspondem a nenhum 

número racional, novos números tiveram que ser inventados para abranger tais casos. Essa descoberta 

representou um golpe fatal aos conceitos pitagóricos, segundo os quais, tudo dependia dos números inteiros. 

Essa passagem ficou conhecida como o “escândalo lógico” e foi o marco para a queda da escola de Pitágoras. 

(Eves, p.105) 
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Milies (2006) cita que a Geometria, com Euclides e sua obra, os Elementos, passou 

a ser considerada uma ciência na qual as proposições podem ser demonstradas logicamente 

apoiando-se em premissas ora denominadas axiomas ou postulados. 

Boyer (1996, p.53) discorre sobre o real período da mudança para a Matemática 

dedutiva ao asseverar que “pode ser oportuno indicar agora, portanto, que há várias 

hipóteses quanto às causas que levaram à transformação das receitas matemáticas dos pré-

helênicos para a estrutura dedutiva que apareceu na Grécia”. 

O Período Helênico (c.800-336 a.C, EVES, 2004, p.90) foi marcado por admiráveis 

progressos nas áreas científicas e intelectuais, os quais contribuíram para que essa época 

fosse considerada uma das mais notáveis, no que diz respeito às realizações humanas. 

Dessa época, convém destacar a existência e o desenvolvimento de importantes filósofos e 

estudiosos gregos que muito contribuíram para o progresso científico e intelectual da 

humanidade. 

Estudiosos afirmam que, até o período pré-Helênico, a ciência grega tinha raízes 

numa curiosidade altamente intelectual – o desejo de saber – que é frequentemente 

contrastada com o utilitarismo imediatista do pensamento pré-helênico. A Matemática 

desenvolvida pelos babilônios e egípcios não se baseava em estruturas consideradas 

axiomáticas que pudessem garantir ou mesmo validar os procedimentos utilizados. A 

confiabilidade do processo utilizado era conseguida a partir da utilização das regras e dos 

procedimentos em concordância com a realidade a que se destinava. 

Domingues (2002, p.47) acentua que 

 

[...] essa forma de conhecimento era o produto da evidência física, da 

tentativa e erro, da analogia ou do insight dos “matemáticos”. Mas em 

casos mais sofisticados [...] é mister admitir que os matemáticos egípcios 

chegaram a exercitar a ideia de demonstração, embora talvez de maneira 

isolada e esporádica, e evidentemente sem os formalismos do método 

axiomático-dedutivo. 

 

Dessa época, ao considerarmos os estudos do grego Anaxágoras de Clazomene 

(c.499-c. 427 a.C.), em sua tentativa (desconhecida) da quadratura do círculo, e 

posteriormente, as contribuições de Hipócrates de Quio e Hípias de Elis (c.425.a.C.), 

apontamos a preocupação teórica com uma aproximação que busca a exatidão do 
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pensamento, não por uma experiência comum da prática de manipulação de números, mas 

pela busca de uma organização formal que seja aplicável a casos gerais. No 

desenvolvimento dessa Matemática, segundo Boyer (1996, p.44), observa-se a diferença da 

Matemática pensada pelos gregos da Matemática pensada pelos egípcios e babilônios. 

Analogamente, citando Domingues (2002), a demonstração utilizada por Hipaso 

provando a irracionalidade de 2 , baseada nas demonstrações apresentadas por 

Aristóteles (IV a.C.)
11

, nos dá a ideia de que os matemáticos gregos já tentavam encadear 

propriedades que derivavam de raciocínios lógicos, porém, sem a definição ainda de um 

método postulacional, que desse margem a amplas utilizações e que obedecesse a uma 

estruturação apoiada em, como se diz hoje, postulados e definições. 

 

Figura 1 – Representação da Irracionalidade da√2 pelos pitagóricos (EVES, 2004, p.105) 

 

Em particular os pitagóricos provaram que não há nenhum número 

racional ao qual corresponda o ponto P da reta no caso em que OP é igual 

à diagonal de um quadrado cujos lados medem uma unidade (EVES, 

2004. p.105).  

 

Algumas passagens, pelo que descreve Boyer (1996), nos mostram as diferentes 

condições nas quais o pensamento dedutivo poderia ser utilizado e necessário, a saber: 

 

Alguns sugeriram que Tales em suas viagens notara discrepâncias na 

Matemática pré-helênica, como as regras egípcia e babilônia para a área 

do círculo e que ele e seus sucessores viram, portanto, a necessidade de 

um método estritamente racional. Outros, mais conservadores, colocam a 

forma dedutiva muito mais tarde, talvez até no início do quarto século, 

após a descoberta do incomensurável (BOYER, 1996, p.53). 

 

                                                 

 

11
 A irracionalidade da 2  foi demonstrada pelo membro da escola pitagórica Hipaso de Metaponto (séc.V 

a.C.), porém acredita-se que essa prova foi feita por redução ao absurdo. (Domingues, 2002, p.48) 
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E em situações, inclusive fora da Matemática, é assim descrito: 

 

[...] vê no desenvolvimento sócio-político das cidades-estado da Grécia o 

surgimento da dialética e a consequente exigência de base racional para a 

Matemática e outros estudos (BOYER, 1996, p.53)[...] a dedução por ter 

provindo da lógica, nas tentativas de convencer um oponente de uma 

conclusão, procurando premissas das quais a conclusão segue 

necessariamente (Idem). 

 

Ainda no Período Helênico (séc.III e IV a.C.), pela apresentação do trabalho de 

Euclides – Elementos – percebemos um modelo de Matemática dedutiva, que se baseava 

de alguma maneira em evidências e experiências. Utilizamos aqui o termo “dedutiva” 

apropriando-nos da definição dada por Eves (2004): 

 

O raciocínio dedutivo baseia-se em provar que uma declaração é 

verdadeira a partir de uma outra que também é verdadeira, ou seja, provar 

a veracidade de uma declaração exclusivamente baseada na veracidade de 

outras declarações (EVES, 2004, p.179). 

 

É incontestável a importância dessa obra grega para a fundamentação da 

Geometria, considerada na Idade Média (Europa: época compreendida entre os séculos V e 

XV d.C.)
12

 como uma obra muito acima das possibilidades da época (DOMINGUES, 

2002, p.50). A obra de Euclides apresentava uma Geometria formal, partindo de 

afirmações preestabelecidas (postulados e axiomas), a partir das quais ele apresentava as 

demonstrações que as comprovavam. No decorrer da história considerou-se que o método 

postulacional inspirou-se na obra de Euclides e se espalhou por quase todos os ramos da 

Matemática. Por esse método estabelecia-se uma organização formal que “amparava” o 

processo de demonstração, organizando as etapas do raciocínio lógico. O desenvolvimento 

do método postulacional é creditado aos matemáticos gregos antigos, e no dizer de Eves 

(2004), estaria assim organizado: 

 

                                                 

 

12
 Schmidt, M. F. Os historiadores chamam de Idade Média o período da história da Europa que se estende do 

século V depois de Cristo até o século XV. Período no qual a única força unificadora era a Igreja. Marca-se o 

início da Idade Média a partir da queda do Império Romano. (2008, pp.80-81) 
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A fim de se estabelecer uma afirmação num sistema dedutivo, deve-se 

mostrar que essa afirmação é uma consequência lógica necessária de 

algumas afirmações previamente estabelecidas. Estas, por sua vez, devem 

ser estabelecidas a partir de outras também estabelecidas previamente e 

assim por diante. Como a cadeia não pode recuar indefinidamente, deve-

se, ao início, aceitar um corpo finito de afirmações não-demonstradas 

para evitar imperdoáveis círculos viciosos consistindo em provar uma 

afirmação A a partir de uma afirmação B e depois fazer o contrário. Essas 

afirmações assumidas inicialmente se denominam postulados ou axiomas 

do discurso e delas devem decorrer todas as demais afirmações do 

discurso. Quando se arranjam dessa maneira as afirmações de um 

discurso diz-se que ele se apresenta na forma postulacional (EVES, 2004, 

p.179). 

 

A organização formal a que hoje chamamos axiomática, tem suas origens no 

método postulacional grego. 

As conquistas e desenvolvimentos científicos gregos começaram a diminuir após o 

ano 150 a.C., por vários fatores, assim descritos por Eves (2004, p.165): 

 Carência de equipamentos; 

 Diminuição do apoio governamental após a conquista do Egito por Roma em 31 

a.C.; 

 Uso crescente da mão-de-obra escrava; 

 Interesse paralelo pela filosofia e a religião; 

 Oposição da parte de certos líderes religiosos. 

 

Resistindo, ainda por cerca de cinco séculos, a última escola grega – Academia de 

Atenas – teve suas portas fechadas por volta de 529 d.C. e, com isso, a continuidade do 

desenvolvimento da ciência grega recebia seu golpe fatal. Segundo Eves (p.165), levaria 

quase um milênio para que a ciência no mundo ocidental voltasse a florescer. 

Perpassando por esses períodos históricos e situando-nos no início do século XVII 

(situado na Idade Moderna
13

), observamos que apesar dos estudos desenvolvidos na área 

da Matemática nesse período, dentre eles, a publicação do Discours de la méthode pour 

bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences (Discurso sobre o método 

                                                 

 

13
 Schmidt, M. F. A Idade Moderna começou em algum momento do século XV e como marco histórico 

apresenta-se a “descoberta” da América por Cristóvão Colombo, em 1492. (2008, p.101) 
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para raciocinar bem e procurar a verdade nas ciências) em 1637 por René Descartes, que 

muito contribuiu para o desenvolvimento da Geometria Analítica – no apêndice La 

géométrie – e que valorizava o método axiomático-dedutivo, ainda não fez uso de 

postulados e demonstrações em sua obra. Faltava, portanto, a formalização matemática 

própria do método axiomático que conhecemos hoje. 

Considerando o início do século XVIII, Domingues (2002) relata que a escrita 

matemática ainda não estava organizada no que diz respeito ao rigor que deveria ser 

estabelecido ao se declarar uma obra. Para o autor, mesmo Newton, ao tentar organizar 

suas ideias com rigor matemático, fez três tentativas, não sendo convincente em nenhuma 

delas. O método axiomático-dedutivo ainda não tinha sido organizado
14

 e estabelecido. O 

que se apresentava nesse momento da história da Matemática era  

 

[...] que os fundamentos da Matemática, de um modo geral, careciam 

ainda de uma estruturação mais sólida e abrangente e isso não seria 

alcançado senão na segunda metade do século XIX, após um arrastado 

processo de maturação (DOMINGUES, 2002, p.51). 

 

Ainda no século XVIII, o centro dos estudos matemáticos distribuía-se pela Europa 

alternando-se entre Alemanha, Itália, França, Holanda, Inglaterra e Suíça. Os principais 

desenvolvimentos matemáticos dessa época ficaram por conta da família Bernoulli e, 

principalmente, do suíço Leonhard Euler (1707-1783). Euler publicou mais de 800 

trabalhos relacionados à Matemática, e em termos de organização simbólica e formal, 

escrevia na linguagem e notação que usamos hoje: 

 

[...] nenhum outro indivíduo foi tão grandemente responsável pela forma 

da Matemática de nível universitário de hoje quanto Euler, o construtor 

de notação mais bem-sucedido em todos os tempos (BOYER, 1996, 

p.305) [...] Nossas notações são hoje assim mais por causa de Euler do 

que de qualquer outro matemático (Idem) Ao final do século XVIII 

                                                 

 

14
 Uma das distinções entre a concepção grega e a concepção moderna de método axiomático reside na 

questão dos conceitos primitivos; para os gregos não havia uma lista de conceitos primitivos. Justifica-se esse 

procedimento pelo fato de que para os gregos a Geometria não era exatamente um estudo abstrato, mas uma 

tentativa de análise lógica do espaço físico idealizado. Para os gregos, pontos e retas eram idealizações de 

partículas muito pequenas e fios muito finos. É essa idealização que Euclides procurou expressar em algumas 

de suas definições iniciais. Há outras diferenças entre os pontos de vista grego e moderno sobre o método 

axiomático. (EVES, 2004, p.656) 
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alguns matemáticos já mostravam suas preocupações com a fragilidade 

das bases da análise e com os fundamentos da Matemática do século XIX 

(EVES, 2004, p.494). 

 

No decorrer dos séculos XIX e XX, colhendo os frutos da Revolução Industrial que 

se iniciou na Inglaterra por volta do século XVIII, o desenvolvimento tecnológico teve 

grande expansão. Esse desenvolvimento industrial se deu, inicialmente, pelas invenções 

dos próprios artesãos, funileiros, carpinteiros, dentre outros que, entretanto deram margem 

para que a ciência e os matemáticos aprofundassem seus estudos a fim de aprimorar e 

revolucionar o mundo industrial. Eves (2004) ilustra essa época destacando: 

 

[...] a estrutura das cidades mudavam radicalmente (EVES, 2004, p.518) 

[...] o progresso tecnológico rápido desencadeou uma era de 

investigações científicas sem precedentes, especialmente na mecânica e 

na química (Idem) 

[...] as necessidades da indústria no século XX exigiram a participação de 

matemáticos e cientistas com grau universitário (Idem). 

 

Esse desenvolvimento exigia que a Matemática, mais do que nunca, passasse de 

ciência empírica a dedutiva. As aplicações tecnológicas dos conhecimentos matemáticos se 

tornavam cada vez mais necessárias, e tal fato exigia uma Matemática organizada 

axiomaticamente.  

Dos séculos XIX e XX destacaram-se, dentre tantos matemáticos ilustres, Carl 

Friedrich Gauss (1777-1855), o Colosso de Rhodes da Matemática, conforme Eves (2004), 

que desenvolveu, entre tantos trabalhos importantes, o teorema fundamental da Álgebra; 

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), responsável pelas pesquisas sobre a teoria 

matemática do calor, a quem é atribuída a frase: “O estudo profundo da natureza é a fonte 

mais rica de descobertas matemáticas”; e Siméon Poisson (1781-1840), voltado aos 

estudos de mecânica, eletricidade, magnetismo, dentre outros, e que dizia: “A vida é boa 

por duas coisas, descobrir Matemática e ensinar Matemática” (EVES, 2004, pp.528-529). 

O rigor matemático nessa época já era exigido, tanto que, Eves (2004) informa, 

Fourier submeteu um artigo à Academia em 1811 que, por falta de rigor, não foi indicado à 

publicação. Por outro lado, Gauss era rigoroso em seus escritos. A primeira demonstração 

sobre o teorema fundamental da Álgebra, apesar de plenamente convincente, foi 
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apresentada por ele sob uma quarta versão, vinte anos mais tarde, na ânsia de uma 

demonstração inteiramente algébrica. 

A Matemática buscava uma organização formal que se apresentasse sob uma teoria 

axiomática com conceitos primitivos, que iniciasse os estudos dos conceitos que não 

precisassem, a princípio, ser definidos. 

Gravina (2001), em sua pesquisa sobre Os ambientes de Geometria dinâmica e o 

pensamento hipotético-dedutivo, define como estrutura para a teoria axiomática: 

 

[...] algumas das relações primitivas – os axiomas – são tomadas como 

verdadeiras. Daí advêm as novas relações – os teoremas – passíveis de 

explicação através de raciocínio lógico dedutivo, encadeando os axiomas 

de fundamentação da teoria e teoremas (da mesma forma já deduzidos) – 

as demonstrações (GRAVINA, 2001, p.10, grifo nosso). 

O compartilhamento do saber e, sobretudo, a sua inserção no construto 

matemático, condiciona-se à sua apresentação sob a forma de teoremas e 

demonstrações, em variados graus de rigor e formalização, determinados 

pela comunidade matemática da época e pelo momento histórico. 

Demonstrações tidas como rigorosas em determinado tempo não 

preenchem o critério de rigor de outras épocas (Idem, p.11). 

 

Por meio da organização axiomático-dedutiva, a Matemática passa de uma ciência 

empírica a uma ciência dedutiva, formalizada, a partir da qual a intuição inicial poderá ser 

confirmada ou refutada, teoricamente. 

Segundo Gravina (2001), 

 

[...] é na formalização, quando proposições lógico-inferenciais controlam 

o raciocínio, que os resultados revelam-se falsos. Raciocínios intuitivos, 

apresentados como “teoremas” legítimos na fase de criação, colapsam na 

formalização, exigindo novos ajustes de definições, novas hipóteses e 

métodos (GRAVINA, 2001, p.12). 

 

Ainda sobre a importância da organização axiomática sem a influência de fatores 

intuitivos na conclusão alcançada, buscamos Eves (2004), ao descrever a estruturação da 

axiomática, corroborando a afirmação de Gravina (2001) no que concerne aos raciocínios 

intuitivos presentes na fase de criação, sob o estatuto de “teoremas”:  
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[...] é conveniente substituir os conceitos primitivos do discurso por 

símbolos (EVES, 2004, 657). Então os postulados do discurso tornam-se 

afirmações sobre esses símbolos e se despem assim de significado 

concreto; as conclusões são obtidas, portanto, a partir de uma base 

estritamente lógica, sem a intromissão de fatores intuitivos. A axiomática 

objetiva o estudo das propriedades de conjuntos de postulados expressos 

dessa maneira (Idem, grifo nosso). 

 

Dessa maneira, entendemos a construção do método axiomático baseado em 

processos lógico-dedutivos, organizados por um conjunto de postulados promovendo a 

transição do raciocínio empírico ao raciocínio lógico-dedutivo. 

É a partir dessa formalização, observando especificamente o estudo das 

demonstrações e das provas, 
15

que desenvolvemos nosso trabalho de pesquisa. 

As considerações aqui apresentadas mostram a importância do estudo histórico da 

Matemática, sobretudo por proporcionar o entendimento da evolução dos processos de 

demonstração. A importância da preservação desses registros deixados pela Antiguidade 

está em que, a partir deles, possamos entender os estudos realizados pelos matemáticos no 

decorrer dos tempos. 

Os fatos históricos estão intimamente relacionados ao desenvolvimento da 

Matemática e corroboram a importância de incluirmos tópicos da história da Matemática 

em nossas aulas. Tal inclusão tem por objetivo apresentar aos alunos que existe significado 

na elaboração dos conceitos matemáticos. Em alguns casos, esse significado aplicar-se-á 

na resolução de problemas em contextos práticos, porém em outros, fica restrito ao próprio 

contexto matemático, teórico. D‟Ambrósio (1996, p. 29) defende essa ideia por considerar 

que “a história da Matemática é um elemento fundamental para se perceber como teorias e 

práticas matemáticas foram criadas, desenvolvidas e utilizadas num contexto específico de 

sua época”. O autor considera ainda que o grande desafio da educação matemática seja 

conseguir desenvolver um programa que dinamize a ciência de hoje relacionada a 

problemas de hoje e, particularmente, ao interesse dos alunos. 

                                                 

 

15
 Estudaremos, oportunamente, as diferentes interpretações dadas a esses termos. 
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Buscamos mostrar historicamente algumas etapas e características do 

desenvolvimento do raciocínio dedutivo e daí, o início da Matemática formal, com a 

organização das demonstrações estruturando-se a partir da Geometria dedutiva. 

Elaboramos um quadro-síntese com o objetivo de otimizar cronologicamente os 

momentos históricos relativos ao desenvolvimento da axiomática dedutiva, apresentados 

nesta etapa da pesquisa. 

 

 

Figura 2 – Cronologia do desenvolvimento da axiomática dedutiva (autoria própria) 

 

Muitos matemáticos contribuíram para esse processo. Além dos já citados, ainda 

destacamos Pasch (1843-1931), reexaminando os fundamentos da Geometria; Hilbert 

(1852-1943), com Fundamentos da Geometria (1899); Peano (1858-1932), com a 

axiomática do Conjunto dos Números Naturais (1879); Gödel (1906-1978) e Cantor (1845-

1918), pelos estudos na Teoria dos Conjuntos, dentre tantos outros. 
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2.2 Estudo sobre a utilização dos termos Prova e Demonstração historicamente e no 

contexto da Educação Matemática 

 

Na Matemática há algumas definições sobre o que seja provar e demonstrar. Fora 

do contexto matemático, percebemos que há complemento de significados entre esses 

termos: demonstração utilizada para provar e prova como verificação. 

Em contexto matemático ainda há algumas controvérsias sobre o uso dos termos 

prova e demonstração, ora são usados com distinção, ora como sinônimos. Alguns ainda 

consideram a prova mais completa que a demonstração. Buscando filosoficamente o 

significado dos termos prova e demonstração, encontramos em Abbagnano (Dicionário de 

Filosofia, 1982) as seguintes definições: 

 

Prova [...] Um procedimento próprio para estabelecer um saber, isto é, 

um conhecimento válido. Constitui P. todo procedimento desse gênero, 

qualquer que seja sua natureza: o mostrar ad oculos uma coisa ou um 

fato, o exibir de um documento, o trazer um testemunho, o efetuar uma 

indução são P. como são P. as demonstrações de matemática e da lógica. 

O termo é, portanto, mais extenso do que demonstração (v): as 

demonstrações são provas, mas nem todas as provas são demonstrações 

(ABBAGNANO, 1982, p.772). 

Demonstração [...] O termo e o conceito de D.[...] foi introduzido na 

Lógica por Aristóteles [...] como silogismo; distingue-se, porém, do 

silogismo dialético porque, como dirão os lógicos medievais, “facit 

scire”, é demonstrativa da essência das coisas através do conhecimento 

das suas causas. Substancialmente é esse o conceito de D. que passou à 

filosofia moderna:. [...] do ponto de vista lógico se pôs em evidência o 

caráter de dedução formal de premissas (Descartes, Leibniz) que 

distingue a D. (cujo tipo ou ideal resta sempre a D. matemática) de outros 

gêneros de prova. Na lógica contemporânea, o termo D. não é muito 

usado: em geral ele designa uma sequência de enunciados tais que cada 

um deles é um enunciado primitivo ou então é diretamente derivável de 

um ou mais enunciados que o precedem na sequência (Idem, p.224). 

 

Pela interpretação do que nos é apresentado nessa fonte, percebemos um caráter 

hierárquico da demonstração em relação à prova, considerando na lógica matemática a 

demonstração como um gênero de prova. 

A distinção entre esses termos vem sendo discutida historicamente, pelo menos 

desde Aristóteles (384 – 322 a.C.), que apresentou o termo demonstração no campo da 
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Lógica: “o discurso comporta duas partes, pois necessariamente importa indicar o assunto 

de que se trata, e em seguida a demonstração. [...] a primeira destas operações é a 

exposição; a segunda é a prova” (ARISTÓTELES apud GARNICA, 2002, p.73) 

Busca-se, ainda, mesmo em contexto matemático, o consenso entre as diferentes 

definições do que seja uma prova e uma demonstração em Matemática.  

Domingues (2002), ao discutir a evolução do processo de demonstração ao longo 

dos séculos, afirma que os matemáticos egípcios já exercitavam, de certa maneira, a ideia 

de demonstração sem o formalismo do método axiomático-dedutivo, como já explicitamos 

no item anterior. Essa afirmação advém da consideração dos registros encontrados no 

Papiro de Moscou (1890 a.C. aproximadamente), que traz a resolução do problema relativo 

ao volume de um tronco de pirâmide de base quadrada. Presume-se que os egípcios tenham 

resolvido o problema envolvendo tal sólido, apelando a uma base teórica para substituição 

de sólidos geométricos que possuíam na época, e por cálculos algébricos organizados. 

 

 

Figura 3 – Papiro de Moscou (1890 a.C.). Resolução do problema do volume de um tronco de pirâmide de base quadrada 

(BOYER, 1996, p.7) 
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Observa-se na figura do Papiro de Moscou que há organização na escrita 

hieroglífica representando a resolução do problema, transposta para a resolução numérica 

ao lado.  

Como cita Balieiro Filho (2007), observamos uma concordância com as 

afirmações de Domingues (2002) no que concerne à metodologia do trabalho 

desenvolvido pelos antigos geômetras, apontando a utilização de procedimentos 

heurísticos para solucionar problemas matemáticos. O autor considera que a utilização 

de um método, com análise do problema, síntese das resoluções utilizadas e exposição 

da(s) solução(ões) encontrada(s), caracteriza uma tendência à sistematização, muito 

embora, em alguns casos, os procedimentos utilizados fossem estritamente algébricos .  

Essa ideia se reforça, segundo o autor: “[...] esses aspectos, analítico e sintético, 

permaneceram na Matemática de Euclides de Alexandria e nos trabalhos desenvolvidos por 

outros geômetras gregos contemporâneos e posteriores” (BALIEIRO FILHO, 2007, p.5) 

Os antigos geômetras diferenciavam problemas de teoremas (BALIEIRO FILHO, 

2007, p.7) e, analogamente, o processo de análise aplicado a problemas de demonstração 

era distinto dos problemas de determinação. 

Não obstante ter seus primórdios na clássica Matemática grega, ainda no início do 

século XIX, a Matemática tateava no campo do formalismo, diferentemente da 

Geometria Euclidiana, que desde os Elementos (séc.III a.C.) já se mostrava firmemente 

estruturada. Acredita-se que Euclides, sem dúvida, teve acesso a outros trabalhos de 

Geometria esboçados anteriormente ao seu, como cita Eves (2004): 

 

Assim, é provável que os Elementos de Euclides sejam, na sua maior 

parte, uma compilação altamente bem-sucedida e um arranjo sistemático 

de trabalhos anteriores. Não há dúvida de que Euclides teve de dar muitas 

demonstrações e aperfeiçoar outras tantas, mas o grande mérito de seu 

trabalho reside na seleção feliz de proposições e no seu arranjo numa 

sequência lógica, presumivelmente a partir de umas poucas suposições 

iniciais (EVES, 2004, pp.168-169). 

 

Esses trabalhos anteriores que, de certa forma, podem ter fundamentado alguns dos 

trabalhos de Euclides, não apresentavam a organização e estruturação encontradas em seu 

livro, sendo assim superados por ele. 
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Euclides organizou sua obra em 465 proposições distribuídas em treze livros, 

apresentando definições, postulados e axiomas preliminares necessários à evolução dos 

trabalhos. As demonstrações de Euclides tinham como característica uma axiomática 

material que, na visão de Domingues (2002, p.49), foi calcada de alguma maneira na 

evidência e na experiência. Para o autor, Euclides demonstrou as 465 proposições 

utilizando o método sintético, o que torna sua obra o primeiro grande testemunho do poder 

do método dedutivo na Matemática.  

Ao final do século XIX, a demonstração de uma proposição tinha como objetivo 

convencer os outros da veracidade da proposição ora apresentada, usando-se muito da 

evidência intuitiva. O caráter de demonstração formal foi assumido a partir da necessidade 

de realizar uma análise mais aprofundada em problemas, por exemplo, em cálculos que 

não admitiam simplesmente o recurso da intuição. 

Segundo Silva, J. (2002), as demonstrações podem ser caracterizadas considerando 

os seguintes aspectos: 

 

 lógico-epistemológico: demonstrações como objetos lógicos 

ideais, árvores ou sequências ordenadas no espaço lógico, 

segundo relações de dependência, ou consequência lógica 

(SILVA, J., 2002, p.57) 

 retórico: demonstrações que aparecem como portadoras de força 

coercitiva de aquiescência às teses demonstradas (Idem) 

 heurístico: demonstrações com a função de indutoras de 

descoberta matemática (Idem). 

 

Silva, J. (2002) ainda discute a questão do que seja uma demonstração e qual a sua 

finalidade, apresentando alguns questionamentos em relação ao aspecto humano-cognitivo 

das demonstrações, ao citar: 

 

Em particular, demonstrações devem ser passíveis de ser apreendidas por 

um agente humano que, pressupõe-se, cria suas convicções em bases 

exclusivamente racionais (SILVA, J., 2002, p.58). 

[...] do ponto de vista matemático, uma demonstração reduz-se a uma 

sequência (ou árvore) finita de proposições logicamente encadeadas 

(Idem). 
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As demonstrações, segundo o autor, devem apresentar o rigor exigido dentro da 

organização lógico-matemática. Ao considerar a finitude do objeto, a demonstração leva 

em conta o fato do entendimento que deve possibilitar. Para isso, devem ser articuladas 

dentro de um espaço lógico determinado, ou seja, no contexto de um sistema dedutivo que 

apresente vocabulário próprio e regras formais. 

Percebemos que o autor se preocupa com o papel da demonstração inserida na 

lógica matemática e pertencendo a um sistema dedutivo. O autor considera que “[...] é 

relevante salientar, que uma demonstração, do ponto de vista da teoria matemática das 

demonstrações, só existe no interior de um sistema formal determinado” (SILVA, J., 2002, 

p.63). A respeito das considerações do autor sobre a lógica das demonstrações destacamos 

ainda:  

 

Pode-se dizer que, da perspectiva da teoria das demonstrações, uma 

demonstração não é aquilo que os matemáticos entendem como tal, mas 

uma imagem ideal disso. Ou, ainda, a demonstração real levada ao 

paroxismo da exatidão e do detalhe, exposta em completa nudez, cada 

junta à mostra, oferecida à curiosidade do teórico a fim de que ele possa 

escrutiná-la. Avaliar sua complexidade, reduzi-la a formas normais, e 

outras “perversidades” do gênero. E assim tentar entender algo mais 

sobre aquilo que ela prova ou o contexto em que isso é provado (SILVA, 

J., 2002, pp.63-64). 

 

Concordamos com Silva, J. (2002), no que diz respeito à demonstração representar 

uma imagem ideal, não o objeto concretamente visto, por entendermos que em Matemática 

trabalha-se muito com a “ideia de” algo, com a idealização mental e abstrata dos entes 

matemáticos. Por esta razão, entende-se que apesar de as demonstrações terem o propósito 

de aceitação pelos acadêmicos, elas têm seu caráter social que deve ser passível de 

aprendizagem, porém aprendizagem pressupõe compreensão. 

Ainda em relação ao termo demonstração, buscamos as considerações de Bicudo 

(2002), quando afirma: 

 

A demonstração, como definida nos textos de Lógica Matemática, 

deveria modelar as demonstrações matemáticas. Não é, no entanto, o que 

se vê nos livros e nos jornais matemáticos. A demonstração matemática é 

a que satisfaz a comunidade dos especialistas, não interessando o quão 

distante possa estar do ideal lógico (BICUDO, 2002, p.65). 
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Esta afirmação vem ao encontro do que diz Silva J.(2002), ao declarar que as 

demonstrações devem convencer os matemáticos acadêmicos, organizadas em um espaço 

lógico de um sistema formal determinado. Na acepção de Bicudo (2002), é de considerável 

importância que o matemático, ao propor sua teoria sobre determinado tema em sua área 

de pesquisa, se preocupe em esclarecê-la aos seus pares, e atuando em um campo lógico-

dedutivo, defina conceitos e demonstre as propriedades desses conceitos. O autor considera 

que definir um conceito significa explicá-lo apoiando-se em outros conceitos 

preestabelecidos, e demonstrar uma proposição representa a argumentação que se faz 

necessária para que ela seja aceita e se torne válida (grifos nossos) 

Nessa busca, ao destacar a importância do termo demonstração, entendê-lo, e ainda, 

buscando determinar qual a definição que adotaremos em nosso trabalho, julgamos 

interessante dar destaque a essa passagem apresentada por Shoenfield, apud Bicudo 

(2002), pela explicação da importância do demonstrar em Matemática que, a nosso 

entender, se faz bem clara nesta citação: 

 

A lógica é o estudo do raciocínio; e a lógica matemática é o estudo do 

tipo de raciocínio feito pelos matemáticos. Para descobrir a abordagem 

própria à lógica matemática, devemos, portanto, examinar os métodos do 

matemático (BICUDO, 2002, p.66). 

O aspecto conspícuo da Matemática, em oposição às outras ciências, é o 

uso da DEMONSTRAÇÃO, em vez da observação. Um físico pode 

provar leis físicas a partir de outras leis físicas; mas ele, usualmente, 

considera a concordância com a observação como o teste último para uma 

lei física. Um matemático pode, ocasionalmente, usar a observação; pode, 

por exemplo, medir os ângulos de muitos triângulos e concluir que a 

soma dos ângulos é sempre 180°. Entretanto, aceitará isso, como uma lei 

da Matemática, somente quando tiver sido demonstrado (Idem). 

 

Concordamos com a afirmação de Shoenfield (apud BICUDO, 2002), ao fazer 

entender que a demonstração tem o sentido da generalização, de tornar ampla e geral a 

propriedade observada a partir da realização do mesmo experimento, em condições 

distintas e que apresenta a mesma conclusão.  

O matemático não pode afirmar somente que o experimento sempre dará certo; ele 

deve garantir, demonstrar que aquele experimento se torna geral. Ele parte das 

observações, que por si sós não bastam, apoia-se em definições anteriormente concebidas 

para generalizar dentro do campo da Matemática lógico-dedutiva. 
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Considerando o que Bicudo (2002) define como demonstração em Matemática, 

apresentamos o que ele chama de “a lógica definindo a „demonstração‟”: 

 

Seja, agora, F um sistema formal em que todas as regras sejam finitas. 

Então, uma DEMONSTRAÇÃO em F é uma sequência finita de fórmulas, 

em que cada uma seja ou um axioma ou seja conclusão de uma regra cujas 

hipóteses precedam essa fórmula na sequência dada. Se A for a última 

fórmula em uma demonstração P, diremos que P é uma 

DEMONSTRAÇÃO de A. Uma fórmula A de F será um teorema se existir 

uma demonstração de A (BICUDO, 2002, p.67). 

 

No afã de tentar responder o que vem a ser uma demonstração matemática, Bicudo 

nos deixa a seguinte reflexão: “DEMONSTRAÇÃO MATEMÁTICA – se não me perguntam o 

que é, eu sei; se me perguntam, e eu queira explicar, não sei.” (BICUDO, 2002, p.71). 

Garnica (2002) utilizada as palavras “provas formais ou demonstrações rigorosas” e 

ainda “prova rigorosa (ou demonstração formal)” como sinônimas. O autor considera, em 

seu trabalho, que a prova rigorosa ou demonstração formal é uma das formas de 

argumentação acerca do objeto matemático, tendo como objetivo firmar a veracidade das 

afirmações matemáticas. Apresenta que as “demonstrações” em sentido amplo, assumem o 

sentido de convencer, ou seja, atribuir significado. 

Para De Villiers (2002), a função da demonstração tem sido entendida, 

tradicionalmente, como a ideia de verificação de proposições ou mesmo para eliminar 

dúvidas. No entanto, para o autor, a demonstração tem outras funções também importantes 

dentro da Matemática, não considerando somente a questão verificadora, por exemplo: 

 

 explicação (proporcionar compreensão sobre por que é que é verdade); 

 descoberta (a descoberta ou a invenção de novos resultados); 

 comunicação (a negociação do significado); 

 desafio intelectual (a realização/satisfação pessoal por se ter construído uma 

demonstração); 

 sistematização (a organização de vários resultados num sistema dedutivo de 

axiomas, conceitos e teoremas) (De VILLIERS, 2002). 

 

O autor apresenta a demonstração como valioso instrumento para fundamentar a 

explicação e a descoberta, objetivando assim introduzir a demonstração como uma 

atividade significativa para os alunos, corroborando o que afirma Silva J. (2002) ao 
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destacar o aspecto heurístico das demonstrações, a partir da sua função indutora da 

descoberta matemática. De Villiers (2002) ainda considera que, mesmo em contextos tão 

formais como os da axiomatização e da definição, a demonstração pode frequentemente 

conduzir a novos resultados. 

Entendemos que as demonstrações devam assumir seu caráter de rigor, exigido pela 

academia, assumindo o papel de verificadora da validade de um teorema, porém também 

consideramos que o processo de produção de uma demonstração leva em conta o lado 

humano da compreensão de por que demonstrar. 

Outros autores poderiam aqui ser citados sobre suas interpretações para os termos 

prova e demonstração relacionados ao ensino e aprendizagem da Matemática, tanto quanto 

às abordagens adotadas em sala de aula. Entretanto, no momento, até para que possamos 

definir qual significado utilizaremos em nosso trabalho, julgamos que as contribuições 

dadas por esses pesquisadores são satisfatórias. 

Levantando o que as pesquisas vêm apontando sobre o tema em questão, 

categorizamos as definições para prova e demonstração em dois contextos: histórico e da 

Educação Matemática. Apresentamos a seguir nossa síntese. 

 

Figura 4 – Definições prova e demonstração historicamente (autoria própria) 
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Figura 5 – Definição prova e demonstração na Educação Matemática (autoria própria) 

 

Em síntese, pelo aqui exposto, esse quadro traduz as diferentes interpretações para 

demonstração e prova e podemos interpretar que elas divergem no grau de rigor atribuído a 

cada uma. Há casos em que a demonstração é uma sequência finita de provas (prova está 

contida na demonstração), e em outros, um caso particular de prova (demonstração está 

contida na prova). 

No decorrer de nosso trabalho identificaremos qual concepção para prova e 

demonstração adotaremos, porém entendemos que se demonstra para provar que a sentença 

é verdadeira, portanto, em nossa visão, a demonstração é parte integrante do processo de 

validação, ou seja, um caso particular de prova. 

 

2.2.1 Estudo sobre prova e demonstração no contexto da Educação Matemática 

 

No contexto da Educação Matemática, além dos autores citados anteriormente, há 

outros pesquisadores estudando temas relacionados às provas e demonstrações em sala de 
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aula, em materiais didáticos e em cursos de formação de professores. Destacamos a seguir 

algumas dessas pesquisas. 

 

2.2.1.1 Gravina (2001) 

 

A autora, em sua tese Os ambientes de Geometria dinâmica e o pensamento 

hipotético-dedutivo, teve por objetivo propor uma engenharia didática, em ambiente de 

Geometria dinâmica, que pudesse favorecer a ascensão dos alunos do patamar de 

conhecimento empírico ao hipotético-dedutivo. Segundo a autora, o processo de 

demonstração em Geometria apresenta grandes obstáculos aos alunos do curso de 

Licenciatura em Matemática da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS), 

como apontam as pesquisas. A transição ao pensamento hipotético-dedutivo pela 

organização de um corpo teórico – axiomas, teoremas e demonstrações – representativo 

dos conceitos geométricos, não se estabelece tão facilmente no processo de ensino e 

aprendizagem. 

Gravina considera, no processo de superação de dificuldades, dois contextos que 

exigem particular atenção: o do indivíduo e suas elaborações mentais e o do meio 

proporcionando a interação do indivíduo com o meio social ou tecnológico.  

A autora, utilizando também como recurso didático o software Cabri-Géomètre II 

desenvolveu sua pesquisa com o intuito de responder aos seguintes questionamentos: 

 

De que forma os ambientes de Geometria dinâmica podem contribuir 

para que os alunos compreendam o que é uma demonstração – que certas 

hipóteses implicam necessariamente novas relações geométricas, 

explicáveis via argumentação hipotético-dedutiva – e assim ascendam ao 

patamar de conhecimento em que a Geometria é um modelo teórico que 

se organiza por via de axiomas, teoremas e demonstrações?  

De que forma os ambientes de Geometria dinâmica podem contribuir 

para que os alunos construam suas demonstrações, ou seja, para que se 

tornem versáteis no tratamento dos componentes 

conceituais/proposicionais/figurais que acompanham as argumentações 

dedutivas? Em particular, o quanto esses ambientes, com seus “desenhos 

em movimento”, podem dar suporte aos experimentos de pensamento 

participantes do processo de demonstração, dentre eles os que envolvem 

pensamentos de natureza visual? (GRAVINA, 2001, p.100). 
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A metodologia de pesquisa desenvolvida pela autora baseou-se nos pressupostos da 

Engenharia Didática a partir da elaboração de uma sequência de atividades caracterizadas 

por níveis diferentes de complexidade: 

 Nível I: visa à compreensão do significado de demonstração; 

 Nível II: desenvolvimento das primeiras competências para construir 

demonstrações; 

 Nível III: propõe o desenvolvimento de competências para o tratamento de 

problemas mais complexos. 

 

Os exercícios propostos nas atividades, em seus respectivos níveis, referem-se 

basicamente à construção de figuras geométricas que mantenham as propriedades dos 

objetos (Nível I), o compartilhamento das resoluções propostas na primeira atividade com 

o objetivo de iniciar as argumentações (Nível II) que possibilitem a construção das 

primeiras demonstrações e, consequentemente, fundamentando-as no modelo da Geometria 

euclidiana. Nas atividades de Nível 3, a partir de uma situação-problema, busca-se a 

construção de um desenho que contemple propriedades geométricas pelo tratamento desse 

desenho, visando à explicitação das demonstrações. A autora define demonstração em 

contexto geométrico: 

 

Demonstrar uma propriedade geométrica significa estabelecer sua 

veracidade através de argumentação lógica, apoiando-se nos axiomas e 

nos teoremas da mesma forma já demonstrados. O propósito é a 

explicitação de razões que explicam a evidência de uma propriedade – no 

geral propriedades que são intuitivamente óbvias (GRAVINA, 2001, 

p.64). 

 

O desenvolvimento dessas atividades objetivava colocar os alunos em processo de 

criação matemática em um aprendizado de Geometria, em ambiente virtual, provocando as 

abstrações empíricas
16

. 

                                                 

 

16
 A autora usa a expressão abstrações empíricas, no âmbito da teoria cognitivista de Piaget, para designar 

que o sujeito isola propriedades observáveis nos objetos, por exemplo, peso e cor são noções abstraídas 

através da percepção, portanto empíricas (GRAVINA, 2001, p.23). 
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Em suas considerações, a autora destaca que o processo de construção de figuras 

proporcionou aos alunos a compreensão da elaboração de demonstrações que 

possibilitassem a explicação das relações geométricas existentes nos objetos de estudo. 

Relações essas que não mais podiam ser explicadas empiricamente. A quantidade de 

conjecturas, argumentações e esboços iniciais de demonstrações realizadas por eles 

caracterizam o processo de “pensar matematicamente”, ainda que essas demonstrações não 

se apresentassem adequadamente formalizadas. 

A autora confirmou suas hipóteses iniciais de pesquisa ao observar, no decorrer do 

desenvolvimento das atividades, pelas produções dos alunos referentes às demonstrações, 

que houve avanços na passagem do patamar de conhecimento empírico ao hipotético-

dedutivo favorecido pela utilização do ambiente de Geometria dinâmica. Considera que os 

ambientes de Geometria dinâmica proporcionam situações de aprendizagem próximas às 

dos matemáticos em seu processo de criação, por valorizar as atitudes investigativas, tornar 

clarificada a necessidade de explicações teóricas (demonstrações) para os objetos de estudo 

e proporcionar, dinamicamente, a busca de novas descobertas. 

 

2.2.1.2 Pietropaolo (2005) 

 

Pietropaolo, em sua tese (RE)Significar a demonstração nos currículos da 

Educação Básica e da formação de professores de Matemática, teve como objetivo 

procurar compreensões sobre as necessidades e o acesso às provas e demonstrações nos 

currículos de Matemática da Educação Básica, como esses conceitos podem ser 

trabalhados, e investigar quais seriam as implicações para os currículos dos cursos de 

formação de professores, entendendo que o futuro professor deve se preparar para 

desenvolver tal aspecto com seus alunos. Evidencia essa preocupação ao lançar o seguinte 

questionamento: “[...] se a demonstração é uma atividade essencial para os matemáticos, 

por que ela também não o seria para a formação de um profissional que vai ensinar 

Matemática?” (PIETROPAOLO, 2005, p.18). 

Buscou, por meio de uma pesquisa bibliográfica e documental, diferentes pontos de 

vista a respeito do tema, como também entrevistou pesquisadores em Educação 
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Matemática e professores da Educação Básica para tentar responder aos seguintes 

questionamentos: 

 

É desejável e possível desenvolver um trabalho com demonstrações nas 

aulas de Matemática em escolas de Educação Básica? Em caso 

afirmativo, qual deve ser o significado desse trabalho?  

Como professores da Educação Básica interpretam produções de “prova” 

de alunos do Ensino Fundamental e as avaliam? 

Que implicações o desenvolvimento desse trabalho – demonstrações na 

Educação Básica – deveria trazer para o curso de formação de professores 

de Matemática? (PIETROPAOLO, 2005, p.19). 

 

O autor considera que a utilização e implementação do uso de provas nas aulas de 

Matemática na Educação Básica estão estritamente relacionadas aos cursos de formação de 

professores. Entende que, apesar de os professores terem estudado demonstrações em seus 

cursos de formação matemática, não foram preparados para desenvolver esse tema a partir 

das séries finais do Ensino Fundamental. 

Em sua pesquisa, o autor buscou identificar quais os significados atribuídos aos 

termos prova e demonstração, tanto no âmbito matemático da Academia – matemáticos – 

como da Educação Matemática – matemáticos, pesquisadores e professores.  

Como em nosso trabalho também apresentaremos algumas definições para prova e 

demonstração segundo alguns autores, nos limitaremos a expor, neste momento, o 

significado que Pietropaolo considerou, a partir dos depoimentos de matemáticos – não 

necessariamente professores – para trabalhar em sua pesquisa: 

 

[...] no âmbito exclusivo da Matemática, prova e demonstração são, em 

geral, sinônimas e não precisariam de adjetivações: se uma prova foi 

plenamente aceita pela comunidade de matemáticos, então ela teria 

adquirido o status de rigorosa, embora a noção de rigor tenha sofrido 

algumas adaptações no decorrer do tempo. 

É importante ressaltar que [...] utilizaremos, salvo indicação em contrário, 

as palavras prova e demonstração com os significados expressos no 

parágrafo anterior, ou seja, como sinônimas, uma vez que vamos recorrer 

a argumentos elaborados por matemáticos, não necessariamente 

professores (PIETROPAOLO, 2005, p.49). 
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A preocupação do autor em sua pesquisa era com a utilização das provas nos cursos 

de Educação Básica, considerando vários aspectos nessa discussão, tais como, o currículo, 

a formação de professores, o ensino das demonstrações, entre outros. 

Apresenta as discussões relativas a cada um desses aspectos e, em suas 

considerações finais, deixa importantes reflexões e contribuições que vêm corroborar a 

importância da utilização das provas desde a Educação Básica, com o objetivo do 

desenvolvimento de argumentações e reflexões acerca do raciocínio formal da Matemática. 

A partir das entrevistas realizadas com professores e pesquisadores participantes de seu 

trabalho, o autor apresenta as seguintes conclusões: 

 

Há consenso sobre a importância das provas nas aulas de Matemática da 

Educação Básica. 

Pode-se afirmar que há um consenso a respeito da pertinência e 

importância de desenvolver um trabalho com provas nas aulas de 

Matemática da Educação Básica. 

Os estudos referenciados indicam que a não-proposição de provas nas 

aulas de Matemática pode significar erro de representação do papel e da 

natureza da prova na Matemática. Além disso, sugerem que essa ausência 

pode privar os alunos de uma educação mais ampla. 

Compartilhamos desse princípio, uma vez que um dos objetivos 

fundamentais do ensino da Matemática na Educação Básica, segundo 

nosso entender, é proporcionar aos alunos situações que lhes permitam 

adquirir uma compreensão viva do que é a Matemática. Assim a 

importância da prova neste processo está, a priori, estabelecida. Ou seja, 

se pretendemos que os estudantes experimentem e interiorizem uma 

característica essencial da Matemática, não podemos supor um ensino 

sem prova, pois estes estão intrinsecamente relacionados 

(PIETROPAOLO, 2005, pp. 206, 207). 

 

Assim sendo, consideramos importantes as contribuições deixadas por Pietropaolo 

acerca do ensino de provas na Educação Básica e as discutiremos mais adiante em um 

comparativo com outras pesquisas correlatas. 

 

2.2.1.3 Dias (2009) 

 

Dias (2009) apresentou em sua tese Um estudo da demonstração no contexto da 

licenciatura em Matemática: uma articulação entre tipos de prova e os níveis de 



 

 

57 

raciocínio geométrico, uma investigação sobre a influência dos ambientes de Geometria 

Dinâmica na construção de argumentações por alunos de um curso de Licenciatura. Essa 

investigação se estabeleceu por meio de uma pesquisa qualitativa – um estudo de caso – na 

qual foram utilizados diferentes instrumentos de coleta de dados, dentre os quais as 

entrevistas semiestruturadas, os registros dos alunos nos dois ambientes: escrito e no 

software Geogebra, gravações de áudios e as observações da pesquisadora. Os alunos (6) 

participantes da pesquisa cursavam o 6º. Período (de um total de 7 períodos) do Curso de 

Licenciatura em Matemática de uma instituição pública de ensino. 

A autora concebeu a atividade com o objetivo de diagnosticar os conhecimentos e 

as estratégias que os alunos mobilizam ao resolver as questões em dois ambientes: a 

utilização de papel e lápis e o software de Geometria Geogebra. 

O referencial teórico que fundamentou as análises dessas produções baseou-se nos 

estudos de Parzysz (2001,2006), buscando identificar os níveis de raciocínio geométrico e 

Balacheff (1987) considerando os tipos de provas produzidas a partir da resolução das 

questões que, aliás, envolviam conceitos geométricos do Ensino Médio. A utilização dos 

ambientes para resolução das atividades obedeceu à seguinte ordem: primeiro, ambiente 

lápis e papel e, posteriormente, o software Geogebra, justificando a escolha que “[...] foi 

devida à hipótese adotada neste trabalho de que tais ambientes possibilitam situações 

enriquecedoras de investigação geométrica e construção de conhecimentos geométricos 

[...]” (DIAS, 2009, p.82). 

O levantamento bibliográfico realizado pela autora proporcionou-lhe uma 

reelaboração em suas questões de pesquisa, que ficaram assim enunciadas: 

 

1. Qual a influência da utilização de softwares de Geometria dinâmica 

na construção de argumentações por alunos do curso de Licenciatura 

em Matemática? 

2. Que articulações podemos identificar entre os níveis de raciocínio 

geométrico propostos por Parzysz (2001,2006) e os tipos de prova 

proposto por Balacheff (1987) quando analisamos as argumentações 

produzidas pelos licenciandos em Matemática? (DIAS, 2009, p.204). 

 

A autora adotou em seu trabalho as definições dadas por Balacheff (1987) para 

prova e demonstração, considerando o termo demonstração como “uma prova aceita pela 
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comunidade matemática, sendo uma sequência de afirmações organizadas segundo uma 

lógica preestabelecida” (DIAS, 2009, p. 37). 

Em relação às respostas da segunda questão, Dias (2009) tentou estabelecer 

articulações entre as duas teorias – Parzysz, Balacheff – e pelas análises realizadas a partir 

dos registros dos alunos conseguiu identificar que os tipos de provas caracterizados como 

empirismo ingênuo e experiência crucial surgiram como resultado de raciocínios 

geométricos situados no nível G1, e ainda que o tipo de prova experiência mental estava 

associado ao nível G2 de raciocínio geométrico. A autora ainda mencionou a existência de 

um nível intermediário na passagem do nível G1 ao G2 do raciocínio geométrico. 

No que diz respeito ao estudo de demonstrações em um curso de licenciatura, 

pensando na formação do professor de Matemática e sua percepção para a utilização das 

provas e demonstrações em sala de aula, a autora considerou: 

 

Inferimos que, se durante o curso de licenciatura, os formadores dos 

professores de Matemática não explorarem a potencialidade das 

ferramentas dos softwares de Geometria Dinâmica, como por exemplo, a 

investigação de atividades tipo caixa preta
17

, os futuros professores 

subestimarão a utilização da Geometria Dinâmica em sala de aula, 

perdendo-se uma grande oportunidade de desenvolver a capacidade 

investigativa dos estudantes (DIAS, 2009, p.205). 

 

Como apontam as pesquisas mencionadas pela autora, as instituições de ensino 

superior apresentam distinções sobre a abordagem do ensino de demonstrações em seus 

cursos de licenciatura, porém, na maioria delas, como também vêm indicando as pesquisas, 

não há ou, pelo menos, quase inexiste a reflexão sobre a pertinência do ensino e 

aprendizagem das demonstrações a partir do Ensino Básico. 

 

                                                 

 

17
 Atividades tipo caixa preta são aquelas nas quais é dada uma figura construída em ambiente de Geometria 

Dinâmica e o aluno deve reproduzi-la, mas não é permitido o acesso às etapas da construção, podendo apenas 

modificar a figura na tela do computador por meio da movimentação de seus pontos-base. (Nota da autora, 

p.205). 
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2.2.1.4 Carlovich (2005) 

 

A autora, em sua dissertação sobre o tema A Geometria dedutiva em livros 

didáticos das escolas públicas do Estado de São Paulo para o 3º. e 4º. Ciclos do Ensino 

Fundamental, analisou livros didáticos referentes à época de 1990 até 2005. O objetivo de 

seu trabalho era verificar como as coleções de livros didáticos acompanharam as 

discussões na área da Didática da Matemática relacionadas ao ensino-aprendizagem da 

Geometria Dedutiva, incluindo diferentes apreensões em épocas distintas. 

Carlovich buscou responder às seguintes questões: 

 

Em que medida os livros didáticos paulistas de 3º. e 4º. Ciclos do Ensino 

Fundamental acompanharam discussões da Didática da Matemática sobre 

o ensino da Geometria nos períodos anterior e posterior à implantação do 

Programa Nacional do Livro Didático (PNLD), para este nível de ensino, 

em 1995? 

O que distingue os livros didáticos paulistas de 3º. e 4º. Ciclos do Ensino 

Fundamental do período anterior daqueles do período posterior à 

implantação do PNLD (1995) quanto à incorporação dos resultados de 

pesquisas sobre o ensino-aprendizagem da Matemática, mais 

especificamente sobre o ensino da Geometria Dedutiva? (CARLOVICH, 

2005, p.35). 

 

A fundamentação teórica do trabalho de Carlovich baseou-se nos estudos realizados 

por Parzysz (2000) sobre a classificação de Geometrias, e na Teoria Antropológica do 

Didático (TAD), sugerida por Chevallard (1999), sobre a análise de tarefas propostas nos 

livros didáticos. Na classificação de Geometrias, feita por Parzysz (2000), foram 

consideradas duas posições de estudo: os objetos em jogo – físicos ou teóricos – e os 

modos de validações – perceptivos ou dedutivos. 

O quadro abaixo sintetiza a classificação das Geometrias, segundo Parzysz (2000): 
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Figura 6 – Classificação das Geometrias conforme Parzysz (2000, apud CARLOVICH 2005, p.30) 

 

A articulação entre os diferentes níveis das Geometrias é o ponto principal do 

ensino da Geometria, salienta Parzysz (2000), permitindo aos iniciantes nos estudos das 

demonstrações perceberem a importância do salto do raciocínio empírico ao dedutivo. Essa 

teoria auxiliou a autora nas análises das propriedades geométricas apresentadas em cada 

coleção, na percepção da passagem de G1 para G2, como também na articulação dos dois 

tipos de validação – perceptivas e dedutivas. 

Em relação à TAD de Chevallard, a autora analisou a Organização Praxeológica, 

em termos do discurso teórico-tecnológico, associada aos exercícios que foram propostos 

sobre propriedades geométricas referentes aos conteúdos que requeriam demonstrações. 

A autora utilizou a pesquisa documental e bibliográfica para selecionar as coleções 

de livros didáticos em épocas distintas, ao mesmo tempo em que realizava um estudo 

histórico sobre o ensino-aprendizagem da Geometria Dedutiva. 

Em suas considerações, Carlovich evidenciou que nas coleções de 1990 há um 

predomínio de validações dedutivas com raras verificações empíricas, não havendo 

articulação entre G1 e G2. Uma das coleções apresenta as demonstrações como deduções, 

e as solicitações para que os alunos demonstrem alguma propriedade são raras. Em uma 

outra coleção dessa mesma época, há um cuidado maior com o dedutivo, como a 

preocupação em definir o que é uma demonstração, a apresentação das demonstrações e o 

enunciado dos teoremas. Entretanto, em nenhuma das coleções é explicada a importância 

da demonstração no processo axiomático da Matemática. Observou a autora que nas 
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coleções da época de 1990 há uma intenção de ruptura com o ensino da Geometria nos 

moldes euclidianos, buscando-se uma aplicação mais prática da Geometria. 

Nas coleções analisadas a partir de 2000 percebe-se o estudo da Geometria 

intercalado com outras partes da Matemática, até mesmo com outras áreas do 

conhecimento. As validações das propriedades geométricas ocorrem tanto em G1 – 

empiricamente – como em G2 – dedutivamente. Em uma das coleções há a preocupação 

em explicar que a demonstração é uma forma de mostrar uma propriedade além da 

verificação empírica; todavia, nas coleções analisadas não é feita a diferenciação entre os 

termos postulado e teorema. Aparece como característica de duas coleções a solicitação de 

demonstração nos exercícios propostos, amparada em exemplos anteriores. Nas coleções 

de 2000 há um equilíbrio entre as validações empíricas e dedutivas. 

Sintetizando as considerações da autora sobre as análises realizadas em coleções de 

livros didáticos na época de 1990 e 2000, citamos: 

 

Nossa análise das coleções de livros didáticos dos anos 2000 aponta para 

algum otimismo em relação ao ensino da Geometria no Brasil. Em 

primeiro lugar, a Geometria apresenta-se nos livros em capítulos 

intercalados e mais integrada com as outras partes da Matemática. Isso 

acena para uma mudança em relação ao seu abandono. Quanto ao ensino 

da Geometria dedutiva, a análise das coleções de 2000 apresenta indícios 

para a apropriação dos enforques empíricos e heurísticos nos livros 

didáticos brasileiros. Os alunos são envolvidos para conjecturar e 

descobrir heuristicamente as demonstrações das propriedades 

geométricas (CARLOVICH, 2005, p.121). 

 

Consideramos de fundamental importância os estudos realizados por Carlovich, 

basicamente no que diz respeito às mudanças ocorridas nas coleções de livros didáticos a 

partir da década de 2000 pela criação do PNLD, proporcionando progressos em relação às 

abordagens dadas aos conteúdos matemáticos que exijam a formalização que caracteriza o 

método axiomático. 

Discutiremos as contribuições da pesquisa de Carlovich juntamente com as demais 

pesquisas apresentadas, articulando os aspectos principais de cada uma delas. 
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2.2.2 Estudos sobre prova e demonstração em conteúdos do Ensino Médio – pesquisas 

recentes 

 

Os documentos oficiais da educação brasileira para o Ensino Médio, como 

apontamos, mencionam a importância da argumentação como ponto de apoio para o 

entendimento das demonstrações. Em contrapartida, levantamos algumas pesquisas que 

evidenciam como esses conceitos – argumentação, prova e demonstração – vêm sendo 

discutidos em alguns conteúdos matemáticos nesse nível de ensino. 

Dentre as pesquisas mais recentes consultadas, estipulamos alguns critérios para a 

escolha daquelas que efetivamente apoiariam nosso trabalho, ao considerar temas que: 

 envolvam o estudo de provas e demonstrações no Ensino Médio; 

 envolvam o estudo em Geometria Analítica Plana; 

 tenham como fundamentação teórica a Teoria Antropológica do Didático 

(Chevallard, 1999) para análise de materiais didáticos e tipologia de provas de 

Balacheff (1987; 1988). 

 

2.2.2.1 Carvalho (2007) 

 

A autora desenvolveu uma pesquisa sobre Uma análise praxeológica das tarefas de 

prova e demonstração em tópicos de Álgebra abordados no primeiro ano do Ensino 

Médio. O interesse em pesquisar sobre temas que envolvessem os conceitos de provas e 

demonstrações em Matemática se deu por meio das discussões em seu grupo de pesquisa 

na PUC-SP, sobre o abandono do ensino da prova e da demonstração nas escolas. As 

pesquisas consultadas pela autora, na área de Educação Matemática, apontaram para o 

enfoque dado ao estudo das provas e demonstrações em conteúdos geométricos e demais 

conteúdos essencialmente no Ensino Fundamental, com pouca ênfase desses estudos no 

Ensino Médio. 

Inicialmente a autora tentou focar a problemática do estudo de prova e 

demonstração no ensino de Álgebra do Ensino Médio, com o intuito de ter uma visão geral 
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sobre o tema, sem especificidades. Posteriormente, direcionou o tema para a análise da 

problemática escolhida, em livros didáticos, focando o conteúdo algébrico Conjuntos e 

Conjuntos Numéricos no primeiro ano do Ensino Médio. 

Carvalho (2007) buscou responder à seguinte questão em sua pesquisa: 

 

De que maneira os livros didáticos analisados propõem aos alunos do 

primeiro ano do Ensino Médio provas e demonstrações às propriedades 

enunciadas ao longo da exposição do conteúdo Conjuntos e Conjuntos 

Numéricos? (CARVALHO, 2007, p.63). 

 

Em seu trabalho, a autora diferenciou, segundo Balacheff (1982), os termos prova e 

demonstração considerando que 

 

[...] a ideia de demonstração remeterá a um discurso, aceito pela 

comunidade matemática e constituído a partir de uma sequência de 

enunciados, organizados com certas regras, que têm como objetivo dar o 

caráter de verdade a uma proposição. A ideia de prova remeterá a uma 

explicação mais simples que pode ser apresentada em linguagem natural, 

pictográfica ou algébrica contendo elementos matemáticos 

(CARVALHO, 2007, p.58). 

 

Para fundamentar suas análises, apoiou-se na noção de Organização Praxeológica 

(CHEVALLARD, 1999) com vistas a analisar, matemática e didaticamente, as tarefas de 

prova e demonstração apresentadas nos livros didáticos, no que diz respeito ao conteúdo 

Conjuntos e Conjuntos Numéricos. Na perspectiva da diferenciação entre os termos prova 

e demonstração, apoiou-se nos estudos de Balacheff (1982,1988) sobre os níveis de prova 

que lhe permitiram caracterizar as tarefas, resolvidas ou propostas, nesses materiais 

didáticos. 

A autora selecionou os livros didáticos para análise baseando-se na lista de livros 

aprovados pelo MEC por meio do PNLEM/2006 – 11 coleções. Esses livros foram 

analisados, preliminarmente, para verificação de alguns critérios a respeito dos conteúdos e 

separados por grupos. Desses grupos, foram separados 3 livros – 1 representante de cada 

grupo – os quais foram analisados à luz das teorias apontadas pela autora. 

Em suas considerações, a partir das análises realizadas, a autora concluiu que 

poucas coleções (5 de 11) têm a preocupação de esclarecer ao aluno o significado de 
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termos fundamentais como postulado, teorema, tese, demonstração e raciocínio dedutivo. 

As que o fazem, não o realizam de uma forma plena e significativa. A autora acredita que 

esse fato pode dificultar o entendimento do aluno do que venha a ser um sistema dedutivo. 

Em relação à utilização, pelos autores, de um número maior de provas em comparação às 

demonstrações, foi constatado um equilíbrio nas três coleções, considerando que houve 

poucas propriedades sem justificativa alguma. Poucos problemas do tipo prove que... ou 

demonstre que... são propostos ao alunos. 

Carvalho (2007) concluiu que houve presença significativa de provas e 

demonstrações nas três coleções analisadas, porém, restringiram-se às tarefas resolvidas 

pelos autores. A partir de suas análises, não constatou a presença de tarefas que pudessem 

propiciar aos alunos a organização formal do que seja uma demonstração em Matemática. 

Arsac et al. (1992) consideram que, para provar e/ou demonstrar, os alunos precisam 

apropriar-se de regras de debate científico, e deixam a sugestão para que os professores 

proponham situações que possibilitem ao aluno apropriar-se da simbologia e dos conceitos 

necessários a esse debate. 

 

2.2.2.2 Hajnal (2007) 

 

Hajnal, em sua dissertação O estudo do paralelismo no ensino da Geometria 

Analítica plana: do empírico ao dedutivo, teve por objetivo realizar um estudo sobre 

argumentação e prova no tema em referência, com alunos da 1ª. série do Ensino Médio em 

uma escola pública estadual. A problemática de seu trabalho contemplava a real 

dificuldade apresentada pelos alunos ao trabalhar e compreender tópicos relacionados à 

Geometria Analítica Plana, entre eles as propriedades do paralelismo entre duas retas e 

questões relativas à declividade da reta. 

Sua pesquisa teve por diretrizes responder a duas questões principais: 

 

De que forma os ambientes de Geometria Dinâmica contribuem para que 

os alunos construam suas argumentações e provas? 

Quais são as dificuldades ou resistências que se apresentam na situação 

de aprendizagem do conceito de paralelismo no ensino da Geometria 

Analítica? (HAJNAL, 2007, p.19). 
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A metodologia utilizada pela autora baseou-se nos pressupostos da Engenharia 

Didática de Michèle Artigue, subsidiando a concepção, realização, observação e as análises 

de uma sequência de ensino. Na sequência didática utilizada por Hajnal privilegiou-se a 

possibilidade de os alunos levantarem conjecturas, argumentarem, suporem hipóteses, 

justificando os resultados encontrados e prová-los. As etapas contempladas pela sequência 

didática tiveram como objetivo trabalhar atividades desenvolvidas no concreto, 

posteriormente em um ambiente de Geometria Dinâmica – Cabri Géomètre II – e, na fase 

final, utilizando papel e lápis tanto quanto o meio informatizado. 

O referencial teórico que fundamentou as análises baseou-se em Parzysz (2001), 

explicitando o desenvolvimento do processo evolutivo do pensamento geométrico por 

meio de níveis hierárquicos: Geometria concreta, Geometria espaço-gráfica, Geometria 

proto-axiomática e Geometria axiomática, e em Balacheff (1987), que destaca categorias 

de provas – pragmáticas e intelectuais – produzidas por alunos, como indicadores da 

evolução cognitiva necessária ao entendimento e construção de demonstrações. 

Hajnal ainda, com o propósito de verificar como o conteúdo da Geometria 

Analítica, especificamente o conceito de paralelismo, vem sendo apresentado nos livros 

didáticos, analisou duas coleções aprovadas pelo PNLEM (BRASIL, 2006). 

Concluindo sua pesquisa, após as análises das produções dos alunos e observação 

do processo de aplicação da sequência didática, a autora considera que “[...] durante o 

processo os alunos alcançaram os objetivos das atividades satisfatoriamente e produziram 

algum tipo de prova” (HAJNAL, 2007, p.198, grifo nosso). 

Em relação às questões de pesquisa, a autora considera que foram satisfatoriamente 

respondidas, partindo das análises das conjecturas formuladas pelos alunos, das hipóteses e 

argumentações levantadas por eles, e consequentemente, pelas justificativas que 

confirmaram algumas dessas hipóteses e pelas provas produzidas por eles, caracterizando 

assim o pensar matemático. Apesar de os alunos apresentarem, inicialmente, dificuldades 

em diferenciar uma constatação empírica de uma argumentação dedutiva, as atividades 

propostas com esse fim auxiliaram no entendimento. Nas palavras de Hajnal: 

 

O ambiente de Geometria Dinâmica proporcionou o processo de 

investigação. O uso do dinamismo e estabilidade das figuras como fonte 

de exploração ajudou os alunos na construção do conceito de paralelismo 

em Geometria Analítica. Atividades em que o percebido não é o 
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suficiente despertaram a importância da justificativa e da prova 

(HAJNAL, 2007, p.203). 

 

A autora ainda destaca que os alunos perderam o medo de errar e compreenderam 

que o erro deveria ser encarado como uma conjectura levantada, porém, refutada.  

 

2.2.2.3 Rizzon (2008) 

 

A pesquisa desenvolvida por Rizzon sob o tema Análise da linguagem Matemática 

relacionada à Geometria Analítica no ensino médio, teve por objetivo investigar os 

conteúdos matemáticos aprendidos pelos alunos de três turmas do 3º. ano do Ensino Médio 

de uma escola particular, após a realização de uma Unidade de Aprendizagem (UA) sobre 

Geometria Analítica. Essa pesquisa, desenvolvida no âmbito da Educação Matemática, 

visava a apontar os principais problemas de aprendizagem referentes ao tema Geometria 

Analítica, aliados à linguagem matemática no Ensino Médio. A autora utilizou-se da 

elaboração de uma Unidade de Aprendizagem (UA), aplicada aproximadamente a cem 

alunos. Ela justifica a metodologia de elaboração de uma Unidade de Aprendizagem por 

acreditar que seja um procedimento que estimula o espírito pesquisador do professor e do 

aluno: 

 

Uma UA, embora tenha início, meio e fim, também é uma construção que 

na recursividade agrega complexidade à sua estrutura, sempre flexível e 

em questionamento. A cada aula, ou mesmo a cada diálogo, se 

reestrutura, se amplia, se reduz, se transforma (GALIAZZI; GARCIA; 

LINDEMANN, 2004, pp. 67-68, apud RIZZON, 2008, p.26). 

 

A pesquisa desenvolveu-se na sala de aula a partir da mediação do professor pela 

interação entre o conhecimento cotidiano e o conhecimento científico. Por meio dos dados 

coletados com a aplicação dessa UA, procedeu-se às análises da linguagem matemática 

empregada na resolução de questões sobre o conteúdo Geometria Analítica.  

Rizzon defende a utilização de uma linguagem matemática com implicações 

históricas, políticas e afetivas, que sejam constituídas de maneira clara, com consistência e 

objetividade e que contribua, no cotidiano dos estudantes, para a resolução de problemas, 

mostrando efetivamente sua aplicabilidade. Sua preocupação se dá com a aprendizagem 
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significativa, apoiada em conhecimentos prévios como base à introdução de novos 

conceitos.  

A autora propõe em sua pesquisa a seguinte questão: “Como os alunos aplicam a 

linguagem matemática na interpretação de questões sobre Geometria Analítica em uma 

escola do ensino médio?” (RIZZON, 2008, p.13) 

O objetivo central do seu trabalho foi identificar e analisar conteúdos matemáticos 

lembrados e não-lembrados pelos alunos na resolução de uma UA em Geometria Analítica, 

bem como compreender o modo como aplicam a linguagem matemática na resolução de 

questões. Como fundamentação teórica de seu trabalho, a autora apresentou aspectos da 

teoria sobre o desenvolvimento do pensamento cognitivo de Vygotsky (1987), buscando o 

aspecto social de interação – professor-aluno – apoiando-se, ainda, no que chama de 

modelos metodológicos ou modelos didáticos, segundo os critérios de Mizukami (1987) e 

Pórlan (1996).  

O conteúdo matemático, em Geometria Analítica, contemplado pela Unidade de 

Aprendizagem, baseou-se em: 

 posição entre duas retas 

 o estudo do ângulo formado entre duas retas 

 a distância entre ponto e reta 

 equação da circunferência 

 posição entre ponto e circunferência 

 posição entre reta e circunferência 

 posição entre duas circunferências no plano cartesiano 

 

A autora definiu trabalhar com o grupo de questões que envolvia o estudo da 

Equação da Circunferência, levando em consideração a relevância do tema em Geometria 

Analítica, que tem por objetivo conciliar os fatos geométricos com as relações algébricas. 

Na análise dos resultados observados, a autora descreve a importância do 

desenvolvimento da autonomia do aluno em relação à aprendizagem. Destaca que foi 

possível identificar, para algumas questões, a utilização de conteúdos e soluções que não 
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haviam sido previstos pelo professor, mostrando que os alunos criaram soluções novas que 

possibilitaram resolver as questões propostas.  

Dentre os conteúdos mais e menos lembrados pelos alunos, foram identificados: 

 

[...] a equação da circunferência; o centro; os termos do desenvolvimento 

da equação normal da circunferência, com a variável x e o termo com a 

variável y; o ponto que pertence à equação analítica e aos eixos 

coordenados; o par ordenado; e a equação reduzida da reta que destacava 

os coeficientes angular e linear. Os menos lembrados foram: o raio da 

circunferência; o termo independente da equação normal da 

circunferência; a inclinação (declividade); o coeficiente angular 

interpretado como a tangente do ângulo correspondente ou razão entre os 

catetos oposto e adjacente; e o conteúdo do par ordenado correspondente 

à origem (RIZZON, 2008, p.63). 

 

A autora considera a importância de se desenvolver um trabalho pedagógico 

diferenciado e intensificado que possibilite aos alunos a apreensão de mais conteúdos, 

porém, de maneira mais significativa. Em relação à análise da linguagem matemática 

utilizada, identificou uma maior compreensão da linguagem formal matemática como uma 

linguagem natural, com o objetivo de interpretar e comunicar as estratégias de resolução 

das diferentes situações-problema apresentadas. Considera importante que o professor 

tome consciência do papel da linguagem na aprendizagem dos alunos e que possa 

oportunizar caminhos mais produtivos e agradáveis para a reconstrução de saberes 

matemáticos. 

 

2.3 Articulação entre as pesquisas consultadas: contribuições ao nosso trabalho 

 

Após o levantamento bibliográfico e a leitura das pesquisas desenvolvidas sobre 

temas relacionados ao nosso trabalho, dentre eles: concepção dos termos prova e 

demonstração, o ensino de provas e demonstrações, a prova e a demonstração no contexto 

da Matemática escolar, a prova e a demonstração no contexto dos cursos de licenciatura, 

análises de livros didáticos sob o referencial de Chevallard (1999), tivemos a oportunidade 

de clarificar nosso entendimento a respeito desses conceitos. 

Esse levantamento nos possibilitou um contato maior com os problemas apontados, 

principalmente em relação ao ensino e aprendizagem da prova e da demonstração no 
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ambiente educacional. Entendemos que essa problemática envolve fatores relacionados 

desde a formação acadêmica do docente até a própria realidade das salas de aula. Os 

aportes das articulações entre essas pesquisas foram de fundamental importância para o 

desenvolvimento do nosso trabalho. 

Os trabalhos de Carlovich (2005), Carvalho (2007) buscaram analisar desde a 

evolução da abordagem dos conceitos relacionados ao ensino da Geometria dedutiva em 

livros didáticos até a organização praxeológica apresentada por esses materiais sobre prova 

e demonstração em conteúdos do Ensino Médio. Tiveram sua importância ao nos orientar 

em relação a organização praxeológica e análises em livros didáticos. 

Pietropaolo (2005) e Dias (2009) preocuparam-se, particularmente, com o estudo 

das provas e demonstrações em cursos de licenciatura e de formação de professores. 

Constituíram base importante em nosso trabalho por discutirem em uma esfera superior os 

problemas de formação existentes e que de certa maneira influenciam o ensino da escola 

básica. Reforçando essa ideia, tomamos as palavras de Pires (2005, apud DIAS 2009) ao 

discutir a importância das abordagens dadas pelos cursos de licenciatura aos conteúdos 

matemáticos: 

 

[...] no que se refere a teoremas, axiomas, definições e provas, vale 

observar que o conhecimento de seus enunciados e demonstrações tal 

como se apresentam nos livros-texto não é suficiente para dotar o 

professor em formação de habilidades para a resolução de problemas, o 

que constituirá um obstáculo para sua utilização em sala de aula (PIRES, 

2005 apud DIAS, 2009, p.67, grifo nosso). 

 

Acreditamos, como destacam Dias (2009) e Pietropaolo (2005), que os currículos 

de Matemática dos cursos de Licenciatura devam ser revistos no que diz respeito às 

disciplinas voltadas à prática pedagógica, “ouvindo” as constatações das pesquisas 

realizadas nesse âmbito. 

Ao que concerne o ensino e a aprendizagem de provas e demonstrações em âmbito 

escolar encontramos nos trabalhos de Gravina (2001), Rizzon (2008), Hajnal (2007) alguns 

indicadores sobre as dificuldades apresentadas pelos alunos quando desenvolvem 

atividades relacionadas ao raciocínio dedutivo. Pelo que concluem as pesquisas, os alunos 

quando colocados em situação de argumentação e de levantamento de conjecturas, 

apresentam um receio inicial à exposição de suas ideias, como também à exposição ao 
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erro. A partir do desenvolvimento das atividades, como cita Dias (2009), os alunos 

começam a entender seus erros como conjecturas que não se confirmaram. A importância é 

entender que a proposta dessas conjecturas auxilia no desenvolvimento da elaboração de 

um processo de demonstração. Estes trabalhos trouxeram contribuições importantes no 

âmbito das construções geométricas a partir de softwares de Geometria dinâmica, e 

despertaram-nos para o trabalho com a elaboração, explanação e validade de conjecturas 

pela participação do aluno. 

No tocante a exposição ao erro, trazemos a contribuição de Harel e Sowder (1998, 

apud PIETROPAOLO, 2005, p.80) sobre os trabalhos com provas em aulas de Matemática 

explicitando o julgamento, no que compete ao aluno, do significado dado ao que estão 

aprendendo: 

 

Para que os estudantes possam aprender, os mesmos devem se dar conta 

da necessidade de aprender o que vai ser ensinado para eles, sendo que o 

termo “necessidade” é utilizado aqui nos sentido de “necessidade 

intelectual”, em oposição à necessidade social ou econômica (HAREL E 

SOWDER, 1998, p.266 apud PIETROPAOLO, 2005, p.80). 

 

Segundo os autores, é importante que os alunos sintam a necessidade desse 

aprendizado, tanto quanto o entendimento da exposição ao erro. 

Isso nos leva a acreditar que os alunos, ao serem colocados em situações que 

exijam deles argumentações, justificativas e levantamento de hipóteses sobre as estratégias 

de resolução de determinados problemas, apresentem uma resistência inicial compreensível 

pela quebra do contrato didático ao qual estavam acostumados. Posteriormente, pelas 

intervenções do professor, passam a entender a situação de maneira mais complexa, 

compreendendo que podem ser ouvidos pela exposição de suas ideias e que são capazes de 

produzir validações a partir de suas argumentações. 

A utilização dos ambientes de Geometria dinâmica (Cabri Géomètre II, Sketchpad, 

Geogebra), como vêm mostrando as pesquisas, ajudam substancialmente na rapidez com 

que se constroem as figuras e na fluidez que isso proporciona ao andamento da aula, 

entretanto, como afirma De Villiers (2002) eles não eliminam a importância e a 

necessidade da compreensão das demonstrações 

 



 

 

71 

Apesar de ferramentas como essas nos permitirem ganhar convicções 

através da visualização e de medições empíricas, as demonstrações ainda 

são tão importantes como sempre foram. Além disso, [...] as 

demonstrações também são muito valiosas por proporcionarem novas 

compreensões, conduzirem a novas descobertas ou ajudarem à 

sistematização (De VILLIERS, 2002, p.67). 

 

O professor precisa preparar-se para realizar um trabalho em sala de aula que 

contemple a participação dos alunos e as provas produzidas por eles. Essas participações 

podem se constituir nas bases iniciais das argumentações, necessárias ao desenvolvimento 

do processo de elaboração de demonstrações. 

A leitura dessas pesquisas colocou-nos a par de alguns dos problemas existentes e 

por elas constatados, no que diz respeito ao trabalho com provas e demonstrações, em 

diferentes ambientes e níveis de ensino. Todas foram de fundamental importância para 

direcionar o desenvolvimento de nossa pesquisa. Elegemos aquelas que estão diretamente 

relacionadas com o nosso tema: Carvalho (2007) por subsidiar nosso trabalho na 

estruturação e sugestão para que se desenvolvessem pesquisas sobre temas referentes ao 

Ensino Médio; Hajnal (2007) por ter desenvolvido sua pesquisa em tópicos de Geometria 

Analítica, nosso tema de interesse; Dias (2009) pelas valiosas contribuições relacionadas à 

tipologia de provas de Balacheff (1987;1988) e Gravina (2001) pela valiosa leitura de sua 

tese, em especial, sobre a Construção do conhecimento em Geometria, proporcionando-nos 

esclarecer várias dúvidas. Todas contribuíram para a ampliação de nosso conhecimento. 

Ao escolhermos trabalhar com provas e demonstrações em Geometria Analítica 

tínhamos uma idéia inicial do que representavam esses termos, porém a partir das leituras, 

conseguimos ampliar nosso entendimento. A participação no curso de mestrado acadêmico 

possibilitou-nos uma visão teórica, analítica da importância desses conceitos em sala de aula. 

Efetivamente pelas sugestões deixadas por esses trabalhos e buscando estabelecer 

relações entre o que há nos livros didáticos e os resultados apontados pelas pesquisas, 

sentimos justificada nossa escolha em trabalhar com esse tema. 
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CAPÍTULO 3 

 

FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA E ASPECTOS METODOLÓGICOS 

 

“Com efeito, ninguém pode interessar-se pela relação pessoal, ou pela 

relação institucional, isto é, pelo cognitivo, sem se interessar igualmente 

pela formação e pelas transformações destas relações.”  

Chevallard, 1992 

 

Consideramos que as relações institucionais e pessoais devam estar em sincronia, 

objetivando o desenvolvimento da aprendizagem. Acreditamos que esse objetivo possa ser 

alcançado por meio do aprimoramento de processos didáticos – teoria e prática.  

Neste capítulo, apresentaremos as bases teóricas que fundamentaram nossas 

análises, bem como a metodologia adotada em nossa pesquisa. Destacamos a Teoria 

Antropológica do Didático de Yves Chevallard (1992;1999) em relação aos conceitos da 

Organização Praxeológica e a tipologia de provas proposta por Nicolas Balacheff 

(1987;1988). 

A Teoria Antropológica é considerada como um importante instrumento de análise 

no campo da Didática da Matemática que, por sua vez, tem como foco de estudo o objeto 

matemático a ensinar. Segundo Almouloud (2007, p.188), “uma das preocupações 

essenciais da didática da Matemática é a caracterização dos conhecimentos e saberes, além 

de sua evolução, mais especificamente aquela que ocorre no aluno.” 

Essa teoria tem como foco o “saber” concebido como “forma de organização de 

conhecimentos” e estuda como esse “saber” percorre as instituições nas quais está inserido. 

 

3.1 Aspectos da Teoria Antropológica do Didático (TAD) 

 

Em Educação Matemática e, especificamente, em Didática da Matemática há a 

preocupação constante com a aprendizagem e com os fenômenos que possam interferir na 

fluidez deste processo. As pesquisas em Educação Matemática têm, dentre seus objetivos, 

a investigação de propostas didáticas que possam auxiliar docentes em suas práticas 
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profissionais e minimizar as interferências na aprendizagem. Essas propostas nos remetem 

a um processo que envolve elaboração, execução e análises finais para compor os 

resultados de tais pesquisas. 

Gálvez (1985) resume o objetivo fundamental da didática da Matemática: 

 

[...] averiguar como funcionam as situações didáticas, quer dizer, quais 

das características de cada situação são determinantes para a evolução do 

comportamento dos alunos e, consequentemente, de seus conhecimentos. 

Isso não significa que só seja de interesse analisar as situações didáticas 

exitosas. Inclusive, se uma situação didática fracassa em seu propósito de 

ensinar alguma coisa, sua análise pode constituir um aporte à didática, se 

permitir identificar os aspectos da situação que se tornaram determinantes 

de seu fracasso (GÁLVEZ, 1985, p.29).  

 

Segundo a autora, “sendo as situações didáticas o objeto de estudo da didática da 

Matemática, tornou-se necessário desenvolver uma metodologia para analisá-las.” (Idem) 

Buscamos essa definição, visto que é no âmbito das análises que situamos a teoria de 

Chevallard (1999), o qual apresenta uma proposta de estudo visando à organização do 

saber matemático para que se obtenha êxito em sua transposição didática. A noção de 

transposição didática proposta por Chevallard (1999) diz respeito à distinção dos diferentes 

saberes envolvidos no processo de ensino e aprendizagem: o saber matemático, o saber do 

professor e o saber do aluno. Chevallard (1991 apud ALMOULOUD, 2007, p.113) define 

transposição didática como um grupo de mecanismos gerais que permitem a passagem de 

um objeto de saber a um objeto de ensino. 

O interesse do autor não está voltado ao desenvolvimento cognitivo do aluno, mas 

nas ações do professor e do aluno que possibilitem tornar um saber em objeto de 

conhecimento do aluno. 

Com esse propósito, a Teoria Antropológica
18

 do Didático, doravante denominada 

TAD, foi desenvolvida por Yves Chevallard a partir de 1992. Segundo o autor, a TAD 

situa a atividade Matemática, e em consequência a atividade do estudo em Matemática, no 

conjunto de atividades humanas e de instituições sociais. A TAD, segundo Almouloud 

(2007, p.111), “estuda as condições de possibilidade e funcionamento de sistemas 

                                                 

 

18 O termo antropológico é utilizado por Chevallard (1999) por situar o estudo da Matemática dentro do 

conjunto de atividades humanas e de instituições sociais. (Chevallard, 1999) 



 

 

74 

didáticos
19

, entendidos como relações sujeito-instituição-saber (em referência ao sistema 

didático tratado por Brousseau, aluno-professor-saber)”. 

A TAD é um importante instrumento para análise de práticas docentes pelas 

escolhas das organizações didáticas
20

 a serem utilizadas, como também um instrumento de 

estudo do funcionamento de sistemas didáticos por meio das relações entre sujeito-

instituição-saber.  

Essa teoria estuda as condições que tornam possíveis o funcionamento dos sistemas 

didáticos que, segundo Chevallard (1999), pressupõe pelo menos três termos: professor, 

aluno e um ou vários investimentos didáticos, explicitando que um sistema didático nunca 

existe sozinho. O autor propõe, em sua teoria, o estudo do homem perante as situações 

Matemáticas permitindo uma modelagem das práticas sociais em geral e, em particular, da 

atividade Matemática por meio dos conceitos de tarefas, técnicas, tecnologia e teoria. As 

atividades humanas pressupõem a realização de tarefas e de meios que nos permitam 

realizar tais tarefas, considerando que toda tarefa tem pelo menos mais de um meio de ser 

realizada.  

Chevallard (1999) utiliza-se de simbologia própria para identificar cada uma dessas 

etapas que apresentaremos aqui, porém no decorrer de nosso trabalho nos restringiremos 

somente ao uso das designações: tarefas por(t), tipos de tarefas por (T), técnicas por (ô), 

tecnologia por () e teoria por ( ). O autor observa que as tarefas fazem parte ou 

pertencem a um conjunto mais amplo que é o que chama de tipos de tarefas, e os simboliza 

essa pertinência por t  T. Analogamente, ambos pertencem a um conjunto maior ainda, 

especificado pelo autor como gênero de tarefas. O conjunto dessas técnicas, tecnologias e 

teorias organizadas para um determinado tipo de tarefa é denominado de Organização 

Praxeológica e, segundo o autor, permitem modelar a atividade Matemática. 

Ainda segundo o autor, tarefas, tipos de tarefas, gêneros de tarefas não são dados da 

natureza, são “artefatos”, “obras”, construções institucionais, cuja reconstrução em tal 

                                                 

 

19
 Chevallard (1999) denomina sistemas didáticos às instituições que apresentam uma intenção didática, por 

exemplo, a escola. Um sistema didático comporta um ou vários sujeitos dessa instituição que ocupam 

diferentes posições – professor, aluno – e um conjunto de investimentos didáticos, denominado de objeto, 

pertencentes ao professor, porém que são parte integrante da instituição.  
20 Chevallard (1999) associa duas espécies de praxeologias (organizações) a um saber matemático: 

organização Matemática (realidade Matemática que se pode construir para ser desenvolvida em sala de aula) 

e organizações didáticas (a maneira como se faz essa construção). 
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instituição, e, por exemplo, em determinada classe, é um problema completo, que é 

exatamente o objeto de estudo da didática (CHEVALLARD, 1999).  

Uma tarefa para esse autor, é definida como uma ação, por meio da qual, alguns 

conhecimentos serão mobilizados para executá-la. Em Geometria Analítica, podemos 

exemplificar por: 

Tipo de tarefa (T): Determinar a equação da reta s que passa por dois pontos. 

Tarefa (t): Determinar a equação da reta s que passa pelos pontos A(4,3) e B(0,7). 

Gênero de tarefa: Determinar  

 

Para realizarmos uma tarefa devemos dispor de pelo menos uma maneira que nos 

possibilite realizá-la. A palavra “técnica” é utilizada por Chevallard (1999) como uma 

maneira de realizar uma tarefa, ou tipos de tarefas, ou seja, uma maneira de fazer uma 

tarefa que, não necessariamente, exigirá um procedimento algorítmico. Segundo o autor, a 

palavra técnica é empregada com o significado original da palavra em grego (tekhnê, saber 

fazer). Em geral, há uma única técnica ou ao menos um pequeno número de técnicas 

institucionalmente reconhecidas para realizar tais tarefas. Em relação ao exemplo dado 

acima, poderíamos utilizar como técnica: 

Técnica(ô) 1): Aplicar a condição para alinhamento de três pontos (Determinante = 

0). 

Sejam os pontos A(4,3), B(0,7) pertencentes a reta s e P(x,y) genérico. 

A, B e P são colineares  D = 0 

Temos: 

0

170

134

1



yx
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Ao desenvolver esse determinante pela regra de Sarrus, temos: 

07047028030

70170

34134

1

 yxyxx

yxyx

 

Logo, a equação geral da reta s é dada por – x – y + 7 = 0. 

 

Técnica(ô) 2): Utilizar a fórmula )( 00 xxmyy   para determinar a equação da 

reta s. 

Sejam os pontos A(4,3) e B(0,7) e m (coeficiente angular da reta), temos: 

1

)4(4

)40(37

)( 00









m

m

m

xxmyy

 

sA  e m coeficiente angular de s, temos: 

07043

43)4(13





yxxy

xyxy
 

Portanto, a equação da reta s é 07  yx . 

 

Técnica(ô) 3): Resolver os sistema linear a duas incógnitas utilizando a equação 

reduzida da reta baxy  . 

Sejam os pontos A(4,3) e B(0,7) pertencentes a reta s, temos: 

basB

basA





07

43
 

Temos: 

1
07

43









a

ba

ba
 

sA  e a = -1  743  bb  

Logo, a equação reduzida da reta é 7 xy . 
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Definimos pelo menos três técnicas distintas para realizar a tarefa proposta, porém 

toda técnica precisa de uma justificativa, ou seja, um campo teórico a fundamente. Esse 

bloco inicial, tarefa-técnica é denominado pelo autor de bloco prático-técnico, remetendo 

ao significado de saber-fazer. 

Segundo Chevallard (2002), uma tarefa e uma técnica são identificadas como um 

saber-fazer (praxis), e não se apresentam isoladamente visto que toda técnica exige, pelo 

menos, uma justificativa, ou seja, um “discurso lógico” (logos) que lhe dá suporte, 

chamado de tecnologia.  

A tecnologia () tem por objetivo justificar “racionalmente” a técnica utilizada no 

cumprimento de determinada tarefa, é um “discurso lógico” que tem inclusive como 

função “explicar/esclarecer” a técnica para assegurar que ela seja cumprida corretamente 

(CHEVALLARD, 1999) 

Considerando o exemplo dado e as técnicas apresentadas como resolução da tarefa 

proposta, podemos justificá-las por: 

 Teoremas da equação geral da reta e da condição para alinhamento de três 

pontos. 

 Propriedades dos determinantes. 

 Fórmula da equação da reta conhecido um ponto e o coeficiente angular. 

 Postulado da determinação da reta. 

 Métodos de resolução de Sistemas Lineares 

 Propriedades das operações algébricas. 

 

Segundo Chevallard (1999), a noção de tecnologia se apresenta considerando três 

funções básicas:  

 Primeiro: com o objetivo de justificar racionalmente a técnica utilizada no 

sentido de assegurar que aquela técnica escolhida realizará a tarefa. 

 Segundo: com a finalidade de explicar a técnica utilizada, esclarecer, torná-la 

inteligível, ao ponto de confirmar porque foi escolhida para resolver 
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determinada tarefa – sua adequação. Um exemplo dessa função é a utilização 

das demonstrações com o sentido de explicação. 

 Terceira: com o objetivo de produção de técnicas, entendendo que sempre há 

tecnologias potenciais a espera de técnicas que são pouco utilizadas, ou mesmo, 

suscitar o aparecimento de uma técnica mais sofisticada. 

 

Por sua vez o discurso tecnológico () exige um nível superior de justificativa, o 

que o autor chama de teoria (  ), que retoma, em relação à tecnologia, o papel que esta 

última tem em relação à técnica. Esse bloco é determinado por Chevallard (1999) de bloco 

tecnológico-teórico ( / ) e está relacionado ao “saber”. 

Para o exemplo apresentado, o bloco tecnológico-teórico pode ser composto, 

considerando-se os seguintes campos da Matemática: 

 Geometria, Geometria Analítica e Álgebra. 

 

O bloco tecnológico/teórico apresentado não se encerra, porém, é suficiente para 

realizar as atividades a que se propõe. Sempre é possível buscar uma teoria mais complexa 

ou mesmo técnicas e tecnologias mais eficazes que aprimorem a realização das tarefas. 

Essa situação é tratada pelo autor ao apresentar os momentos de estudo, considerando que 

a avaliação final do processo é uma fase importante a ser realizada. 

 

3.1.1 Entendendo uma Organização Didática (OD) e uma Organização Matemática (OM) 

 

Chevallard (1999) apresenta, além da Praxeologia Didática, o termo Organizações 

Didáticas (OD) interpretando-os como respostas às questões do tipo: Como estudar 

determinadas questões ou obras? A intenção do autor é saber quais os tipos de tarefas são 

constitutivas de uma praxeologia didática, ou melhor, que ações podem ser consideradas 

como ações didáticas. Segundo o autor, como organização didática entenderemos o 

conjunto de tipos de tarefas, técnicas, tecnologias mobilizadas para o estudo em 

determinada Instituição. Segundo Rossini (2006) “o que distingue a atividade Matemática 
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das outras atividades humanas é que, diante de uma tarefa, é preciso saber como resolvê-

la.” (ROSSINI, 2006, p.28, grifo nosso). 

Acreditamos que o saber resolver determinada tarefa pressupõe mobilizar 

determinadas técnicas que possibilitem resolvê-la de maneira eficaz. A mobilização de 

técnicas é intrínseca ao aluno, utilizará seus conhecimentos prévios e as ferramentas 

conceituais que lhe são próprias para resolver tais questões. É sobre esse aspecto que 

Chevallard (1999) propõe a organização didática que auxiliará o trabalho do professor na 

abordagem de conteúdos matemáticos. 

Segundo o autor, a praxeologia associada a um “saber” é a união de dois blocos: 

“saber-fazer” (técnico/prático) e “saber” (tecnológico/teórico), sendo assim as praxeologias 

associadas a um “saber matemático” podem ser representadas de duas maneiras 

complementares: 

 Organização Matemática (OM): preocupa-se com a construção Matemática a 

ser desenvolvida em sala de aula. 

 Organização Didática (OD): preocupa-se em como se efetivará essa construção. 

 

A partir da distinção dessas duas organizações ou praxeologias, podem-se realizar 

análises com vistas a descrever como se articulam o conjunto de tarefas, técnicas, 

tecnologia e teorias apresentadas para determinado conteúdo matemático. 

Para que as análises sejam efetivadas, Chevallard (1999) propõe alguns critérios 

que podem ser considerados ao avaliar tipos de tarefas, técnicas ou mesmo o bloco 

tecnológico-teórico. Identifica que é interessante que se verifique:  

 Para tipos de tarefas (CT)
21

: quais são apresentadas de forma clara e bem 

identificadas; se há validade nos tipos de tarefas apresentadas; se realmente são 

representativas das situações Matemáticas frequentemente encontradas. 

                                                 

 

21
 Chevallard simboliza tipos de tarefas por (T), então utilizaremos (CT) para critérios para análise de tipos 

de tarefas, (Cô) para níveis de técnicas e (Cr) para o quadro tecnológico-teórico. 
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 Para técnicas (Cô): utilização de técnicas elaboradas; de fácil utilização e 

imprescindíveis para a realização do tipo de tarefa; confiáveis para o 

cumprimento do tipo de tarefa proposto. 

 Para o bloco tecnológico-teórico (Cr): justificativas próximas das 

matematicamente válidas, adequadas ao problema colocado, com argumentos 

cientificamente válidos e que possam produzir novas técnicas. 

 

Chevallard não considera uma praxeologia como um processo isolado. Todo 

processo de formação de saberes e conhecimentos só ocorre porque existe uma Instituição 

– de ensino – que a incorpora e torna esse processo ativo. Consideramos o termo ativo 

pelas modificações que surgem, por aspectos que são acrescentados ou retirados, mas que 

têm finalidades específicas para aquela Instituição. 

Há alguns fatores, destacados por Chevallard (2002 apud Almouloud, 2007, p.123), 

relacionados aos ajustes necessários das praxeologias, dentre os quais destacamos: 

 O que diz respeito ao envelhecimento das praxeologias aplicadas a uma 

Instituição, pelo fato de seu bloco teórico/tecnológico perder seu crédito, ou 

mesmo, não se desenvolverem técnicas mais elaboradas para realização das 

tarefas. 

 Outro fator está relacionado à possibilidade da passagem de uma praxeologia 

aplicada a uma Instituição inicial a uma outra Instituição para que possa ser 

utilizada. 

 

Essa passagem é denominada por Chevallard (2002) de transposição, porém quando 

ela ocorre em uma Instituição de ensino (por exemplo: escola ou mesmo a sala de aula), é 

denominada transposição didática. 

O autor explica a transposição didática como a utilização de mecanismos gerais que 

permitem a passagem de um objeto de “saber a um objeto de ensino”. Essa teoria tem o 

propósito de fazer uma análise epistemológica do “saber” sob o ponto de vista didático, 

visando às transformações adaptativas pelas quais o conhecimento (saber científico) passa 

para tornar-se “saber” a ensinar. 
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Almouloud (2007, p.123), destaca que anteriormente à elaboração das atividades de 

uma OD, o objeto matemático deve ser observado, analisado, descrito e avaliado para 

proporcionar, após esse estudo, a elaboração de atividades adequadas ao seu ensino e 

aprendizagem. Portanto, a organização Matemática deve ser pensada inicialmente. A 

praxeologia em questão deverá se adequar às características próprias da realidade da nova 

Instituição. 

Sintetizamos esses conceitos em um quadro que organiza o que Chevallard (1999) 

chama de praxeologia. 

 

Figura 7 – Esquema representativo da Organização Praxeológica segundo Chevallard (1999) – (autoria própria) 

 

Apresentamos nessa parte de nossa pesquisa aspectos da teoria proposta por 

Chevallard (1999) para análise de processos didáticos. 

Consideramos que essa teoria é um importante instrumento de análise, no contexto 

da Educação Matemática, especialmente em nosso trabalho, por permitir as análises de 

materiais didáticos. A praxeologia proposta pelo autor pode possibilitar ao professor, a 

partir de uma análise a priori das técnicas, enquanto uma lista de instruções a serem 

seguidas para realizar tais tipos de tarefas, alterar (ou não) sua proposta inicial (formulação 

de tarefas ou tipos de tarefas) para melhor adequá-las aos objetivos dos conteúdos 

estudados. 
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3.2 Balacheff – aspectos relativos à prova e demonstração 

 

Ao decidirmos trabalhar, em nossa pesquisa, com a análise das provas e 

demonstrações presentes em materiais didáticos relativas ao conteúdo Geometria Analítica, 

buscamos os estudos realizados por Balacheff (1987; 1988) ao categorizar os tipos de 

provas produzidas por alunos.  

Na França, a demonstração ocupa um lugar importante na organização curricular da 

Matemática, aparecendo no primeiro ciclo da escola secundária como objeto de estudo. 

Segundo Balacheff (1988) o ensino das demonstrações não pode se basear somente na 

transferência aos alunos das mesmas demonstrações utilizadas e aceitas pela comunidade 

científica, mas que esse objeto matemático passe por uma transposição didática 

(CHEVALLARD, 1991) que o transforme em um objeto de ensino. 

Balacheff (1988) considera as demonstrações um tema essencial para a 

aprendizagem da Matemática, porém, essa aprendizagem apresenta dificuldades. Balacheff 

(1987) destaca que essas dificuldades  

 

[...] estão relacionadas à passagem (que pode ser vista como uma ruptura 

de contrato didático) de uma Matemática prática, caracterizada pela ação 

e observação, a uma Matemática mais teórica, devido a introdução da 

demonstração (BALACHEFF, 1987) 

 

Considerando as demonstrações aceitas pela comunidade científica, Balacheff 

(1988) identifica dois aspectos: 

 

Por um lado é uma forma privilegiada de prova, ela remete a uma prática 

que permite ao mesmo tempo uma comunicação e validação;  

Por outro lado, é objeto de estudo para lógicos, ela recebe uma definição 

precisa no contexto das teorias formais (BALACHEFF, 1988, p.15, 

tradução nossa) 

 

Ao destacar a demonstração como uma forma de prova, esse autor considera 

importante diferenciar os termos prova, demonstração e explicação, entendendo que em 

muitas situações, no âmbito da Matemática, são utilizados como sinônimos e podendo 

acarretar obstáculos às pesquisas sobre ensino e aprendizagem desses termos. 
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Balacheff (1987) propõe as seguintes definições para cada um desses termos: 

 

Chamamos explicação um discurso que visa tornar compreensível o 

caráter de verdade, adquirido pelo locutor de uma proposição ou de um 

resultado. As razões podem ser discutidas, recusadas ou aceitas. 

Chamamos prova uma explicação aceita por uma comunidade em um 

determinado momento. Essa decisão pode ser objeto de um debate entre a 

significação e a exigência de determinar um sistema de validação comum 

aos interlocutores. 

Entre as provas, certamente há uma particular, elas são uma sequência de 

enunciados seguindo regras determinadas: um enunciado é conhecido 

como sendo verdadeiro, ou bem é obtido a partir daqueles que lhe 

precedem com o auxílio de uma regra de dedução tomada de um conjunto 

de regras bem definidas. Chamamos demonstração essas provas. Nós 

reservamos a palavra raciocínio para designar a atividade intelectual, na 

maior parte do tempo não explícita e manipulação de informações para, a 

partir de dados, produzir novas informações (BALACHEFF, 1987, 

pp.147,148). 

 

Balacheff (1987) afirma que a passagem de uma Matemática de observação 

(validações empíricas) para a chamada Matemática formal (teórica) apresenta dificuldades 

no que concerne à aprendizagem dos alunos, pois passam agora a exigir deles um avanço 

cognitivo para o qual, em muitos casos, ainda não estão totalmente preparados. 

Foi a partir da distinção dos diferentes estágios do desenvolvimento cognitivo que 

Balacheff (1988), desenvolveu seus estudos com o intuito de categorizar os tipos de provas 

produzidas por alunos, a partir de situações-problema em Geometria dedutiva. 

A seguir apresentamos alguns aspectos da tipologia de provas apresentados por 

Balacheff e que serão utilizados em nossas análises. 

 

3.2.1 Categorias e tipos de provas 

 

Em suas primeiras pesquisas sobre o tema provas e demonstrações, Balacheff 

(1987;1988) fez a distinção de uma tipologia de provas relativa ao desenvolvimento 

cognitivo, inserida nas duas categorias por ele estabelecidas: as provas pragmáticas e 

provas intelectuais. Essa categorização foi estabelecida, em sua tese de doutoramento, por 
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meio das análises das produções dos alunos, a partir do estudo de propriedades geométricas 

dos polígonos. 

 

Prova pragmática é hipotecada pela singularidade do acontecimento que 

a constitui, é preciso aceitar seu caráter genérico. Ela é além disso, 

tributária de um contingente material: ferramentas imprecisas, defeitos de 

funcionamento. 

Prova intelectual mobiliza uma significação contra uma outra, uma 

pertinência contra uma outra, um racionalidade contra uma outra 

(BALACHEFF, 1988, p.54). 

 

As categorias de provas estabelecidas por esse autor, distinguem-se pelo tipo de 

validações que propiciam com acesso ou não à experimentação. 

Freitas (2003) interpreta essa categorização relacionando as provas pragmáticas 

àquelas que se apóiam em tentativas numéricas relacionadas à realização de experiências e 

as provas intelectuais àquelas que utilizam registros de representação algébricos para 

validar as proposições. 

Nas provas consideradas pragmáticas, o aluno busca fundamentar suas convicções 

realizando algumas verificações numéricas e validando-as, considerando assim que possa 

torná-las gerais. Segundo Dias (2009), o papel do professor é fundamental nesse momento, 

uma vez que 

 

[...] no ambiente da sala de aula, se o professor não instiga o aluno a 

justificar as suas afirmações, este pode não enxergar motivos para 

empreender uma validação para suas conjecturas, se contentando em 

exemplificá-las (DIAS, 2009, p.33). 

 

Um processo de ensino e aprendizagem que contemple a utilização de provas e 

demonstrações pode permitir ao aluno desenvolver meios de validação que lhe permitam ir 

além das constatações meramente numéricas.  

No âmbito das provas intelectuais, a elaboração das justificativas que validam os 

resultados encontrados deve assumir um rigor maior do que o encontrado nas provas 

pragmáticas, considerando a utilização de uma linguagem que tenta explicar a ocorrência 

de uma propriedade Matemática, por exemplo.  
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Segundo Balacheff (1988), o recurso às experiências mentais marca 

verdadeiramente a passagem da produção de provas pragmáticas à produção de provas 

intelectuais, não considerando somente a produção de ações efetivas, mas o 

desenvolvimento de ações interiores, no sentido do desenvolvimento cognitivo de Piaget. 

Segundo Dias (2009), considerando o desenvolvimento cognitivo (raciocínio) as provas 

pragmáticas e as intelectuais encontram-se em pólos opostos. 

 

De um lado, as provas pragmáticas estão envolvidas em um raciocinar 

para a prática; enquanto que de outro lado, as provas intelectuais abarcam 

um racionar voltado para a construção de uma rede de significados. 

Podemos afirmar que as primeiras conectam-se à problemática da 

eficácia; e as segundas, à problemática do rigor (DIAS, 2009, p.34). 

 

Balacheff (1988) determina, a partir das provas pragmáticas e intelectuais, quatro 

principais tipos considerando a gênese cognitiva da demonstração, ou seja, pelos 

raciocínios desenvolvidos e conhecimentos mobilizados ao produzir uma prova: 

 

Empirismo ingênuo: consiste em assegurar a validade de um enunciado 

baseado na observação de um caso qualquer. Esse modo de validação é 

bem rudimentar e insuficiente. É uma das primeiras formas utilizadas 

para generalizações
22

 (PIAGET, 1978 apud BALACHEFF, 1988, p.56, 

tradução nossa). 

Experiência crucial: é um processo que consiste em verificar a validade 

de uma proposição a partir de duas hipóteses, podendo-se rejeitar uma em 

detrimento à outra. Nesse processo, a explicitação da generalização se dá 

pela realização de experiências, na busca de um resultado geral. 

Exemplo genérico: consiste na explicação das razões de validação de 

uma proposição pela realização de operações ou de transformações de um 

objeto presente, particular. A formulação de propriedades características 

e estruturas pertencentes a uma classe ou Campo. 

Experiência mental: representa a interiorização da ação desvinculada de 

seu representante particular. A validação de uma proposição é sustentada 

pela teoria (BALACHEFF, 1988, p.56). 

 

                                                 

 

22
 A importância das experiências no desenvolvimento das estruturas cognitivas, segundo Piaget e Inhelder 

(1989) apud Lima (2004), é considerado um dos fatores do desenvolvimento, entretanto, é importante saber 

como é que o sujeito exerce a sua ação e como o sujeito registra os dados da experiência. Piaget considera a 

importância do papel da história vivida pelo sujeito e da ação das experiências passadas sobre a experiência 

atual em todas as fases de desenvolvimento, desde o período sensório-motor até o período das operações 

formais (Lima, 2004). 
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Balacheff (1988) enfatiza que o recurso à experiência mental evidencia a passagem 

das provas pragmáticas às provas intelectuais pelas ações interiores, no sentido da 

mobilização cognitiva necessária à elaboração desse tipo de prova, considerada pelo autor 

em um nível mais elevado. As provas intelectuais elaboradas a partir da experiência mental 

mais se aproximam das estruturas formais exigidas em uma demonstração. 

 

3.3 O significado de prova e demonstração utilizado em nosso trabalho 

 

Trataremos, no decorrer de nosso trabalho, da utilização das provas e 

demonstrações em materiais didáticos, entretanto, julgamos necessário definirmos qual a 

concepção que adotaremos para esses termos, dentre as que aqui foram expostas. 

As pesquisas apontam que existem problemas envolvendo esses termos no âmbito 

da formação de professores, como cita Pietropaolo (2005), Gravina (2001), ou ainda no 

que diz respeito ao ensino e a aprendizagem da formalização Matemática em todos os 

níveis de ensino como apontam Hajnal (2007), Carvalho (2007), Amorim (2008). 

Duval (1995, apud ALMOULOUD 2007) analisando as possíveis causas do 

fracasso do ensino e aprendizagem da demonstração em Matemática, aponta a atividade 

cognitiva solicitada para a elaboração de uma prova como um empecilho natural para uma 

aprendizagem tranquila. Seu aprendizado requer um desenvolvimento cognitivo particular 

e específico que, em muitos casos, o aprendiz ainda não alcançou. Outro fator importante a 

considerar na produção de provas, diz respeito à linguagem natural que está intimamente 

relacionada a esse processo, visto que as argumentações podem ser redigidas, relacionando 

oralidade e escrita. 

Amparados por essas reflexões e considerando que muitos são os enfoques, por 

meio dos quais esse tema possa ser discutido, julgamos importante identificar a concepção 

de prova e demonstração que utilizaremos no decorrer do nosso trabalho. Apropriamos-nos 

da concepção de Balacheff (1987) para os dois termos, visto que nos auxiliará nas análises 

que realizaremos, portanto nosso entendimento sobre o que é uma prova e uma 

demonstração em Matemática obedecerá a partir de então a seguinte definição: 
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Prova: uma explicação aceita por uma comunidade em um determinado 

momento. Essa decisão pode ser objeto de um debate entre a significação 

e a exigência de determinar um sistema de validação comum aos 

interlocutores. 

Demonstração: caso particular de prova; é uma sequência de enunciados 

seguindo regras determinadas: um enunciado é conhecido como sendo 

verdadeiro ou bem é obtido a partir daqueles que lhe precedem com o 

auxílio de uma regra de dedução tomada de um conjunto de regras bem 

definidas. Chamamos demonstração essas provas (Balacheff, 1987, 

pp.147-148). 

 

Em síntese, a demonstração, enquanto um caso particular de prova aceita por uma 

comunidade Matemática, se organiza a partir de encadeamentos lógicos de afirmações 

verdadeiras. Os encadeamentos proporcionados por essa sequência de afirmações 

verdadeiras têm por objetivo justificar, validar a construção de um corpo teórico que, em 

muitos casos, iniciou-se a partir de observações empíricas e intuitivas.  

Na construção desse corpo teórico, advindo de observações, apoiamo-nos em Dias 

(2009) ao explicitar a demonstração como 

 

[...] um processo pelo qual uma conjectura, fruto de experimentações e 

observações, no âmbito da prática ou da teoria, passa a ter o status de 

verdade Matemática, ou seja, ela é integrada ao conjunto das afirmações. 

Esse processo visa construir um encadeamento lógico de afirmações, 

culminando com a veracidade ou não da conjectura (DIAS, 2009, p.37, 

grifo nosso). 

 

O processo matemático que leva uma conjectura a assumir o status de verdade, 

citado pela autora, é tão complexo quanto o desenvolvimento cognitivo necessário para 

acompanhá-lo. Nossa reflexão permitiu-nos concordar com Balacheff (1987) ao considerar 

como uma das dificuldades presentes no processo de ensino e aprendizagem das 

demonstrações, o desenvolvimento cognitivo dos indivíduos. Demonstrar em Matemática 

não se torna tarefa simples, requer um domínio de encadeamento simbólico e raciocínio 

dedutivo-argumentativo pertencentes ao desenvolvimento cognitivo de cada indivíduo. 

Ao considerar a importância do desenvolvimento cognitivo dos indivíduos para a 

compreensão e elaboração de uma demonstração, citamos De Villiers (2001) ao explicitar 

sobre as importantes funções de uma demonstração, inclusive como meio de desafio 

intelectual  
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Para os matemáticos a demonstração é um desafio intelectual que eles 

acham apelativo como outras pessoas podem achar apelativos puzzles ou 

outros passatempos ou esforços. [...] Fazer demonstrações poderia ser 

também comparado com o desafio físico de correr uma maratona ou 

contemplar uma prova de triatlo, e a satisfação que se sente depois. Neste 

sentido, a demonstração serve as funções de realização e satisfação 

pessoais (De VILLIERS, 2001, p.35). 

 

Entrelaçando o significado de prova e demonstração que adotaremos em nossa 

pesquisa a partir desse ponto, resta–nos ainda definir o que estamos chamando, no decorrer 

desse trabalho, de método axiomático. Entendemos axiomática – desenvolvida entre os 

séculos XIX e XX – enquanto um campo de estudo dos conjuntos de postulados e suas 

propriedades, segundo Eves (2004), o qual aponta dois fatores de fundamental importância 

para esse desenvolvimento: pesquisas que visavam encontrar um conjunto de postulados 

aceitável para a Geometria euclidiana e a descoberta de Geometrias não-euclidianas, que 

fosse igualmente consistente. 

O processo de demonstração apoia-se em premissas consideradas verdadeiras e 

segue um encadeamento lógico, como anteriormente observado. Considerando o tema 

dessa pesquisa – Geometria Analítica – e a relação que se estabelece entre dois campos da 

Matemática – Geometria e Álgebra – tomamos como exemplo o modelo axiomático 

definido para a Geometria euclidiana e assim descrito por Gravina (2001): 

 

Este modelo organiza-se em noções e relações primitivas, axiomas, 

definições e teoremas. As noções e as relações primitivas são aceitas 

sem explicação e revestem-se de significados intuitivos, é assim que se 

fala, inequivocamente, de pontos, retas, estar entre, ser igual a... [...] 

Axiomas são os pressupostos aceitos como ponto de partida para a 

construção do modelo, não cabendo questionamentos quanto à sua 

veracidade. [...] 

Definições são simples facilitadores na organização do modelo, 

encerrando, em expressão única, determinadas relações geométricas. [...] 

Teoremas são afirmações passíveis de demonstração, estando sua 

veracidade garantida por um encadeamento de inferências lógicas – a 

argumentação lógico-dedutiva – apoiadas na estrutura que dá início ao 

modelo, e nos teoremas que, similarmente, já foram aí inseridos; [...] 

(GRAVINA, 2001, p.58, grifo nosso). 
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Estabelecemos, portanto, a conceituação dos termos que utilizaremos em nosso 

trabalho e que foram adotados após nossas reflexões acerca das pesquisas consultadas 

sobre a problemática envolvendo o ensino e a aprendizagem das demonstrações em 

Matemática. 

Concluímos essa parte de nossa pesquisa relacionada à apresentação do referencial 

teórico que utilizaremos para fundamentar nossas análises. Consideramos que as relações 

que estabeleceremos entre a tipologia de provas proposta por Balacheff (1987;1988), e a 

organização praxeológica proposta por Chevallard (1999), nos materiais didáticos em que 

essas tarefas estão representadas, trarão ao nosso trabalho indícios das escolhas dos autores 

que poderão confirmar nossas hipóteses iniciais de pesquisa. 

 

3.4 Metodologia de Pesquisa 

 

“Para se realizar uma pesquisa é preciso promover o confronto entre os 

dados, as evidências, as informações coletadas sobre determinado 

assunto e o conhecimento teórico acumulado a respeito dele.” 

Lüdke, M. André, M.E.D.A., 1986 

 

Destacaremos alguns aspectos relacionados à pesquisa qualitativa em educação e ao 

desenvolvimento metodológico de nossa pesquisa. 

Ao desenvolver sua pesquisa, o pesquisador tem por objetivo buscar respostas para 

fatos que lhe pareçam problemáticos ou que, pelo menos, exijam aprofundamento teórico 

permitindo-lhes aprimoramentos. Entendemos pesquisa no sentido atribuído por Pádua 

(2004) ao afirmar que, em um sentido amplo 

 

[...] pesquisa é toda atividade voltada para a solução de problemas; como 

atividade de busca, indagação, investigação, inquirição da realidade, é a 

atividade que vai nos permitir, no âmbito da ciência, elaborar um 

conhecimento, ou um conjunto de conhecimentos, que nos auxilie na 

compreensão desta realidade e nos oriente em nossas ações (PÁDUA, 

2004, p.31). 
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Entendemos que a pesquisa, enquanto atividade de busca pode utilizar-se de 

recursos metodológicos diferenciados promovendo uma integração entre eles, tais como, 

características de pesquisa – qualitativa ou quantitativa – ou diferentes enfoques – 

documental, bibliográfico, estudo de caso – dentre outros. 

Ao realizarmos uma pesquisa e definirmos qual o tema a ser estudado, podemos 

escolher trabalhar com uma pesquisa com características qualitativas ou quantitativas. 

Segundo Bogdan e Biklen (1994), os dois tipos de pesquisa podem ser comparados em 

vários aspectos – um exemplo são os objetivos, pois, enquanto a pesquisa qualitativa 

busca: desenvolver conceitos sensíveis; descrever realidades múltiplas; ter teorias 

fundamentadas e desenvolver a compreensão, a pesquisa quantitativa busca: testar teorias; 

descrever estatisticamente; encontrar relações entre variáveis.  

A classificação entre pesquisa qualitativa e quantitativa não separa propriamente 

uma da outra. O pesquisador levanta dados numéricos e realiza tratamentos com esses 

dados, porém, analisa-os qualitativamente. As pesquisas qualitativas apresentam 

características particulares, que não devem ser entendidas como regras. 

Segundo Bogdan e Biklen (1982, apud LÜDKE e ANDRÉ 1986), ao discutirem o 

conceito de pesquisa qualitativa apresentam cinco características básicas que configuram 

esse tipo de estudo, a saber: 

 

1. A pesquisa qualitativa tem o ambiente natural como sua fonte direta 

de dados e o pesquisador como seu principal instrumento. 

2. Os dados coletados são predominantemente descritivos. 

3. A preocupação com o processo é muito maior do que com o produto. 

4. O “significado” que as pessoas dão às coisas e à sua vida são focos 

de atenção especial pelo pesquisador. 

5. A análise dos dados tende a seguir um processo indutivo (BOGDAN 

E BIKLEN, 1982 apud LÜDKE e ANDRÉ, 1986, pp.11-13). 

 

A partir dessas características básicas, segundo os autores, identificamos, no âmbito 

de nossa pesquisa, a presença de pelo menos três delas ao considerar: o “significado” que 

as pessoas – em nosso caso, os autores dos materiais didáticos dão às coisas – escolhas 

feitas para a apresentação das tarefas a serem, por nós, analisadas –; a posição do 

pesquisador como instrumento fundamental na pesquisa; a nossa preocupação voltada ao 
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processo – organização praxeológica – e não efetivamente ao produto – aprendizagem da 

Geometria Analítica – apesar desses dois aspectos estarem intimamente relacionados no 

processo de ensino e aprendizagem. 

Ao definirmos em nossa pesquisa que trataríamos de um tema que se desenvolveu 

no decorrer dos séculos– a demonstração – consideramos que deveríamos estudá-lo 

historicamente e, especificamente no conteúdo Geometria Analítica, como ele estaria 

representado em termos da organização praxeológica em materiais didáticos. 

A partir desse momento, escolhemos que desenvolveríamos nossa pesquisa, 

principalmente, por meio de uma análise documental. Consideramos o termo documento 

no mesmo sentido da especificação dada por Phillips (1974, apud LÜDKE e ANDRÉ 

1986, p.38) ao destacar que são considerados documentos “quaisquer materiais escritos 

que possam ser usados como fonte de informação sobre o comportamento humano.” 

Segundo Guba e Lincoln (1981, apud LÜDKE e ANDRÉ 1986, p.38) uma das 

vantagens de se trabalhar com a pesquisa documental é considerar que uma fonte tão 

repleta de informações sobre a natureza do contexto nunca deve ser ignorada, quaisquer 

que sejam os outros métodos de investigação escolhidos.  

Entendemos que, ao analisar materiais didáticos sob a luz de um referencial teórico, 

estaremos considerando as escolhas dos sujeitos (autores desses materiais) relevantes às 

nossas análises. Esse fato vem corroborar a ideia de que esses mesmos documentos possam 

ser analisados sob outro enfoque, evidenciando, assim, a riqueza de uma fonte documental. 

Consideramos, então, que nosso trabalho caracteriza-se como uma pesquisa 

qualitativa com enfoque documental. 

Decidimos por analisar materiais didáticos referindo-nos às coleções de livros 

didáticos aprovadas pelo Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio (BRASIL, 

2009) e ao material disponibilizado pela Secretaria da Educação do Estado de São Paulo 

(SEESP) utilizado em toda a rede pública estadual a partir da Proposta Curricular de 

Matemática (SÃO PAULO, 2008). Esse material não se caracteriza por um livro didático, 

pois são cadernos bimestrais que contemplam atividades referentes aos conteúdos 

abordados no bimestre (4 cadernos ao ano), portanto utilizamos o termo materiais 

didáticos para abranger as coleções de livros e esses cadernos. 
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No intuito de analisar como os autores organizaram o estudo da praxeologia 

Matemática referente à Geometria Analítica, especificamente a equação da reta, realizamos 

uma pesquisa qualitativa com enfoque documental. Para tanto, buscamos as pesquisas e 

demais publicações no âmbito da Educação Matemática que tratam desse assunto, 

considerando tipos de provas, demonstrações, conteúdos em Geometria Analítica, e ainda, 

trabalhos relacionados à análise praxeológica, proposta por Chevallard. 

Realizamos um breve estudo histórico relativo aos aspectos do desenvolvimento do 

raciocínio dedutivo, passando pelo estudo das demonstrações como também pelas 

diferenciações dadas a esses dois termos – prova e demonstração – inclusive por 

pesquisadores da Educação Matemática. Buscamos também os documentos oficiais da 

Educação Brasileira: Parâmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (BRASIL, 

2002), PCN+ Ensino Médio (BRASIL, 2002), Orientações Curriculares para o Ensino 

Médio (BRASIL, 2006) e Proposta Curricular de Matemática para o Ensino Médio (SÃO 

PAULO, 2008) que organizam os conteúdos matemáticos a serem contemplados na 3ª 

série/EM, com o propósito de analisar o que esses documentos sugerem a respeito do 

trabalho com demonstrações em conteúdos matemáticos. 

Considerando esse levantamento efetivado e a bagagem de conhecimentos que essa 

busca nos proporcionou, realizamos as análises nos materiais didáticos selecionados, a 

partir dos critérios estabelecidos. Amparados pelo referencial teórico escolhido, tecemos 

considerações a partir dos resultados encontrados. 
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CAPÍTULO 4 

 

GEOMETRIA ANALÍTICA – ESTUDO DO OBJETO MATEMÁTICO 

 

“Espero que a posteridade me julgue com benevolência, não pelas coisas 

que expliquei, mas também por aquelas que omiti intencionalmente para 

deixar a outros o prazer da descoberta.” 

René Descartes (1596-1650) 

 

Este capítulo será dedicado aos estudos relacionados à Geometria Analítica 

perpassando suas origens, a introdução no currículo escolar brasileiro ao se tornar 

disciplina nos cursos de licenciatura e à estrutura apresentada nos documentos oficiais de 

educação. Apresentaremos ainda alguns aspectos relativos ao estudo da Geometria 

Analítica enquanto objeto matemático, com ênfase ao estudo da Equação da Reta, foco de 

nossa pesquisa. 

 

4.1 Estudo histórico 

 

A Geometria Analítica não foi criada a partir de uma data exata, fixa, porém 

historicamente sabemos que muitos processos evoluíram até que chegássemos aos moldes 

que estudamos hoje. 

Conhecemos as utilizações que os antigos egípcios faziam dos métodos 

geométricos aplicados à agricultura e que muitos dos problemas encontrados no Papiro 

Rhind
23

 (aprox.1650 a.C.) eram geométricos e envolviam cálculos de áreas e volumes de 

terras e grãos. Reportando-nos à Geometria grega, o marco fundamental foi a obra de 

                                                 

 

23
 Uma das fontes responsáveis por informações sobre o desenvolvimento da Matemática na antiguidade são 

os papiros egípcios encontrados datando de 1650 a 2000 a.C.. Segundo Boyer (1996, p.8) um desses 

documentos, comprado em 1858 (séc.XIX) numa cidade à beira do Nilo por Henry Rhind, denominava-se 

Papiro Ahmes, ficando também conhecido como Papiro Rhind. É um dos mais extensos documentos da 

época antiga, contendo 5m de comprimento. Seu conteúdo trazia problemas diversos de cálculo, aritmética, 

Geometria e trigonometria, revelando vários aspectos da Matemática egípcia. 
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Euclides (300 a.C.), os Elementos, a qual após Tales de Mileto, considerado o precursor de 

descobertas Matemáticas (EVES, p.95), organizou a Geometria formalmente, como já 

discorremos no capítulo anterior. 

No século XIII, citamos os estudos e contribuições de Leonardo Fibonacci que, 

dentre tantos temas desenvolveu trabalhos sobre Geometria e trigonometria – Practica 

Geometriae (1220) – obedecendo ao rigor matemático de Euclides. Chegamos, abreviando 

nosso caminhar, ao século XIV em que encontramos o matemático francês Nicole Oresme 

(1323-1382, séc.XIV), considerado de fundamental importância para o desenvolvimento da 

Geometria Analítica, visto que 

 

Num de seus opúsculos [...] ele faz a localização de pontos por 

coordenadas, antecipando assim a Geometria Analítica. Um século mais 

tarde, esse último trabalho mereceria várias edições e é possível que 

tenha influenciado matemáticos do Renascimento, e até mesmo Descartes 

(EVES, 2004, p.295). 

 

Muito antes de René Descartes, Nicole Oresme já estudava a questão da 

quantificação das “formas variáveis”, englobando a velocidade de objetos móveis e a 

variação de temperatura, de ponto a ponto, com a preocupação de como representá-las. 

Oresme, por volta de 1361, teve a sensibilidade de pensar na representação da variação das 

“formas” por meio de uma figura ou gráfico que explicitasse tal variação. Por meio dessa 

percepção surgiu o que chamamos hoje de representação gráfica de funções. A novidade 

estabelecida, na época, era a da possibilidade de representar graficamente uma quantidade 

variável.  

O sistema ortogonal utilizado por Oresme, para apresentar a dependência entre as 

quantidades, assemelha-se ao que chamamos, hoje, de Sistema Cartesiano Ortogonal pelo 

uso das coordenadas e eixos horizontais e verticais. Oresme interpretava que 

 

Tudo o que é mensurável, [...] é imaginável na forma de quantidade 

contínua; por isso ele traçou um gráfico velocidade-tempo para um corpo 

que se move com aceleração constante. Ao longo de uma reta horizontal 

ele marcou pontos representando instantes de tempo (ou longitudes), e 

para cada instante ele traçou perpendicularmente à reta de longitudes um 

segmento de reta (latitude) cujo comprimento representava a velocidade 

(BOYER, 1996, p.181, grifo nosso). 
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A representação gráfica dessa relação originou um triângulo retângulo, revelando a 

distância percorrida pelo corpo (como mostra a figura 8) que, segundo Boyer (1996), 

confirmou posteriormente as observações de Galileu sobre corpos que caem. 

 

[...] as distâncias estão entre si como os números ímpares; e como a soma 

dos n primeiros números ímpares consecutivos é o quadrado de n, a 

distância total percorrida varia como o quadrado do tempo (BOYER, 

1996, p.181). 

 

 

Figura 8 – Gráfico velocidade-tempo, segundo Nicole Oresme, séc.XIV (BOYER,1996, p.181) 

 

As contribuições de Nicole Oresme à Geometria Analítica, pelo uso das 

coordenadas e, segundo alguns historiadores, pela primeira manifestação explícita da 

equação da reta (BOYER, p.383) a partir da construção gráfica, podem ter influenciado 

matemáticos em seus desenvolvimentos posteriores, inclusive Descartes.  

A Geometria Analítica entendida como tratamento algébrico de problemas 

geométricos ou vice-versa, tornou-se possível a partir dos desenvolvimentos algébricos 

ocorridos, principalmente, nos séculos XV e XVI pelas contribuições de Rudolff, Stifel, 

Viète, dentre outros. Considera-se, talvez por isso, que René Descartes (1596-1650) trouxe 

à Geometria Analítica o desenvolvimento que não foi possível na época de Oresme, ao que 

concerne à simbologia algébrica necessária. Entretanto, simultaneamente a Descartes, 

desenvolviam-se trabalhos relativos à Geometria Analítica pelo também matemático 

francês Pierre de Fermat (1601-1665). Os moldes da Geometria Analítica como a 

conhecemos hoje, se devem principalmente, a esses dois grandes matemáticos. 

Segundo Eves (2004), os trabalhos de Fermat em 1636 já tratavam da equação geral 

da reta e da circunferência como ainda, discussões a respeito de hipérboles, elipses e 

parábolas. Fermat preocupava-se inicialmente com o estudo analítico das curvas para, 
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posteriormente, estudar as posições ocupadas por elas, geometricamente. Essa idéia ia de 

encontro à visão de Descartes, que estudava inicialmente o lugar geométrico e então 

buscava a equação correspondente. 

Os trabalhos desenvolvidos por René Descartes têm em sua obra Discours de la 

Méthode pour Bien Conduire sa Raison et Chercher la Vérité dans lês Sciences (1637) 

(Discurso do Método para Bem Conduzir a Razão e Procurar a Verdade nas Ciências), um 

tratado filosófico, sua obra-prima. Esse trabalho apresentava três apêndices: La dioptrique, Les 

météores e La géométrie, sendo esse último, portador de suas contribuições à Geometria 

Analítica. Descartes trazia, em suas ideias, um real avanço às ideias gregas ao relacionar 

algébrica e geometricamente duas variáveis, representando assim a aritmetização da 

Geometria. Uma dessas ideias é assim apresentada, segundo Eves (2004): 

 

Para os gregos, uma variável correspondia ao comprimento de um 

segmento, o produto de duas variáveis à área de algum retângulo e o 

produto de três variáveis ao volume de algum paralelepípedo retângulo. Os 

gregos não iam além disso. Para Descartes, por outro lado, x² não sugeria 

uma área, antes porém o quarto termo da proporção 1:x=x:x², suscetível de 

ser representado por um segmento de reta fácil de construir quando se 

conhece x. Usando-se um segmento unitário é possível, dessa maneira, 

representar qualquer potência de uma variável, ou um produto de variáveis, 

por meio de um segmento de reta e então, quando se atribuem valores a 

essas variáveis, construir efetivamente o segmento de reta com os 

instrumentos euclidianos. [...] Descartes, na primeira parte de La 

géométrie, marcava x num eixo dado e então um comprimento y, formando 

um ângulo fixo com esse eixo, com o objetivo de construir pontos cujo x e 

cujo y satisfizessem uma relação dada (EVES, 2004, p.384). 

 

 

Figura 9 – Representação de um produto de variáveis por segmentos de reta, segundo Descartes, 1637 (EVES, 2004, 

p.385) 
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Interessante observar, pela figura apresentada, e pelo que cita Eves (2004) que em 

nenhum momento da obra de Descartes aparecem explícitos os eixos coordenados, a 

ortogonalidade entre eles, como ainda, um desenvolvimento sistemático que possa ser 

considerado como um método analítico. Segundo o autor, “o texto foi escrito 

intencionalmente de maneira obscura e como resultado era difícil de ler, o que limitava 

muito a divulgação de seu conteúdo.” (EVES, 2004, p.388). Tal fato daria, mesmo antes de 

sua morte, muito trabalho aos matemáticos gerações por gerações. Contudo, no que diz 

respeito a linguagem simbólica, Boyer (1996, p.232) menciona que a Álgebra formal 

atingiu seu auge na obra de Descartes, o qual adotou como simbologia “o uso de letras do 

começo do alfabeto para parâmetros e das do fim como incógnitas, [...] o uso dos símbolos 

germânicos + e – ”, fizeram com que atualmente, usássemos a mesma notação, pois 

apoiamo-nos em seus trabalhos. 

Segundo Boyer (1996), em toda a obra de Descartes – La géométrie – não há a 

menção da construção de curvas a partir de suas equações. A forma de apresentação da 

Geometria Analítica como a concebemos hoje surgiu, aproximadamente, um século após a 

divulgação do trabalho de Descartes, por meio de sucessivas traduções e interpretações, 

entretanto, a nomenclatura coordenadas, abscissas e ordenadas que utilizamos atualmente 

foi contribuição de Leibniz, em 1692. 

A análise, ferramenta Matemática importante que auxiliou o desenvolvimento do 

estudo das funções e das séries infinitas, a partir de Newton, Leibniz e Euler, aplicou-se 

também à Geometria, então “analítica”, após os trabalhos de Descartes. Segundo Lacroix 

(1798, apud SILVA, C., 1999, p.71) “o trabalho de Descartes serviu como ponto de 

partida, mas foi somente no século XVIII, que os matemáticos começaram a analisar as 

curvas a partir das equações gerais a duas incógnitas.” (grifo nosso). 

Silva, C (1999) relata que a Geometria Analítica no Brasil, a partir de 1812 

(séc.XIX), data da primeira tradução da Geometria Analítica de Lacroix por José Victorino 

de Santos Souza
24

, passou a fazer parte dos cursos ministrados pela Real Academia Militar 

do Rio de Janeiro, a partir da utilização dos livros-texto desse autor que foram 

                                                 

 

24
 Segundo Silva, C. (1999) José Victorino dos Santos e Souza, formou-se em Matemática e foi docente da 

Real Academia Militar do Rio de Janeiro, traduziu várias obras francesas que eram usadas pelos alunos da 

Academia, com suas contribuições em muitas delas. Veio a falecer em 1852, no Rio de Janeiro. 
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considerados “como os mais adequados para o ensino, e, por muitos anos, eles foram os 

mais recomendados e utilizados na escola.” (SILVA, C., 1999, p.82). 

A partir dessa data, a Geometria Analítica passou a fazer parte dos currículos, na 

educação brasileira, com influência da escola francesa por adotar os livros-texto de 

Lacroix. Segundo a autora  

 

[...] pode-se afirmar que o ensino da Geometria Analítica, no Brasil, no 

século XIX, orientado pelos mesmos autores de livros-texto recomendados 

nos demais países, não diferia substancialmente do ensino dessa disciplina 

nos outros países, como, por exemplo, França, Alemanha e Estados Unidos 

(SILVA, C., 1999, p.94). 

 

Entendemos que a Geometria Analítica presente nos currículos atuais ainda traga 

resquícios dessa influência francesa. Silva (1999) relata que algumas traduções já 

incorporaram contribuições dadas pelos próprios tradutores dos textos originais franceses. 

Lacroix concebia a Geometria Analítica com duplo enfoque: como “um meio de combinar 

os teoremas da Geometria e como um meio geral de deduzir as propriedades a partir de um 

menor número de princípios” (SILVA, C., 1999, p.71). 

 

4.2 Estudo do objeto – A equação da reta 

 

Nosso objeto de estudo nessa pesquisa é a equação da reta ou, especificamente, a 

análise sobre as organizações praxeológicas propostas pelos autores dos materiais 

didáticos, para o estudo da equação da reta. 

Como já discorremos em 4.1., a Geometria Analítica pensada pelos matemáticos 

em sua origem, visava um tratamento algébrico a problemas geométricos. Consideramos o 

estudo da equação da reta não isoladamente, visto que apoia-se em conceitos preliminares 

para que possa estabelecer-se como objeto de estudo. 

Antecedendo o estudo sobre a equação da reta, há conceitos geométricos e 

algébricos que devem ser contemplados, como suporte ao estudo “final”. Considerando os 

dois pontos de vista que foram apresentados sobre o desenvolvimento da Geometria 

Analítica, segundo Descartes (geométrico) e Fermat (algébrico), pontuamos os conceitos 
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matemáticos que julgamos necessários a ambos, e que devam ser contemplados pelos 

estudos iniciais: coordenadas na reta, coordenadas no plano, segmentos de reta no plano, 

ponto médio de um segmento, distância entre dois pontos, condição para alinhamento de 

três pontos e equações da reta. 

O estudo desses conteúdos contempla a demonstração de alguns teoremas, 

construções geométricas no plano e representação algébrica de entes geométricos, que 

caracterizam o estudo da Geometria Analítica. Discorreremos brevemente sobre esses 

conceitos que entendemos constituintes do estudo do objeto matemático. 

Em relação ao estudo da reta, existem quatro tipos principais de equações que 

definem retas em um plano: equação geral da reta 0 cbyax , com a,b,c 0,  a ou 

0b ; equação reduzida da reta baxy  , com a, b  , 0a ; equação paramétrica 

1
q

y

p

x
, com p,q *, e equação segmentária da reta x = f(t) e y = f(t). Em nosso 

trabalho, nosso olhar estará voltado aos estudos sobre equação geral da reta, por 

entendermos que dela podem ser deduzidas as demais. 

Nos parágrafos a seguir apresentaremos teoremas e propriedades que definem 

alguns objetos de estudo da Geometria Analítica. 

 

Segundo Lima, E. (2008, p.3) “a noção de distância permite introduzir coordenadas 

sobre uma reta, ou seja, representar os pontos da reta por meio de números reais”, 

subsidiando o entendimento das representações das figuras geométricas no Plano 

Cartesiano, por uma interpretação algébrica. 

Def.: Dados os pontos A, B quaisquer, o comprimento do segmento de reta AB chama-se 

distância entre os pontos A e B. 

A distância entre os pontos A e B é dada pela diferença, em módulo, das abscissas de A e 

de B. 

BA xxBAd ),(  

Denotamos d(A,B) ou AB  como indicação da distância por meio de um número real. 

Observa-se que d(A,B) = d(B,A) 
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Ilustramos o apresentado por Lima (2008) pela Figura 10. 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 10 – Representação da distância entre os pontos A e B na reta s  

A partir do conceito de distância e definindo a reta como um eixo orientado, 

considerando uma orientação de percurso sobre ela e a instituição de um ponto de origem 

para esse percurso, o ponto O fica determinado o sentido positivo ou negativo em relação a 

esse percurso.  

O próximo conteúdo a ser estudado diz respeito ao estabelecimento das 

coordenadas no plano cartesiano. No plano, o sistema de coordenadas utiliza duas retas ou, 

eixos orientados, para a determinação das coordenadas, estabelecendo-se um ponto de 

origem comum, que é o ponto O de coordenadas (0,0). A nomenclatura abscissa e 

ordenada – definidas por Leibniz – ficam determinadas pelos eixos OX (abscissa) e OY 

(ordenada) representados ortogonalmente. 

 

 

Figura 11 – Sistema de coordenadas cartesianas (LIMA, E., 2008, p.8) 

 

A posição ortogonal entre os eixos caracteriza a representação dos pontos pela 

indicação numérica de um par ordenado (x,y) em duas dimensões, 2R . Essa representação 

permite que seja estabelecida uma correspondência biunívoca entre os pontos do plano e o 

conjunto de pares ordenados (x,y), definida pelo seguinte teorema: 

A B 

xA xB 

s 



 

 

101 

Teorema: Entre o conjunto dos pontos P do plano cartesiano e o conjunto dos pares ordenados 

( pp yx , ) de números reais existe uma correspondência biunívoca. 

 

A demonstração desse teorema é assim realizada, segundo Iezzi (1993): 

 

1ª parte 

As definições dadas anteriormente indicam que a todo ponto P, P , corresponde um 

único par de pontos ( 21 , PP ) sobre os eixos x e y respectivamente e, portanto, um 

único par ordenado de números reais ( pp yx , ) tais que OPx p   e. 2OPy p   

Esquema: P  ( 21 , PP )   ( pp yx , ) 

2ª. parte 

Dado o par ordenado de números reais ( pp yx , ), existem xP 1 e yP 2 tais que 

pxOP 1  e. pyOP 2  

Se construirmos xx //'
 por 2P  e yy //'

 por 1P , essas retas vão concorrer em P. 

Assim, a todo par ( pp yx , ) corresponde um único ponto P, P . 

Esquema: ( pp yx , )   ( 21 , PP )   P 

 

O estudo das coordenadas no plano cartesiano abrange conceitos subjacentes, 

inclusive as posições que esses pontos podem ocupar em relação ao sistema. O plano 

cartesiano fica dividido em quatro regiões angulares pela posição ortogonal dos eixos x e 

y, denominadas quadrantes. Os quadrantes obedecem ao sentido anti-horário de 

posicionamento, portanto, as posições que os pontos ocupam em cada uma dessas regiões 

apresentam características específicas, conforme ilustra a Figura 12 apresentada por Lima 

(2008), mas também presente na maior parte dos livros que tratam desse objeto. 
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Figura 12 – Coordenadas cartesianas e quadrantes do plano (LIMA, E., 2008, p.10) 

 

Os pontos pertencentes aos quadrantes, obedecem as seguintes propriedades: 

 

 

Figura 13 – Posição de um ponto em relação ao sistema (IEZZI, 1993, p.3) 

 

Ainda em relação a pontos pertencentes aos quadrantes do plano, dá-se destaque 

àqueles que pertençam às bissetrizes dos quadrantes pares e ímpares, também denominadas 

de diagonais do plano. O 1º. e o 3º quadrantes são denominados quadrantes ímpares e o 2º. 

e o 4º., quadrantes pares. Os pontos pertencentes a esses quadrantes obedecem às seguintes 

propriedades, segundo (IEZZI, 1993): 
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Seja s a bissetriz dos quadrantes ímpares e r a bissetriz dos quadrantes pares. 

Seja um ponto P ( pp yx , ) . 

Temos: 

1ª.propriedade: 

Um ponto pertence à bissetriz dos quadrantes ímpares se, e somente se, tiver coordenadas 

iguais. 

pp yxsP   

A bissetriz s é o conjunto dos pontos de coordenadas iguais. 

2ª. propriedade: 

Um ponto pertence à bissetriz dos quadrantes pares se, e somente se, tiver coordenadas 

simétricas. 

pp yxrP   

A bissetriz r é o conjunto dos pontos de coordenadas simétricas. 

 

Figura 14 – Bissetrizes no Plano Cartesiano (LIMA, E., 2008, p.11, adaptado pela autora) 

 

Ao estudar os segmentos de reta no plano, passamos pelas definições de ponto 

médio de um segmento e distância entre dois pontos. Tais definições são apresentadas por 

meio de teoremas e propriedades. 

Definimos ponto médio de um segmento de reta, segundo Smole (2005, p.33) 
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Teorema 

Quaisquer que sejam os pontos P( pp yx , ) e Q( QQ yx , ), se M( MM yx , ) é o ponto médio 

de PQ , então, é a média aritmética das abscissas de P e Q e My  é a média 

aritmética das ordenadas de P e Q. 

Demonstração 

Dados dois pontos P( pp yx , )e Q( QQ yx , ), seja M( MM yx , ) o ponto médio de PQ . 

Supondo-se não paralelo aos eixos (x ou y) e, sendo M ponto médio de PQ , então 

PM=MQ. 

Pelo Teorema de Tales, a abscissa Mx  é equidistante de Px  e Qx , ou seja, Mx é a média 

aritmética de Px  e. Qx  

Analogamente, desenvolvemos o mesmo raciocínio para My . 

Assim, podemos formular que: 

2

QP

M

xx
x


   e  

2

QP

M

yy
y


  

 

Figura 15 – Representação do Ponto Médio de um segmento de reta (SMOLE, 2005, p.33) 

 

Definido ponto médio de um segmento, o próximo tópico a ser estudado é cálculo 

da distância entre dois pontos. Essa fórmula tem muitas aplicações na Geometria Analítica. 

Em relação à distância entre dois pontos no plano, enunciamos o seguinte teorema, 

segundo (LEITHOLD, 1982, p.20): 
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Teorema 

Quaisquer que sejam P( pp yx , ) e Q( QQ yx , ) no plano cartesiano, a distância entre eles é 

dada por: 

22 )()(|| PQPQPQ yyxxd   

As barras de valor absoluto são usadas para evidenciar que o resultado obtido representa o 

comprimento entre dois pontos, portanto um número não-negativo. 

Demonstração 

Sejam os pontos P ( pp yx , ) e Q( QQ yx , ) dois pontos quaisquer localizados no plano 

cartesiano. A distância entre os pontos P e Q fica denotada por PQ  e pode ser 

calculada, considerando-se três casos: 

1º. Caso: se QP xx   e QP yy  , então: 

)(|| PQPQ xxd   

 

Figura 16 – Distância entre dois pontos quando QP xx   e QP yy   (autoria própria) 

 

2º.caso: se QP xx   e QP yy  , então: 

)( QPPQ yyd   
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Figura 17 – Distância entre dois pontos quando QP xx   e QP yy   (autoria própria) 

 

3º. Caso: se QP xx   e QP yy  , ou seja, os segmentos PQ não são paralelos ao eixo x 

nem ao eixo y.  

Temos: 

PMPM xxd   

MQQM xxd   

PQd  comprimento da hipotenusa do triângulo PMQ. 

QMd comprimento da hipotenusa do triângulo MPQ. 

 

 
Figura 18 – Distância entre dois pontos quando PQ e QM não paralelos a Ox e Oy (autoria própria) 
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Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo PMQ, temos: 

22
222

)()( MQPMPQMQPMPQ yyxxdyyxxd  . 

Ficam assim contemplados os casos principais nos quais podemos representar a 

distância entre dois pontos. As demais representações recorrem às fórmulas aqui expostas. 

No caminho para o estudo da equação da reta ainda consideramos a possibilidade 

de três pontos estarem alinhados pertencendo, assim, à mesma reta. Esse alinhamento é 

definido por meio de um teorema que estabelece tal condição. Apresentamos a 

demonstração segundo Iezzi (1993, p.20, com adaptações da autora). 

 

Teorema 

Três pontos ),(),,( 2211 yxByxA  e ),( 33 yxC  são colineares se, e somente se, suas 

coordenadas verificam a igualdade: 

))(())(( 12232312 yyxxyyxx   

 

Figura 19 – Alinhamento de três pontos – (autoria própria) 

 

1ª. parte 

Hipótese    Tese 

A, B, C colineares  ))(())(( 12232312 yyxxyyxx   
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Demonstração 

Pode ocorrer uma das seguintes três situações: 

1ª.) dois dos pontos distintos coincidem (A = B, por exemplo). 

2ª.) os três pontos são distintos e pertencem a uma reta paralela a um dos eixos (Ox ou Oy). 

3ª.) os três pontos são distintos e pertencem a uma reta não paralela a Ox nem a Oy. 

Demonstraremos aqui a (3ª.) situação. 

Neste caso, seja r a razão 
BC

AB
. Temos: 

23

12

xx

xx
r




    e  

23

12

yy

yy
r




  

e daí 

23

12

12

12

yy

yy

yy

xx









 e decorre que: 

 ))(())(( 12232312 yyxxyyxx   

 

2ª. Parte: Validade da Recíproca 

Hipótese      Tese 

))(())(( 12232312 yyxxyyxx    A, B, C colineares 

Demonstração 

Pode ocorrer uma das seguintes três situações: 

1ª.) 023  xx  (ou seja, 32 xx  ) 

2ª.) 012  yy  ( ou seja, 012  yy ) 

3ª.) 023  xx  e  012  yy  

Como na etapa anterior, demonstraremos aqui a (3ª.) situação. 

Neste caso, resulta da hipótese que: 

 0)())(( 232312  xxyyxx  

e daí vem: 

  

23

12

23

12

yy

yy

xx

xx









 



 

 

109 

Então os triângulos ABD e BCE são retângulos e têm lados proporcionais, logo são 

semelhantes. Por isso temos    e resulta que os pontos A, B, C estão 

alinhados. 

 

Figura 20 – Alinhamento de três pontos por semelhança de triângulos (IEZZI, 1993, p.22) 

 

Pode-se considerar ainda, que a condição para alinhamento de três pontos 

))(())(( 12232312 yyxxyyxx   

possa ser expressa pelo determinante, ou seja: 

 

Figura 21 – Condição para alinhamento de três pontos expressa por determinante nulo (IEZZI, 1993, p.22) 

 

Caso os pontos A, B, C, não fossem colineares existiria a área do triângulo ABC 

como D
2

1
 e D não seria nulo, o que contraria D = 0. 

Como último tópico a ser apresentado neste capítulo, estudaremos a equação geral 

da reta definida via teorema e deixaremos como indicação suas outras formas de 

representação: forma reduzida, segmentária e paramétrica. Faremos essa demonstração 

apoiando-nos em Iezzi (1993). 
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Reta: Equação geral 

Teorema 

A toda reta r do plano cartesiano está associada ao menos uma equação da forma ax + by 

+c = 0 em que a, b, c são números reais, a  0 ou b  0, e (x, y) representa um 

ponto genérico de r . 

Demonstração 

Sejam ),( 11 yxQ  e ),( 22 yxR  dois pontos distintos do plano cartesiano. Isto significa que 

2211 ,,, yxyx , são números reais (constantes) conhecidos. 

Seja r a reta definida pelos pontos Q e R. Se P(x,y) é um ponto que percorre r, então x e y 

são variáveis. Como P, Q, R são colineares, temos necessariamente: 

0

1

1

1

22

11 

yx

yx

yx

 

 

 

Figura 22 – Representação P, Q, R, colineares e r determinada por ax + by + c = 0 (IEZZI, 1993, p.28) 

 

Desenvolvendo esse determinante pela regra de Laplace, temos: 

01
1

1

1

1

22

11

2

1

2

1


yx

yx

x

x
y

y

y
x  

0)()()( 12211221  yxyxyxxxyy  

Fazendo ayy  21 , bxx  12 e cyxyx  1221 , decorre que as coordenadas 



 

 

111 

 (x, y) do ponto rP devem verificar a equação 0 cbyax , chamada equação 

geral de r. 

 

Convém ressaltar as seguintes observações relativas ao teorema da equação da reta: 

 

Figura 23 – Consequências do teorema da equação geral da reta (IEZZI, 1993, p.29) 

 

A reta também pode ser representada por sua equação geral na forma reduzida, 

segmentária e paramétrica. Ater-nos-emos aqui a apresentar estas outras formas, porém 

sem as devidas demonstrações. 

 Forma reduzida: Dada a equação geral da reta s, ax + by + c = 0, se b0, temos: 




















b

c
x

b

a
ycaxby . 

Fazendo m
b

a









  e q

b

c









 , temos; 

qmxy   

denominada equação reduzida da reta a qual expressa y em função de x. 

 Forma segmentária: Considera-se a equação da reta que intercepta os eixos 

cartesianos nos pontos Q(0,q) e P(p,0), distintos. 

1
q

y

p

x
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 Forma paramétrica: Considera-se as equações que dão as coordenadas (x,y) de 

um ponto qualquer da reta em função de uma terceira variável t: 

)(1 tfx   e  )(2 tfy   

 

Ao apresentarmos a definição para os conceitos que julgamos importantes, 

precedentes ao estudo da equação da reta, queremos resgatar o estudo dos objetos 

matemáticos por meio de sua organização formal, amparando-nos de certo modo, às 

comparações que podemos estabelecer nos materiais didáticos que analisaremos. Uma de 

nossas hipóteses de pesquisa é que os termos: propriedade, axioma, teorema, 

demonstração e prova não são explicitados nos materiais didáticos disponíveis. 

Consideramos essa questão pertinente de análise pela importância desses termos na 

organização do sistema dedutivo. Pela exposição dos teoremas acreditamos que teremos 

parâmetros para realizar tal análise. 

 

4.3 Documentos Oficiais da Educação Brasileira para o Ensino Médio 

 

Ao definirmos em nosso tema de estudo analisar as organizações praxeológicas 

apresentadas em materiais didáticos, entre eles, a Proposta Curricular de Matemática (SÃO 

PAULO, 2008), por meio do Caderno do Professor e do Aluno (3ª série/ EM, 2009)
25

, 

sobre o conteúdo Equação da Reta em Geometria Analítica Plana, decidimos por realizar 

um levantamento a respeito dos principais documentos oficiais da educação brasileira que 

organizam os conteúdos a serem abordados no ensino médio. 

Em âmbito nacional destacamos os seguintes documentos: Parâmetros Curriculares 

Nacionais para o Ensino Médio (BRASIL, 2002), PCN+ Ensino Médio (BRASIL, 2002), 

Orientações Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006) e, regionalmente, a 

Proposta Curricular de Matemática para o Ensino Médio (SÃO PAULO, 2008). Entre os 

                                                 

 

25
 Convém registrar que pela Proposta da Secretaria da Educação do Estado de São Paulo, a partir da 

Proposta de 2008, o professor recebe um material de apoio pedagógico – Caderno do Professor – abordando 

os conteúdos a serem contemplados no bimestre (4 cadernos no decorrer do ano letivo) e o aluno também 

recebe o seu material, denominado Caderno do Aluno, com adaptações em relação ao material do professor. 

No material docente há orientações teóricas e sugestões de abordagens metodológicas sobre os conteúdos 

matemáticos a serem ensinados, enquanto no material discente há somente a apresentação dos exercícios 

propostos para cada tema. 
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documentos de apoio citamos: Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio 

(BRASIL, 2005/2009) e Caderno do Professor e Caderno do Aluno – Matemática – Ensino 

Médio, 3ª. série – 1º. Bimestre (SÃO PAULO, 2009). 

Nosso intuito ao realizar esse levantamento é o de analisar como os conteúdos 

matemáticos estão organizados, para o Ensino Médio, dos anos 90 até 2008, ano da 

implementação da Proposta Curricular de Matemática do Estado de São Paulo (2008). 

Consideramos esse período baseando-nos nos estudos realizados por Carlovich (2005), ao 

pesquisar a Geometria Dedutiva em livros didáticos das Escolas Públicas do Estado de São 

Paulo para 3º. e 4º. Ciclos do Ensino Fundamental em épocas distintas. Segundo a autora 

 

[...] identificamos nos últimos dez anos uma mudança significativa na 

história da Educação Matemática brasileira, [...] – a implantação do 

Programa Nacional de Livros Didáticos (PNLD), em 1995 – e vamos 

analisar coleções de livros didáticos num período anterior e num posterior a 

essa mudança. O período anterior escolhido é o início dos anos 1990, 

influenciado pelo declínio da influência do Movimento da Matemática 

Moderna no Brasil e suas críticas e pela Didática da Matemática. O período 

posterior escolhido é o início dos anos 2000, influenciado pelo PNLD, 

pelos estudos em Educação Matemática e também pelos Parâmetros 

Curriculares Nacionais – PCN (1998) (CARLOVICH, 2005, pp.28-29). 

 

Ficou evidenciado, segundo a autora, nesse período de 1990 a 2005 (época de sua 

pesquisa) mudanças significativas nos livros didáticos a partir da implementação dos 

programas destacados, portanto consideramos os fatos acima apresentados pela autora, 

justificativas para o período por nós escolhido. 

Consideramos para a organização dos conteúdos matemáticos a parte destinada à 

Geometria Analítica, tema de estudo em nossa pesquisa, com a preocupação de verificar a 

ocorrência de mudanças no conteúdo proposto. 

Com tal finalidade, levantamos as seguintes questões para nortear, especificamente, 

o levantamento desses documentos: 

 Quais os conteúdos de Geometria Analítica Plana que estão contemplados, no 

Ensino Médio, pelas Propostas Curriculares de Matemática de 1990 até 2008, 

na Educação Brasileira? 

 Quais os objetivos dos conteúdos de Geometria Analítica Plana contemplados 

por essas Propostas? 
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Discorreremos a seguir sobre os objetivos e blocos temáticos de cada um desses 

documentos, porém os conteúdos propostos para Geometria Analítica serão apresentados 

no quadro sintético que elaboramos para esse fim. 

Nosso levantamento apontou que a Proposta Curricular para o Ensino de 

Matemática – 2º. Grau – do Estado de São Paulo (SÃO PAULO, 1992), era a que estava 

em vigor antes da elaboração dos Parâmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio 

(BRASIL, 2000). Cabe destacar que essa Proposta (SÃO PAULO, 1992) foi elaborada a 

partir das mudanças ocorridas na grade curricular do 2º. Grau pela retirada da 

obrigatoriedade do ensino profissionalizante (Lei 7044/82). Nesta Proposta o conteúdo 

Geometria Analítica Plana aparece na 3ª série/ EM com o objetivo de tratar algebricamente 

conceitos e propriedades da Geometria Plana. 

Os Parâmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (BRASIL, 2002) 

vieram substituir a Proposta (SÃO PAULO, 1992), porém deliberaram sobre a parte 

comum e específica dos currículos de Matemática no país. Os temas estruturadores são 

discutidos nas Orientações Educacionais Complementares – PCN+ (BRASIL, 2002). 

Nesse documento (BRASIL, 2002) os conteúdos matemáticos são divididos em três 

temas estruturadores: Álgebra: Números e Funções; Geometria e Medidas; Análise de 

dados. A Geometria Analítica Plana está presente no bloco de Geometria e Medidas. 

Dispõe que os conteúdos em Geometria Analítica têm como função tratar algebricamente 

as propriedades e os elementos geométricos, para propiciar aos alunos condições de 

observar que um mesmo problema pode ser tratado por diferentes objetos matemáticos. 

As Orientações Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006) constituiu-se 

como um documento auxiliar à implementação do PCN+ (BRASIL, 2002) e foi elaborada 

pela Secretaria Nacional da Educação Básica com a intenção de apresentar um conjunto de 

reflexões que alimente a prática docente (BRASIL, 2002, p.8), sendo encaminhada aos 

professores do Ensino Médio do país. Esse documento (BRASIL, 2006) apresenta os 

conteúdos matemáticos organizados em quatro blocos temáticos. A Geometria Analítica 

Plana, nesse documento, aparece no bloco da Geometria, permitindo a articulação entre 

Geometria e Álgebra. No estudo da Equação da Reta e do Círculo, a recomendação é que 

essas equações sejam deduzidas, desenvolva-se o raciocínio-lógico matemático e não 
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somente as apresentem, “para que assim se tornem significativas, em especial quanto ao 

sentido geométrico de seus parâmetros.” (BRASIL, 2006, p.77). 

No documento oficial da Educação para o Estado de São Paulo (SÃO PAULO, 

2008), por meio da Proposta Curricular de Matemática, é proposto um currículo para os 

níveis de ensino Fundamental II e Médio, procurando garantir a todos uma base comum de 

conhecimentos e competências, para que as escolas estaduais funcionem de fato como uma 

rede. Essa Proposta apresenta como princípios centrais: 

 

[...] a escola que aprende, o currículo como espaço de cultura, as 

competências como eixo de aprendizagem, a prioridade da competência 

de leitura e de escrita, a articulação das competências para aprender e a 

contextualização no mundo do trabalho (SEESP, PROPOSTA 

CURRICULAR DE MATEMÁTICA, 2008, p.11). 

 

Por essa Proposta, os conteúdos matemáticos para o Ensino Médio estão divididos 

em quatro blocos temáticos: Números; Geometria; Medidas; Representação de dados e 

tratamento da Informação. Os conteúdos de Geometria Analítica Plana são contemplados 

na terceira série – 1º. Bimestre, porém segundo esse documento, é desejável que tanto a 

Geometria dedicada ao Ensino Fundamental quanto a Geometria do Ensino Médio, sejam 

contempladas no decorrer do ano letivo em todas as séries. A mesma recomendação é feita 

em relação aos conteúdos que possam ser abordados com níveis de aprofundamento 

diferenciados em série subjacentes. 

Apresentamos sinteticamente no quadro as mudanças ocorridas no referido período 

(1992 a 2009
26

), referente ao tratamento dado à Geometria Analítica Plana, pelos 

documentos oficiais da educação. 

                                                 

 

26
 Apesar da Proposta Curricular de Matemática ter sua implantação em 2008, a cronologia foi estendida à 

2009 pois contempla-se os conteúdos de Geometria Analítica propostos no Caderno do Professor no ano 

letivo de 2009. 
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Figura 24 – Conteúdo Geometria Analítica – período: 1992 a 2009 (autoria própria) 

 

Pela análise desses documentos percebemos que em todos ficou evidenciado o 

estudo da Geometria Analítica Plana como aprofundamento dos estudos realizados sobre 

Geometria nas séries iniciais, articulando os conhecimentos geométricos com os 

algébricos. A Geometria Analítica Plana entendida como representação algébrica de 

conceitos geométricos. 

Essa análise faz-se importante em nosso trabalho ao verificarmos que no período de 

1992 a 2008, pelos documentos oficiais que tratam do currículo de Matemática para o 

Ensino Médio, a Geometria Analítica Plana continuou presente, com pequenas mudanças 

em seu conteúdo, porém com recomendações (BRASIL, 2006) para que as fórmulas não 

sejam apresentadas com fim em si mesmas, mas que sejam deduzidas, demonstradas, para 

que os alunos possam ascender ao desenvolvimento lógico-dedutivo que as demonstrações 

proporcionam. 
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Por meio desse levantamento permitimo-nos dizer que a Geometria Analítica 

continua ocupando lugar de destaque como conteúdo matemático, dentre tantos fatores, 

pela importância em relacionar a Álgebra e a Geometria, fato esse destacado em todos os 

documentos educacionais analisados, haja vista ela estar presente nos currículos 

educacionais brasileiros desde o século XIX. Consideramos, então, a relevância em 

realizarem-se pesquisas e estudos relativos a esse conteúdo matemático. 
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CAPÍTULO 5 

 

ANÁLISE DE MATERIAIS DIDÁTICOS 

 

“O matemático não comunica seus resultados tal como os obteve, mas os 

reorganiza, lhes dá a forma mais global possível, realiza uma „didática 

prática‟ que consiste em dar ao saber uma forma comunicável, 

descontextualizada, despersonalizada, fora de um contexto temporal.” 

Guy Brousseau, 1996 

 

Neste capítulo apresentamos as análises realizadas a partir dos materiais didáticos 

selecionados. Tal como afirma Brousseau (1996), acreditamos que nossas análises visam 

apresentar a organização de um conhecimento já existente nesses materiais e que podem 

ser melhor explorados pelo professor, aprimorando o processo de ensino e aprendizagem. 

As análises ocorreram em dois momentos: realizamos um estudo preliminar, 

considerando inicialmente alguns aspectos a fim de que pudéssemos reduzir a quantidade 

de materiais a analisar e, na sequência, prosseguimos aprofundando-as efetivamente à luz 

do referencial teórico. 

 

5.1 Escolha dos Livros Didáticos 

 

Como mencionamos no início deste trabalho, realizamos nossas análises, a respeito 

da organização praxeológica e níveis de prova sobre tarefas que estudam o conceito da 

Equação da Reta em Geometria Analítica, em livros didáticos do Ensino Médio e por meio 

do material disponibilizado pela SEESP/2009 – Cadernos do Professor e do Aluno. 

Inicialmente, pela quantidade de coleções de Matemática destinadas a esse nível de 

ensino, escolhemos – por um critério bem simples – selecionar as coleções aprovadas pelo 

Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio (PNLEM) para 2009.  

O referido programa foi implantado a partir de 2004 pela Resolução nº. 38 do Fundo 

Nacional de Desenvolvimento da Educação (FNDE) – Ministério da Educação. Esse 
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programa tem, entre seus objetivos, a distribuição de livros didáticos para os alunos do 

ensino médio das escolas públicas do país. Inicialmente, atendeu os alunos das escolas 

públicas da Região Norte e Nordeste, com a distribuição de livros para a 1ª.série do Ensino 

Médio nas disciplinas de Português e Matemática no ano letivo de 2005. 

A Resolução nº. 38 prevê gradativamente a ampliação da distribuição dos livros 

didáticos para as três séries do Ensino Médio em todas as escolas públicas do Brasil. Em 

2007, ampliou-se a grade das disciplinas contempladas com os exemplares para Biologia e, a 

partir de 2008, houve a escolha de livros para as disciplinas de Geografia e Física. 

A escolha dos livros que serão utilizados nas escolas públicas é feita pelos 

professores dessas escolas, a partir do Catálogo do Programa Nacional do Livro para o 

Ensino Médio fornecido pelo Ministério da Educação, enviado às escolas e disponível em 

página eletrônica (www.mec.gov.br). 

O objetivo da criação desse catálogo é selecionar, dentre as coleções de livros 

didáticos para o Ensino Médio disponíveis no país, aquelas que atendam a critérios que 

permitam a melhoria da qualidade da educação básica, como também o respeito às 

diferenças e a inclusão social. 

O livro didático ainda é considerado um eficaz instrumento de trabalho para a 

atividade docente e para a aprendizagem dos alunos, segundo a Secretaria de Educação 

Básica (BRASIL, 2008, p.5). A preocupação principal da elaboração desse catálogo, que 

permitirá o acesso ao livro didático por milhões de alunos da rede pública brasileira, reside 

no fato da correção conceitual dessas obras. Há o cuidado para que os conceitos não sejam 

difundidos erroneamente e que ocorra a propagação de valores que estimulem o respeito às 

diferenças, à ética e à convivência solidária (Idem). 

A comissão avaliadora dessas obras é composta por uma equipe de especialistas nas 

respectivas áreas do conhecimento, professores de universidades públicas de várias regiões do 

país, como também pesquisadores no ensino das disciplinas, que elaboram uma Ficha de 

Avaliação com os pareceres sobre as obras avaliadas. As obras, uma vez avaliadas e aprovadas 

para escolha, atenderam aos aspectos conceituais, metodológicos e éticos. 

O atendimento a esses aspectos diz respeito aos objetivos gerais para o Ensino 

Médio estabelecido pelo Artigo 35 da Lei de Diretrizes e Bases da Educação Nacional 

(LDB: Lei nº.9.394/96 apud BRASIL, 2008) segundo o qual tem como finalidades: 
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I. a consolidação e o aperfeiçoamento dos conhecimentos adquiridos no 

ensino fundamental, possibilitando o prosseguimento dos estudos; 

II. a preparação básica para o trabalho e a cidadania do educando, para 

continuar aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com 

flexibilidade a novas condições de ocupação ou aperfeiçoamento 

posteriores; 

III. o aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a 

formação ética e o desenvolvimento da autonomia intelectual e do 

pensamento crítico; 

IV. a compreensão dos fundamentos científico-tecnológicos dos 

processos produtivos, relacionados a teoria com a prática, no ensino de 

cada disciplina (LDB: Lei nº. 9.394/96 apud BRASIL, 2008, pp.11-12). 

 

Com base nesses critérios as obras não podem 

 

[...] veicular preconceitos de qualquer espécie; ignorar as discussões 

atuais das teorias e práticas pedagógicas; repetir estereótipos; conter 

informações e conceitos errados ou análises equivocadas; ou ainda, 

contrariar a legislação vigente (Idem, p.12). 

 

A partir desses princípios, a elaboração do Catálogo do Programa do Livro Didático 

para o Ensino Médio, abrangendo as disciplinas constituintes desse nível de ensino – até 

2009 atendidas – em nosso caso a disciplina Matemática, torna-se uma importante fonte de 

consulta ao professor para que possa livremente analisar as obras aprovadas e optar por 

uma delas.  

É importante salientar que essa escolha é livre e que a utilização do livro didático não 

tolhe a liberdade do professor de agregar à sua prática outros instrumentos didáticos 

 

Entende-se que a prática dos professores não deve se respaldar tão 

somente no uso da obra didática, mas que esse material deva contribuir 

para que eles organizem sua prática e encontrem sugestões de 

aprofundamentos e proposições metodológicas coerentes com as 

concepções pedagógicas que postulam e com o projeto político-

pedagógico desenvolvido pela escola (BRASIL, 2008, p.13). 
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As obras aprovadas constituem o Catálogo, o qual se apresenta aos professores com 

importantes contribuições, podendo auxiliá-lo em sua prática. 

Face ao exposto, consultamos o Catálogo do PNLEM/2009, por meio do qual 

tivemos acesso aos títulos das coleções aprovadas. Essas coleções correspondem a um total 

de 8 títulos, diferenciando-se entre volumes único – 3 títulos – e seriado
27

 – 5 títulos. As 

coleções aprovadas estão apresentadas a seguir: 

1) DANTE, R. Matemática. Volume único. Editora: Ática. 

2) GIOVANNI, J.R. BONJORNO, J.R. Matemática completa. 3ª.série/ EM. 

Editora: FTD. 

3) GOULART, M.C. Matemática no ensino médio. 3ª. série/EM. Editora: 

Scipione. 

4) PAIVA, Manoel. Matemática. Volume único. Editora: Moderna. 

5) PANADÉS RUBIÓ, A. FREITAS, L.M.T. de. Matemática e suas 

tecnologias. 3ª. série/EM. Editora: IBEP. 

6) SILVA. C.X. da. BARRETO, B.F. Matemática aula por aula. 3ª 

série/EM.Editora: FTD. 

7) SMOLE, K.C.S. DINIZ, M.I.de S. Matemática ensino médio. Volume 3. 

Editora: Saraiva. 

8) YOUSSEF, A.N. SOARES, E. FERNANDEZ, V.P. Matemática. Volume 

único. Editora: Scipione. 

 

Em nossa pesquisa, além dos livros didáticos, analisamos, concomitantemente, o 

material disponibilizado pela Secretaria da Educação do Estado de São Paulo (SEESP), em 

utilização por toda a rede pública do Estado: 

 Caderno do Professor – Matemática. Ensino Médio. 3ª. série. Vol.1, 2009. 

 Caderno do Aluno – Matemática. Ensino Médio. 3ª. série. Vol.1, 2009. 

                                                 

 

27
 Algumas coleções são propostas em um único volume abrangendo todos os conteúdos das três séries do 

Ensino Médio enquanto outras adotam o critério de três volumes, um para cada série. 
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5.2 Análise preliminar das coleções de Livros Didáticos 

 

Das 8 coleções de Livros Didáticos aprovadas no PNLEM 2009, somente 7 

estavam disponíveis
28

 para análise. Analisamos essas 7 coleções juntamente com o 

material disponibilizado pela SEESP. Essas coleções selecionadas serão, a partir desse 

momento, citadas como LD1, LD2, LD3,..., assim respectivamente, até LD7 e o material 

da SEESP – Caderno do Professor – será identificado por CP2009 e – Caderno do Aluno – 

CA2009, para facilitar nossa escrita e, consequentemente, a descrição das análises. 

Ficaram assim especificados os materiais didáticos: 

 
Figura 25 – Identificação dos materiais didáticos selecionados (autoria própria) 

 

                                                 

 

28
 A coleção: GOULART, M.C. Matemática no ensino médio. 3ª. série/EM. Editora: Scipione., não estava 

disponível na editora no momento que a contatamos, na época da pesquisa, por falta de estoque e não foi 

encontrada pela pesquisadora em outros locais. 
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Após a seleção desses livros, optamos por categorizá-los ainda, a partir de alguns 

critérios simples, porém significativos para o bom desenvolvimento de nossas análises 

devido à inviabilidade de tempo, considerando a duração de nosso curso. Essa 

categorização teve o propósito de selecionar uma amostra dessas coleções representativa 

para nossa pesquisa. Os critérios adotados consideraram: 

 livros pertencentes às coleções didáticas adotadas na escola onde a pesquisadora 

trabalha, pelo acesso a elas. 

 livros que apresentem mais conceitos matemáticos abordados, em Geometria 

Analítica, precedentes ao estudo da Equação da Reta. 

 

Apesar de nosso interesse estar voltado às tarefas propostas para Equação da Reta, 

especificamente, verificamos o conteúdo de Geometria Analítica que precede o estudo da 

reta, para que pudéssemos ter uma ideia geral de como são trabalhados os conceitos de 

prova e demonstração nesses materiais e como são construídos na obra os elementos para 

compor o discurso teórico-tecnológico. 

Em relação aos critérios estabelecidos preliminarmente, os livros que foram 

adotados na escola da pesquisadora são o LD1 e o LD6. O segundo critério ficou 

contemplado pela análise preliminar que realizamos nos materiais selecionados 

considerando somente os conceitos relacionados à Geometria Analítica que se faziam 

presentes antecedendo o estudo da equação de uma reta. Convém observar que essa análise 

foi pontual, considerando somente o aspecto quantitativo em relação aos conteúdos. As 

análises relativas à organização Matemática e didática apresentadas nesses materiais serão 

realizadas posteriormente. Nesse critério ficou selecionado o material LD7 por apresentar 

os estudos antecedentes à equação de uma reta com uma maior quantidade de conceitos 

abordados, na comparação entre os materiais didáticos. 

A Figura 26 apresenta os critérios verificados nessa análise preliminar dos materiais 

didáticos selecionados, observando que os itens assinalados com o símbolo () foram 

contemplados, mesmo que parcialmente. 
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Figura 26 – Conteúdos abordados precedentes ao estudo da equação de uma reta (autoria própria) 

 

Selecionamos os materiais didáticos LD1, LD6, LD7, CP2009 e CA2009, assim 

discriminados: 

 

Figura 27 – Materiais didáticos selecionados após análise preliminar (autoria própria) 

 

Entendemos que as coleções que abordam mais conteúdos, relacionados à 

Geometria Analítica, precedentes ao estudo da equação de uma reta podem propiciar ao 

aluno contato com uma amplitude de conceitos que lhe serão úteis para o entendimento 

desse tópico. Em relação aos cadernos utilizados pela SEESP, vemos a importância em 

analisá-los por estarem em utilização pela rede pública paulista constituindo-se em 

material efetivo do professor e do aluno em sala de aula. 
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Definidos os materiais didáticos a serem analisados, julgamos pertinente conhecer 

qual a visão dos autores sobre a metodologia adotada em suas obras. Para isso analisamos 

os Manuais do Professor, parte integrante de cada coleção e que traz características 

importantes sobre a obra: a disposição dos capítulos, idéias sobre trabalhos 

interdisciplinares, pressupostos teóricos sobre o ensino da Matemática, orientações sobre 

as Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio e a adequação dos livros 

didáticos, indicação de recursos didáticos auxiliares, enfim, dá ênfase às escolhas de cada 

autor. Visto que o nosso interesse é voltado à utilização de provas e demonstrações em 

Geometria Analítica, visando o estudo da equação da reta, voltaremos nosso olhar à 

exposição dos autores sobre essa questão, especificamente. 

Em LD1, O Manual do Professor (LD1, p.3) faz menção aos princípios gerais da 

educação: aprender a conhecer, a fazer, a conviver e a ser. A proposta do autor é 

apresentar “uma nova proposta pedagógica de ensino da Matemática para o Ensino 

Médio”, no que diz respeito a conteúdos e metodologias. Destacamos: 

 

A organização das atividades foi feita com o objetivo de proporcionar a 

construção de conceitos, procedimentos e algoritmos, de modo 

equilibrado e sem descuidar das aplicações.  

Sempre que possível, valorizaram-se diferentes enfoques e articulações 

com diversos campos da Matemática e de outras ciências. 

A presença do método dedutivo pode ser notada em todo o livro e não 

apenas na Geometria (grifo nosso) 

Procurou-se um equilíbrio no emprego da linguagem usual e da 

linguagem Matemática, evitando exacerbar esta última e tornando a 

comunicação clara e adequada ao nível do aluno a que se destina este 

livro (LD1, Manual do Professor, p.5). 

 

Interpretamos, pelas justificativas do autor, que houve a preocupação com o 

desenvolvimento do processo de ensino e aprendizagem considerando ambos os agentes: o 

aluno, em seus aspectos cognitivos e o professor, pela organização metodológica dos 

conteúdos e atividades.  

O material LD6 apresenta a coleção a partir do Manual do Professor com 

Orientações Didáticas, pretendendo “contemplar as orientações mais atuais para o ensino e 

a aprendizagem dessa disciplina, observando a necessidade de adequação a alunos com 

diferentes motivações, interesses e capacidades.” (Manual do Professor, LD6, p.2). 
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As autoras reconhecem o papel fundamental ocupado pelo ensino da Matemática, 

considerando a dupla função de desenvolver habilidades e competências e de levar o aluno 

a adquirir conhecimentos que possam contribuir com sua participação no mundo atual. 

Nesse material é proposto que os alunos elaborem seus próprios problemas com o objetivo 

de desenvolver a habilidade de criar, de fazer Matemática e adquirir noções sobre a forma 

de utilização da linguagem Matemática. A importância dessa elaboração se dá pelo fato de 

apresentar ao professor como o aluno está elaborando internamente os conteúdos 

estudados, ou seja, cognitivamente. A organização das atividades é explicitada em “Texto 

acompanhado de exercícios resolvidos”, ao descrever: 

 

Escrito para permitir que o aluno possa obter informações a partir do 

próprio livro, o texto procura adotar uma linguagem precisa, sem os 

exageros do formalismo excessivo. Os exemplos e exercícios resolvidos 

complementam as explicações dadas no texto e permitem ao aluno refletir 

sobre a teoria apresentada (LD6, Manual do Professor, p.14). 

 

Igualmente ao material LD1, observamos a preocupação das autoras com o 

desenvolvimento cognitivo do aluno e com a organização didática das atividades que 

auxiliam o professor à introdução aos conteúdos. 

No material LD7, os autores apresentam um documento denominado Planejamento 

e Metodologia por meio do qual discutem temas referentes aos pressupostos do processo 

de ensino e aprendizagem, tecnologias aplicadas à educação e diretrizes gerais da avaliação 

escolar. São apresentadas teorias que fundamentam os estudos referentes ao 

desenvolvimento cognitivo dos alunos como também se discute o papel da avaliação na 

atividade escolar, considerando pontos importantes que podem nortear o trabalho do 

professor. Destacamos a proposta dos autores referente a resolução de problemas e o 

ensino de Matemática: 

 

No nosso enfoque, toda atividade que envolve algum tipo de desafio 

intelectual deve ser considerada como resolução de um problema. Assim, 

em nosso trabalho, as atividades propostas aos alunos procuram explorar, 

sistematicamente, os processos mentais relevantes que ocorrem no 

processo. Por isso, buscamos propor atividades 

 diversificadas, propiciando formas diferentes de raciocínio; 

 significativas, atendendo aos objetivos propostos; 
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 abertas, dando espaço à criatividade e permitindo respostas 

alternativas (LD7, Planejamento e Metodologia, p.48). 

 

Ao que diz respeito às atividades propostas, os autores se posicionam afirmando que  

 

A maioria das atividades propostas procura desenvolver habilidades mais 

significativas, levando o aluno a pensar, comparar, pesquisar, criar, 

extrapolar, generalizar, criticar, de preferência a partir de situações novas 

e significativas (Ibid, p.51). 

 

Analisando o documento apresentado pelos autores do material LD7, observamos 

tanto quanto em LD1 e LD6 a preocupação com o desenvolvimento cognitivo do aluno e 

com a organização das atividades propostas, na tentativa de estabelecer a metodologia que 

seja mais adequada para garantir o sucesso desses dois eixos fundamentais do processo de 

ensino e aprendizagem. 

No material CP2009 não há um Manual do Professor, visto que os Cadernos são 

bimestrais e não seriados ou em volume único. Entretanto, os autores apresentam 

Orientações Gerais sobre os Cadernos e os conteúdos do bimestre, discriminando as 

Situações de Aprendizagem presentes em cada um deles e sugerindo, sempre que possível, 

materiais que possam auxiliar o trabalho do professor, tais como: textos, softwares, vídeos, 

sites. Especificamente para o conteúdo em Geometria Analítica, foco do bimestre em 

questão, os autores afirmam: 

 

[...] consideramos que a parte correspondente às retas, suas equações, 

suas propriedades e suas aplicações pode ser especialmente representativa 

do significado da Geometria Analítica como um método de abordagem 

dos problemas geométricos que contempla o ideal cartesiano – ou o 

“plano” de Descartes, que buscava uma aproximação efetiva entre a 

Geometria e a Álgebra (CP2009, p.8). 

 

Entendemos que esse material, como já mencionamos, por ser bimestral apresenta 

compleição diferenciada, não apresentando todos os tópicos constantes em um livro 

didático. Os objetivos das abordagens dos conteúdos levam em consideração a 

contextualização, as competências pessoais envolvidas tais como leitura e escrita 

Matemática, como também elementos culturais internos e externos à Matemática. 
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5.3 Coleções selecionadas – critérios de análise da organização didática 

 

Definidos os materiais didáticos a serem analisados, coube-nos identificar os 

critérios por meio dos quais essas análises se efetivarão. Nosso objetivo é analisar qual a 

organização didática e Matemática apresentada nesses materiais no que diz respeito aos 

estudos da Equação da Reta, em Geometria Analítica. Como já estabelecemos 

anteriormente, a organização didática preocupa-se com o fazer ou construir em termos de 

tarefas, técnicas e bloco tecnológico-teórico aquilo que a organização Matemática irá 

estudar – o conceito. 

Nossas análises basearam-se em quatro questões que julgamos relevantes verificar 

ao que concerne o estudo das provas e demonstrações em conteúdos matemáticos e que nos 

auxiliarão a responder nossa questão de pesquisa. Essas questões ficam identificadas como 

Questão 1(Q1), Questão 2(Q2), Questão 3(Q3) e Questão 4(Q4). Cada questão 

norteadora apresenta pelo menos uma tarefa a ser realizada tendo por justificativa as 

técnicas escolhidas pelos autores e que poderão ser mobilizadas pelos alunos. Os blocos 

tarefa-técnica e teórico-tecnológico serão explicitados adiante, juntamente com as 

especificidades de cada uma das quatro questões. Nesse momento, clarificamos somente as 

tarefas pertencentes a cada uma delas e a simbologia utilizada nessa parte da pesquisa. 

t: identifica tarefa  

ô: identifica técnica 

Q: identifica questão 

 

Questão 1 (Q1): Qual a abordagem utilizada pelo autor para introdução ao 

conteúdo Geometria Analítica? 

Tarefa1 (t1Q1): Apresentar parte introdutória
29

 à Geometria Analítica. 

 

Questão 2 (Q2): Como os conceitos matemáticos que antecedem o estudo da 

Equação da Reta são apresentados? 

                                                 

 

29
 Consideramos aqui o termo “parte introdutória” como o início do capítulo, ou seja, como o capítulo sobre 

Geometria Analítica está sendo apresentado ao aluno em seu “primeiro contato” com o tema. 



 

 

129 

Tarefa1 (t1Q2): Identificar quais conceitos são trabalhados precedentes ao estudo 

da Equação da Reta. 

Tarefa2 (t2Q2): Identificar as abordagens utilizadas para descrever esses conceitos. 

 

Questão 3 (Q3): Na introdução aos conceitos que antecedem o Estudo da 

Equação da Reta são utilizados os termos propriedade, teorema, demonstração, prova, 

ou mesmo é feita alguma diferenciação entre eles? 

Tarefa1 (t1Q3): Identificar a utilização dos termos nas tarefas executadas e 

propostas. 

Tarefa2 (t2Q3): Identificar se é apresentada alguma diferenciação entre os termos 

utilizados pelo método axiomático-dedutivo. 

 

Questão 4 (Q4): As tarefas propostas, voltadas ao estudo da Equação da Reta, 

apresentam demonstrações ou provas? 

Tarefa1 (t1Q4): Identificar as tarefas propostas para o estudo da Equação da Reta. 

Tarefa2 (t2Q4): Identificar, por meio das tarefas, a utilização de provas ou 

demonstrações. 

 

Visando organizar de maneira clara e coerente o desenvolvimento de nossas 

análises, optamos por dividi-las em dois blocos: a análise das tarefas executadas pelos 

autores na introdução ao conceito (incluindo os exemplos) e das tarefas propostas aos 

alunos, a partir das escolhas de cada autor. Essa separação se justifica ao passo que 

conseguiremos ter uma visão geral ao comparar o que foi utilizado pelo autor e 

efetivamente solicitado ao aluno. Esses dois blocos ficam identificados por Bloco de 

Tarefas 1 (BT1 – atividades executadas pelos autores) e Bloco de Tarefas 2 (BT2 – 

atividades propostas aos alunos). Sintetizamos nossa proposta conforme Figura 28: 
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Figura 28 – Especificação da divisão das análises por Blocos (autoria própria) 

 

5.3.1 Tarefas executadas pelos autores – BT1 

 

Anteriormente à análise da 1ª. Questão é importante observar que em todos os 

materiais didáticos analisados a Geometria Analítica aparece em capítulo próprio. Nas 

coleções de volume seriado LD6 e LD7, o capítulo não é apresentado como introdutório do 

volume, o que não significa que seja abordado na ordem dos conteúdos selecionados. No 

material CP2009 o conteúdo é apresentado em volume único tanto quanto no caderno do 

aluno, CA2009. Esse material aborda todas as atividades a serem contempladas sobre o 

conteúdo do bimestre. 

 

5.3.1.1 Análise quanto à 1ª. Questão 

 

Q1: Qual a abordagem utilizada pelo autor para introdução ao conteúdo Geometria 

Analítica? 

Descrevemos, a seguir, um bloco tarefa-técnica que nos possibilitará ter uma visão 

geral apresentada nos materiais didáticos, relativa à essa questão. 
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Tarefa1 (t1Q1): apresentar parte introdutória à Geometria Analítica. 

Técnica1 (ô1Q1): abordagem histórica 

Técnica2 (ô2Q1): abordagem direta sem recorrer à história da Matemática 

Técnica3 (ô3Q1): utilização de registros de representação
30

. 

 

Em relação a Q1, a tarefa (t1Q1) e a técnica (ô1Q1) são contempladas nas três 

coleções selecionadas (LD1, LD6, LD7) ao iniciarem o assunto com um breve histórico 

sobre a origem da Geometria Analítica, portanto a técnica (ô2Q1) não é contemplada. Os 

textos introdutórios referem-se aos estudos de Nicole Oresme, René Descartes citando sua 

obra La Géométrie, o Sistema Cartesiano Ortogonal, os estudos de Newton e Pierre de 

Fermat. Observamos no texto da coleção LD1 e no exemplo utilizado na coleção LD7 a 

correlação da Geometria Analítica com elementos e processos algébricos, mencionando 

que é possível tratar algebricamente muitas questões geométricas e representar, por meio 

da Geometria, algumas questões algébricas. 

A técnica (ô3Q1) é verificada nas três coleções (LD1, LD6, LD7) por 

apresentarem registros de representação (algébricos, figurais e textuais) para exemplificar a 

utilização da Geometria Analítica. No material LD6 o registro figural remete ao estudo do 

ponto e das coordenadas cartesianas no plano, além das imagens de dois matemáticos 

citados: Descartes e Fermat. 

Especificamente em LD7, é apresentada uma situação cotidiana de localização de 

ruas, por meio da linguagem natural e figural. A localização se dá pela utilização de uma 

malha quadriculada, com o objetivo de promover a adequação de trajetos, quantidade de 

praças e ruas que possam ser instaladas na região. Essa situação promove a substituição de 

pontos por números ou pares de números, relacionando conteúdos algébrico e geométrico. 

Em LD1, os registros de representação utilizados são algébricos ao exemplificarem 

equações que podem representar retas no plano. 

                                                 

 

30
 Um registro de representação é, segundo Duval (1999), um sistema semiótico que tem as funções 

fundamentais em nível do funcionamento consciente. Esses registros podem ser: desenho ou figura 

geométrica, a linguagem natural ou mesmo a linguagem Matemática/simbólica. (ALMOULOUD, 2003, 

p.125). 
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Registramos a seguir as representações figurais utilizadas nesses materiais. 

 

Figura 29 – Introdução à Geometria Analítica, registro figural (LD7, p.150) 

 

 

Figura 30 – Introdução a Geometria Analítica – registro algébrico (LD1, p.395) 

 

 

Figura 31 – Introdução a Geometria Analítica – registro algébrico (LD1, p.395) 
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No material CP2009 a Geometria Analítica aparece sob o tema “O plano de 

Descartes: a parceria entre a Álgebra e a Geometria” com destaque à equação da reta, 

relacionando a Geometria Analítica com um método de abordagem dos problemas 

geométricos, contemplando o ideal cartesiano, aproximando a Geometria e a Álgebra. 

Nesse material a tarefa (t1Q1) é contemplada algebricamente em Roteiro para Aplicação 

da Situação de Aprendizagem 1 e a técnica (ô1Q1) não é verificada. Em CA2009, não são 

contempladas a tarefa (t1Q1) nem a técnica (ô1Q1). Contempla-se a técnica (ô2Q1), em 

ambos os materiais, visto que a introdução a Geometria Analítica é realizada de forma 

direta. Essa abordagem contempla a técnica (ô3Q1) pela utilização de registros figurais e 

algébricos que exemplificam o estudo da distância entre dois pontos, da inclinação de um 

segmento de reta, do alinhamento de três pontos e das posições relativas entre duas retas. 

No material CA2009, verificamos que os mesmos registros figurais e algébricos, 

utilizados em CP2009, se fazem presentes na atividade 4, proposta ao aluno como modelo 

comparativo para o exercício anterior. 

 

Figura 32 – Introdução a Geometria Analítica em CP2009, registros figurais e algébricos (CP2009, p.12) 
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Considerações a respeito das análises da 1ª. Questão (Q1) 

 

Nas três coleções selecionadas (LD1, LD6, LD7) foi detectada a apresentação da 

parte introdutória à Geometria Analítica por meio de abordagem histórica. Nesses 

materiais didáticos estabeleceu-se correlação entre a Geometria e a Álgebra, ora pelo 

tratamento algébrico às questões geométricas, ora representando geometricamente 

expressões algébricas. A utilização de registros de representação (algébricos, figurais e 

textuais) também foi verificada nas três coleções, por meio de exemplos no contexto 

matemático e fora dele. 

Nos materiais didáticos CP2009 e CA2009, a parte introdutória à Geometria 

Analítica é contemplada algebricamente por meio de abordagem direta. Devido a essa 

abordagem, os registros de representação utilizados são do tipo figurais e algébricos. 

As considerações que tecemos relativas a essa questão (Q1), dizem respeito à 

importância da presença da História e da História da Matemática no contexto de sala de 

aula. A “localização” temporal, historicamente, pode trazer esclarecimentos sobre a 

necessidade do desenvolvimento de conceitos matemáticos essenciais para o seu tempo e 

que são estudados e utilizados até hoje. Assim, os alunos podem compreender que a 

Matemática é uma ciência e não uma disciplina que impõe fórmulas e conceitos acabados. 

Segundo Vianna, (1995 apud Balestri, 2008), houve uma época (início do Movimento da 

Matemática Moderna) na qual considerava-se que a história não contribuiria para o ensino 

de Matemática: 

 

As razões apontadas por Lichnerowicz contra o uso didático da história 

da Matemática parecem hoje paradoxais. Muitas delas são relembradas 

justamente pelos defensores do uso da história da Matemática nos livros e 

currículos escolares. Por exemplo, só a história da Matemática é que 

poderia contribuir para anular a sensação de ser a Matemática uma coisa 

pronta e acabada (VIANNA, 1995, p. 15 apud BALESTRI, 2008, p.13). 

 

A inserção da História da Matemática em sala de aula não diz respeito somente ao 

trabalho com biografias de matemáticos as quais, isoladamente, podem não ter significado 

para os alunos. A importância dessa abordagem é destacada também nas Orientações 

Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006) como um elemento essencial ao 

processo de atribuição de significados aos conceitos matemáticos. 
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A recuperação do processo histórico de construção do conhecimento 

matemático pode se tornar um importante elemento de contextualização 

dos objetos de conhecimento que vão entrar na relação didática. A 

História da Matemática pode contribuir também para que o próprio 

professor compreenda algumas dificuldades dos alunos, que, de certa 

maneira, podem refletir históricas dificuldades presentes também na 

construção do conhecimento matemático (BRASIL, 2006, p.86). 

 

No processo de ensino e aprendizagem algumas dificuldades apresentadas pelos 

alunos em seu contato com objetos matemáticos podem, também ter ocorrido na fase de 

construção do conceito, por exemplo: a construção dos números irracionais a partir do 

“escândalo lógico” dos pitagóricos. 

Tendo em vista o aqui exposto e as análises realizadas nos materiais didáticos 

selecionados, consideramos que seria interessante que nos materiais CP2009 e CA2009 

fossem incluídos, pelo menos tópicos relativos à História da Matemática ao tratar os 

conteúdos da Geometria Analítica, visto que os outros materiais didáticos apresentam essa 

inclusão. 

Entendemos que o material CA2009 como de efetivo uso do aluno, na rede pública 

estadual de São Paulo, tem como um de seus propósitos o de auxiliá-lo na construção de 

seus conhecimentos matemáticos devendo, portanto, propiciar momentos que possam 

despertá-lo para a investigação e descoberta, inclusive históricas. 

Comparando as coleções de livros didáticos (LD1, LD6, LD7) com o material 

CP2009 e CA2009 apontamos uma carência, no aspecto da abordagem histórica, nos 

materiais da SEESP. As introduções apresentadas nos livros didáticos podem despertar no 

aluno o interesse em saber mais..., pesquisar sobre..., além de apresentar a Geometria 

Analítica enquanto a representação de pontos no plano, a partir dos trabalhos de Descartes, 

e não somente por meio do tratamento algébrico como uma fórmula pronta. Entendemos 

que os materiais didáticos devam ser trabalhados conjuntamente, porém na não 

observância desse fato, o estudo poderia tornar-se empobrecido. 
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5.3.1.2 Análise quanto à 2ª Questão 

 

Questão 2 (Q2): Como são apresentados os conceitos matemáticos que antecedem 

o estudo da Equação da Reta? 

Tarefa1 (t1Q2): identificar quais conceitos são trabalhados precedentes ao Estudo 

da Equação da Reta. 

Técnica1 (ô1Q2): levantamento dos conteúdos abordados em cada material 

didático. 

 

Devido à análise preliminar que realizamos nos materiais didáticos disponíveis 

levantamos quais os conteúdos abordados em Geometria Analítica que antecedem o estudo 

da Equação da Reta, com divergências de um volume para outro. Encontramos os 

seguintes conteúdos contemplados no total de materiais verificados, atendendo a tarefa 

(t1Q2) e a técnica (ô1Q2): estudos sobre a Reta Real (LD7), o Sistema Cartesiano 

Ortogonal (LD1, LD6, LD7, CP2009, CA2009), Bissetrizes dos Quadrantes (LD6), 

Distância entre dois pontos (LD1, LD6, LD7, CP2009, CA2009), Ponto Médio de um 

segmento de reta (LD1, LD6, LD7, CP2009, CA2009), Baricentro de triângulos (LD6, 

LD7), Condição de Alinhamento de três pontos (LD1, LD6, CP2009, CA2009), Área de 

triângulos (LD6, LD7) e Coeficiente angular de uma reta (LD1, CP2009, CA2009). 

 

 

Figura 33 – Conteúdos abordados que antecedem o estudo da Equação da Reta (t1Q2) – (autoria própria) 
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Após a realização de t1Q2 e ô1Q2, pontuamos as seguintes tarefas: 

Tarefa2 (t2Q2): localizar pontos na reta real. 

Técnica1 (ô1t2Q2): utilização do sistema de coordenadas. 

 

Essa tarefa (t2Q2) foi realizada somente pelo autor do material LD7. O objetivo era 

relembrar os conceitos sobre a correspondência entre os números reais e os pontos na reta 

numérica e estabelecer uma unidade de comprimento sobre a reta. A reta numérica, 

posteriormente no Sistema Cartesiano Ortogonal, se denominará eixo a partir de sua 

orientação positiva e negativa. A técnica utilizada pelo autor para desenvolver essa tarefa 

fez uso de um registro figural (reta orientada) para exemplificar a localização dos pontos e 

o cálculo da distância entre dois pontos sobre a reta. 

A generalidade desse cálculo é exemplificada numericamente partindo de dois 

pontos denominados P(-1) e Q(4). A intenção é fazer com que o aluno entenda a 

generalidade a partir de um exemplo numérico. Referindo-nos à categorização de provas 

idealizada por Balacheff (1988), podemos classificar esse exemplo numérico utilizado pelo 

autor como a representação de uma prova pragmática, do tipo exemplo genérico, utilizada 

com o intuito de mostrar ao aluno como se estabelece o cálculo (numérico) da distância 

entre dois pontos na reta com posterior generalização. 
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Figura 34 – Cálculo da distância na reta real (LD7, p.151) 

 

A generalização da distância entre dois pontos sobre a reta é apresentada sem 

menção ao termo teorema, sendo apresentada em linguagem natural e Matemática 

simbólica, com destaque à expressão x. 

Ao avaliarmos a técnica escolhida pelo autor para realizar a tarefa proposta, 

conforme especifica Chevallard (1999) sobre critérios de avaliação de técnicas (citado no 

Cap.3), acreditamos que outros exemplos numéricos fossem necessários e que a 

generalização fosse apresentada nos moldes de um sistema dedutivo, com a apresentação do 

teorema em questão e a preocupação da utilização da linguagem formal. 

O discurso tecnológico-teórico que justifica a técnica utilizada na resolução da 

tarefa de localizar pontos na reta real, baseia-se no campo da Geometria a partir de eixos 

orientados que dão suporte ao Sistema Cartesiano Ortogonal e o teorema da distância entre 

dois pontos. 
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Tarefa3 (t3Q2): localizar pontos no plano. 

Técnica1 (ô1t3Q2): utilização do sistema cartesiano ortogonal. 

 

A tarefa (t3Q2) foi realizada pelos autores de três materiais didáticos como 

introdução a esse tópico. O material CA2009 e CP2009 não apresentam tarefas 

introdutórias, resolvidas pelos autores, sobre localização de pontos no plano. Em LD1, 

LD6 e LD7 o Sistema Cartesiano Ortogonal é apresentado com o intuito de relembrar os 

conceitos sobre eixos orientados, correspondência biunívoca entre números reais e pontos 

no plano, coordenadas de um ponto (abscissa, ordenada), divisão do plano em quatro 

quadrantes e apresentação das bissetrizes dos quadrantes pares e ímpares. 

As técnicas escolhidas pelos autores utilizam registros figurais (representação do 

plano cartesiano) em malha quadriculada (LD1, LD7) e linguagem Matemática simbólica 

para o par ordenado ora constituído (abscissa, ordenada). Ainda nesses materiais, 

apresentam-se pontos a serem localizados por exemplos numéricos, sem definir a 

generalização para um ponto qualquer do plano. 

 

Figura 35 – Representação de pontos no plano (LD7, p.152) 
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Figura 36 – Representação de pontos no plano (LD1, p.395) 

 

Tal generalização é constatada em LD6 que apresenta a localização de pontos a 

partir de suas coordenadas gerais: P(xP, yP). Percebemos em LD6 que a técnica escolhida 

pela autora privilegia a linguagem Matemática simbólica, característica do método 

axiomático. Essa escolha antecipa o contato do aluno com aspectos generalizadores que 

permeiam a elaboração de uma demonstração. 

 

 

Figura 37 – Representação de pontos no plano (LD6, p.32) 
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No material CP2009, a técnica empregada privilegia a utilização do sistema 

cartesiano ortogonal, a partir da representação de segmentos de reta e retas, porém não 

apresenta atividades resolvidas sobre localização de pontos no plano. 

O discurso tecnológico-teórico que justifica a utilização dessas técnicas é o campo 

da Geometria, pela formalização do Sistema Cartesiano Ortogonal, pelo teorema que 

estabelece a correspondência biunívoca entre pontos do plano e pares ordenados. 

 

Figura 38 – Síntese das tarefas executadas pelos autores em BT1 (autoria própria) 

 

Tarefa4 (t4Q2): Estudar as bissetrizes pertencentes aos quadrantes pares e 

ímpares. 

Técnica1 (ô1t4Q2): definição de bissetriz. 

Técnica 2 (ô2t4Q2): definição da relação de pertinência entre ponto e reta. 

 

A tarefa (t4Q2) é realizada somente pelo autor do material LD6. Em LD7 há 

somente a representação das bissetrizes no plano cartesiano (registro figural), porém 
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consideramos que a tarefa não foi executada por não apresentar o significado de bissetriz, 

não permitindo assim, o estudo das mesmas. Nesse material (LD7) o autor propõe uma 

reflexão sobre o comportamento das coordenadas dos pontos localizados nas bissetrizes. 

Entendemos que essa escolha possa ser interpretada como uma técnica para incutir no 

aluno a curiosidade da busca dessa definição e, apesar de não se tratar de uma 

demonstração explícita, pode suscitar à descoberta nos moldes propostos por De Villiers 

(2002) sobre as funções das demonstrações. 

 

Figura 39 – Estudando as bissetrizes (LD7, p.153) 

 

Em LD6 a técnica (ô1t4Q2) não foi aplicada. A técnica escolhida pela autora para 

realizar a tarefa (t4Q2) dá destaque a representação geométrica das bissetrizes nos plano 

cartesiano, à linguagem natural para apresentação da propriedade e à linguagem 

Matemática simbólica. Vale ressaltar que o termo propriedade não é utilizado. 
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Figura 40 – Estudo das bissetrizes (LD6, p.32) 

 

A linguagem simbólica utilizada para estudar a propriedade de pertinência de um 

ponto à bissetriz dos quadrantes pares ou ímpares poderia ser deduzida a partir da 

utilização de provas pragmáticas. Essa escolha privilegiaria o entendimento da propriedade 

ora definida a partir de exemplos numéricos que conduzissem a uma generalização. 

Entendendo esse processo como uma etapa da definição de uma propriedade geral a partir 

de casos particulares. 

Comparando as técnicas utilizadas em ambos os materiais – representação 

geométrica e a reflexão sobre as coordenadas dos pontos pertencentes a uma bissetriz – 

acreditamos que uma junção das duas seria interessante, ora a apresentação de uma técnica 

que suscitasse à busca e, em um segundo momento, a formalização da propriedade. 

Tarefa5 (t5Q2): Definir e calcular a distância entre dois pontos. 

Dentre as técnicas que nos permitem realizar tal tarefa destacamos: 

Técnica1 (ô1t5Q2): demonstração da fórmula da distância entre dois pontos. 

Técnica2 (ô2t5Q2): apresentação da fórmula da distância entre dois pontos. 

Técnica3 (ô3t5Q2): utilização de exemplos para aplicação da fórmula. 

Técnica4 (ô4t5Q2): representação geométrica para o cálculo da distância. 

 

A técnica (ô1t5Q2) no material CP2009 não é contemplada. Esse material dá 

destaque à realização das técnicas (ô4t5Q2) por meio de representação figural e 
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(ô2t5Q2) apresentando a fórmula pronta para o cálculo da distância entre dois pontos. 

Como esse material é dedicado ao professor, especificamente, acreditamos que a escolha 

do autor tenha privilegiado o comentário deixando a metodologia a cargo do professor. 

 
 

Figura 41 – Apresentação da distância entre dois pontos (CP2009, p.12) 

 

Nesse material não há a utilização de exemplos para esse cálculo, isto ocorre 

somente nas tarefas propostas aos alunos, as quais explicitaremos em BT2. 

Nas coleções LD1 e LD7, os autores optaram por desenvolver a técnica (ô3t5Q2) 

anterior à (ô1t5Q2). 
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Figura 42 – Distância entre dois pontos –- (ô3t5Q2/ô1t5Q2) (LD7, p.153-154) 

 

A opção dos autores pela utilização de um exemplo numérico inicial, em 

atendimento a técnica (ô3t5Q2), evidencia a experimentação anterior à generalização. 

Logicamente, não podemos generalizar fórmulas somente a partir de um ou dois exemplos 

numéricos, nem acreditamos que essa tenha sido a intenção do autor. Analisando essa 

escolha mediante nosso referencial, aproximamos as provas realizadas de uma prova 

pragmática (BALACHEFF, 1988), na busca de conjecturas iniciais utilizando para isso a 

experimentação. A validação dos resultados numéricos encontrados pode ser realizada por 

meio de uma escala, reforçando assim o tratamento empírico. Segundo Balacheff (1987), o 

acesso ou não à experimentação diferencia as provas pragmáticas das intelectuais. Por 
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meio das tarefas executadas pelos autores, a prova pragmática pode aproximar o 

entendimento de como calcular a distância entre dois pontos, a uma forma prática de 

utilização. Enquanto que, o caso geral proposto na sequência da técnica numérica, 

evidencia um raciocínio formal sobre o conceito ao utilizar termos e símbolos matemáticos 

nas definições preliminares, mais adequados às apresentações das provas intelectuais, por 

envolver um raciocínio voltado à construção de uma rede de significados, mais amplo que 

a utilização prática simplesmente (BALACHEFF, 1988) 

 

Figura 43 – Distância entre dois pontos – (ô3t5Q2/ô1t5Q2) (LD1, p.396-397) 

 

Ainda considerando a escolha dos autores, identificamos a apresentação da 

Geometria Analítica, no estudo da distância entre dois pontos, como a integração entre a 

Álgebra e a Geometria. A representação de entes geométricos por expressões algébricas, 

nos moldes propostos por Nicola Oresme, é evidenciada pela determinação do 

comprimento de um segmento de reta AB (Figura 42) e (Figura 43) expresso nas formas 

numérica e algébrica:  
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34AB , e 13),( BAd , como também, 22 )()( ABAB yyxxAB  . 

 

Esse fato é igualmente verificado na coleção LD6. Nessa coleção, a opção das 

autoras, ao iniciar o conteúdo, privilegiou o caso geral para a apresentação da noção de 

distância, utilizando a representação figural, a técnica (ô4t5Q2) aliada ao 

desenvolvimento algébrico. A demonstração apresentada pela autora em (ô1t5Q2), apoia-

se na localização de dois pontos quaisquer P e Q, no plano cartesiano, e a determinação da 

distância entre eles. É utilizada uma linguagem simbólica formal com definições iniciais 

pertinentes ao processo da demonstração que ora se apresenta, caracterizando uma prova 

conceitual, segundo Balacheff (1988). 

 

Figura 44 – Distância entre dois pontos –- (ô3t5Q2/ô1t5Q2) (LD6, p.37) 

 

Nessa coleção, por essa tarefa especificamente, entendemos que a demonstração 

apresentada tem a função de comunicação, segundo De Villiers (2002), com o objetivo de 

negociar e apresentar o significado do conceito ora estudado. Não houve a preocupação 

nesse momento de comprovar ou justificar nenhum resultado numérico anterior. 
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Nos materiais LD1 e LD7 as demonstrações apresentadas pelos autores definem 

provas intelectuais com o objetivo de confirmar uma conjectura verificada numericamente, 

porém, considerando as diferentes funções da demonstração segundo De Villiers (2002), 

entendemos que elas também possam desempenhar a função de explicação ao proporcionar 

a compreensão do porque aquele cálculo inicial era verdadeiro. 

O bloco tecnológico-teórico que justifica as técnicas ora apresentadas é formado 

pela noção de distância entre dois pontos, pela aplicação do Teorema de Pitágoras para 

compor a fórmula da distância, pela localização de pontos e segmentos de reta no plano 

cartesiano, situados no campo da Álgebra e da Geometria.  

As coleções LD1, LD6 e LD7 apresentam tarefas resolvidas utilizando o conceito 

de distância entre dois pontos estão assim distribuídas: em LD1 são duas tarefas; em LD6 

são quatro tarefas e em LD7 são duas tarefas. Como citamos anteriormente, em CP2009 

não há apresentação de tarefas resolvidas enquanto exemplos, aparecendo somente nas 

atividades propostas aos alunos. 

Pelas técnicas utilizadas pelos autores pudemos observar que privilegiaram as 

resoluções algébricas por meio de provas ora pragmáticas ora conceituais e, com exceção à 

coleção LD7 (tarefa 2), todas as tarefas executadas utilizaram a representação geométrica 

como auxiliar no processo. 

Com o propósito de organizar da melhor maneira possível nossas análises, 

propomos um quadro representativo dessas tarefas, adequando os enunciados para uma 

melhor interpretação. 
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Figura 45 – Tarefas do bloco BT1 – (t5Q2) – (autoria própria) 

 

Em relação aos critérios propostos por Chevallard (1999) para avaliar tipos de 

tarefas (CT), técnicas (Cô) e bloco tecnológico-teórico (/Θ), explicitado no Capítulo 3, 

entendemos que as tarefas propostas pelos autores são representativas das situações iniciais 

de estudo. Em relação às técnicas escolhidas foram efetivamente esboçadas e de fácil 

utilização desde que haja domínio dos conhecimentos prévios necessários para a realização 

de tais técnicas: localização de pontos no plano cartesiano, resolução de triângulos 

retângulos e aplicação do teorema de Pitágoras, dentre outros. O bloco tecnológico-teórico 

apresentou justificativas inseridas no campo da Álgebra e da Geometria, por vezes pela 

utilização da linguagem Matemática simbólica, podendo suscitar novas técnicas para a 

resolução de novas tarefas. 

 



 

 

150 

Tarefa6 (t6Q2): Definir e calcular as coordenadas do ponto médio de um 

segmento de reta. 

Tarefa7 (t7Q2): Definir e estudar o conceito de baricentro de um triângulo. 

Para as tarefas 6 e 7 definimos algumas técnicas que podem ser aplicadas para a 

resolução de ambas, tais como: 

Técnica1 (ô1Q2): demonstração da fórmula. 

Técnica2 (ô2Q2): apresentação da fórmula. 

Técnica3 (ô3Q2): utilização de exemplos para aplicação da fórmula. 

Técnica4 (ô4Q2): representação geométrica como registro figural do conceito 

estudado. 

Ao analisarmos as tarefas (t6Q2 e t7Q2) no material CP2009 encontramos somente 

a tarefa (t6Q2) já nas atividades propostas aos alunos – Atividade 1, item c –, porém não 

iremos analisá-la nesse bloco, sendo que a tarefa (t7Q2) não é contemplada nesse material. 

Consequentemente, analisando as atividades executadas pelo autor, não verificamos a 

aplicação das técnicas (ô3Q2 e ô4Q2). 

Em LD1 a tarefa (t7Q2) não é realizada completamente, lembrando que nosso 

estudo verifica os conteúdos apresentados anteriores à Equação da reta. O termo baricentro 

é definido como o ponto de encontro das três medianas de um triângulo, porém não é 

utilizada nenhuma técnica específica para o cálculo do baricentro, a preocupação na 

atividade proposta é o cálculo do comprimento das medianas.  

Nos materiais LD1 e LD6, a tarefa (t6Q2) é apresentada por meio da aplicação da 

técnica (ô1t6Q2) com utilização da linguagem Matemática simbólica, caracterizando uma 

prova conceitual (BALACHEFF, 1988). Os autores aplicam ainda a técnica (ô4t6Q2) para 

fundamentar a utilização do Teorema de Tales na comparação de segmentos proporcionais. 

Observamos que para essa tarefa não houve a aplicação da fórmula para um exemplo 

numérico, inicialmente, para posterior generalização. Importante ressaltar que em LD1 o 

autor, ao terminar a demonstração da tarefa (t6Q2), lança uma observação para reflexão 

utilizando o termo demonstração, porém ao desenvolvê-la não houve a explicitação de que 

aquela sequência representava os passos de uma demonstração.  
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Figura 46 – Aplicação da técnica (ô4t6Q2) – (LD1, p.398) 

 

 

Figura 47 – Finalização da tarefa (t6Q2) – técnica (ô1Q2) (LD1, p.398) 
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Em LD6, a autora utiliza uma linguagem sincopada para apresentar a técnica 

(ô1t6Q2) ao explicitar suas premissas. Entendemos que a técnica (ô2t6Q2) também é 

aplicada a partir da explicação da tarefa como Teorema ao colocá-lo em destaque.  

 

Figura 48 – Aplicação da técnica (ô2t6Q2) (LD6, p.33) 

 

Ao realizar a tarefa (t7Q2) em LD6, a autora aplica a técnica (ô1t7Q2) em 

linguagem Matemática simbólica e apresentando a técnica (ô4t7Q2) como suporte à 

demonstração. O termo teorema novamente é utilizado, porém nesse caso, a demonstração 

se apresenta completa, como uma prova conceitual. 

Em LD6, tanto na realização da tarefa (t6Q2) quanto (t7Q2), entendemos que as 

demonstrações apresentadas têm a função de comunicação, segundo De Villiers (2002), no 

intuito de comunicar ao aluno o significado de ponto médio para, posteriormente, aplicá-lo 

em situações diversas. 

Na coleção LD7, na apresentação da definição de Ponto Médio de um segmento 

(t6Q2), o autor optou por iniciar a partir de um exemplo numérico na reta real e 

posteriormente buscar o caso geral. Considerando a opção do autor, ao analisá-la segundo 

os moldes definidos por Balacheff (1988) para provas pragmáticas e intelectuais, pode 

retratar o caminho a ser trilhado na elaboração de uma prova pragmática e sua evolução a 

uma prova conceitual. Ao utilizar a técnica (ô1t6Q2) aliada à (ô4t6Q2), aplicada ao caso 

geral, sua escolha pode evidenciar a importância dessa evolução, com a função de 

explicação e sistematização, conforme De Villiers (2002). Analogamente, ao realizar a 

tarefa (t7Q2), a prova pragmática é descartada, segue-se diretamente o caminho da 

demonstração (ô1t7Q2), produzindo uma prova intelectual, juntamente com a técnica 

(ô4t7Q2) auxiliando a compreensão do objeto não-ostensivo – noção de baricentro de um 

triângulo. 
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Figura 49 – Tarefa (t6Q2) (LD7, p.157) 

 

As atividades propostas pelos autores referentes às tarefas (t6Q2) e (t7Q2) estão 

assim divididas: em CP2009 não foram apresentadas tarefas, pelo autor, anteriores às 

atividades destinadas aos alunos; em LD1 há duas atividades resolvidas sobre a noção de 

ponto médio e não há atividades sobre baricentro; em LD6 há duas atividades sobre ponto 

médio e uma sobre baricentro; finalmente em LD7, são executadas duas atividades sobre 

ponto médio e uma sobre baricentro. 

Nos materiais LD1, LD6 e LD7, as atividades relativas às tarefas (t6Q2) e (t7Q2) 

são executadas a partir da técnica (ô3Q2). Pela análise dessas atividades observamos que 

as escolhas dos autores privilegiaram as aplicações diretas das fórmulas ora demonstradas, 

caracterizando o que Balacheff (1987) denomina de raciocinar para a prática, inclusive em 

questões que exijam aprofundamentos, seja pela organização Matemática ou pela 

interpretação do enunciado da questão. Neste caso, os autores de LD1 e LD6 recorrem à 

representação geométrica para uma melhor interpretação do enunciado. Segundo Duval 

(2003, p.14) a mobilização simultânea de pelo menos dois registros de representação 

caracteriza a originalidade da atividade Matemática, portanto analisando que o autor 

propôs uma tarefa em linguagem natural, interpretou-a geometricamente e a resolveu 
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algebricamente pode possibilitar ao aluno a compreensão do conceito estudado a partir da 

coordenação de diferentes registros. Há a elaboração de provas pragmáticas a partir de 

deduções de propriedades com posterior aplicação das fórmulas do ponto médio e do 

baricentro de um triângulo. 

O bloco tecnológico-teórico que fundamenta as técnicas adotadas para a realização 

das tarefas (t6Q2) e (t7Q2), comporta as noções de ponto médio de um segmento de reta e 

baricentro de triângulos, definidas nos campos da Álgebra e da Geometria. A noção de 

demonstração é apresentada tanto na introdução ao conceito quanto na execução das 

tarefas, pela formalização utilizada e adequação dos termos: seja, então, logo, 

característicos da linguagem formal e do método axiomático.  

Em relação aos critérios estipulados por Chevallard (1999) para avaliar as tarefas, 

técnicas ou mesmo o bloco tecnológico teórico
31

 adotados em BT1 para as tarefas (t6Q2) e 

(t7Q2) consideramos contemplados CT1 e CT2 nos três materiais didáticos que 

apresentaram tais tarefas. Entendemos que o critério CT3 é apresentado com 

aprofundamentos por exigir, primeiramente, a interpretação do enunciado para que se 

possa então, adequar uma resolução. Igualmente, considerando as técnicas utilizadas pelos 

autores na realização das tarefas, entendemos que são efetivamente elaboradas e que 

tenham alcance satisfatório, em atendimento aos critérios (Cô1) e (Cô3), inclusive por 

utilizarem mais de um registro de representação – apresentam resolução algébrica do 

cálculo do ponto médio de um segmento e resolução geométrica pela construção da figura 

no plano cartesiano. Podem proporcionar aos alunos o contato com a organização 

simbólica nas resoluções de exercícios. Quanto à avaliação do bloco tecnológico-teórico 

(/Θ) que sustenta as tarefas propostas (t6Q2) e (t7Q2), consideramos contemplados 

alguns critérios (Cr) apontados por Chevallard (1999), principalmente ao que concerne às 

formas canônicas da Matemática, pela linguagem simbólica utilizada e por entendermos 

que o bloco tecnológico poderá ser explorado e adaptado à resolução de outras tarefas.  

Sintetizamos as atividades executadas pelos autores referentes ao bloco BT1 e as 

tarefas (t6Q2) e (t7Q2). 

 

                                                 

 

31
 Discorremos sobre esse tema no Capítulo 3, item 3.1. 
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Figura 50 – Apresentação sintética das atividades executadas pelos autores–BT1–tarefas (t6Q2/t7Q2) (autoria própria) 

 

Tarefa8 (t8Q2): Definir a condição de alinhamento de três pontos. 

Técnica1 (ô1t8Q2): relação de pertinência entre ponto e reta. 

Técnica2 (ô2t8Q2): relação de semelhança entre triângulos retângulos. 

Técnica3 (ô3t8Q2): demonstração da colinearidade por determinante nulo. 

Técnica4 (ô4t8Q2): apresentação da colinearidade por determinante nulo. 

Técnica5 (ô5t8Q2): utilização da representação geométrica para definição do 

alinhamento de três pontos. 

Analisando a existência da tarefa (t8Q2) no material CP2009 observamos que ela é 

apresentada somente como atividade proposta aos alunos (BT2), portanto não a 

analisaremos nesse bloco (BT1). O material faz menção ao alinhamento de três pontos a 
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partir da igualdade de seus coeficientes angulares, observados por meio de um registro 

figural igualmente apresentado no material do aluno (CA2009). 

 
 

Figura 51 – Condição de alinhamento de três pontos (CP2009, p.12) 

 

Analogamente a CP2009, o material LD7 apresenta a condição de alinhamento de 

três pontos somente como tarefa proposta aos alunos (BT2), posterior ao estudo da Área de 

um triângulo. Interpretamos que a escolha do autor possa privilegiar a conjectura de que 

caso a área seja igual a zero, a figura não se concretiza, portanto os pontos estariam 

alinhados. Por não se apresentar como tarefa executada pelo autor (BT1) não temos como 

analisar a tarefa (t8Q2) em LD7. 

A tarefa (t8Q2) é apresentada em LD1 e LD6 utilizando a técnica (ô3t8Q2) aliada 

a técnica (ô2t8Q2) por meio de uma demonstração, caracterizada como prova intelectual 

(BALACHEFF, 1988) pela linguagem formal na qual é apresentada, incluindo a 

demonstração de sua recíproca, em ambos os materiais. Entendemos que a opção pela 

demonstração pode ter a função, segundo De Villiers (2002), de explicação tentando 

proporcionar a compreensão de uma verdade, mas também, pode desempenhar o papel de 

comunicadora de um significado importante ao entender que o resultado de um 

determinante nulo representa, em verdade, a ausência de área – enquanto superfície – 

consequentemente, os pontos ora especificados determinam uma reta e não uma superfície. 

Os autores optaram por utilizar o registro figural, segundo a técnica (ô5t8Q2), para 
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representar a noção de alinhamento de três pontos (objeto não-ostensivo) geometricamente, 

privilegiando a relação entre Álgebra e Geometria em resoluções de problemas na 

Geometria Analítica, segundo Oresme e Descartes. A importância em estabelecer essa 

relação é destacada em LD1 ao observar:  

 

Figura 52 – Observação relação entre Álgebra e Geometria (LD1, p.400) 

 

Essa observação é feita ao final da demonstração da condição de alinhamento em 

LD1, e a partir da manipulação de objetos matemáticos: razões provenientes da 

semelhança de triângulos, igualdade entre sentenças algébricas, cálculo de determinantes, a 

fim de definir a condição de alinhamento de três pontos por determinante nulo. 

As atividades executadas pelos autores para institucionalização do conceito 

estudado constituem provas pragmáticas, caracterizadas pela função de verificação da 

veracidade de uma propriedade.  

 

Figura 53 – Síntese das tarefas executadas pelos autores BT1-tarefa (t8Q2) – (autoria própria) 
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O bloco tecnológico-teórico que justifica as técnicas utilizadas apoia-se nos campos 

da Álgebra e da Geometria por abranger propriedades relativas à resolução de igualdade de 

sentenças algébricas, da semelhança de triângulos, das operações no conjunto dos números 

reais e o sistema de coordenadas cartesianas que permitiu a representação geométrica e a 

visualização do alinhamento de três pontos.  

Interessante observar que, após a formalização das demonstrações em LD1 e LD6, 

as atividades propostas privilegiaram a técnica do determinante caracterizando-se, segundo 

Balacheff (1987), como esferas de prática. Esse autor define esferas de prática como 

aquelas situações nas quais não há a necessidade de validação das ações, uma vez que elas 

podem ser asseguradas por aplicação de um algoritmo, ou mesmo, pela aplicação de 

estratégias padronizadas. Como o objetivo das atividades era verificar se os pontos dados 

estavam alinhados, o resultado D = 0 garante o alinhamento e D  0 refuta o alinhamento, 

fundamentado pela demonstração anterior.  

Tarefa 9 (t9Q2): Determinar o coeficiente angular de uma reta. 

Técnica1 (ô1t9Q2): dedução da fórmula do coeficiente angular. 

Técnica2 (ô2t9Q2): apresentação da fórmula do coeficiente angular. 

Técnica3 (ô3t9Q2): utilização da representação geométrica. 

 

Em relação ao cumprimento da tarefa (t9Q2) em CP2009, observamos somente a 

realização da técnica (ô2t9Q2) aliada à técnica (ô3t9Q2). Não há tarefas resolvidas pelo 

autor. 

Ressaltamos que nos materiais didáticos LD6 e LD7 o tema Coeficiente angular e 

inclinação de uma reta é tratado posterior à introdução sobre Equação da Reta, portanto 

não analisaremos essa tarefa nesse momento. 

Em LD1, esse assunto é estudado anteriormente ao tópico Equação da Reta. A 

abordagem utilizada pelo autor faz referência à inclinação ( ) de uma reta r em relação ao 

eixo x, sem mencionar a equação geral ou reduzida da reta, visto que esses assuntos ainda 

não foram estudados. Inicialmente, o autor apresenta a fórmula do coeficiente angular 

contemplando a técnica (ô2t9Q2), escolhendo explicitá-la posteriormente. O autor 
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observa quatro casos para estudar a declividade da reta, considerando  1800  : 

 0 ;  900  ;  18090   e  90 . A dedução da fórmula (ô1t9Q2) se dá, 

aliada à técnica (ô3t9Q2), a partir da elaboração de provas intelectuais abrangendo duas 

maneiras para obtenção do coeficiente angular: conhecendo a inclinação ( ) da reta e 

conhecendo dois pontos quaisquer da reta ),( AA yxA  e ),( BB yxB . Na elaboração dessas 

provas, o autor utiliza-se do cálculo da tangente de um ângulo por meio da diferença entre 

abscissas ( x ) e ordenadas ( y ) de dois pontos, para definir o coeficiente angular (m) de 

uma reta.  

Na tarefa apresentada pelo autor como exemplo do conteúdo estudado, observamos 

a elaboração de uma prova pragmática pertencente ao bloco (BT1), a partir da aplicação da 

fórmula para cálculo do coeficiente angular. Fica como sugestão do autor a verificação ou 

validação do resultado por meio da comparação com a propriedade: se m>0, então a reta 

apresenta sentido crescente em relação ao eixo x, como também a sugestão da construção 

geométrica. Entendemos que, após o processo de demonstração elaborado para abordar o 

tema Coeficiente angular de uma reta, a execução da tarefa poderia se clarificar ao dar 

ênfase ao desenvolvimento algébrico e geométrico anterior.  

Consideramos que essa tarefa seria mais um momento oportuno para se explorar a 

aplicação da linguagem simbólica na produção de uma prova. A técnica escolhida pelo 

autor pode criar condições para o aluno interpretar o significado de coeficiente angular de 

uma reta como um procedimento puramente mecânico, singular, no sentido de não 

entender a necessidade de uma análise e validação do resultado encontrado. 

 

Figura 54 – Síntese das tarefas executadas (t9Q2) em LD1.(autoria própria) 
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O bloco tecnológico-teórico que justifica as técnicas escolhidas pelo autor é 

composto pela Álgebra, Geometria e trigonometria ao representar geometricamente, no 

plano cartesiano, dois pontos pertencentes a uma reta e utilizar o conceito de tangente 

(trigonometria) para determinação do coeficiente angular. A noção de demonstração, pode 

ser verificada no emprego da técnica (ô1t9Q2) pela utilização dos termos seja, temos e 

então... pertencentes a linguagem simbólica da demonstração. 

 

Figura 55 – Prova intelectual tarefa (t9Q2) (LD1, p.401) 

 

Considerações a respeito das análises da 2ª Questão (Q2) 

 

O propósito da elaboração dessa questão foi o de analisar quais conteúdos 

matemáticos os materiais didáticos propunham como precedentes ao estudo da equação da 

reta, a organização didática (OD) e Matemática (OM) desses conteúdos a partir das 

abordagens escolhidas e a existência de provas segundo a tipologia proposta por Balacheff 

(1987;1988). Essa análise nos permitiu levantar os conteúdos matemáticos que esses 

autores consideraram necessários como suportes à compreensão da representação de uma 

reta por meio de sua equação. A partir do levantamento realizado nos materiais didáticos 

conseguimos identificar tais conteúdos (Figura 33), inclusive com destaque aos que são 

comuns a todos eles, tais como: sistema cartesiano ortogonal, distância entre dois pontos e 

ponto médio de um segmento de reta. A condição de alinhamento de três pontos e o 

coeficiente angular de uma reta foram contemplados pela maioria dos materiais 

antecedendo o estudo da equação da reta. Os estudos com baricentro e área de triângulos 

foram contemplados somente por dois materiais didáticos (LD6, LD7). Entretanto, 
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consideramos que seria interessante se os outros materiais também os tivessem 

contemplado, pela possibilidade de relacionar a área do triângulo ao teorema que 

estabelece a condição de alinhamento de três pontos, uma vez que três pontos não 

colineares definem um triângulo e colineares definem uma reta. Essa interação poderia ser 

proposta nos demais materiais didáticos. Apesar de existirem conteúdos de Geometria 

Analítica não contemplados em alguns desses materiais, todos atendem às recomendações 

dos documentos oficiais que estabelecem tais conteúdos, conforme Figura 24. 

É importante salientar que o levantamento considera como contemplado o conteúdo 

que aparece representado antes do tópico equação da reta (em qualquer uma de suas 

diferentes representações). 

A partir dessa análise, tivemos um panorama geral da OM referente ao conteúdo 

Geometria Analítica proposto por cada um dos materiais didáticos até o estudo da equação 

da reta, bem como, as escolhas dos autores, por meio da OD proposta. Chevallard (1999) 

considera de fundamental importância a elaboração de uma OD, visto que tem por objetivo 

o ensino e a aprendizagem de uma OM, ou seja, “fazer existir uma relação pessoal com a 

organização Matemática ou modificar a relação já existente com essa organização”. 

Entende-se por modificação a mobilização de novas técnicas para uma tarefa já existente, 

ou mesmo, a ampliação do bloco tecnológico-teórico. 

Esse levantamento mostrou-nos, preliminarmente, que os autores elaboram provas 

que vão de pragmáticas às intelectuais nas tarefas executadas, como também 

demonstrações, dão ênfase à utilização de mais de um registro de representação, seja ele 

figural, linguagem natural ou linguagem Matemática simbólica. Há a preocupação em 

relacionar a linguagem algébrica e geométrica que representam os objetos matemáticos 

estudados. As técnicas mobilizadas utilizam-se dos conhecimentos específicos do capítulo 

como também retomam conhecimentos anteriormente adquiridos. Cabe aqui considerar 

que a elaboração de demonstrações com maior grau de rigor ocorra somente em dois dos 

materiais didáticos selecionados. Relacionamos as técnicas mobilizadas às recomendações 

das Orientações Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006, p.77) ao priorizar que 

“memorizações excessivas devem ser evitadas; [...] equações devem ser deduzidas, e não 

simplesmente apresentadas aos alunos, para que, então se tornem significativas.”  

Consideramos, pelos conteúdos propostos nesses materiais, que há subsídio 

suficiente para que o aluno possa compreender a representação de uma reta no plano, 

algebricamente e geometricamente, contemplando um dos objetivos da Geometria 
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Analítica, porém ainda consideramos que alguns conteúdos, como foram abordados, 

podem causar o entendimento de fórmula pronta, desvinculado de teoremas e propriedades. 

Os materiais didáticos da SEESP apresentam diretamente as atividades que são 

propostas aos alunos, sem fazer alusão à exercícios resolvidos enquanto exemplos. 

Observamos que esse material poderia ser caracterizado como um caderno de exercícios, 

por meio do qual se coloca em prática a teoria estudada em material distinto. 

 

5.3.1.3 Análise quanto à 3ª Questão (Q3) 

 

Questão 3 (Q3): Na introdução aos conceitos que antecedem o Estudo da Equação 

da Reta são utilizados os termos propriedade,axioma, teorema, demonstração, prova, ou 

mesmo é feita alguma diferenciação entre eles? 

Tarefa1 (t1Q3): Identificar a utilização dos termos propriedade, teorema, 

demonstração, prova nas tarefas executadas. 

Tarefa2 (t2Q3): Identificar se é apresentada alguma diferenciação entre os termos 

utilizados em um sistema dedutivo. 

Técnica (ô1t1Q3): Levantamento sobre a utilização e diferenciação dos termos 

propriedade, teorema, demonstração e prova nos materiais didáticos selecionados. 

Nos materiais didáticos CP2009 e CA2009 as tarefas que antecedem o estudo da 

equação da reta não apresentam exercícios resolvidos, porém analisamos esses materiais 

considerando as tarefas propostas aos alunos (BT2) e pudemos observar que as tarefas 

(t1Q3) e (t2Q3) não são contempladas. Analisamos os materiais CP2009 (1ª. série, Volume 

4 e 2ª.série, Volume 4) que tratam dos conteúdos sobre Geometria, Trigonometria e 

Geometria Métrica Espacial e não encontramos definição para os termos especificados. 

No material LD1, o autor utiliza os termos demonstrar, demonstre que..., 

propriedade, recíproca em tarefas realizadas e propostas, porém não apresenta explicações 

sobre seu significado nem diferenciação entre eles. Consideramos que a tarefa (t1Q3) é 

contemplada nesse material, porém a tarefa (t2Q3) não é realizada nesse capítulo. 
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2º.) Vamos demonstrar que o triângulo com vértices  

 A(-2,4), B(-5,1) e C(-6,5) é isósceles. 

(tarefa realizada em LD1, p.397) 

14. Demonstre que os pontos A(6,-13), B(-2,2),  

C(13,10) e D(21,-5) são os vértices consecutivos de um quadrado.  

(Sugestão: verifique que os lados são congruentes e que os ângulos são retos.) 

(tarefa proposta em LD1, p.398) 

Figura 56 – Utilização do termo demonstre que... em LD1 (p.397-398) 

 

Nesse material, a distância entre dois pontos não é apresentada como um teorema, 

mas por sua fórmula como uma expressão geral. O teorema da condição de alinhamento de 

três pontos é apresentado como uma propriedade geométrica e o termo recíproca não é 

definido. 

Analisando o material LD1 em sua íntegra, encontramos no Capítulo 28 sobre 

“Geometria espacial de posição e métrica” (LD1, p.342) alguns esclarecimentos a respeito 

dos termos que seriam empregados a partir daquele capítulo. Observamos o cumprimento 

da tarefa (t1Q3) ao apresentar-se a diferenciação entre os termos: definição, axiomas ou 

postulados e teoremas. O autor tem a preocupação em dar destaque diferenciado (cores) a 

esses termos e utiliza-se desse método no decorrer de todo o capítulo. 

 

Figura 57 – Diferenciação entre os termos do método dedutivo (LD1, p.343) 
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Figura 58 – Diferenciação entre os termos do método dedutivo – destaque cores (LD1, p. 343) 

 

Esses esclarecimentos são retomados adiante (LD1, p.358) no tópico: “O método 

dedutivo: algumas demonstrações”. Por meio de um texto faz-se a diferenciação, 

novamente, entre postulado ou axioma e teoremas, como também são apresentadas 

algumas demonstrações. Observamos que esses conteúdos estão programados para a 2ª. 

série do Ensino Médio, portanto os alunos que utilizaram essa coleção em anos anteriores 

tiveram acesso e estariam relembrando essas definições e, caso não a tenham utilizado, 

podem ser consultadas. 

Entendemos que no capítulo destinado à Geometria Analítica (Capítulo 31, p.395), 

uma recordação dos termos utilizados pelo método axiomático dedutivo se faz necessária, 

inclusive para que seja esclarecido o que pode ser demonstrado (teoremas). Como 

sugestão, o autor poderia deixar a recomendação do Capítulo28 para revisão desses termos. 

No material LD7, os autores utilizam a palavra recíproca no estudo da Equação 

geral da reta, porém não explicitam o que seja a recíproca de um teorema. O teorema é 

“mostrado” como resposta a uma pergunta: “Será que toda reta do plano cartesiano xOy 

está associada a uma equação de 1º.grau de variáveis x e y?” A resposta é “mostrada” em 

destaque, entretanto não há menção ao termo teorema ou mesmo propriedade. Em 

conteúdos estudados, anteriores à Equação da reta, observamos a apresentação das 

fórmulas como finalização de um procedimento no qual aparece o termo “conclusão”. 
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Figura 59 – Definição de ponto médio apresentada pelo termo “conclusão” em LD7 (p.158) 

 

Entendemos que essa sistematização organiza a resolução, mas não favorece a 

elaboração de uma demonstração ou mesmo de uma prova, visto que os teoremas não são 

demonstrados conforme a axiomatização do método dedutivo. A linguagem aplicada se 

torna muito próxima da utilizada pelo aluno não propiciando uma evolução em relação à 

formalização axiomática. 

Analisando o material LD7 na íntegra, encontramos no mesmo volume o capítulo 

“Geometria espacial de posição” (LD7, p.7), em qual são apresentados os conceitos 

primitivos, a definição para postulados ou axiomas, entretanto o autor não faz menção à 

interpretação do termo teorema, apesar de mencioná-lo nas páginas seguintes.  

 

Figura 60 – Definição de termos do sistema dedutivo (LD7, p.9) 

 

Consideramos importante a apresentação das definições no mesmo volume nessa 

coleção seriada, porém como sugestão o autor poderia complementar as definições dos 

termos de um sistema dedutivo para que o aluno tivesse oportunidade de consultá-los 

sempre que houvesse a dúvida e que o auxiliaria na diferenciação desses termos no 

processo de demonstração ou elaboração de prova. 

Em LD6, a utilização do termo teorema, tarefa (t1Q3), aparece na apresentação das 

noções de Ponto Médio de um segmento, de Baricentro de um triângulo, da Distância entre 

dois pontos, Área de um triângulo e de colinearidade entre três pontos. O termo é utilizado, 

via de regra, após uma demonstração e, em alguns casos, após as expressões assim..., 

portanto..., podemos enunciar..., podemos escrever.... 
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Figura 61 – Utilização do termo teorema nos conceitos referentes à Equação da reta – LD6 (p.45) 

 

Analogamente ao termo teorema, observamos o emprego das palavras propriedade 

e recíproca, aplicadas ao estudo das noções de Colinearidade entre três pontos, Equação 

geral de uma reta. 

 

Figura 62 – Utilização do termo propriedade nos conceitos referentes à Equação da reta – LD6, (p.51) 

 

Apesar da utilização desses termos observamos que não há a explicação da 

diferença existente entre eles. Analisamos o capítulo destinado à Geometria Analítica 

(Parte 2 – Unidades 2 a 5), como também a íntegra do material LD6 e não observamos a 

presença de um texto informativo sobre o significado dos termos empregados. Acreditamos 

que as autoras possam ter considerado que para esse nível de ensino – 3ª série do Ensino 

Médio – os alunos estejam familiarizados com tais termos. Buscamos nos volumes da 

mesma coleção destinados a 1ª e 2ª série a fim de observarmos se em algum momento, em 

outros conteúdos, se essa diferenciação se faz presente. Encontramos no Volume 2 (2ª 

série, 2006. Parte 3. Geometria Espacial, p.199), um quadro explicativo sobre o que vem a 

ser um sistema dedutivo. Apresentaremos a seguir um “recorte” dessa explicação: 
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Figura 63 – Definições sobre sistema dedutivo. (SMOLE, K.S.Matemática Ensino Médio, vol.2, 2006, p.199) 

 

 

Figura 64 – Definição sobre o termo teorema (SMOLE, K.S., vol.2, 2006, p.200) 

 

Consideramos que esses esclarecimentos são importantes ao iniciarmos os estudos 

sobre conteúdos que possam exigir demonstrações em suas resoluções. Por meio dessas 

definições o aluno passa a conhecer parte da organização exigida no processo dedutivo, 

compreendendo o significado de cada termo, como também, a posição que ele pode ocupar 

nesse desenvolvimento. Esse quadro de definições é apresentado pelas autoras somente no 

Volume 2 da coleção, entendemos que seria interessante apresentá-lo nos três volumes 

como parte integrante aos estudos de Trigonometria (Vol.1) e Geometria Analítica (Vol.3). 

Ocuparia a função de reforço ao significado dos termos para alunos que utilizam a coleção 

desde a 1ª. série do Ensino Médio e de esclarecimento para aqueles que não tiveram 

contato com essas definições em outras coleções. Deixamos aqui como sugestão aos 



 

 

168 

autores, porém entendemos que o professor, ao trabalhar com o processo de demonstração, 

defina esses termos quando o material didático utilizado por ele não o faz. 

 

Considerações a respeito das análises da 3ª Questão (Q3) 

 

Nosso objetivo ao propor essa questão foi o de analisar se os termos propriedade, 

teorema, demonstração e prova foram utilizados pelos autores dos materiais didáticos no 

desenvolvimento do capítulo sobre Geometria Analítica até os estudos sobre equação da reta. 

Por meio dessa análise pudemos observar que esses termos permeiam os conteúdos 

apresentados, porém em nenhum dos materiais eles foram definidos. Não há diferenciação 

relativa a esses termos. Em alguns casos, os teoremas são representados pelas fórmulas 

aliadas à linguagem natural que o define, porém sem a explicação de que aquele enunciado 

é um teorema passível de demonstração e por isso, aceito como verdadeiro. Observa-se que 

a linguagem natural utilizada dá indícios de dedução, de raciocínio lógico-matemático pela 

organização proposta no exemplo, pela simbologia Matemática utilizada, porém ainda 

assim, o termo teorema não é explicitado. 

Há a preocupação dos autores em apresentar a generalização partindo de casos 

particulares, com o propósito de tornar explícita a validade da afirmação para todos os 

casos, porém a generalização aparece por meio de uma fórmula. 

Por meio da Figura 65, apresentamos uma síntese da situação encontrada nos 

materiais didáticos relativa à utilização dos termos propriedade, teorema, recíproca, 

demonstração e prova nos conteúdos analisados em Geometria Analítica. 

 

Figura 65 – Síntese da utilização de termos relativos ao sistema dedutivo em materiais didáticos (autoria própria). 
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Observamos que, com exceção dos materiais da SEESP, as outras coleções utilizam 

alguns desses termos, propõem tarefas solicitando que o aluno demonstre que, porém não 

especificam que a resolução apresentada pelos autores pode ser considerada uma 

demonstração ou prova intelectual (BALACHEFF, 1988). Entendemos que o aluno pode 

seguir os passos da resolução apresentada sem saber que está elaborando um tipo de prova. 

 

5.3.1.4 Análise quanto à 4ª. Questão (Q4) 

 

Questão 4 (Q4): As tarefas utilizadas, voltadas ao estudo da equação da reta, 

apresentam demonstrações ou provas? 

Tarefa1 (t1Q4): Identificar as tarefas propostas para o estudo da Equação da Reta. 

Tarefa2 (t2Q4): Identificar, por meio das tarefas propostas, a utilização de provas 

ou demonstrações. 

Técnica 1 (ô1t1Q4): Análise dos tipos de provas e das demonstrações nos 

materiais didáticos selecionados. 

As análises realizadas nessa questão (Q4) terão um aprofundamento maior visto 

que é o foco principal de nosso estudo, portanto apresentaremos algumas características 

diferenciadas das utilizadas até o momento. 

Analisaremos a questão (Q4) obedecendo a constituição dos dois Blocos (BT1) e 

(BT2) referentes às tarefas propostas pelos autores. 

No material didático CP2009, os estudos relativos à Equação da Reta são propostos 

a partir da Situação de Aprendizagem 2 sob o título: A reta, a inclinação e a 

proporcionalidade (CP2009, p.20). Segundo os autores, as tarefas propostas visam o 

desenvolvimento das seguintes competências e habilidades: 

 

Compreensão da linguagem algébrica na representação de situações e 

problemas geométricos; expressão de situações envolvendo 

proporcionalidade por meio de equações e inequações envolvendo retas 

(CP2009, p.20). 
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Entendemos que os autores escolheram por estabelecer as relações existentes entre 

Álgebra e Geometria em conteúdos da Geometria Analítica, explicitando tal fato como 

 

[...] vamos procurar representar curvas por equações com base na 

expressão algébrica das propriedades que tais curvas apresentam. E 

vamos iniciar com a mais simples das “curvas”, ou seja, com a reta, que é 

como uma “curva sem imaginação”, pois segue sempre na mesma direção 

(CP2009, p.21). 

 

A opção dos autores ao trabalhar a equação da reta se deu pela utilização da 

equação reduzida y = mx + h, com ênfase na proporcionalidade entre duas grandezas. A 

relação entre as grandezas x (abscissas) e y (ordenadas) é mostrada como diretamente 

proporcionais, ou seja mtecons
x

y
 tan , ou ainda, mxy   (passando pela origem), ou 

m
x

hy






0
 (sem passar pela origem). O coeficiente angular (m) na equação reduzida da 

reta, representa à variação do valor de y quando o valor de x aumenta de uma unidade. 

Assim demonstrada: 

 

Figura 66 – Determinação de coeficiente angular por proporcionalidade direta (CP2009, p.21) 

 

Os autores apresentam estudo sobre os sinais dos coeficientes (m) e (h) 

relacionando-os às posições ocupadas pela reta, utilizando para isso registros figurais 

aliados às equações da reta em cada caso. Apresentamos na Figura 67 e Figura 68 alguns 

exemplos: 
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Figura 67 – Análise do Coeficiente angular em retas paralelas (CP2009, p.22) 

 

 

Figura 68 – Equação reduzida da reta quando paralela ao eixo x ou eixo y (Idem) 
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Interpretamos que, como o material CP2009 é destinado especificamente ao 

professor, esses conteúdos estão representados de maneira resumida, deixando a 

metodologia de abordagem a seu cargo. 

Em relação à tarefa (t1Q4), e à técnica (ô1t1Q4), não identificamos tarefas propostas 

pelos autores (BT1), somente um exemplo ilustrativo, porém sem resolução, para a seguinte 

propriedade: quando x aumenta de uma unidade, a variação de y será y‟ – y = m. 

Em relação às tarefas propostas (BT2) são apresentadas 8 (oito) atividades 

constantes da Situação de Aprendizagem 2. Para facilitar a descrição de cada uma delas, 

adequamos os enunciados em termos de tarefas. 

 

Figura 69 – Apresentação das tarefas relativa a questão (Q4) – (CP2009) 

 

Apresentadas as tarefas propostas pelos autores no material didático CP2009, as 

técnicas relativas às essas tarefas serão analisadas no item (t2Q4). 

Em LD1, os estudos referentes à equação da reta são iniciados a partir do tópico 

Determinação da equação da reta quando são conhecidos um ponto qualquer ),( 000 yxP  e 

a declividade (m) da reta. A equação da reta é demonstrada, partindo de algumas 

premissas tais como: dois pontos distintos determinam uma reta, ou seja, dados dois 

pontos distintos, existe uma única reta que passa pelos dois pontos, aliada à representação 

geométrica. 
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Figura 70 – Demonstração da Equação da reta – 1º. Caso (LD1, p.402) 

 

Analisando a demonstração realizada podemos caracterizá-la como uma prova 

intelectual (BALACHEFF, 1988), com a função de explicação (De VILLIERS, 2002) para 

o fato de uma reta ser representada algebricamente por meio de uma equação. A 

importância dessa demonstração é propiciar ao aluno o entendimento de que somente os 

pontos que satisfaçam a equação possam pertencer a essa reta. Nesse tópico o cumprimento 

da tarefa (t1Q4) se dá por meio de duas tarefas executadas pelo autor e três tarefas 

propostas incluindo um desafio, contemplando a técnica (ô1t1Q4). No tópico seguinte, 

considera três formas de apresentação da Equação da Reta: forma reduzida, equação geral 

e forma segmentária. A forma reduzida da equação da reta nmxy   é deduzida por meio 

da equação )( 00 xxmyy   a partir de um ponto particular (0,n). Para a apresentação 

da Equação Geral da reta não há elaboração de uma demonstração, ela é somente definida 

e, posteriormente, o autor apresenta alguns exemplos numéricos. 

 

Figura 71 – Definição da Equação Geral da reta. (LD1, p.403) 
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Figura 72 – Equação geral da reta (LD1, p.402) 

 

Figura 73 – Equação geral da reta – tarefa realizada em LD1(p.402, continuação) 

 

Em LD1, o autor não apresenta uma demonstração para a Equação geral da reta. 

Em relação ao processo de ensino da demonstração, entendemos que no momento de 

estudo da Equação Geral da reta seria de fundamental importância a apresentação da 

demonstração do teorema, pelo menos no material didático utilizado. No bloco (BT1) 

selecionamos uma das tarefas a fim de analisarmos as técnicas escolhidas para resolução 

da tarefa.  

Adequamos o enunciado para melhor identificação da tarefa: Determinar a equação 

da reta que passa pelos pontos A(-1,-2) e B(5,2). O autor privilegia duas técnicas distintas: 

a aplicação da fórmula )( 00 xxmyy  , e o teorema da condição de alinhamento de três 
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pontos, conhecidos dois pontos e um terceiro P(x,y) qualquer, pertencentes a reta. O autor 

utilizou provas do tipo empirismo ingênuo, por meio das quais buscou justificar a validade 

da igualdade )( 00 xxmyy  . Esse tipo de prova permite ao aluno verificar a 

conjectura experimentalmente e, nesse caso, comprová-la pela igualdade dos resultados 

encontrados: equação da reta 2x - 3y – 4 = 0, determinada pelas duas técnicas utilizadas. 

Consideramos importante a escolha do autor em apresentar duas técnicas de 

resolução para a tarefa definida propiciando ao aluno apropriar-se de ambas e possibilitar-

lhe o entendimento de que poderia mobilizar qualquer uma das duas para executar tal 

tarefa. A linguagem Matemática simbólica se faz presente em ambas as resoluções com o 

significado de implica em..., então.... Observamos ainda a utilização dos termos: temos, 

logo, característicos da linguagem utilizada em um sistema dedutivo. 

O bloco tecnológico-teórico que justifica as técnicas utilizadas pelo autor de LD1 é 

composto pelas propriedades e teoremas da Geometria Analítica, tais como: a equação da 

reta, condição de alinhamento de três pontos e coeficiente angular de uma reta. 

Em LD6, os estudos relacionados à equação da reta iniciam-se pelo tópico Equação 

Geral de uma reta. A opção das autoras foi apresentar, inicialmente, um exemplo algébrico 

com posterior generalização para determinar a equação de uma reta r que passa por quatro 

pontos distintos: A(0,2), B(3,0), C(-3,4) e P(x,y). Representou-se geometricamente a 

colinearidade entre esses pontos e algebricamente a equação geral da reta determinada por 

eles. Nesse material são executados dois exercícios relativos ao conteúdo estudado e 12 

exercícios propostos. Em relação à tarefa (t2Q4) entendemos que a técnica (ô1t1Q4) é 

realizada no momento da generalização proposta pelas autoras. A propriedade descrita 

para a equação geral de uma reta, define: 

 

Figura 74 – Propriedade equação geral de uma reta (LD6, p.51) 

 

Para provar essa propriedade as autoras de LD6 utilizam a condição de 

alinhamento entre três pontos, por meio do cálculo do determinante nulo, considerando três 
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pontos quaisquer, ),( AA yxA , ),( BB yxB  e ),( yxP  pertencentes à reta r, obtendo a 

equação 0 cbyax . A validade da recíproca dessa propriedade também é provada. 

 

Figura 75 – Recíproca da propriedade da equação geral de uma reta (LD6, p.52) 

 

Considerando-se os três pontos dados A, B e P, a técnica utilizada apresenta a 

composição do sistema linear de três equações a três incógnitas (a, b e c reais, com a0 ou 

b0), com solução não nula e as coordenadas desses pontos compondo uma matriz 3x3, 

com cálculo do determinante nulo. Portanto, prova-se que A, B e P são colineares. 

 

Figura 76 – Validade da recíproca da equação geral de uma reta (LD6, p.52) 

 

Analisando a elaboração dessa prova a partir da tipologia proposta por Balacheff 

(1988) poderíamos classificá-la como uma prova do tipo exemplo genérico. Houve a 

preocupação inicial com a elaboração de uma resolução numérica – caso particular – que 

pudesse propiciar ao aluno a compreensão da determinação da equação geral de uma reta a 

partir da colinearidade entre três pontos (Determinante = 0), posteriormente houve a 

generalização. 
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As autoras de LD6 apresentam 7 tarefas relativas à equação geral da reta. Dentre 

essas tarefas selecionamos o exercício ER2 para analisarmos as técnicas mobilizadas em 

sua resolução. 

 

 

Figura 77 – Exercício resolvido ER2, parte I (LD6, p.53) 

 

Figura 78 – Exercício resolvido ER2, parte II (LD6, p.53) 
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Identificamos que a tarefa a ser cumprida é determinar o vértice C; a técnica 

utilizada para executar tal tarefa é a resolução algébrica apoiada em uma representação 

geométrica, visto que o autor utiliza-se do registro figural para indicar a posição inicial do 

triângulo. A partir da equação geral da reta e do cálculo da área do triângulo chega-se ao 

resultado procurado. Essa resolução algébrica pode ser classificada como uma prova 

pragmática, realizada no bloco BT1, no sentido de raciocinar para a prática 

(BALACHEFF, 1988) e, do ponto de vista da tipologia de provas, na passagem das provas 

pragmáticas às provas intelectuais, como um exemplo genérico. 

A importância da elaboração dessa tarefa reside no fato de o autor propiciar ao aluno 

o contato com uma técnica de resolução que mobiliza conceitos da Geometria Analítica, 

anteriormente estudados, em detrimento a uma resolução por aplicação direta de fórmulas. 

O bloco tecnológico-teórico que justifica as técnicas utilizadas em LD6 apoia-se 

nos campos da Álgebra, da Geometria e da Geometria Analítica, pelas propriedades de 

sistemas lineares e determinantes, teorema do alinhamento de três pontos, representação de 

pontos no plano cartesiano e propriedades da fatoração. 

Em LD7, os estudos relativos à Equação geral de uma reta, tarefa (t1Q4), iniciam-

se pela apresentação das equações correspondentes às retas paralelas aos eixos x e y, a 

partir de exemplo numérico. A generalização é feita assumindo como k o valor da 

constante que torna a reta paralela aos eixos: y = k ou x = k (com k ). Ao se referir às 

retas não paralelas aos eixos x e y, os autores utilizam um exemplo numérico usando três 

pontos alinhados, P(2,1), Q(3,3) e M(x,y). A equação geral da reta que passa por esses três 

pontos é determinada a partir do teorema para o alinhamento de três pontos utilizando 

como técnica o cálculo do determinante nulo. Os autores de LD7, destacam que toda reta 

do plano cartesiano está associada a uma equação de 1º.grau, porém não há destaque se 

essa afirmação constitui um teorema ou uma propriedade. Afirmam ainda que “a recíproca 

também é verdadeira” sem explicitar o que é uma recíproca. 

 

Figura 79 – Teorema equação geral da reta (LD7, p.164) 
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Em relação à determinação da equação geral da reta, não observamos a elaboração 

de demonstrações. Entendemos que a opção dos autores seguiu uma apresentação mais 

prática da representação algébrica de uma reta, caracterizando a realização de uma prova 

do tipo empirismo ingênuo (BALACHEFF, 1988) para validar uma conjectura baseada na 

observação de um número restrito de casos. 

Ainda em cumprimento da tarefa (t1Q4) no bloco BT1, os autores apresentam duas 

tarefas: uma com ênfase à representação geométrica da equação geral de uma reta, e a 

outra, uma prova pragmática, porém com forte caráter genérico por validar a premissa 

estabelecida. 

 

Figura 80 – Prova pragmática – tarefa (t2Q4) (LD7, p.165) 

 

Ao identificarmos essa tarefa, proposta pelos autores em LD7, consideramos sua 

importância pela validação das conjecturas que ela pode propiciar. Segundo Balacheff 

(1987), os tipos de provas produzidas estão relacionados, inclusive, com as ações presentes 

nas situações de validação. A problemática do rigor, apontada pelo autor, diz respeito à 

validação das conjecturas apoiada na teoria. A técnica escolhida para realização da tarefa 

foi a elaboração de uma prova partindo da premissa “para que cada ponto pertença à reta, 

suas coordenadas devem satisfazer a equação”, a partir da qual o resultado deveria ser 

analisado – igualdade verdadeira para ambos os pontos – o qual tornaria a tarefa 

efetivamente cumprida. Para a validação dessa prova, o autor apoiou-se no postulado de 

determinação da reta – “dois pontos distintos determinam uma única (uma, e uma só) reta 

que passa por eles.” (DOLCE, 1993) – portanto, as coordenadas esses pontos devem 

satisfazer a igualdade para que sejam considerados pertencentes a essa reta. A prova 

pragmática elaborada pode ser classificada como do tipo exemplo genérico. 
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Entendemos que a proposta dessa tarefa e a técnica utilizada possam oportunizar 

aos alunos o entendimento de que a análise é fundamental na validação de suas 

conjecturas. As respostas encontradas, a partir das técnicas aplicadas, devem ser analisadas 

como efetivas soluções para as tarefas propostas. Essa análise é realizada pelos autores 

pela veracidade da igualdade, ao refutar o resultado diferente de zero, refletindo sobre a 

pertinência dos pontos à reta. 

O bloco tecnológico-teórico que justifica as técnicas aplicadas para a realização das 

tarefas em LD7 situa-se nos campos da Álgebra, Geometria e Geometria Analítica, 

composto pelas noções básicas de localização de pontos no plano cartesiano, a equação 

geral de uma reta e a condição de alinhamento de três pontos, postulado de determinação 

da reta e propriedades das operações algébricas. 

 

Considerações a respeito das análises da 4ª. Questão (Q4) 

 

Em geral, todos os materiais didáticos selecionados apresentaram tarefas relativas 

ao estudo da equação de uma reta com divergências quanto à forma das equações 

inicialmente estudadas. Os materiais CP2009 e CA2009 contemplaram a equação reduzida 

de uma reta que, pela abordagem utilizada, foi trabalhada pelo viés de proporcionalidade 

entre duas grandezas. A equação geral da reta não foi contemplada em nenhum dos dois 

materiais, CP2009 e CA2009. 

Os materiais LD6 e LD7 iniciaram os estudos pela equação geral de uma reta e a 

partir dela as demais equações foram apresentadas: equação reduzida (LD6, LD7) e 

equação segmentária (LD6). Em LD1, a preferência foi dada à determinação da equação de 

uma reta conhecendo um ponto genérico e sua declividade, com posterior estudo das 

equações reduzida, geral e paramétrica de uma reta. 

Como discorremos no tópico anterior, apesar dos autores utilizarem alguns dos 

termos constitutivos do sistema dedutivo, tais como teorema, propriedade, dentre outros, 

esses termos não são definidos. Portanto o teorema da equação geral da reta que era 

apresentado em LD6, por exemplo, poderia ser interpretado como uma simples afirmação 

em LD7 e LD1, em contrapartida nem foi apreciado em CP2009 e CA2009. 
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Com exceção do material CA2009 que não apresenta tarefas resolvidas no material 

do aluno, todos os outros materiais elaboram tipos de prova (BALACHEFF, 1987;1988) 

como também demonstrações. Na elaboração das provas os autores utilizam pelo menos 

dois registros de representação – figural e algébrico – além da linguagem natural e 

Matemática simbólica na organização dessas provas.  

Vale ressaltar que em alguns materiais didáticos os autores não fazem menção à 

elaboração da demonstração como técnica em cumprimento a tarefa especificada, portanto 

o aluno não interpreta aquela resolução como um processo de demonstração. Ao realizar 

novas tarefas o aluno pode mobilizar as mesmas técnicas, porém sem ter se apropriado do 

processo de elaboração de uma prova. 

 

Considerações a respeito das análises realizadas no bloco BT1 

 

Esse bloco foi destinado às tarefas apresentadas pelos autores dos materiais 

didáticos ao iniciarem os conteúdos de Geometria Analítica. Nosso objetivo foi o de 

separar as tarefas realizadas das tarefas propostas, com o intuito de observar a organização 

Matemática (OM) e didática (OD) construída por eles. A realização dessas tarefas têm 

particular importância pois apresentam-se em atividades que servirão de modelo de 

resolução, os chamados “Exercícios resolvidos”, por meio dos quais os alunos apoiam-se 

para o desenvolvimento de suas próprias técnicas de resolução. 

Entre as propostas da obra do autor de LD1 está a utilização do método dedutivo 

que foi realmente notada pelas tarefas propostas em Geometria Analítica, inclusive pela 

articulação dos registros de representação utilizados (linguagem natural, linguagem 

algébrica, representação figural) por meio das técnicas de resolução. Em relação ao método 

dedutivo sentimos a ausência da definição dos termos teorema, propriedade, demonstração, 

apesar de terem sido contemplados, como já mencionamos. A linguagem empregada pelo 

autor, no decorrer do capítulo, equilibrou-se entre formal e menos formal, possibilitando ao 

aluno apropriar-se de termos pertencentes ao método dedutivo, tais como: correspondência 

biunívoca, concluímos então..., demonstre que..., verifique se .... Em termos gerais, 

observamos a coerência da proposta do autor com o que foi realizado no capítulo destinado 

aos estudos da Geometria Analítica. 
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As autoras do material LD6 tiveram a preocupação de adequar a obra às 

necessidades dos alunos, considerando o desenvolvimento de habilidades e competências e 

a aquisição de conhecimentos que possam auxiliá-los na sua vida em sociedade. Nos 

capítulos destinados à Geometria Analítica observa-se a coerência entre o que foi 

apresentado como conteúdo e as tarefas propostas. Em relação ao método dedutivo, 

observamos a preocupação das autoras com a organização didática (OD) e Matemática 

(OM) das tarefas propostas, visto que as tarefas executadas foram elaboradas com níveis 

diferentes de dificuldade. 

Em LD7, a proposta dos autores visa o desenvolvimento cognitivo do aluno, tanto 

quanto em LD1 e LD6. Observamos, pela organização proposta, que os conteúdos, apesar 

de carregarem aspectos da linguagem Matemática formal, buscaram generalizações 

apresentando os teoremas como fórmulas deduzidas. 

Em relação aos materiais CA2009 e CP2009, o trabalho com provas e 

demonstrações ou mesmo elementos constituintes do sistema dedutivo não foram 

priorizados nos conteúdos de Geometria Analítica. A proposta do Caderno de Matemática 

(SÃO PAULO, 2009) refere-se à forma de abordagem dos temas do bimestre ao buscar 

 

[...] evidenciar os princípios norteadores do presente currículo, 

destacando-se a contextualização dos conteúdos, as competências 

pessoais envolvidas, especialmente as relacionadas com a leitura e a 

escrita Matemáticas, bem como os elementos culturais internos e externos 

à Matemática (CP2009, p.8). 

 

Em relação ao material destinado ao professor CP2009, as tarefas executadas são as 

mesmas destinadas aos alunos, a mudança diz respeito às abordagens e aplicações dos 

conteúdos matemáticos. Propõe as resoluções às tarefas solicitadas (restringe-se ao 

Caderno do Professor), trabalha com registros de representações figurais e algébricos, 

apresenta organização nas resoluções e uso de linguagem Matemática simbólica. 

Uma consideração que fazemos diz respeito à utilização dos termos teorema, 

propriedade, demonstração, ou mesmo a diferenciação entre eles (Figura 65). Evidenciou-se 

a lacuna existente ao que concerne a organização do sistema dedutivo, visto que, apesar de 

alguns materiais didáticos contemplarem essa nomenclatura, não ficou explícito ao aluno o 

que ela representa. Propor um teorema por meio de um enunciado “colorido” pode não ser 

garantia de que o aluno se aproprie do papel que ele desempenha no processo dedutivo. A 
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importância de clarificarem-se o significado desses termos vem sendo apontada por 

Balacheff (1987) por julgar que, mesmo no meio acadêmico, alguns termos são usados 

como sinônimos podendo “constituir um obstáculo às pesquisas sobre questões de ensino e 

aprendizagem.” 

Outra consideração é em relação às provas produzidas pelos autores que atingem 

nível de prova intelectual (Balacheff, 1988), possibilitam a mobilização de técnicas que 

podem ser empregadas em atividades futuras, inclusive pelas demonstrações realizadas, 

apesar de não explicitar que a resolução apresentada constitui-se uma demonstração ou 

prova intelectual. 

 

5.3.2 Tarefas propostas aos alunos – BT2 

 

Nessa parte de nossa pesquisa as análises estarão voltadas às tarefas propostas pelos 

autores dos materiais didáticos selecionados. Essas análises serão feitas considerando as 

tarefas que envolvem termos como mostre que..., demonstre que..., prove que..., analise 

se..., verifique se..., ou algum outro termo que exija do aluno uma reflexão sobre a 

resolução das tarefas propostas que não exigem uma mera aplicação de fórmulas. 

Para organizar essa parte das análises referentes ao bloco BT2, nos ateremos às 

tarefas voltadas para a determinação da equação geral de uma reta. 

Buscamos algumas reflexões relacionadas à resolução de problemas visando a uma 

categorização das tarefas. O foco de nossa pesquisa não é o estudo da resolução de 

problemas, mas acreditamos que ela permeie a elaboração das tarefas que são propostas 

pelos professores e autores de materiais didáticos. 

Inicialmente realizamos um levantamento acerca das tarefas que são propostas nos 

materiais didáticos relativas ao estudo da Equação geral da reta. Para seleção das tarefas a 

serem analisadas, definimos dois critérios simples, porém pertinentes à nossa pesquisa. As 

tarefas selecionadas deveriam atender ao menos a um deles: 

1º. Critério (C1BT2): Apresentar no enunciado dos exercícios propostos um dos 

seguintes termos: mostre que..., demonstre que..., prove que..., analise se..., verifique se.... 
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2º. Critério (C2BT2): Utilizar na apresentação ou na resolução do exercício uma 

representação figural (geométrica). 

Definidos tais critérios passamos a escolha das questões e análises à luz das teorias 

de Balacheff (1987;1988) e Chevallard (1999). 

No material LD7, as tarefas propostas na sequência do estudo da Equação geral da 

reta são distribuídas em seis questões (Q17 a Q22), sob o título Questões e Problemas 

(p.165). Pela análise dos enunciados, observamos duas questões que utilizam os termos 

verifique se... (Q18) e analise se... (Q21) atendendo ao critério (C1BT2), porém essa 

última trata especificamente das equações paramétricas da reta, então optamos por analisar 

a questão (Q18). Em termos de análise de produção de tipos de prova consideraremos 

somente os itens (a) e (b) dessa questão. 

 

Figura 81 – Tarefa proposta – verifique se ... .(LD7, p.165) 

 

Em relação ao item (a) identificamos:  

 tarefa (a): obter uma equação geral da reta r e outra da reta s a partir dos pontos 

dados. 

 técnica (a) definida pelo autor: cálculo do determinante a partir das coordenadas 

dos pontos A(3,6), B(2,-1) e P(x,y) genérico para determinar a equação geral da 

reta r e dos pontos P(1,3), O(0,0) e Q(x,y) genérico para a equação da reta s. 

 tecnologia: teorema da condição para alinhamento de três pontos. 
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Apresentamos a seguir a resolução do autor de LD7 para o item (a). 

 

Figura 82 – Resolução tarefa proposta, (LD7, Planejamento e Metodologia, p.88) 

 

O autor produz uma prova pragmática do tipo experiência crucial (BALACHEFF, 

1988) e uma generalização explícita utilizando-se da seguinte premissa: Se P(x,y) é um 

ponto genérico de r, ele está alinhado com os pontos A e B que dará suporte a sua 

experimentação. A partir dessa premissa ele organiza os pontos pertencentes a reta r – caso 

particular – e determina a equação geral da reta pelo cálculo do determinante e a condição 

para alinhamento de três pontos. Vale ressaltar na produção dessa prova que a utilização da 

premissa e da simbologia (símbolo de implicação) são características do processo de 

demonstração. 

Interpretamos que a tarefa correspondente ao item (b) pode ser entendida como: 

 tarefa (b): Verificar se M(4,13) e N(-2,-6) pertencem a reta r e a reta s.  

 técnica (b) utilizada pelo autor: substituição das coordenadas dos pontos dados 

na igualdade proveniente da equação geral das retas r e s para verificar sua 

veracidade. 

A seguir apresentamos a resolução do autor para o item (b). 
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Figura 83 – Resolução da tarefa proposta (b) (LD7, p.165) 

 

Para resolver a tarefa acima o autor utiliza a seguinte propriedade: “Para que cada 

ponto pertença à reta, suas coordenadas devem satisfazer a equação”, mas essa 

propriedade não foi apresentada de forma explícita. 

O bloco tecnológico-teórico que justifica as técnicas aplicadas pelos autores em 

LD7 situa-se nos campos da Álgebra, Geometria e Geometria Analítica pela determinação 

da equação geral de uma reta, condição para alinhamento de três pontos e propriedades das 

operações algébricas. 

Em LD6, as tarefas propostas para o estudo da equação geral de uma reta abrangem 

12 exercícios na seção Problemas e Exercícios (p.55) e uma tarefa da seção Invente Você
32

 

(p.56). Não identificamos nessas tarefas a utilização de termos que atendam ao critério 

(C1BT2), entretanto algumas delas atendiam à (C2BT2), dentre elas a tarefa proposta no 

exercício 12 (p.55), que selecionamos por considerarmos as técnicas que podem ser 

mobilizadas em sua resolução. 

                                                 

 

32
 A seção Invente Você é proposta pelas autoras com o objetivo de propiciar aos alunos o desenvolvimento 

da habilidade de criar seus próprios problemas. Por meio dessa “criação” eles têm a oportunidade de 

organizar os conceitos estudados e elaborar sua própria escrita Matemática, revelando o que entenderam e o 

que precisa ser revisto e reforçado. Por essa tarefa os alunos têm contato com os elementos constituintes de 

um problema: dados, pergunta e resposta e a importância da articulação entre eles (SMOLE, 2005) 
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Apresentamos a seguir a íntegra do exercício 12 proposto pelas autoras em LD6. 

 

Figura 84 – Tarefa proposta para determinar a equação geral de uma reta (LD6, p.55) 

 

A partir do enunciado identificamos a seguinte tarefa: 

 tarefa (Ex.12): Determinar o vértice C do triângulo ABC. 

A seguir apresentamos parte da resolução proposta pelas autoras e as técnicas 

aplicadas. 

 

Figura 85 – Resolução da tarefa proposta equação geral da reta (LD6, p.49 – Resolução dos exercícios) 
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Essa questão, apesar de não atender ao critério (C1BT2) pela ausência dos termos 

indicados exige que seja estabelecida uma estratégia de resolução, uma vez que para 

executar a tarefa proposta deve-se mobilizar mais de um conceito relativo à Geometria 

Analítica. 

As autoras iniciam a resolução da questão organizando os dados do problema a fim 

de verificar quais propriedades, teoremas, fórmulas e operações possam estar relacionadas 

aos dados iniciais. Identificamos como técnicas escolhidas pelas autoras: 

 técnica 1 (Ex.12): cálculo do determinante (Determinante  0) a partir da área 

do triângulo ABC. 

 técnica 2 (Ex.12): cálculo da ordenada do vértice C a partir do determinante e 

dos pontos A, B e C. 

 

O teorema da área de um triângulo está implícito nessa resolução justificando o 

cálculo do determinante a partir do valor da área dada. Apresentamos na Figura 85 a íntegra 

da resolução. 

Considerando que o baricentro pertence à reta r (Gr), as autoras utilizam as 

seguintes técnicas: 

 técnica 3 (Ex.12): cálculo das coordenadas do vértice em função do baricentro 

),( GG yxG  do triângulo ABC. 

 técnica 4 (Ex.12): cálculo de ),( CC yxC  a partir da equação da reta r. 

 

Analisando essa resolução em sua totalidade, podemos caracterizá-la enquanto uma 

prova intelectual (BALACHEFF, 1987), a partir da qual objetiva-se um raciocínio que esteja 

voltado para a construção de uma rede de significados. A identificação da tarefa necessitou 

da mobilização dessa rede de significados ao considerar que o vértice C somente será 

determinado a partir do emprego correto das relações que se estabelecem entre os dados do 

problema e os teoremas que fundamentam essa resolução. 

Balacheff (1987) afirma, ao definir uma tipologia de provas, que para a passagem 

de provas produzidas pragmaticamente às produzidas intelectualmente, há uma evolução 
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em relação ao conhecimento mobilizado e o tipo de raciocínio empreendido. Acreditamos 

que atividades como essa possam auxiliar nessa evolução e tornam-se interessantes no 

processo de elaboração de uma demonstração, visto que a utilização da simbologia 

Matemática se faz presente, a organização dos dados e a relação existente entre eles 

justifica o estabelecimento de algumas premissas ao se determinar os teoremas que 

fundamentarão as técnicas utilizadas. 

O bloco tecnológico-teórico que justifica as técnicas escolhidas pelas autoras em 

LD6 é composto pelo conceito da área e do baricentro do triângulo, condição de 

pertinência entre um ponto e uma reta, das propriedades dos sistemas lineares e das 

operações algébricas. 

Essa questão exige um trabalho heurístico e uma grande variedade de processos de 

pensamento, tornando sua resolução um pouco mais complexa. É uma atividade que 

depende de organização e estratégia para a resolução apesar de apresentar dados em seu 

enunciado que dão indícios do que pode ser utilizado na sua resolução. 

Em LD1, são propostos 19 exercícios relativos aos diferentes tipos de representação 

da equação de uma reta e um exercício Desafio. Dessas 20 tarefas propostas identificamos 

a utilização dos termos estipulados em (C1BT2) somente em um exercício. Selecionamos o 

Exercício proposto (32) por utilizar-se do termo verifique se.... Nesse material, a maior 

parte das tarefas propostas tem por enunciado os termos: determine, calcule e escreva. 

 

Figura 86 – Tarefa proposta (LD1, p. 403) 

 

Entendemos que os exercícios do tipo verifique se... exige, além da resolução, uma 

reflexão em relação ao resultado encontrado. Portanto, com esse tipo de exercício o aluno é 

solicitado a analisar se a resposta encontrada realmente é a solução do problema. Para a 

questão (32), identificamos a seguinte tarefa: 

 tarefa 1 (Ex.32): Determinar uma equação da reta r que passa pelos pontos 

A(1,1) e B(0,-3). 

 tarefa 2 (Ex.32): Verificar se o ponto P(2,3) pertence à reta r. 
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A seguir apresentamos a resolução proposta pelo autor (LD1) e as técnicas 

escolhidas para realizar tal tarefa. 

 

Figura 87 – Tarefa proposta do tipo verifique se... (LD1, p.403) 

 

 técnica 1 (Ex.32): pela utilização da fórmula 
0

0

xx

yy
m




 , determinar o 

coeficiente angular da reta r. 

 técnica 2 (Ex.32): utilizando a fórmula da equação da reta )( 00 xxmyy   e 

um dos pontos pertencentes a reta r. 

 técnica 3 (Ex.32): pela equação da reta r determinada substituir o ponto P(2,3). 

 

A técnica escolhida pelo autor privilegiou a utilização da equação da reta quando 

são conhecidos um ponto pertencente a ela e a declividade da reta. Pela resolução 

apresentada houve a preocupação com a utilização da linguagem Matemática simbólica, a 

organização com as etapas da resolução considerando a implicação dos dados calculados 

na fase seguinte – então, devemos ter, logo. Consideramos, em termos de produção de 

provas, que essa resolução caracteriza-se por uma prova pragmática. Segundo Balacheff 

(1988), poderíamos classificá-la como do tipo experiência crucial. 

Entendemos que tal prova poderia assumir a condição de exemplo genérico, por 

trabalhar sobre um objeto particular e buscar justificativa na teoria geométrica, ao 

estabelecer, inicialmente, as premissas que justificam tais resoluções, por exemplo: Um 

ponto ),( PP yxP  e a declividade m determinam uma reta s; Para que um ponto ),( PP yxP  

pertença à reta s, suas coordenadas devem satisfazer a equação dessa reta, ou seja, 
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confirmar a igualdade. Nas tarefas pertencentes ao bloco (BT2) observamos que o autor 

seguiu maior rigor nas resoluções, visto que são tarefas que objetivam a compreensão 

sobre os conceitos estudados. Em relação ao cumprimento da tarefa 2 (Ex.32) pela 

aplicação da técnica 3, consideramos que a resposta encontrada 

0238332.43034  PP xy , logo, ABP , foi devidamente 

contemplada, tornando-se a parte principal dessa resolução. 

O bloco tecnológico-teórico que justifica as técnicas escolhidas pelo autor em LD1 

é constituído pela determinação da equação de uma reta, condição de pertinência de um 

ponto a uma reta, a definição de coeficiente angular de uma reta e as propriedades das 

operações algébricas. 

Em CA2009, não há ênfase ao estudo da Equação geral de uma reta, somente a 

Equação reduzida da reta é contemplada (y = mx+h). Pelas tarefas propostas identificamos 

a utilização dos termos represente, determine, escreva e escolha. As tarefas que 

representam, especificamente, o estudo da equação reduzida da reta ficam distribuídas em 

5 exercícios pois os outros incluem a posição relativa entre duas retas no plano. Nessas 5 

atividades, não identificamos nenhuma que obedecesse ao critério (C1BT2), porém em 

relação à (C2BT2) duas atividades foram identificadas – atividade (2) e atividade (5). 

Analisaremos a atividade (5). 
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Figura 88 – Tarefa proposta em CA2009 (CA2009, p.16) 

 

Identificamos as seguintes tarefas: 

 tarefa1 (At5a): determinar as coordenadas dos pontos A,B,C,D. 

 tarefa2 (At5a): determinar as equações das retas AB, BC, CD, DA, AC e BD. 

 

Apresentamos a seguir a resolução proposta pelo autor em CP2009. 

 

Figura 89 – Resposta Atividade 5 item a – (CP2009, p.25) 

 

O autor não apresenta a resolução para o item (a). A partir do sistema de 

coordenadas determinado define as equações para cada uma das retas solicitadas. 

Diferentes resoluções ficariam a cargo do professor, como comenta o próprio autor: 
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Figura 90 – Observações do autor sobre as técnicas utilizadas (CP2009, p.26) 

 

Em relação ao item (b), identificamos as seguintes tarefas: 

 tarefa1 (At5b): determinar as coordenadas do ponto M, médio do lado EF. 

 tarefa2 (At5b): determinar as coordenadas do ponto O, médio do lado GF. 

 tarefa 3 (At5b): determinar as equações das retas EF, FG, GE e OM. 

 

Apresentamos a seguir as técnicas escolhidas pelo autor para realização dessas 

tarefas. 



 

 

194 

 
 

Figura 91 – Resolução proposta Atividade 5, item b (CP2009, p.26) 

 

Por meio da resolução apresentada, caracterizada por uma prova pragmática, o 

autor deixa implícita algumas definições, como a altura do triângulo eqüilátero e do ponto 

médio de um segmento. Ao determinar a equação da reta EF, apesar de indicar que o 

coeficiente angular (m) é igual a 3 , apresenta a equação como 35 xy  quando o 

correto seria 353  xy . No cálculo da equação da reta OM, fica implícito que como 

os coeficientes angulares de OM e EG são iguais as retas são paralelas, fato esse que 

poderia ser destacado adiantando-se à definição sobre as posições relativas de duas retas. 

Consideramos que as técnicas utilizadas podem ser melhor exploradas pelo professor 

inclusive pela utilização de uma linguagem Matemática que explore os termos relativos à 

produção de demonstrações, tais como: logo, então, implica em, acompanhada da 

respectiva simbologia.  

A importância da apresentação desse tipo de atividade reside no fato de o aluno ter 

que interpretar os dados do problema a partir de um registro figural (geométrico). Situa-se 

aí a questão abordada por Duval (2003, p.14) sobre a importância da mobilização 
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simultânea de mais de um registro de representação dos objetos matemáticos, visto que a 

maioria deles não é perceptível nem concreta.  

O bloco tecnológico-teórico que justifica as técnicas utilizadas pelo autor em 

CP2009 é composto pelos teoremas da equação da reta, ponto médio de um segmento de 

reta, propriedades da localização de pontos no plano cartesiano, altura do triângulo 

eqüilátero e das operações algébricas. Situa-se nos campos da Geometria, Álgebra e 

Geometria Analítica. 

 

Considerações a respeito das análises realizadas no bloco BT2 

 

As tarefas analisadas nesse bloco referem-se às atividades propostas aos alunos 

pelos autores dos materiais didáticos. Nosso interesse foi o de analisar se, a partir da 

organização didática (OD) e Matemática (OM) construída por eles, apresentou coerência 

com as tarefas solicitadas, ao que diz respeito às técnicas que poderiam ser mobilizadas. 

Como descrevemos em 5.3.2 Tarefas propostas aos alunos – BT2, as tarefas 

selecionadas obedeceram a um critério devido à quantidade de tarefas propostas nos 

materiais didáticos, portanto foram selecionadas de maneira que contribuíssem 

efetivamente com a nossa pesquisa, definimos então: 

1º. Critério (C1BT2): Apresentar no enunciado dos exercícios propostos um dos 

seguintes termos: mostre que..., demonstre que..., prove que..., analise se..., verifique se.... 

2º. Critério (C2BT2): Utilizar na apresentação ou na resolução do exercício uma 

representação figural (geométrica).  

 

Em relação às organizações Didática (OD) e Matemática (OM) construídas a partir 

das tarefas executadas pelos autores, observamos que houve coerência com as tarefas 

propostas visto que elas proporcionaram a mobilização de técnicas já desenvolvidas nas 

atividades resolvidas, como também, solicitaram a busca de conhecimentos adquiridos, não 

explícitos naquele capítulo específico.  

Consideramos que a quantidade de tarefas solicitadas pelos materiais didáticos 

também foi coerente com os conteúdos abordados, observando a organização adotada por 
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cada obra à apresentação desses conteúdos, uma vez que, alguns autores optam por 

apresentarem um bloco de tópicos relacionados e depois propor as atividades.  

Ao analisarmos, dentre os critérios estabelecidos, o enunciado das questões, 

observamos que em pouquíssimos casos os enunciados contemplam termos como: 

demonstre que..., mostre que..., analise se..., aparecendo somente em dois dos materiais 

didáticos analisados. A maioria das questões trabalha com enunciados do tipo: determine, 

calcule, represente, escolha, escreva, obtenha e encontre. A esse respeito, buscamos a 

contribuição de Carlovich (2005) que em sua pesquisa menciona as mudanças ocorridas 

nos livros didáticos pós Movimento da Matemática Moderna, citando a crítica ocorrida em 

relação ao dedutivo e ao formalismo na Matemática que influenciou os livros didáticos da 

época de 1980, que acabaram por conservar as demonstrações dos teoremas mais 

tradicionais e abandonarem os exercícios de caráter lógico ou que exigissem 

demonstrações.  

A consideração que tecemos a esse respeito apoia-se na teoria que sustenta a 

Geometria Analítica pelos teoremas e propriedades que a fundamentam. Entendemos que a 

Geometria Analítica é um campo da Matemática que pode proporcionar a elaboração de 

tarefas que viabilizem o exercício da demonstração, das provas em seus diferentes níveis, 

da verificação de validade de propriedades, e encontramos sensivelmente tal elaboração 

nos materiais analisados. 

Um dos fatores que tornam as demonstrações importantes na Matemática, no 

âmbito do ensino e aprendizagem, diz respeito ao que ela pode proporcionar além da 

constatação da veracidade de proposições, como comumente é entendida. De Villiers 

(2002) interpreta essa importância destacando que “as demonstrações também são muito 

valiosas por proporcionarem novas compreensões, conduzirem a novas descobertas ou 

ajudarem à sistematização.” Entendemos que o aluno ao ser colocado frente ao processo de 

demonstração tem a possibilidade de interpretar a Matemática a partir de sua linguagem 

simbólica e desenvolver, cognitivamente, muitas vezes por meio de uma linguagem 

natural
33

, sua compreensão. Essa compreensão pode ser traduzida pelo tipo de prova que 

                                                 

 

33
 Utilizamos aqui o termo linguagem natural no sentido da expressão verbal ou escrita, por considerarmos o 

tipo de registro mais simples que o aluno pode ter para expressar seu entendimento inicial de uma 

demonstração, quando não está habituado a ela. 
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ele produz, da mais elementar às mais elaboradas, no sentido da tipologia de provas de 

Balacheff (1988). 

Em relação às provas produzidas observamos uma quantidade reduzida de questões 

que proporcionem a elaboração de provas do tipo experiência mental ou mesmo exemplo 

genérico – LD6, Ex.12, prova intelectual. Pelas tarefas propostas as resoluções restringem-

se ao nível de provas pragmáticas com a função de verificação ou mesmo de explicação 

(De VILLIERS, 2002). 

Outra consideração que fazemos diz respeito aos materiais CA2009 e CP2009, ao 

observarmos que as definições não foram priorizadas, principalmente no material 

destinado ao aluno, CA2009. A linguagem Matemática simbólica, por meio das expressões 

algébricas utilizadas para representação dos conteúdos estudados, foi privilegiada. Em 

verdade, os registros figurais (geométricos) aliados aos registros algébricos (fórmulas) são 

apresentados em CA2009 como síntese dos conteúdos estudados. A interpretação que essa 

abordagem pode suscitar é a idéia, como já mencionado, de que a Matemática é a 

disciplina das fórmulas prontas. No material do aluno pouco se apresenta em termos de 

tipos de prova. Não são apresentados exercícios resolvidos para que o aluno possa se 

apropriar de algumas técnicas que possam auxiliá-lo na resolução das tarefas propostas. 

Outrossim, consideramos que esse material deva ser de utilização do aluno aliado a um 

outro material didático, que lhe dê suporte teórico necessário à compreensão dos objetos 

matemáticos estudados, além, sala de aula. 

Relacionando as tarefas propostas nos materiais didáticos com a Proposta 

Curricular de São Paulo (SÃO PAULO, 2008), no que tange as competências para 

aprender, apoiada no referencial teórico do ENEM, destacamos: 

 

IV. Relacionar informações, representadas em diferentes formas, e 

conhecimentos disponíveis em situações concretas, para construir 

argumentação consistente (SÃO PAULO, 2008, p.20). 

 

A construção de argumentação consistente, se considerada no âmbito da linguagem 

Matemática, implica em exercício do processo argumentativo, inclusive por elaboração de 

conjecturas em linguagem natural com posterior representação simbólica. Pela organização 

didática escolhida, a respeito do tipo de tarefas que foram solicitadas com grande parte dos 

enunciados solicitando calcule, determine, represente, escolha, acreditamos que a prática 
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da argumentação não se efetive. Em contrapartida, alguns materiais didáticos apresentam 

sessões incorporadas ao capítulo que privilegiam alguns aspectos dessas ações 

possibilitando ao aluno a elaboração das questões para que ele próprio possa propor e 

validar suas conjecturas. É o caso das sessões: Invente você (LD6), Para refletir (LD1), 

Refletindo (LD7). Entendemos que uma possibilidade de utilização dessas atividades seja 

estabelecer uma dinâmica em sala de aula para que a idéia de todos seja contemplada e o 

professor possa avaliar como os conteúdos estudados foram internalizados.  
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CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 

 

 

Nossas considerações finais têm por objetivo resgatar pontos importantes 

levantados no decorrer de nossa pesquisa, bem como apresentar as conclusões que 

elaboramos após as análises realizadas. Entendendo pesquisa no sentido atribuído por 

Pádua (2004) “como a atividade de busca, no âmbito da ciência, que nos permite elaborar 

um conjunto de conhecimentos que nos auxilie na compreensão da realidade e nos oriente 

em nossas ações”, esperamos contribuir com este vasto campo de investigações ao propor 

nossas reflexões sobre o tema em estudo. Em verdade, as considerações que apresentamos 

nessa parte da pesquisa encerram um ciclo que veio se desenvolvendo a partir das análises 

pontuais que fizemos ao final de cada questão. 

Em relação ao teor de nossa pesquisa, estudar a organização praxeológica de provas 

e demonstrações em Geometria Analítica, deve-se ao desenvolvimento de trabalhos em 

conteúdos do ensino médio, em especial àqueles que se relacionam à Álgebra, como foi 

sugerido por Carvalho (2007), visto que há muitas pesquisas abordando provas e 

demonstrações, porém em conteúdos geométricos. Vimos na Geometria Analítica uma 

oportunidade de pesquisa uma vez que dois campos importantes da Matemática se 

relacionam Álgebra e Geometria, portanto diferentes registros de representação podem ser 

utilizados, além dos conteúdos serem definidos via teoremas e propriedades, passíveis de 

demonstração. 

Nossa pesquisa dedicou-se ao estudo da problemática envolvendo as abordagens 

dadas às provas e demonstrações no conteúdo Geometria Analítica, na terceira série do 

Ensino Médio, em materiais didáticos. Desenvolvemos nosso trabalho por meio de uma 

pesquisa qualitativa com enfoque documental. A problemática levantada diz respeito às 

organizações didática (OD) e Matemática (OM) propostas nos materiais didáticos, sob o 

olhar da Teoria Antropológica do Didático (TAD) de Chevallard (1999), e da produção de 

provas segundo a proposta de Balacheff (1988). 

As pesquisas vêm mostrando que as inconsistências no trabalho com provas e 

demonstrações vão desde cursos de formação de professores de Matemática 

(PIETROPAOLO, 2005), (DIAS, 2009), fator de extrema importância se considerarmos 
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que o trabalho com argumentações é recomendado a partir do terceiro ciclo da escola 

básica, até os diferentes cenários constituintes do ambiente escolar, tais como: 

apresentação em materiais didáticos (CARVALHO, 2007), elaboração de argumentações e 

provas em conteúdos matemáticos (HAJNAL, 2007), dentre outros. 

A consideração que tecemos relativa à problemática estabelecida, diz respeito à 

conceituação dos termos pertencentes ao sistema dedutivo, que para alguns são 

considerados sinônimos e o alto grau de rigor que é atribuído a uma prova ou 

demonstração Matemática, podendo acarretar a interpretação que somente um matemático 

pode elaborar uma demonstração. Concordamos que a prova, concebida com a finalidade 

de validar uma proposição via demonstração de teoremas, deva apresentar máximo rigor 

matemático visto que será avaliada pela comunidade de matemáticos, porém acreditamos 

que as demonstrações não devam desempenhar somente o papel de verificação. Nossa 

reflexão se dá apoiada na proposta de De Villiers (2002) sobre os diferentes papéis que a 

demonstração pode desempenhar e, analogamente, sobre a tipologia de provas proposta por 

Balacheff (1987;1988), que evidencia um pensar de acordo com o nível de conhecimento 

interiorizado por cada um. 

Ao considerarmos a Geometria Analítica como campo para pesquisa, focamos 

nosso objeto de estudo na equação da reta, visto que a praxeologia proposta por Chevallard 

(1999) exige, inicialmente, que o objeto de estudo seja definido, descrito, analisado e 

avaliado, portanto a organização Matemática deve ocorrer antes da organização didática. 

Diante do quadro aqui exposto e antecedendo as conclusões obtidas a respeito das 

organizações praxeológicas em Geometria Analítica, a partir das análises de materiais 

didáticos, retomamos nossa questão de pesquisa: 

 

Quais organizações matemáticas e didáticas envolvendo prova e demonstração 

são propostas por materiais didáticos do Ensino Médio, no conteúdo 

Geometria Analítica? 

 

O objetivo de nossa pesquisa foi analisar como os autores dos materiais didáticos 

organizaram as atividades propostas referentes ao estudo da equação geral da reta no que 
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concerne ao trabalho com provas e demonstrações. Visando responder à nossa questão de 

pesquisa levantamos algumas hipóteses: 

 Alguns livros didáticos evidenciam a apresentação de demonstrações de 

teoremas em Geometria Analítica. 

 Os termos: propriedade, axioma, teorema, demonstração e prova, não são 

explicitados nos livros didáticos analisados. 

 Um dos fatores que pode ter influenciado a abordagem, pelos autores dos livros 

didáticos, é o abandono do ensino de provas e demonstrações. 

 

Retomada nossa questão de pesquisa e as hipóteses que nos auxiliaram a respondê-

la, faremos uma análise geral do quadro que encontramos referente ao conteúdo Geometria 

Analítica. Apesar de nosso objeto de estudo ser a equação geral da reta, nosso olhar 

“varreu” o conteúdo de Geometria Analítica proposto na 3ª. série do Ensino Médio até os 

estudos relativos à equação da reta. Essa verificação se deu com o propósito de 

analisarmos, em âmbito geral, como estavam organizados os conteúdos que antecedem o 

estudo da equação da reta, como também, quais conteúdos foram considerados pelos 

autores como necessários à compreensão da representação de uma reta por sua equação. 

Por meio desse levantamento, apontamos que são unânimes os conteúdos: sistema 

cartesiano ortogonal, distância entre dois pontos e ponto médio de um segmento de reta, 

seguidos da condição para alinhamento de três pontos (LD1, LD6, CA2009, CP2009). 

Outros conteúdos foram abordados pelos materiais didáticos, entretanto com incidência 

diferenciada entre eles. 

Em relação à nossa primeira hipótese de pesquisa, após as análises realizadas, 

verificamos que ela se confirmou, porém somente um material didático (LD6) valida essa 

hipótese. Ao realizarmos o estudo do objeto em 4.2. nosso intuito foi o de comparar a 

organização apresentada pelos materiais didáticos com as demonstrações dos teoremas em 

estudo. Em LD6, a técnica mobilizada para calcular a área do triângulo evidencia a 

demonstração de um teorema em Geometria Analítica, ou seja, uma prova intelectual no 

sentido de Balacheff (1988), e deixa explícito na sequência da demonstração que “o 

cálculo feito para a área do ABC pode ser repetido para qualquer outro triângulo, o que 

resulta no seguinte teorema [...]” (LD6, p.42). Esse bloco tarefa-técnica – 
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demonstrar/prova conceitual – com a apresentação do teorema como resultado da 

demonstração, constitui uma organização Matemática (OD) na qual os elementos do 

sistema dedutivo estão inter-relacionados, podendo propiciar o que Balacheff (1988) 

denomina de rede de significados. O aluno, ao utilizar a fórmula da área do triângulo como 

metade do módulo do determinante, estará interiorizando que há um teorema que 

fundamenta essa “fórmula”. O material didático LD1, apesar de apresentar demonstrações 

de teoremas, inclusive ao utilizar o termo demonstração, não evidencia tal relação. A 

interpretação que se tem é de uma resolução formal sem relação com uma propriedade, que 

culmina em uma fórmula, pois o teorema não é enunciado. Nos demais materiais didáticos 

não ficaram evidentes as demonstrações de teoremas. 

Nossa segunda hipótese de pesquisa diz respeito aos termos propriedade, axioma, 

teorema, demonstração e prova não estarem explícitos nos materiais didáticos, a qual 

também se vê confirmada após as análises da utilização desses termos no decorrer da 

apresentação dos conteúdos, como podemos observar em Figura 65. No capítulo destinado à 

Geometria Analítica não foram definidos nenhum desses termos apesar de utilizados. 

Convém destacar, como apontamos na análise da Questão 3 (Q3) que, três dos cinco 

materiais didáticos analisados (LD1, LD6, LD7) apresentam algumas definições relativas a 

esses termos, porém em outros capítulos da coleção (LD1, LD7), ou mesmo em outro 

volume (LD6, v.2). Os materiais didáticos CA2009 e CP2009 não fazem menção a essa 

terminologia. Nossas considerações, nesse aspecto, são que tais definições acompanhem os 

capítulos dedicados aos conteúdos que utilizam o sistema axiomático-dedutivo, 

proporcionando ao aluno o contato reincidente, porém acessível e necessário, com essa 

terminologia. Outra consideração que tecemos é que como os teoremas e as propriedades 

não são enunciados formalmente (LD1, LD7) não se estabelecem como fundamentais para 

a existência da “fórmula” em questão, ou seja, não se cria uma rede de significados entre a 

fórmula e o teorema que ela representa. Esse fato pode acarretar a interpretação da 

Matemática enquanto disciplina das fórmulas prontas. 

Nossa terceira hipótese de pesquisa diz respeito aos fatores que podem ter 

influenciado a abordagem dos autores dos materiais didáticos, dentre eles, o abandono do 

ensino de provas e demonstrações. Consideramos, pelas análises realizadas em termos de 

organização praxeológica e pelas técnicas mobilizadas, que essa hipótese foi refutada, ao 

entendermos que as provas e demonstrações foram contempladas pelos autores de três dos 
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cinco materiais didáticos selecionados (LD1, LD6, LD7) ao que concerne às tarefas 

propostas, dando indícios de que não houve um abandono em termos de utilização de 

provas e demonstrações, pelo menos, nos materiais didáticos analisados. 

A partir das análises das tarefas propostas no bloco BT1 observamos que a maioria 

dos materiais didáticos (3 das 5 coleções) contemplam a abordagem histórica para 

introdução ao conteúdo Geometria Analítica, estabelecendo correlação entre a Geometria e 

a Álgebra. A abordagem escolhida pelos autores privilegia a utilização de registros de 

representação algébricos, figurais ou textuais por meio de exemplos no contexto 

matemático ou fora dele. Reiteramos nossas considerações sobre essa questão observando 

que as abordagens apresentadas nos livros didáticos, diferentemente da ausência de 

abordagem histórica em CP2009 e CA2009, podem despertar no aluno o interesse em 

pesquisar sobre..., querer saber mais..., além de apresentar a Geometria Analítica 

enquanto uma teoria que foi construída a partir das contribuições de alguns matemáticos no 

decorrer dos séculos, ou seja, não nasceu pronta. As análises relativas à segunda questão 

(Q2) nos mostraram que os autores consideraram que o sistema cartesiano ortogonal, a 

distância entre dois pontos, ponto médio de um segmento de reta – (unanimidade) – e 

condição de alinhamento de três pontos – (LD1;LD6;CA2009;CP2009) – são conteúdos 

fundamentais precedentes ao estudo da equação de uma reta. Há a elaboração consistente 

de provas intelectuais em pelo menos dois dos materiais didáticos (LD1;LD6) aliadas às 

representações figurais. Algumas demonstrações propostas por estes materiais utilizam 

conceitos ensinados no Ensino Fundamental, tais como: Teorema de Pitágoras, semelhança 

de triângulos, medianas de um triângulo, evidenciando que a linguagem de uma 

demonstração, não necessariamente, assume um formalismo que inviabiliza a elaboração 

de uma demonstração em nível de Ensino Médio. Convém ainda destacar que dois desses 

materiais didáticos (LD1;LD7) ao adotarem por técnica um conceito ensinado 

anteriormente, explicam-no resumidamente. Em geral, na apresentação das tarefas relativas 

aos conteúdos precedentes à equação da reta, no bloco BT1, a organização Matemática 

(OM) escolhida pelos autores dos três materiais didáticos exige que o aluno tenha domínio 

sobre localização de pontos no plano cartesiano, propriedades algébricas e geométricas, 

situando-se o bloco tecnológico-teórico nos campos da Geometria, Álgebra e Geometria 

Analítica. O material didático CP2009 elabora, na maioria das tarefas propostas, provas 

pragmáticas, porém no material CA2009 essas provas não estão disponíveis. 
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Em relação à quarta questão (Q4), relativa às tarefas voltadas ao estudo da equação 

de uma reta observamos que todos os materiais contemplam pelo menos uma das formas 

de representação de uma reta: os materiais CA2009 e CP2009 trabalham somente com 

atividades sobre a equação reduzida da reta e os demais materiais apresentam estudos 

também sobre as demais formas: geral, paramétrica e segmentária. Observamos a 

apresentação da equação geral da reta explicitada como propriedade somente em um dos 

materiais didáticos (LD6), por meio da elaboração de uma demonstração do tipo prova 

intelectual, aliada a uma representação figural no plano cartesiano. Nos demais materiais 

(LD1; LD7) aparece como uma afirmação relacionada a uma representação algébrica, com 

a elaboração de prova pragmática do tipo empirismo ingênuo. Na análise das tarefas 

executadas pelos autores, que contemplam o estudo da equação da reta, identificamos 7 

atividades das quais apenas uma utilizava o termo analisar se... Esse tipo de tarefa torna-se 

interessante no sentido da análise da resposta encontrada como efetiva solução para o 

problema, proporcionando ao aluno, segundo o que afirma De Villiers (2002), 

“oportunidades suficientes para explorar, conjecturar, refutar, reformular, explicar” e 

validar suas resoluções. 

Em relação às análises do bloco BT2, referente às tarefas propostas aos alunos, 

sobre os estudos da equação de uma reta (equação geral ou reduzida) encontramos 42 

atividades propostas (LD1;LD6;LD7;CA2009) das quais somente três utilizavam um dos 

termos mostre que..., demonstre que..., prove que..., analise se..., verifique se.... As demais 

tarefas se reduziam a enunciados do tipo determine, calcule, represente, escreva, obtenha e 

encontre. Essa conclusão vem ao encontro do que diz Almouloud (2003, p.130) ao 

especificar que “os tipos de problemas propostos nos livros didáticos, em geral, não 

envolvem questões de interpretação de textos matemáticos (definições, teoremas, 

enunciados de problemas...”. No bloco BT2 selecionamos quatro atividades que atendiam 

os critérios definidos para análise e as resoluções propostas mobilizaram técnicas que 

propiciaram a elaboração de uma prova intelectual (LD6) e três provas pragmáticas sendo 

duas do tipo experiência crucial (LD1; LD7). 

Nossas conclusões em relação à nossa questão de pesquisa, diante das abordagens 

analisadas e sob o olhar das teorias que as fundamentaram, resumem-se em quatro pontos 

chaves: i) a ausência de definição para os termos que constituem o método dedutivo; ii) a 

falta de clareza da organização Matemática ao realizar uma demonstração que verifica um 
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teorema; iii) incidência não representativa de tarefas propostas aos alunos que permitam a 

elaboração de provas nos diferentes níveis de raciocínio dedutivo; iv) inconsistência na 

identificação de um teorema: não está explícito na maioria dos materiais didáticos 

analisados, se uma afirmação representa uma propriedade, um teorema ou somente deduz 

uma fórmula matemática.  

Antes de finalizarmos, gostaríamos de ressaltar, até para pesquisas futuras, algumas 

recomendações que os documentos oficiais da educação brasileira orientam a respeito do 

desenvolvimento do aluno enquanto cidadão consciente, crítico e aberto à resolução de 

problemas: 

 

A argumentação está fortemente vinculada à capacidade de justificar uma 

afirmação e, para tanto, é importante produzir alguma explicação, bem 

como justificá-la. [...] é desejável que no terceiro ciclo se trabalhe para 

desenvolver a argumentação; [...] para que o aluno reconheça a 

importância das demonstrações em Matemática, compreendendo provas 

de alguns teoremas (BRASIL, 1998, pp.70-71). 

A Matemática é considerada um meio para o desenvolvimento de 

competências tais como a capacidade de expressão pessoal, de 

compreensão de fenômenos, de argumentação consistente, de tomada de 

decisões conscientes e refletidas. [...] (SÃO PAULO, 2008, p.44). 

 

Consideramos que pela organização didática proposta na maioria dos materiais 

didáticos analisados nesse trabalho, não seja possível desenvolver na terceira série do 

Ensino Médio a argumentação consistente, esse processo deve ser iniciado muito antes na 

escola básica. Enquanto privilegiar-se a aplicação de fórmulas em detrimento à análise de 

situações-problemas e falta de clareza na identificação dos termos de um sistema dedutivo, 

a compreensão e a elaboração de provas e demonstrações continuarão inconsistentes. 

Concluindo nossas considerações, acreditamos que nosso trabalho trouxe 

contribuições importantes sobre a abordagem dada aos conteúdos matemáticos que 

possibilitem a elaboração de provas e demonstrações, principalmente no que diz respeito à 

identificação dos termos principais de um sistema dedutivo e à proposta de tarefas que 

incentive a produção de conjecturas e justificativas.  

Entendemos que essas considerações estão limitadas aos materiais didáticos 

analisados e ao olhar das teorias em quais nos apoiamos. 
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Sugerimos para pesquisas futuras que seja analisada, em conteúdos de Geometria 

Analítica, a produção dos alunos em termos de provas e demonstrações com a investigação 

sobre o entendimento adquirido em relação aos termos propriedade, axioma, teorema, 

demonstração e prova. 

Outro estudo que julgamos interessante que seja realizado diz respeito à 

interpretação dada por professores de Matemática relativa à produção de provas de seus 

alunos e como eles abordam as questões do tipo demonstre que..., trazidas pelos materiais 

didáticos. 

 

 

 

 

 

“Porque tudo aconteceu para que eles compreendessem 

que as águas mais turvas contêm às vezes as pérolas mais belas.” 

(Vinícius de Moraes) 
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